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8. Formalne jazyky a automaty.

8.1. Uvod do problematiky.

8.1.1. Zakladneé pojmy.
Definicia.

Neprazdnu kone¢nu mnozinu symbolov X nazyvame abeceda. Konetna postupnost
symbolov z ¥ je slovo nad abecedou X. Mnozina slov nad abecedou X je jazyk nad abecedou
Y. prazdne slovo oznacujeme symbolom €. Mohutnost mnoziny, vytvarajucej slovo, sa nazyva
dizka slova.

8.1.2 Elementarne operdcie nad slovam.
Definicia.
Zretazenie slov v =v;..vy aw = w;..w, je slovo vw = v,.v,w;..wy,. Zrkadlovy obraz slova
v =v;..v, je slovo v = Vp V.
Oznacenie.
Mnozinu vSetkych slov nad abecedou ¥ oznacujeme X*. Mnozinu vSetkych neprazdnych
slov nad abecedou X oznadujeme X*.
Definicia.
Nech x,ye £*. Slovo x je podslovo slova y, ak Jv,we X* : vxw = y.
8.1.3. Elementarne operacie nad jazykmi.
Poznamka.
Nad jazykmi mozno vykondvat elementarne mnozinové operacie, Cize zjednotenie, prienik, rozdiel a
doplnok v X*.

Definicia.
Zretazenie jazykov L; a L, je jazyk L;L, = {vw; veL; a we L,}. n-td mocnina jazyka L je
jazyk L" = {{g};T”:O . Uzdver jazyka L je jazyk L* = Y I'. L* - (e} je kladny uzdver
L™ «—n21 el
jazyka L.
81.4. Gramatiky
Definicia.
Usporiadand Stvoricu G = (N, T, P, ©) nazyvame gramatika. N
( d t)y T
( ) P

(NUT)*N(NUT)*X(NUT)* pravidiel na Gpravu netermindlnych symbolov a ¢ je Startovaci
symbol.

Oznacenie.
Ak pravidlo P o t B, tak piSeme a—f.
Definicia.
Krok odvodenia gramatiky G je relécia? Vv,we (NUT)* V=W S
dx,y,u,ze (NUT)* : v = xuy A w=xzy A u—zeP H i w je odvoditelné z v (v:G>*w),
X t v dow (NUT) r

Startovacieho symbola gramatiky G, nazyvame jazyk generovany gramatikou G
L(G).
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8.1.5. Procedurdlna reprezentacia jazyka.
Definicia.
Nech F je program, ktory na vstup xe X* poskytuje odpovede dno/nie. F je procedurdlna
reprezentdcia jazyka L, ak na xeX* odpovie dno prave vtedy d xeL. Vo vSeobecnosti
i F akceptuje L, ak L F odpovie dno.

8.2. Regularne gramatiky a kone¢né automaty.

8.21. Regularme gramatiky.
Definicia.
Gramatika G = (N, T, P, ©) je reguldrna (sprava linedrna), ak su vSetky jej pravidla
tvaru A—xB, kde Ac N, Be Nue a xeT . Jazyk L je reguldrny, ak je generovany reguldrnou

g T g R.
8.2.2. Konec¢né automaty.
Definicia.
Usporiadand piticu A = (K, X, 3, qo, F), kde K tavov, X je abeceda, 0 je

prechodova funkcia KX¥X—K, goe K a FCK, nazyvame konecny automat. Usporiadani dvojicu
(g, w), kde ge K a weX*, nazyvame konfigurdcia automatu A, ak w je pripona vstupného

i Krok odvodenia ( 7))
fg (q,v);)(p,w) d JaeX : v =aw a d(q,a)
=p P t i i
i upné slovo v sa nazyva vypocet (qo,v)—Af(q,e). Ak vysledny
stav ge F L(A) = {veXl*; G—Afv} nazyvame jazyk
rozpozndvany automatom A.
8.23. Nedeterministické automaty.

Definicia.
Automat A sa nazyva deterministicky, ak Vge K VYaeX 3!peK : d8(q,a) =p V
pripade je A nedeterministicky.

Veta 8.2.3.1.
Nech L A. Potom existuje
y automat A”, ktory rozpozndva L.
Dékaz.
Nech A = (K, £, §, o, F). Potom K" = P(K) ( i K= IK1=2"). g0'= {qo}, F={Mc
P(K); 3ge M : ge F} a §” : P(K)XX— P(K) je dand predpisom 8'(M, a) = Y 6(¢q,a) L t
qeM
tento automat akceptuje rovnaky jazyk ako pdvodny.
Lema 8.2.3.1.
Nech L A. Potom existuje
A’ bez e-prechodov, ktory rozpoznéva L.
Dékaz.
Vo dvoch krokoch. Najpr i f 0 (qa) = {peKk;
(g,0) —A>* p.e)} i i e-prechodov, rozpoznavajuci L P T
8.2.3.1 k nemu existuje deterministicky automat A’ L. Z kostrukcie tohoto automatu, ktord
0 8§231 e-prechodov.
Veta 8.2.3.2.
Nech L A. Potom L je reguldrny jazyk.

4.
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Doékaz.
Pre A = (K, X, J, qo, F) zostrojime regularnu gramatiku G = (N, T, P, 6), kde N=K, T =X, P = {g—ap;
g.PEN, acX, 8(g,a) = p}u{qg—e; geF} ac=¢qy L t g
g i T
L(G)=L(A).
Lema 8.2.3.2.

Nech L je reguldrny jazyk. Potom existuje reguldrna gramatika G s pravidlami tvaru X—aY, X—Y, X—s¢,
ktoré generuje L.
Dékaz.
Jednoduché.
Veta 8.2.3.3.
Nech L g P X A L=L(A).
Dékaz.
Nech G = (N, T, P, o) je ,,jednokrokova“ reguldrna gramatika, generujica L X
lema 8.2.3.2. Zostrojime A = (K, X, 8, qo, F), kde K=N,X =T, go=0, F = {Xe N; X—>¢€ € P} a d(X,a) = {YEN,
X—aY eP} ad(X,e) = {YeN; X—>YeP} L t T S i
g g i d’ g amatika vygeneruje termindlne slovo.
Désledok 8.2.3.1.
T g g i
Dékaz.
Tvrdenie vyplyva priamo z predchéadzajicich viet.

8.24. Myhill-Nerodova vela.
Definicia.
Nech R P tried ekvivalencie reldcie R nazyvame index R.
Triedu ekvivalencie, do ktorej patri prvok w [w].
Poznamka.
LY =;, kde Vv,weX* : v=w & VxeX* : vxelL
< wxe L. Pritom ak o..0,.. je lexikografické usporiadanie X f
I Tolo..o.., 04..0,..] predpisom T>[a;, o] = 1 & oo €L, potom Vv,weX* :v=w & 0
riadky, prisldchajice v a w st rovnaké.

Definicia.
Nech A = (K, X, 3, qo, F) Ak 0 je definovand Vge K VaekX,
i d je iiplne definovana.

Oznacenie.
P DKA, , = {LeR; 3 A o najviac n stavoch s dplne

definovanou prechodovou funkciou, akceptujici L}.

Veta 8.2.4.1 (Myhill-Nerode).

1. Jazyk L je reg d =1 X
2. Le DKA, , < relacia =, md index < n.
Doékaz.
Nech L g A= (K, X, 98, qo, F). Nech index =, > IKl.
Potom Iw;. w1 Vizje 1.IKI+1 : —w=w;. Al A md iba IK] Ji#je 1.UK[+1 : w;iaw; i

Obritene nech index =, = n. Definujme A= (K", £, 8", qo", F"), kde K" = {[w]; we X*}, qo = [€], F = {[w];
welL} a 8°([w],a) = [wa]. A" ma zjavne n " «“
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i t fi F’ d i
do L (prave vtedy patri trieda, ktord reprezentuje, do F") T Le DKA, ,.
Oznacenie.
mindet (L) = min{n; Le DKA, ,}.
Désledok 8.2.4.1.
mindet (L) = index reldcie =;.

Dékaz.
Tvrdenie vyplyva priamo z Myhill-Nerodovej vety (veta 8.2.4.1).
825, Aplikacie Myhill-Nerodovej vety.
Poznamka.
Myhill- t 0 g P e dany jazyk L a odhad
indexu reldcie =, i D
0
nedeterministickému, ako ukazuje nasledujica veta.
Veta 8.2.5.1.
Vn21 3Lc{a,b}* : mindet(qpy+(L) = 2".

Dékaz. \/

b
P L(A), kde automat A je zobrazeny na obrdzku.
i 0 td '

8.2.6. Minimalizacia deterministického kone¢ného automatu.

Definicia.

D A]Z(K], Z, 61,Q1, F])aAZZ(Kz, Z, 62, q2, Fz) Sfl
izomorfné, ak existuje bijekcia h : K;—>K, h(q;) = g2, F2 = {h(q); gqeF,;} a VgeK;
YaeX : 8,(h(q),a) = h(d:(q,a)).

Veta 8.2.6.1.
Jediné minimalne determini L st automaty izomorfné s
automatom, definovanym v dékaze Myhill-Nerodovej vety.
Doékaz.
Nedokazujeme.
827. Regulame vyrazy.
Definicia.
Nech X D, ® a * RV(X) reguldrnych

vyrazov na X definujeme rekurzivne
1. DeRV(Y), ee RV(Y)
2.YaeX : aeRV(Y)
3.Va,pe RV(E) : a®BeRV(YE), a®BeRV(Y), a*e RV(L).
Definicia.
Jazyk L[a], reprezentovany reguldrnym vyrazom o definujeme nasledovne :
1. [D] =9, [e] = {&}
2.VaekX : [a] = {a}
3.Va,BeRV(E): Lla]=L, A LIB]=L, = L[a®B]=L, UL, A L[a®B]=L L, A L[o¥]=L *.

-6-
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Oznacenie.
H i t P
t i O Min(X)
t PaT-={[a]; xeRV(X)}.
Veta 8.2.7.1.
Min(X)=T.
Doékaz.
Tvrdenie vyplyva z definicie regularnych vyrazov.
a) t P T
b) T tP.
828. Uzaverové viastnosti.
Veta 8.2.8.1.
R je uzavretd na zjednotenie a prienik.
Doékaz.
Nech L; a L, sd reguldrne jazyky; L; A;= (K1, L, 81, q1, F1), Ly
Ay = (K3, X, 8, q2, F>). definujme automat A = (K;xK>, X, 9, (q1, ¢2), F), kde (p,q)e F &
peF; v ge F, a d((p,q), a) = (81(p,a), d:(q,a)). Tento automat vykondva paralelne L;alL,,
i d i il L
t LA =L,UL,.
(0] A predpisom (p,q)eF <& peF; A geF, dostaneme
automat, akceptujici L;ML;.
Veta 8.2.8.2.
R je uzavretd na doplnok.
Dékaz.

Nech L je regularny jazyk, akceptovany automatom A = (K, X, d, o, F). Zamenou F a K-F dostivame
automat pre doplnok.

Veta 8.2.8.3.
R t
Dékaz.
Nech L; a L, st reguldrne jazyky; L; A=K, %, 0,q5 F)), L,
Ay = (K3, X, 02, q2, F»). definujme automat A = (K;UK>, X, 8, q;, F>), kde & = 8,U0; plus
e- qge F; do g,. Automat A t L;L,.

Veta 8.2.8.4.

R je uzavretd na uzéver.
Dékaz.

K automatu pre L priddme €-prechody z F do gp.
Veta 8.2.8.5 (Kleene).

R =Min(X).
Dékaz.

R t P (z predchadzajicich viet) = Min(X)cR. Obratene nech L je regularny jazyk,
akceptovany automatom A = (K, X, J, go, F) D f Ri; = {weX*; 8(qi, w)—q;}. Zrejme L =
Vji‘:l&_j 0 R} = {weRi; gr-qi}. Vije LUK : R < SU{e} a to

t g A Vijel.KIVk21: R =R}"U R (RAN* R} a
d RV t RcMin(Y).
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8.3. Bezkontextové gramatiky a zasobnikové automaty.

8.3.1. Bezkontextove gramatiky.
Definicia.
Gramatika G = (N, T, P, ©) je bezkontextovd, ak su vSetky jej pravidld tvaru A—x, kde
AeN, a xe (NUT)". Jazyk L je bezkontextovy, ak je generovany bezkontextovou gramatikou.

T X Lcr.

Definicia.
Bezkontextova gramatika G je nevypustajiica, ak neobsahuje pravidld tvaru X—e.

Veta 8.3.1.1.
Nech L je bezkontextovy jazyk, generovany gramatikou G a neobsahujuci €. Potom existuje

t g G’, generujuca L.

Dékaz.

Ak e¢ L G =00 = =G>* o, =weT* Jiel.n : lol <loyl. Ak v G zamenime

vSetky pravidla ak? O+ 7, kde logl > log, | pravidlom Otk?otkﬂ-, kde j = min{iek..n; loyl < logl}, dostivame

t g g L.
Veta 8.3.1.2.
Nech L je bezkontextovy jazyk, generovany gramatikou G. Potom existuje bezkontextovd gramatika G”
bez pravidiel tvaru X=Y, generujica L.
Dékaz.
Triviélne.
8.3.2. Redukovane gramatiky.
Definicia.
Bezkontextova gramatika G je redukovand d erminalu
t t
Proste G t . o
Veta 8.3.2.1.
X L existuje redukovand gramatika, ktord ho generuje.
Dékaz.
Triviélne.
8.3.3. Najlavejsie odvodenie.
Definicia.
Odvodenie v bezkontextovej gramatike G je najlavejsie
I i
Veta 8.3.3.1.
Nech L je bezkontextovy jazyk generovany gramatikou G a nech we L. Potom v G X r
odvodenie w.
Dékaz.
Triviélne.
8.34. Chomskeho a Greibachovej nornmelny tvar.
Definicia.
Bezkontextova gramatika G je v chomského normdlnom tvare, ak vSetky jej pravidla sud
tvaru A=a a A=BC, kde aeT a B,CeN.

Veta 8.3.4.1.
Nech L je bezkontextovy jazyk bez €, generovany gramatikou G. Potom existuje bezkontextova gramatika
G~ v chomského normdlnom tvare, generujica L.
-8-
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Dékaz.
Pravidlo tvaru A=Xx, kde xe (NUT) a Xe(NUT)*, nahradime pravidlom A=YZ, kde y a Z sd nové
neterm D Z=x a pravidlo Y=X d i i
istym spdsobom. Vysledkom je gramatika v chomského normalnom tvare.
Definicia.

Bezkontextova gramatika G je v greibachovej normdlnom tvare, ak vSetky jej pravidla
su tvaru A=a, kde ae T a oe N*.
Veta 8.3.4.1.
Nech L je bezkontextovy jazyk, generovany gramatikou G. Potom existuje bezkontextova gramatika G v
greibachovej normalnom tvare, generujica L.

Dékaz.
Gramatiku v chomského normdlnom tvare upravime na greibachovej normalny t
tvaru ABC nahradime pravidlom A=aB,..B;C, kde aB,..B; r B prerusené v okamihu
Bn+1:>(l.
8.3.5. Stromy odvodenia.
Definicia.

Nech G X g 0] i any strom s vrcholmi z (NUT)*
nazyvame strom odvodenia v G n o afjesynom o & OL:G>[3 t
listov stromu odvodenia 7T nazyvame vysledok stromu odvodenia T wr.

Veta 8.3.5.1.
Nech G je bezkontextova gramatika. Vwe (NUT)* : we L(G) < 3T : wr=w.
Dékaz.
Trividlne.
8.36. Pumpovacia lema.

Veta 8.3.6.1 (Pumpovacia).
Nech L je bezokntextovy jazyk. Potom dp,ge N Vze L : Izl > p = Ju,v,w,x,ye X* : z = uvwxy A lvwxl < g A
vx#e A Vi >0 uv'wx'ye L.

Dékaz.
Nech G je bezkontextovd gramatika v Greibachovej normdalnom tvare, generujuca L-{€}. Nech INl = k.
P p=2ag=2"p T v G, ktorého vysledok 7 je dlhii ako p, obsahuje
vetvu dlhSiu ako k. Nech P je najdlhSia cesta v 7. Potom v G existuje netermindl, ktory sa na P nachadza
0] A. Potom A:G>vAx (predposledny vyskyt) a A:G>w (posledny vyskyt), kde v,w,xe T*.
O u » 1% Payvysledok ,napravo” od P. Potom ¢ = uvwxy ppwal < 2",
i < k+1, vz a isek A=vAx 6 P er r Viz0:
uviwxiye L.
Definicia.

Nech G je bezkontextovd gramatika, Ae N. Pravidlo tvaru A=, kde ae(NUT)*,
nazyvam A-pravidlo.
Lema 8.3.6.1.
Nech G je bezkontextovad gramatika bez e-pravidiel, nech A=ofy je jej A-pravidlo a nech {B=;}.1., st
vSetky B-pravidla. Potom nahradenim pravidla A=ofy pravidlami {B=ap;y}, 1., generujem rovnaky jazyk.

Doékaz.
Zrejmé.
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Lema 8.3.6.2.
Nech G je bezkontextovd gramatika bez e-pravidiel, nech {A=A;}; ;. , si vSetky A-pravidld s A na
{A=P;}i1.m su vSetky ostatné A-pravidld. Potom nahradenim A-pravidiel pravidlami
{A=B:, A=BB, B=ou, B=auP }i1..m generujem rovnaky jazyk.
Doékaz.
Zrejmé.
8.3.7. Zasobnikové automaty.
Definicia.
Usporiadand sedmiticu A = (K, X, T, 8, qo, Zo, F) nazyvame zdsobnikovy automat. K, ¥,
S, go a F T je zéasobnik a Z,
zasobnika.
Definicia.
Konfigurdcia zasobnikového automatu je usporiadand trojica (g, w, Y), kde ge K, w je
eSte nepr i Y je stav zasobnika.
Poznamka.
Z i d i
Veta 8.3.7.1.
Rozoznavanie koncovym stavom a prazdnym zasobnikom sd rovnako silné.
Doékaz.
Trividlne.
Veta 8.3.7.2.
P bezkontextovy jazyk L existuje zasobnikovy automat A, ktory ho akceptuje.
Dékaz.
Nech G = (N, T, P, ©) je bezkontextovd gramatika v greibachovej normélnom tvare, generujica L.
Definujme zdsobnikovy automat A = (K, X, T, 9, q, Zy, F), kde K= {q}, L =NUTs, T=N, Zy=0, F = J a d(q,
aw, AY) =(g, w, B;.B,Y) & A = aB;..B, € P. Ak automat A akceptuje vstupné slova pradzdnym zasobnikom, tak

A r G a teda zjavne L(A)cL A i
LcL(A) i i i L nedeterministicky A ,,vie®, ktorym pravidlom z G bolo
toto i f t
Veta 8.3.7.3.
P i A je L(A) bezkontextovy jazyk.

Dékaz.
Nech A = (K, X, T, 3, qo, Zy, F) je zasobnikovy automat, akceptujici vstupné slové prazdnym zdsobnikom.
Definujme gramatiku G = (N, Tg, P, 6), kde N = {[q,B,p]; p.qe K, Be T}u{c}, Tc =X a P = {6=|q0, Zo, q];
qe K}JU{lgq, B, qun+11=alq1, B, q2)..[gn Bu qu+il; (g1, w, B..ByY) € d(q, aw, BY)}. Tato gramatika sleduje

A EH] “ L(G) = L(A)
8.3.8. Uzaverové viastnosti.
Veta 8.3.8.1.
Lcr nie je uzavretd na prienik a doplnok.
Dokaz. o o
{d'b'c"; a,b,ceT, ieN) ¢ Lcr, ale {a'b'; a,b,ceT, i,je N) a {d'b'c"; a,b,ceT, i,je N) € Lcr = Lcr nie je
uzvreta na prienik. NavySe L;NL; = Z ] L_2 = ak by L¢r t
Veta 8.3.8.2.

Lcr je uzavretd na prienik s R.
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Doékaz.
Nech A = (K, X, T, 9, qo, Zoy, F) je zasobnikovy automata A" = (K", X, 8, qo’, F")
Potom zdsobnikovy automat A”"= (KxK", X, T, 8", (qo, qo", Zo, FXF"), kde 8" ((p,q), aw, ) = {((p 9", w, ¥);
dp,a)=p  A(q’,w,Y) € 8(q, aw, ¥)} rozpoznava jazyk L(A)NL(A").

8.4. Frazove gramatiky a Turingove stroje.

84.1. Turingove stroje.
Definicia.
Usporiadand Sesticu A = (K, X, T, 8, g9, F) nazyvame Turingov stroj. K
stavov, X je vstupnd abeceda T je pdskovd abeceda (a teda XcCT), 0 : KXT—>KXT-{B}x£l je
prechodova funkcia, gg F
Definicia.
Konfigurdcia Turingovho stroja je usporiadand trojica (g, w, i), kde ge K, weT* a ie N
je pozicia hlavy na pdaske.
Poznamka.
P T g

84.2 Modifikované Turingove stroje.
Veta 8.4.2.1.

Viacstopové Turingove stroje su ekvivalentné Standardnym.
Dékaz.
Na pasku sa nezapisuji symboly, ale vektory symbolov.
Veta 8.4.2.2.
T ¢
Dékaz.
P i
Veta 8.4.2.3.
Viacpaskové Turingove stroje st ekvivalentné Standardnym.
Dékaz.
k pasok =2k 0
Definicia.
Stupen nedeterministickosti Turingovho stroja je k = max{ld(q, w, i)l; ge K, weT*,
ieN}.

Veta 8.4.2.4.
Nedeterministické Turingove stroje st ekvivalentné deterministickym.
Dékaz.
Nech k i T g T. Deterministicky 7~

t I i i

8.4.3. Rekurzivne vypocitatelné jazyky.

Definicia.
Jazyk, rozpozndvany Turingovym strojom, nazyvame rekurzivne vypocitatelny. Ak
T g i rekurzivny.
T i i r LRe.
84.4. Frazoveé gramatiky.
Definicia.

Gramatika G = (N, T, P, ©) je frdzovd
X f
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Veta 8.4.4.1.
f g g i i T
Dékaz.
Dvojpaskovy nedeterministicky 7S g t
g
Veta 8.4.4.2.
P T g A existuje gramatika G L(A) = L(G).
Dékaz.
Gramatika postupuje v troch krokoch. Najprv vygener
i P g
tT vgaw—vbgw, ktoré
simuluji posun hlavy automatu v stave g i ia P r P i
t % tg a1T t
i p je akceptovaci stav. Aby sme tera t i ’ “
0 t P " «
Definicia.

Frdazova gramatika je v normdlnom tvare, ak ma vSetky pravidla tvaru a—f a A—a, kde

o,Be N*, AeN a aeT.

Lema 8.4.4.1.
p y rekurzivny jazyk existuje frdzova gramatika v normélnom tvare, ktord ho generuje.

Dékaz.
Trividlne.
84.5. Churchova téza.
Hypotéza.
g f T ¢
8.5. Kontextové gramatiky a linearne ohrani¢ené automaty.

8.5.1. Kontextové gramatiky.
Definicia.
Gramatika G =
e (NUT)" plati Ixl < |
T X
Definicia.
Kontextova gramatika G je v normdlnom stave, ak ma vSetky pravidld tvaru a—f a

A—a, kde a,Be N*, lal<IBl, Ae N a aeT.
Lema 8.5.1.1.
P X
Dékaz.
Triviélne.
85.2. Linearne ohranicené automaty.

Definicia.
Turingov stroj, pracujici v priestore, vyhradenom vstupom (alebo inym spdsobom fixne

) linedrne ohraniceny automat.

Veta 8.5.2.1.
P

(N, T, P, o) je kontextovd, ak pre vsetky jej pravidlda x=y, kde x,y
yl. Jazyk L je kontextovy, ak je generovany kontextovou gramatikou.

L existuje kontextova gramatika G v normdlnom tvare, ktord ho generuje.

A existuje kontextova gramatika G L(A) = L(G).
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Dékaz.
D6 8442 X tg

osobitnych paska ) g i t
8.5.3. Chomského hierarchia gramatik.
Lema 8.5.3.1.
RQLCF.
Doékaz.
Trividlne.
Lema 8.5.3.2.
dLe LCF\R.
Dékaz.
Definujme L = {a"b"; ne N}. Definujme gramatiku G = ({S}, {a,b}, P, S}, kde P = {S—aSblab} L
t L(G)=L d G je zjavne bezkontextova, Le L¢cp. Nech LeR P r -
Nerodovej vety (veta 8.2.4.1) je index relacie =, n U 00=£, 01, .., 0". Nech
di#je0..n. Po x=1". Potom 0'l'e L A 01'¢ L = OiELOj . Nasli sme n+1 tried ekvivalencie relacie =;,
spor.
Definicia.
Lges = {Lu{e}; LeLcs} nazyvame triedou rozsirenych kontextovych jazykov.
Lema 8.5.3.3.
LcrCLics.
Dékaz.
P T 8341 x X L bezkontextovd gramatika v chomského
normdlnom tvare, ktora generuje L - € g X = L-
eeLcs = Le Ligs.

Lema 8.5.3.4.

HLELEcs\L(;F.

Dékaz.

Definujme L = {a"b"c"; neN}. Definujme gramatiku G = ({S,B,C}, {ab,c}, P, S), kde P =
{S—aSBClaBC, CB—BC, aB—ab, bB—bb, bC—bc, cC—cc} L t LG) =L d
G je zjavne kontextovd, Le Lgcs. Nech Le Lep P r ( 8361)dp,geN Vzel
Jjeho rozdelenie na uvwxy i P [ = max{p,q} a

dvld @ t vwx i t qg © t 0
Ale potom Vie N : uv'wx'y 0 a- c- je spor.
Lema 8.5.3.5.
LgcsCLrec.
Dékaz.
P X X i
P X g i n i
ano/nie podl’ g g
Definicia (Kédovanie gramatik).

Nech T je abeceda, ITl = k. nech G = (N, T, P, S) je gramatika, kde INI = [. G kédujeme
binarne nasledovnym spdsobom : 10'..10% su k6dy termindlov, 10%*1..10%*° su koédy postune {,
,>,{,},(,)) avyssie mocniny dvojky kéduji neterminaly.

Kontextovy jazyk L definujeme ako CI1E, kde C je kéd kontextovej gramatiky,
generujucej L a E =0 ak ee L a 00, ak e¢ L.

oQ
S
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Lema 8.5.3.6.

(0] T g t g X g
touto terminalnou abecedou.

Dékaz.
0 fi
Definicia.

Kanonickd t g i T t
gramatik nad termindlnou abecedou T 0 t
bindrnou abecedou.

Lema 8.5.3.7.

Ex g g t X g i

abecedou T.
Dékaz.

Algoritmus generuje kanonickd postup t

kéduje kontextovud gramatiku, a ak dno, zarad{ ju do postupnosti.
Definicia.
Nech {Gi}i.n t g i T. Jazyk
Lpiac = {wi; wig G;} nazyvame diagondlny jazyk nad abecedou T.
Lema 8.5.3.8.
dLe LREC\LECS'
Dékaz.

Lpiac nad kontextovymi gramatikami zjavne nie je kontextovy. Ale pre dané we T it
index v kanonickej postupnosti (nech je to i) g t o i-tej gramatiky G; postupnost’
kontextovych gramatik nad termindlnou abecedou T’ t i twdo L(G)) atym ajdo L =
L je rekurzivny.

Lema 8.5.3.9.
LrecCLgE-
Dékaz.
Triviélne.
Lema 8.5.3.10.
dLe LRE\LREC'
Dékaz.
A% i T ¢ I
Désledok 8.5.3.1 (Chomskeého hierarchia).
RcLcrCLecsCLrEc CLRE.

Dékaz.
Tvrdenie je priamym dosledkom predchadzajicich liem.

8.5.4. Uzaverove viastnosti.
Veta 8.5.4.1.
Lcs, Lrec, Lre t (Lcs iba na kladny uzdver) a zrkadlovy
obraz.
Doékaz.
e Zjednotenie : Nech G| = (N,T1P1,51) a Gy = (N, T12,P2,5,) su kontextové (rekurzivne, frazové)
gramatiky a nech Nyn\N, = T)NT, = . Definujme gramatiku G = (N,T,P,S), kde S¢ N UN,UTUT>,
N =NUNUS, T=TUT, a P = PiUP,U{S—S1IS:}. G patri do rovnakej triedy chomského hierarchie
0 g I t g L(G)UL(G).
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e 7 t : G, = (N,T1P,S1) a Gy = (N, T5,P»,5,) su kontextové (rekurzivne, frazové)
gramatiky a nech NyN\N, = T1NT, = . Definujme gramatiku G = (N,T,P,S), kde S¢ NUN,UTUT>,
N =NUNUS, T=T\UT, a P = P1UP,U{S—S:5:}. G patri do rovnakej triedy chomského hierarchie

0 g I t g t L(G)y) a L(Gy).

e Uzaver : Nech G = (N, T,P,S) je kontextova (rekurzivna, frizova) gramatika. Pridanim pravidla S—SS
vytvorime gramatiku, prislichajicu do rovnakej triedy chomského hierarchie ako povodné gramatika,
ak genrujicu uzaver L(G).

e Zrkadlovy obraz : Nech G = (N,T,P,S) je kontextovd (rekurzivna, frazovd) gramatika. Potom
gramatika G* = (N,T,P’S), kde P~ = {(xR—>[3R; o—Pe P}, patri do rovnakej triedy chomského
hierarchie ako po6vodna gramatika a generuje zrkadlovy obraz L(G).

Veta 8.5.4.2.
L¢s a Lgge st uzavreté na komplement.
Dékaz.
Szelepcsenyho veta dokazuje tvrdenie pre L¢s. Pre Lggc je tvrdenie trividlne.
Veta 8.5.4.3.
Lcs st uzavreté na prienik.
Dékaz.
Trividlne.
8.6. Aplikacie Turingovych strojov.

8.6.1. Turingove stroje, pocitajtice celociselné funkcie.

- fiky, .., k,) reprezentujeme vstupom 0“1A 101A 10% f 0", ak fiky,...ky) = m.
8.6.2. Turingove stroje ako enumeratory.
Definicia.
Enumerdtor je Turingov stroj bez vstupu so Specidlnou vystupnou pdskou, na ktorej sa
t \Y% u slova oddelené Specidlnym symbolom
I ( #). Vsetky slova, ktoré takyto enumerator A vyprodukuje, tvoria L(A).
Veta 8.6.2.1.
Jazyk L i i T d x A, ktory ho generuje.
Dékaz.

Nech L je akceptovany 7S A". Ak ekvivalentny DTS (konstrukcia v dokaze vety 8.4.2.4) upravime na
enumerdtor A, produkujici vSetky slova akceptované A”, potom L(A) = L(A"). Obratene TS
enumeratora a porovnava slova so vstupom.

8.7. Rozhodnutelnost.

8.7.1. Niektoré standardne problémy.
Definicia.
Problém Find — pre dand rekurzivnu gramatiku a vstup w nad jej termindlnou abecedou
t I w v G a NIE, ak we L(G).
Problém Inclusion — pre dand rekurzivnu gramatiku a vstup w nad jej termindlnou
t A O/ IE r wele L(G).
Veta 8.7.1.1.
Find I < Inclusion r
Dékaz.
Trividlne.
Veta 8.7.1.2 (Post).
L i dL i i T
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Doékaz.
Trividlne.
Definicia.
Problém Accept — A akceptuje vstup w.
Problém Stop — A zastavi na vstupe w.
Lema 8.7.1.1.
Ak Lc{0,1}*, tak TS A s paskovou abecedou T = {0,1,B}, akceptujici L.
Doékaz.
0 t k-ticami abecedy T = {0,1,B} (k je pre dany jazyk pevné
a teda k- it )
Definicia (Kédovanie Turingovych strojov).
Nech A = ({q1, .. , q.}, {0,1}, {0,1,B}, 3, q;, B, {q2}) je Turingov stroj, ktorého 9&-
funkcia obsahuje k pravidiel. O 0 =x;, I =x, a B=x3. Pravidlo 8(gi, xj) = (gm, Xp, 1)
6 £ 0'1010"10”10°, kde e = 1| r 1

doprava. Automat A potom kdédujeme 111C;11 .. 11C,111, kde C; je kéd i-teho pravidla. Kéd
automatu A o (A).

Ak w je vstup automatu A, tak dvojicu A, w 0 t i (Aw i
(A, w).

Lema 8.7.1.2.

O danom slove w t 0 TS
Dékaz.

Rovnako ako pri kédovani gramatik.
Lema 8.7.1.3.

Existuje algoritmus, generujici kody TS v kanonickom poradi.
Dékaz.

Rovnako ako pri kédovani gramatik.
Definicia.

Nech A; je i-ty TS v kanonickej postupnosti. Lpjag = {w;; wig L}A;l}.
Veta 8.7.1.3.

Lpiac# Lrec.
Doékaz.
Trivialne.
Désledok 8.7.1.1.
Doplnok k Lpjace L.
Doékaz.
Trividlne.
Definicia.
Lyniv = {(A,w); we L(A)}.
Veta 8.7.1.4.
Lynivé& Lrec.
Doékaz.
Trividlne.
Désledok 8.7.1.2.
Problémy Accept a Stop I

Dékaz.
Trvialne.
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8.7.2. Vlastnosti rekurzivnych jazykov.

Definicia.
(0} i viastnost rekurzivnych
H i i L t ¢, ak Lego V t ¢ sa nazyva
trividlna, ak o€ {D, Lrec} J t  @jejazyk L, = {{A); L(A)e ¢}.
Veta 8.7.2.1 (Rice).
V4 t i r
Dékaz.

Nech ¢ r t i A, i LA)=L,
Nech (A,w)e Lynyy U A’, pracujici nasledovnym spdsobom : najprv (ignorujiic svoj vstup x)
simuluje A na vstupe w. Ak we L(a), x¢ L(A"). Ak we L(A) ( d’ (A, w)e Lynry), xe L(A")=xe L(A »)- Potom
(Aw)e Lynyy & L(A)e @, i r [0) r ¢ Accept

Désledok 8.7.2.1.
Pre dany TS A I :LA) =3, L(A) = Lrec, L(A)E Lgec, L(A)€ L.
Dékaz.

Tvrdenie priamo vyplyva z predchddzajicej vety.
8.7.3. Postov korespondencny problém.

Definicia (Postov koreSpondenény problém).

Nech X je abeceda a A,BCYX*. Postov problém priradenia pre jazyky A a B je problém
existencie postupnosti {u;€A}i 1., a {vieB}i_1.n ¢ wiuz..uy = viva..v, T t a
nazyva riesenie problému pre dané jazyky.

Veta 8.7.3.1.

P I
Dékaz.

Nedokazujeme.

8.7.4. Nerozhodnutelné problémy pre kontextové a bezkontextoveé jazyky.
Veta 8.7.4.1.
Problém prazdnosti kontextového jazyka je r
Dékaz.
Ak pre dané jazyky A a B i A, akceptujuci vstup x d
X i P AaB I
L(A) by vyplyvala rozho r tP
Veta 8.7.4.2.
P X Ir
Dékaz.
Nech A ={uy, .., u,}, B={vy, .., v,} anech ay, .., a, st slova nad inou abecedou U g Gy
= {S%ul-SaiIul-a,-; i€ 171} a GB = {S—)v,-Sa,-Iv,-al-; ie 1]’[} L(GA)ﬂL(GB)?f@ < P
ma pre jazyky A a B V4 r X
r tP ného problému.
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