Def 1.3.1 Zobrazenie mnoZiny A do mnoZiny B je podmnoZina F kartezidnskeho si¢inu AxB mnozin A,B
s vlastnotami :
a) kukazdému ac A existuje be B tak, Ze (a,b)e F
b) ak (a,bp)eFa(a,c)eF,takb=c
Def 1.3.2 Dve zobrazenia ¢: A—B, y: C—D sa rovnaji (piSeme ¢=Vy), ak A=C, B=D a pre kazdé ac A sa
ap=a\yy.
Def 1.3.3 Ked’ st dané zobrazenia ¢:A—B a y:B—C, potom zobrazenie 1:A—C také, Ze pre kazdé ac A sa
an=(a@)y, nazyvame zlozenim (kompoziciou) zobrazeni @ ay a piSeme N=0°y
Veta 1.3.1 Nech ¢: A—B, y:B—C an:C—D, potom (@°y)°n=¢°(y°n) -Asociativny zdkon
Def 1.3.4 Zobrazenie ¢:A—B nazyvame
a) injekciou (alebo prostym zobrazenim nmoziny A do mnoziny B), ak pre kazdé a,be A, a a#b sa
ap=be.
Iné¢, ak sa obrazy dvoch prvkov a.,be A rovnaju, tak tieto prvky sa rovnaja.
b) surjekciou (alebo zobrazenim mnoziny A na mnozinu B), ak ku kazdému prvku be B existuje prvok
ac A tak, Ze a@=b
¢) bijekciou prave vtedy ked’ je aj injekciou aj surjekciou.
Veta 1.3.2 Kompozicia dvoch injekcii je injekcia, kompozicia dvoch surjekcii je surjekcia, kompozicia dvoch
bijekcii je bijekcia.
Def 1.3.5 Zobrazenie :A—A nazyvame transformaciou mnoZiny A.
Zobrazenie la:A—A, ktoré zobrazuje kazdy prvok mnoziny A na seba, Cize ala=a, nazyvame
identickou
transforméciou.
Def 1.3.6 Nech ¢:A—B a y:B—A. Ak ¢°y=Ia, tak hovorime, Ze ¢ je 'avé inverzné zobrazenie k y a y
je pravé inverzné zobrazenie k zobrazeniu ¢.
Veta 1.3.3 Nech A#J. Zobrazenie @:A—B je injekcia vtedy a len vtedy, ked’ k nemu existuje pravé inverzné
zobrazenie.
Veta 1.3.4 Zobrazenie ¢:A—B je surjekcia vtedy a len vtedy, ked’ k nemu existuje 'avé inverzné zobrazenie.
Lema 1.3.2 K zobrazenie ¢ existuje najviac jedno inverzné zobrazenie. Ak existuje, tak je to bijekcia a
oznacujeme
ho ¢ na minu prvi.
Def 1.6.1 Binarna operaicia na mnozine A je zobrazenie mnoziny AxA do A. napr °, pricom obraz usporiadane;j
dvojice (a,b) oznacujeme a°b.
Def 1.6.2 Neutrdlnym prvkom bindrnej operacie °® na mnoZine A je taky prvok e€ A, Ze pre kazdé ac A plati
e®a=a’e=a
Veta 1.6.1 Bindrna operdcia ° na mnoZine A moze mat’ najviac jeden neutralny prvok.
Def 1.6.3 Bindrna operdcia ° na mnoZine A je asociatyvna, ak pre vSetky a,b,ce A plati a®(b°c)=(a°b)°c
Bindrna operacia °® na mnoZine A je komutativna, ak pre vSetky a,be A plati a°®b=b°a.
Def 1.6.4 Nech prvok ee A je neutrdlnym prvkom operacie ° na mnozine A. Prvok a nazyvame inverznym
prvkom
k prvku b (a,be A), ak a°b=e=b°a.
Veta 1.6.2 Nech je na mnozine A dana asociatyvna b.o. © a nech e€ A je neutrdlnym prvkom tejto operécie.
Potom
k prvku a€ A existuje v mnozine A najviac jeden inverzny prvok. Ak existuje oznaéme ho a na minu
prvi.
Def 1.6.5 Grupa je mnozina G s bindrnou opericiou °, pri¢om
a) pre vSetky a,b,ce G plati a°(b°c)=(a’b)°c,
b) existuje prvok ee G tak, Ze pre vSetky ac G sa a°e=a=e°a,
¢) Kukazdému prvku ae G existuje prvok be G tak, zZe a°b=e=b"°a,
Ak bindrna operécia ° je komutativna, hovorime o komutativnej alebo abelovskej grupe.
Veta 1.6.3 Nech . je asociatyvna bindrna operacia na mnozine A. Potom sucin viacerych Cinitel'ov nezavisi od
spOsobu uzitvorkovania.
Veta 1.6.4 Nech je na mnozine A dand asociatyvna a komutativna operécia. Potom sucin viacerych cinitel'ov
nezévisi od poradia Cinitel'ov.
Def 1.7.1 Pole je mnoZina s dvoma bindrnymi operdciami ®@,®, pricom (F,®) je abelovska grupa s neutrdlnym
prvkom &, (F-{J},®) je abelovska grupa a pre vietky a,b,ce F plati a®(b®c)=a®bDa®c,



(b®c)®a =b®a®c®a.
Veta 1.7.1 Pole (F,®,®) ma4 tieto vlastnosti: Pre vSetky a,b,ce F plati
a) a®Jd=0,
b) (-a)®b=-a®b,
¢) (-a)®(-b)=a®b,
d) ak a®b=a®c a #J, tak b=c,
e) ak a®b=(, tak a=0 alebo b=.

Def 2.1.1 Nech (F,+,.) je pole, (V,®) je komutativna grupa. Ak existuje funkcia ®:FxV—V, taka, ze a®@eV a
pre F'ubovolné a,be F a a,fe V plati
a) (a+b)®a=(a®uo)®(b®n),
b) a®(0®P)=(a®a)D(b®a),
¢) a®(b®a)=(a.b)®aq,
d) 1®o=0
Potom hovorime zZe ((V.®),(F,+,.),®) je vektorovy priestor V nad pol'om F.
Zapisovat to budeme (V.F) alebo V(F).
Veta 2.1.1 Vo vektorovom priestore V(F) plati
a) 0®a=9 pre 'ubovolny vektor ae V(F),
b) c®I=D pre 'ubovolny skalar ceF,
c) c®o=J prave vtedy, ked’ c=0 alebo o=,
d) (-c)®0=-c®a pre 'ubovolné oc V(F) a ceF
Def 2.2.1 Neprazdnu podmnozinu S vektorového priestoru V(F) nazyvame podpriestorom priestoru V(F), ak ma
tieto vlastnosti:
a) eS8,
b) a,peS, a®PeS
¢) ak aeS aceF, tak c®oe S
Veta 2.2.1 Nech S a T st podpriestory vektorového pristoru V(F). Potom ST je podpriestorom priestoru V(F).
Def 2.2.2 Nech al, 02, ..., on st vektory priestoru V(F). Vektor o nazyvame linedrnou kombindciou vektorou
al, a2, ..., on, ak a=cl.al+c2.02+..+cn.on , kde ci (i=1,2,..,n) st vhodné prvky pol'a F.
Veta 2.2.2 Nech al, o2, ..., an st vektory vektorového priestoru V(F). Potom mnoZina
M={cl.al+c2.02+..+cn.an, cl, c2, ..., cne F } je podpriestorom vektorového priestoru V(F).
Def 2.2.3 Nech al, o2, ..., an st vektory priestoru V(F). Potom mnoZzinu vSetkych linedrnych kombindcii
vektorou
al, o2, ..., an budeme oznacovat’ [al, a2, ..., an |={cl.al+c2.02+..+cn.an : cl,¢c2, ...,cneF } a
budeme ju nazyvat’ podpriestorom generovanym vektormi o, o2, ..., on.
Veta 2.2.3 Nech vektoryal, a2, ..., an su z podpriestoru S vektorového priestoru V(F). Potom [al, o2, ..., on
1cS.
Veta 2.2.4 Nechol, o2, ..., on patria do vektorového priestoru V(F). Vektor B je linedrnou kombindciou
vektorov
al, a2, ..., an vtedy a len vtedy, ked’ [al, a2, ..., an ]=[al, a2, ..., on, B].
Def 2.3.1 Nech vektory a1, 0.2, ..., an patria do vektorového priestoru V(F). Vektory al, 2, ..., oin nazyvame
linedrne zavislé, ak existujd skaldry cl, c2, ..., cn z pol'a F, z ktorych asponi jeden je rozny od nuly, tak,
7e
plati cl.al+c2.02+...4+cn.on=>.
Vektory al, 0.2, ..., on sa nazyvaju linedrne nezdvislé, ak nie su linedrne z4vislé. Teda vektory
al, a2, ..., an sd linedrne nezavislé, ak z kazdej rovnosti tvaru cl.al+c2.02+...4+cn.an =2,
cieF pre 1<1i < nvyplyva, Ze vSetky ci (1<1i<n) sa rovnju nule.
Veta 2.3.1 Nech al, o2, ..., an >1, st vektory z vektorového priestoru V(F). Potom vektory al, o2, ..., an sd ,
linedrne z4vislé prave vtedy, ked’ jeden z vektorou a1, 0.2, ..., an je linedrnou kombindciou ostatnych.
Veta 2.3.1 Nech al, a2, ..., an #J, st vektory z vektorového priestoru V(F). Potom vektory al, o2, ..., an sd,
linedrne zavislé prave vtedy, ked’ jeden z vektorou nich je linedrnou kombinaciou predchadzajicich
vektorou.
Veta 2.3.3 (Steinitzova veta). Nech vektory al, a2, ..., an generuju priestor V(F). Nech vektory B1, B2, ..., Bk
priestoru V(F) st linedrne nezavislé. Potom k < n a existuje n-k vektorov ai, ktoré spolu s vektormi



B1, B2, ..., Bk generuju priestor V(F).
Def 2.4.1 Vektorovy priestor V(F) nazyvame konecnorozmerny, ak existuju vektory a1, a2, ..., an € V(F) tak, ze
[al, a2, ..., an]=V(F) . Ak V(F) nieje kone¢norozmerny, nazyvame ho nekone¢norozmerny.
Def 2.4.2 Nech vektorovy priestor V(FO je kone¢norozmerny. Vektory a1, a2, ..., an nazyvame bazou priestoru
V(F), ak
a) [al, a2, ..., an ]=V(F),
b) Vektory al, o2, ..., on st linedrne nezavislé.
Veta 2.4.1 Nech vektorovy priestor V(F) je konecnoroznerny. Potom vSetky bazy priestoru V(F) maji rovnaky
pocet prvkov.
Def 2.4.3 Dimenzia konecnorozmerného vektorového nenulového priestoru V(F) je pocet prvkov niektorej z baz.
Dimenzia nulového vektorového priestoru je 0. Dimenzia nekonecnorozmerného priestoru je
nekonecno.
Dimenziu vektorového priestoru V(F) oznacujeme d(V(F)).
Veta 2.4.2 Nech je priestor V(F) kone¢norozmerny a nech vektory B1, B2, ..., Bk € V(F) st linedrne nezdvislé.
Potom sa daji vektory B1, B2, ..., Bk doplnit’ na bazu priestoru V(F).

Veta 2.4.3 Nech vektorovy priestor V(F) méd dimenziu n. Potom
a) vektory al, 02, ..., an tvoria bazu prave vtedy, ked’ al, o2, ..., on st linedrne nezavislé,
b) vektory al, a2, ..., on tvoria bazu prave vtedy, ked’ [ol, a2, ..., an [=V(F).
Veta 2.4.4 Vektory al, o2, ..., an tvoria bazu vektorového priestoru V(F) prave vtedy, ked’ vektor Be V(F)
mozno
jedinym spdsobom vyjadrit’ v tvare linedrnej kombindcie B= cl.al+c2.02+...+cn.on , cie F pre 1<i<n.
Veta 2.5.1 Nech S a T st podpriestory vektorového priestoru V(F). Potom mnoZina S+T={o+p:0eS,pe T} je
podpriestorom vektorového priestoru V(F).
Def 2.5.1 Nech S a T st podpriestory vektorového priestoru V(F). Podpriestor S+T sa nazyva linedrnym suctom
Sa
T.
Veta 2.5.2 Nech S a T su podpriestory vektorového priestoru V(F).Nech S=[al, a2, ..., an ] a T=[B1, B2, ..., Pk
1.
Potom S+T=[al, a2, ..., an, B1, B2, ..., Bk ].
Veta 2.5.3 Nech S a T st podpriestory vektorového priestoru V(F). Potom d(S)+d(T)=d(S+T)+d(SNT).
Def 2.5.2 Nech S a T st podpriestory vektorového priestoru V(F) a nech SMT={JJ}. Potom podpriestor S+T
vektorového priestoru V(F) nazyvame direktny sucet podpriestorov S a T a oznacujeme S@T.
Veta 2.5.4 Nech S, T a P st podpriestory kone¢norozmerného vektorového priestoru V(F). Tieto podmienky st
potom ekvivalentné:
a) P=S@T,
b) P=S+T a d(P)=d(S)+d(T),
c) Akal, a2, ..., on je baza podpriestoru S a B1, B2, ..., Pk je baza podpriestoru T, tak
al, a2, ..., an,Bl, B2, ..., Pk je baza podpriestoru P,
d) P=S+T a kazdy vektor @ P sa da jedinym sposobom vyjadrit' v tvare a+f, kde ae S a e T.

Def 2.6.1 Nech je pole. ObdiZnikova tabulka prvkov pola F, pozostavajica z m riadkov (vodorovné zoskupenia
prvkov) a n stipcov (zvislé zoskupenia prvkov) sa nazjva matica typu mxn nad polom F.

Def 2.6.2 Matica ||a;i||mn s @ rovnd matici || b; ||.s ak m=r, n=s (teda ak si obidve matice rovnakého typu) a ak

pre
vSetky i=1, ..., m, j=1, ...,n plati a;; =bj; (t.j. ak matice maji na rovnakych miestach rovnaké prvky,

podobne jako v pripade usporiadanych n-tic).

Def 2.6.3 Transponovanou maticou k matici A=|| a; || typu m x n je matica B=||b;|| typu n x m s vlatnostou
a;;=bj; . pre vetky i=1, ..., m, j=1, ..., n. (Maticu B dostaneme ta}(, 7e maticu A preklopime okolo
diagondly, ktort tvoria vSetky prvky a;; : zamenime riadky za stlpce.)

Def 2.6.4 Nech A=||a;j|| a B=|| b || sd matice typu m x n nad pofom F a nech ce F. Potom

a) c-ndsobok matice A je matica cA=C=||c;|| toho istého typu m x n s prvkami c;; = c.a;;,

b) Stdtom matic A a B je matica A+B=D=||d;|| typu m x n s prvkami djj= a;+ by,

Inymi slovami matice s¢itujeme alebo nasobime skalarom po stradniciach podobne jako usporiadané
n-tice.

Veta 2.6.1 VSetky matice typu m x n nad pol'om F tvoria vzhI'adom na operécie ndsobenie skalarom a s¢itovanie

matic vektorovy priestor. d(A)=m.n.



Def 2.7.1 Podpriestorom prislichajicim matici A=||a;j|lmn nad polom F nazyvame vektorovy podpriestor
priestoru
Vn(F) generovany riadkami matice chapanymi jako vektory z Vn(F).
Def 2.7.2 Elementarna riadkova operacia na matici je kazdy z nasledujicich troch tikonov:
1. vzdjomna vymena dvoch riadkov matice,
2. vynasobenie niektorého riadku matice nenulovym skaldrom,
3. pripocitanie F'ubovolného nasobku niektorého riadku k inému riadku matice.
Def 2.7.3 Hovorime, Ze matica A typu mxn je riadkovo ekvivalentnd s maticou B typu mxn , ak B mozno dostat’
zZA
pomocou konecnej postupnosti elementarnych riadkovych operacii.
Veta 2.7.1 Riadkovd ekvivalencia v mnoZine vSetkych matic typu mxn nad danym polom F je reflexivna,
symetrickd a tranzityvna - je to teda reldcia ekvivalencie.
Veta 2.7.2 Riadkovo ekvivalentnym maticiam prislicha ten isty vektorovy podpriestor.
Def 2.7.4 Hovorime, Ze matica A=| a;|| je redukovand trojuholnikovad matica, ak platif :
a) veduci prvok kazdého nenulového riadku je 1,
b) kazdy stipec obsahujuci veduci koeficient niektorého riadku ma vietky ostatné prvky nulové,
c) ak ajj a ai sd dva vediice prvky riadkov matice a ak i<k, tak aj j<s,
d) kazdy nenulovy riadok lezi nad kazdym nulovym riadkom.
Veta 2.7.3 Kazda matica je riadkovo ekvivalentnd s nejakou redukovanou trojuholnikovou maticou.
Veta 2.7.4 Nenulové riadky redukovanej trojuholnikovej matice st linearne nezdvislé vektory.
Lema 2.7.4 Nech A je matica, Va podpriestor prislichajici A. Nech B je redukovana trojuholnikova matica
riadkovo ekvivalentnd s A. Potom nenulové riadky matice B tvoria bazu priestoru Va.
Def 2.7.5 Hodnost’ matice A, oznacojeme ju h(a) je dimenzia podpriestoru Va prisluchajuceho matici A.
Lema 2.7.2 Riadkovo ekvivalentné matice maju rovnakd hodnost’.

Veta 2.7.5 Nech A a B su redukované trojuholnikové matice , A typu m x n a B typu k x n, ktorym prislicha ten

isty podpriestor S vektorového priestoru Vn(F). Potom sa A a B modzu lisit' iba poctom nulovych
riadkov.
Def 2.8.1 Nech V(F) a W(F) su vektorové priestory nad tym istym polom F. Zobrazenie ¢: V(F)->W(F) sa
nazyva

linedrne zobrazenie, ak pre kazdé dva vektory a,pe V(F) a pre kazdy skalar ce F plati
a) (a+B)e=(ao)+Be),
b) (co)p=c(0p).

Veta 2.8.1 (Zakladna veta o linedrnych zobrazeniach) Nech al, a2, ..., am je l'ubovolnd baza vektorového
priestoru

V(F) a nech B1, B2, ..., Bm silubovolné vektory vektorového priestoru W(F). Potom existuje prave
jedno

linedrne zobrazenie @:V(f)—>W(F), pre ktoré plati al@=B1, ...,am@=Pm toto zobrazenie je dané
predpisom (clol+...+cmom)@=c1B1+...+cmPm.

Def 2.8.2 Matica linedrneho zobrazenia @:Vm(F)—Vn(F) je matica typu m x n ktorej i-ty riadok (i=+,..., m) je

€iQ, t. j. je to obraz i-teho jednotkového vektora eie Vm(F).

Lema 2.8.1 Kazdému linedrnemu zobrazeniu ¢:Vm(F)—Vn(F) prislicjha prave jedna matica typum x n a

obritene.

Veta 2.9.1 Nech ¢:U(F)—V(F) a y:V(F)—>W(F) s linedrne zobrazenia. Potom aj kompozicia ¢°y je linedrne

zobrazenie.

Def 2.9.1 Su¢inom matic A=||a;||mn aB=]|| by ||», nazyvame maticu AB=C=|| ¢; ||m,, kde ¢;j=ai; bjj+...+ai, byj.

Def 2.9.2 Maticou kompozicie dvoch linearnych zobrazeni je je sucin matic tychto zobrazeni (v tom istom

poradi).

Def 2.9.2 Elementdrna matica prislichajica niektorej elementarnej riadkovej operacif je matica, ktord vznikne
z jednotkovej matice vykonanim tej istej elementarnej operacie.

Veta 2.9.3 Nech A je matica typu m X n nad pol'om F. Nech B je matica ktora vznikne z A pomocou jedine;j
elementdrnej riadkovej operacie O a nech E je elementarna matica, ktord vznikne z jednotkovej matice
pomocou tej istej operdcie O. Potom B=E.A.

Veta 2.10.1 Inverzné zobrazenie k linedrnemu zobrazeniu (ak existuje) je linedrne.

Lema 2.10.1 Nech ¢:V(F)—>W(F) je bijektivne zobrazenie . Potom existuje linedrne zobrazenie y:W(F)— V(F)

s tou vlastnostou, zZe @°V je identické zobrazenie na V(F) a y° @ je identické zobrazenie na W(F).



Veta 2.10.1.1 Nech al, o2, ..., an je bdza vektorového priestoru V(F) a nech ¢:V(F)—>W(F) je linedrne
zobrazenie.
Potom

a) @ je injekcia prave vtedy, ked” ale, ..., on@ su linedrne nezavislé vektory,

b) ¢ je surjekcia prave vtedy, ked [al, a2, ..., an ]=V(F).
Veta 2.10.2 Nech al, o2, ..., an je baza vektorového priestoru V(F) a nech ¢:V(F)>W(F) je linedrne
zobrazenie.

Potom ¢ je bijekcia prave vtedy, ked’ alg, ..., an@ je baza priestoru W(F).
Lema 2.10.2 Nech ¢: Vn(F)—Vn(F) je linedrne zobrazenie. Potom nasledujtce tvrdenia su ekvivalentné

a) o je bijekcia,

b) ¢ mad inverznu transformdciu (liedrnu),

¢) hodnost’ matice A@ zobrazenia @ je n.

Def2.10.1 Regularna matica je kazda Stvorcova matica stuptia n, ktorej hodnost’ je n. Podobne regularna linearna
transformacia je kazda bijektyvna linearna transformacia Vn(F)—Vn(F).

Stvorcovd matica (prip. Linedrna transformdacia), ktord nie je reguldrna, sa nazyva singuldrna matica

(prip.
singularna transformdcia) Mo6Zeme teda povedat’ Ze linearna transformacia je reguldrna prave vtedy,

ked’
jej matica je reguldrna.

Def 2.10.2 Nech A je matica typu n x n. Hovorime Ze matica B typu n x n je inverznd matica k matici A, ak
AB=BA=I, kde I je jednotkova matica (stupna n). Maticu B oznacujeme symbolom A na -1.

Veta 2.10.3 Stvorcova matica je regularna prave vtedy, ked’ ma inverzni maticu.

Def 2.10.3 Hovorime, ze vektorovy priestor V(F) je izomorfnym vektorovym priestorom W(F), ak existuje
bijektyvne linedrne zobrazenie ¢: V(F)—W(F). Vtomto pripade hovorime, Ze ¢ je izomorfizmus
vektorového priestoru V(F) na vektorovy priestor W(F).

Veta 2.10.4 (Veta o reprezendcii kone¢norozmernych vektorovych priestorov). Nech vektorovy priestor V(F) ma
konecnt dimenziu n > 0 . Potom priestor V(F) je izomorfny s vektorovym priestorom Vn(F) vSetkych

usporiadanych n-tic prvkov pola F.
Def 2.11.1 Hovorime, ze n-tica (rl,.,rn), rieF, je rieSenim i-tej rovnice systému (2), ak
ail.r1+ai2.r2+...+ain.rn=ci
Hovorime, Ze (rl,..,rn) je rieSenim systému (2), ak je rieSenim kazdej rovnice tohoto systému.

Veta 2.11.1 Ak rozsirené matice dvoch systémov lenearnych rovnic st riadkovo ekvivalentné, tak systémy majui

rovnakd mnoZinu rieSeni (t. j. si ekvivalentné).

Veta 2.11.2 Nech S je mnozina vsetkych rieSeni systému (5). Potom S je vektorovy podpriestor priestoru Vn(F).

Veta 2.11.3 Vektory yr+1,yr+2,... ,yn tvoria bazu priestoru vSetkych rieSeni systému (6).

Veta 2.11.4 Pre kazd(i maticu nad pofom F sa h(A)=h(A"), t. j. matica A a matica k nej transponovand maji

rovnakl hodnost’.

Veta 2.11.5 Kazdy podpriestor vektorového priestoru Vn(F) je mnozinou vSetkych rieSeni nejakého

homogénneho
systému linedrnych rovnic s n neznmamimi nad polom F.

Veta 2.11.6 (Frobeniova veta). Systém rovnic (2) je rieSitel'ny prave vtedy, ked’ hodnost’ matice systému sa rovna

hodnosti rozsirenej matice systému.

Veta 2.11.7 Nech A je matica typu m x n a C matica typu m x 1 s prvkami z pol'a F. Nech a=(al, ..., an) je

rieSenim
systému A.X=C a nech S je podpriestorom Vn(F) vSetkych rieSeni homogénneho systému A.X=0. Nech

T

je mnozinou vetkych rieeni systému A.X=C. Potom T={ o+, PeS}.






