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2. Algebra.
2.1. Zaklady.

2.1.1. Zakladné pojmy z teérie mnoZzin.

21.2 Grupy a polia.
Definicia.
Usporiadand dvojicu (A, @) nazyvame grupa, ak
e @ je bindrna asociativna operacia na A
® A je neprdzdna
® ma neutrdlny prvok e.
VxeA dyeA > x®y = y®x = e.
Priklad.
(Z, +) je grupa, (Q7, #) je grupa, (P, °) je grupa.
Definicia.
Usporiadanu trojicu (A, @, ®) nazyvame okruh, ak
e (A, ®) je komutativna grupa
® ® je bindrna asociativna operdcia na A
e ® je distributivna vzhl'adom na @.
Definicia.
Neutrdlny prvok operdcie ® okruhu (A, @, ®) nazyvame jednotka okruhu (A, ®, ®).
Priklad.
(Z, +, *) je komutativny okruh s jednotkou. (2Z, +, *) je komutativny okruh bez jednotky.
Definicia.
Okruh (A, ®©, ®) nazyvame obor integrity, ak Va,be A : a#0 A b#0 = a®b+0.
Definicia.
Obor integrity s jednotkou nazyvame teleso.
Priklad.
(Q, +, *) je teleso.
Definicia.
Teleso (A, @, ®), kde ® je komutativna operdcia, nazyvame pole.
Veta 2.1.2.1.
Z, je pole prave vtedy, ked’ n je prvocislo.
Dékaz.
Staci dokazat, ze Z, je obor integrity prave vtedy, ked’ n je prvocislo. Spétnd implikacia je zrejma; ak n je
prvocislo, tak nema inych delitel'ov, nez jednotku, takze Vx,y#0 : x®y#n (=0 v Z,). Ak ale n nie je prvocislo,
tak da,be A : a0 A b0 A a®b =n = 0.

2.2. Vektorove priestory.

22 1. Vektorové priestory a podpriestory.
Definicia.

Usporiadanu trojicu (V, @, @) nazyvame vektorovy priestor nad polom F, ak

e (V, ®) je komutativna grupa

e ¢ : VXF — V je taka funkcia, ze Va,Be F Vx,ye V plati
o a(x®y) = ax @ ay
e (0+P)x = ax @ Px
« a(B(x) = (af)x
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o l.x =x.
Lema 2.2.1.1.
Yae F : ak 0 je neutrdlny prvok operacie @ vektorového priestoru V, potom
e a0=0
* a(-x) =-(ow)
Dékaz.
e 0.0=0(0®0)=0.0+0a.0=0=0a.0.
¢ 0=0.0=0(x® (-x)) = 0ox @ a(-x) = o(-x) = -(0).
Definicia.
Vektorovy priestor (W, @, y) nazyvame podpriestor vektorového priestoru (V, +, @), ak
e WcV
e Vx,yeW: x®y = x+y
e VxeWVoaeF : y(a, x) = ¢(a, x).
Veta 2.2.1.1.
Neprazdna WCV je podpriestor V prave vtedy, ked’
o xyeW:(x-yeW
o Vxe WVoeF : oxeW.
Dékaz.
Doprednd implikdcia je trividlna. Obratene nech W mé pozadované vlastnosti. W=, takze Ixe W. Ale
potom aj }x - xle W = 0 W. Rovnako (0 - x)e W = -xe Wateda Vye Waj (x - (-¥)) = (x + y)e W.
Veta 2.2.1.2.
Nech W, W’stpodpriestory V. Potom aj
e WnW’je podpriestor V
o W+W’'= {x+y; xe Waye W’} je podpriestor V.
Dékaz.
* x-yeWAx-y)eW= (x-yeWnW" Takiso ox.
e Nechx,yeWax’,yeW” Potom (x+x") + +y) =(x+y) e W+ (x +y)e W = (x+y)+(x +y)e W+W".

222 Linearna zavislost' a nezavislost vektorov.
Definicia.
Vektor xe V nazyvame linedrna kombindcia vektorov x;..x,e V, ak Jo;..0, : x = ajx; + ..
+ OlpXp.
Veta 2.2.2.1.
Ak x;..x,€ V, tak [x;..x,] = {x€ V; x je linedrna kombindcia x;..x,} je podpriestor V.
Dékaz.
Vx = 04X+ .. +0x,), ¥ = (Brxs+ .. +Buxn)e [x7.x0] : (x - y) = (04 - B)xs + .. + (0, - Br)x,. Podobne Yoe F
DO = OO X + .. 4 OLOLX,.
Definicia.
[x;..x,] nazyvame podpriestor generovany vektormi x;..x,.
Definicia.
Vektory x;..x, nazyvame linedrne zdvislé, ak 3i : x; je linedrna kombindcia ostatnych.
Veta 2.2.2.2.
Vektory x;..x, su linedrne zavislé prave vtedy, ked’ Ja.;..0,#0 : Zoyx; = 0.
Dékaz.
Ak x;..x, st linedrne zdvislé, tak 3i : x; je linedrna kombindcia ostatnych. Nech je to x, a nech x,, = ax; +
.. + O1x,.;. Potom ale pre o, = -1 plati Xoux; = x, - x, = 0. Obratene ak Ja;..0,#0 : Xax; = 0, potom x,, =

n-1 a,. L q- . 2o+ 12
Zi %, = X1..X, st linedrne zavislé.
“a
n
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Definicia.
Vektory x;..x, st linedrne nezéavislé, ak nie su linedrne zavislé.
Veta 2.2.2.3.
Vektory x;..x, st linearne zavislé prave vtedy, ked’ i : x; je linedrna kombinacia predchadzajicich.
Dékaz.
Spitna implikacia je trividlna. Teraz ak x;..x, su linedrne zavislé, tak vezmeme max{i; o,;#0}, ktoré spliia
poziadavok zadania.
Veta 2.2.2.4.
Ak x je linearna kombinacia x;..x,, tak [x;..x,] = [x, x7..X,].
Dékaz.
Je zrejmé, Ze [x;..x,] < [x, x;..x,]. Nech x = Xoux; a v = Bx + L. Ak oznaCime 7y; = o+f;, potom v =
Yo,x; a teda ve [x;..x,].
Dosledok 2.2.2.1.
Kazda sustava vektorov x;..x, obsahuje nezavisli podsustavu x;;..x;, takd, ze [x;..x,] = [Xi7. Xim].
Dékaz.
Postupnym odstrafiovanim vektorov sustavy x;..x, sposobom popisanym vo vete 2.2.2.4 dosiahneme
nezavisld podsustavu, generujlicu ten isty podpriestor.

Veta 2.2.2.5.
Nech V = [x;..x,] a nech y;..y,,€ V st nezdvislé. Potom n>m.
Dékaz.

X1..x, SU generujice = yi,x1..x, su linearne zavislé. Podla vety 2.2.3.2 pootm existuje x; ako linedrna
kombinacia predchddzajucich = po jeho odstraneni ostava generujiica sustava. Ale tento postup mozno
postupne aplikovat’ na vSetky y, pricom zakazdym odstranime jeden x; (veta 2.2.3.2 nikdy nevyberie jeden z y,
lebo tie su linedrne nezavislé). Aby toto bolo mozné, musi vyt n>m.

22.3. Baza vektorového priestoru.
Definicia.
Nezavisli sudstavu vektorov x;..x,€V nazyvame bdza vektorového priestoru V, ak
[x/..x,] = V.
Veta 2.2.3.1.
Vsetky bazy vektorového priestoru V maju rovnaky pocet vektorov.
Dékaz.
Tvrdenie je trividlnym dosledkom vety 2.2.2.5.
Definicia.
Pocet vektorov baz vektorového priestoru V sa nazyva dimenzia V a oznacuje dim(V).
Veta 2.2.3.2.
Ak dim(V) = n, tak kzdych n+1 vektorov z V je linearne zavislych.
Dékaz.
Tvrdenie vyplyva priamo z tvrdenia 2.2.2.5.
Veta 2.2.3.3.
Kazdy vektor xe V moZno zapisat’ jedinym spdsobom ako linearnu kombinaciu bazy x;..x,.
Dékaz.

Je zrejmé, Ze kazdy vektor xe V mozno zapisat’ ako linearnu kombinaciu bazy x;..x,. Nech existujui dva
rozne zéapisy x = Xayx; = LR (teda 3i @ o#B)). Ale x - x = Xoyx; - XBxi = (o, - Bi)x; = 0 a ked'ze x;..x, sd
linedrne nezavislé, Vi=1..n: (o; - ;) =0 = a; = ;.
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2.2.4. Linegrne zobrazenia.
Definicia.
Funkciu f : V=V’ nazveme Ilinedrne zobrazenie z vektorového priestoru V do

vektorového priestoru V7, ak
° Vx,yeV: flx+y) = f(x) + f(y)
e VxeV VaeF : flax) = a.f(x).
Veta 2.2.4.1.
fje linearne zobrazenie prave vtedy, ked’ F(0) =0 a Vx,ye V Va,Be F : flox + By) = a.fix) + B.AY).
Dékaz.
Trividlne.
Definicia.
Linedrne zobrazenie f nazyvame izomorfizmus, ak f je bijekcia.
Veta 2.2.4.2.
YV : Va F™Y sd izomorfné.
Dékaz.

Pre dany V dimenzie n skonstruujeme izomorfizmus f: V—F". Pre x = x;..x, polozime fix) =y = flx;) + ..
+ fix,). To je zobrazenie, pretoZe vyjadrenie vSetkych f(x;) je podla vety 2.2.3.3 jediné. NavySe f ‘yy = 2f
! (f(x))) = Xx; = x, takzZe fje izomorfizmus.

Veta 2.2.4.3 (Zakladna veta o linearnych zobrazeniach).

Nech x;..x, je baza vo V a y,..y, je baza vo W. Potom existuje jediné linedrne zobrazenie f: V—W také, ze

i=l.n:f(x;) =y
Dékaz.

Najprv dokazeme, Ze také zobrazenie existuje nejviac jedno. Nech fa g su zobrazenia s pozadovanymi
vlastnostami. Potom Vx = ox;..0x, : f(x) = floux;..0px,) = ZA0xX) = Zoflx) = Xog(x) = Lg(ox) =
f(CXlX]..(ann) =f(X) :>f= 8-

Existencia linearneho zobrazenia s pozadovanymi vlastnostami vyplyva z toho, Ze funkcia f, kde Vx =
OlX7..00X, - f(X) = 0y;.. Oy, je linedrne zobrazenie.

Definicia.

Nech f: V—>W je linedrne zobrazenie. Potom funkciu Ker(f) = {xe V; f(x) =0} nazyvame

jadro (Kernel) zobrazenia f.
Veta 2.2.4.4.

Jadro kazdého linearneho zobrazenia f : V—W je podpriestor V. Navyse f je injekcia prave vtedy, ked’
Kef(f) = @.

Dékaz. 5

Vx,yeV: fix -y) =flx) - f{y) =0 - 0=0. Rovnako Vxe V Vae F : flox) = a.fix) = a.0 = 0. Cast’ navySe je
trividlna.

Definicia.
Nech f: V—>W je linedrne zobrazenie. Potom funkciu Im(f) = {f(x)e W; xe V} nazyvame
obraz (Image) zobrazenia f.
Veta 2.2.4.5.
Obraz kazdého linearneho zobrazenia f: V—W je podpriestor W.
Dékaz.
Vfix), (y)e W: x,ye V. Ale Va,Be F : a.fix) + BAy) = flox + By), pricom owx + Bye V.

2.3. Matice.

23.1. Pojem matice.
Definicia.
Zobrazenie {1..n}x{1..m}—F nazyvame matica dimenzie nxm nad polom F.

-7-
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2.3.2. Wyjadrenie linearnych zobrazeni pomocou matic.

Definicia.
Nech x;..x, je baza vo V, y;..y, bdza vo W a f: VW je linedrne zobrazenie. Nech
all A anl
Viel..n : f(x;) = :1:10(1.].)/].. Potom maticu My=| M ¢, M |nazyvame maticou zobrazenia f.
a]m A anm
Veta 2.3.2.1.

Nech f'a g su linedrne zobrazenia. Potom aj f+g je linedrne zobrazenie a My, = My + M,.
Dékaz.
Trividlne.
Veta 2.3.2.2.
Nech f je linedrne zobrazenia. Potom Vo F aj o.f je linedrne zobrazenie a Mo = o.M .
Dékaz.
Trividlne.
Veta 2.3.2.3.
Nech f: V—=V"a g : V"' W st linedrne zobrazenia. Potom aj g°f je linedrne zobrazenie a Mgy = MyX M,.
Dékaz.
VoBeF 1 g9l + By) = g(flow + By)) = g(ouflv) + BA) = o.g%fix) + B.g°fy). Pritom ak M; (i,))
oznacime Q;;a Mg (l,]) = Bl',j’ tak Vie l..n V]E 1.m: MgOf(l,_]) = alile + ..+ aniBjm = gof(xl-).
Veta 2.3.2.4.
Ak f: V=W je bijektivne linedrne zobrazenie, tak aj ' : W—V je linedrne zobrazenie.
Dékaz.
Yu,ve WYaLBEF : £ (ow + Bv) =f ' (c.idu) + B.idv)) = f ' (on.(Ff (w) + B.(Ff H) = (flof ' (w)) +
SRS = o @ + BT 0) = id(of T w) +B. 1)) = e f ) 4B ).
2.3.3. Riadkova ekvivalencia matic.
Definicia.
Medzi elementdrne operdcie na maticiach patri
e Vzijomna vymena dvoch riadkov (stipcov)
e Vynasobenie riadku (stipca) skalarnou konstantou
e Pric¢itanie ndsobku jedného riadku k inému.
Definicia.
Matica M sa nazyva redukovand, ak
e Veduci prvok kazdého nenulového riadku je 1
e V kazdom riadku je najviac jedna nenulova hodnota.
Definicia.
Matice M; a M; st riadkovo ekvivalentné, ak mozno upravit jednu na druhui pomocou
elementdrnych riadkovych dprav.

Veta 2.3.3.1.
Kazda matica je riadkovo ekvivalentna s nejakou redukovanou maticou zhodnej dimenzie.
Débkaz.
Klasicky postup redukcie matice.
Definicia.
Hovorime, ze redukovana matica A je trojuholnikovd, ak kazdy nenulovy riadok je nad
kazdym nulovym a postupnost indexov veducich prvkov nenulovych riadkov je neklesajuca.

Veta 2.3.3.2.

Kazdd matica je riadkovo ekvivalentnd s nejakou redukovanou trojuholnikovou maticou zhodnej
dimenzie.
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Dékaz.
Trividlne.
Veta 2.3.3.3.
Nenulové riadky trojuholnikovej redukovanej matice su linedrne nezdvislé.
Dékaz.
Trividlne.
Désledok 2.3.3.1.
Nenulové riadky trojuholnikovej redukovanej matice tvoria bdzu jej riadkového priestoru.
Dékaz.
Tvrdenie vyplyva z vety 2.3.3.3 a faktu, ze nenulové riadky trojuholnikovej redukovanej matice jej
riadkovy priestor generuju.
Definicia.
Hodnost matice je dimenzia jej riadkového pristoru.
Désledok 2.3.3.2.
Hodnost trojuholnikovej redukovanej matice je pocet jej nenulovych riadkov.
Dékaz.
Tvrdenie vyplyva priamo z definicie hodnosti a dosledku 2.3.3.1.
Veta 2.3.3.4.
Stvorcova matica dimenzie nxn ma hodnost’ n prave vtedy, ked’ je riadkovo ekvivalentna s jednotkovou
maticou radu n.
Dékaz. 5
Jedina trojuholnikovd redukovand matica dimenzie nxn je jednotkovd matica radu n, takze Stvorcova
matica dimenzie nxn mé hodnost’ n prave vtedy, ked’ je riadkovo ekvivalentna s fiou.

Veta 2.3.3.5.
Kazdému podpriestoru F" prislicha prave jedna trojuholnikovd redukovand matica dimenzie nxn nad
polom F.
Dékaz.
Nedokazujeme.

2.3.4. Regularne matice.
Definicia.
Matica A,x, je reguldrna, ak existuje matica B,x, takd, ze AXB = BXA = I,.
Veta 2.3.4.1.
Ak R, je mnozina regularnych matic radu n, tak (R,, X) je grupa.
Dékaz.
R, je neprizdna, pretoze I, regularna. Zaroven je I, neutralnym prvkom a inverzny prvok ku kazdej
matici existuje z definicie regularnosti.
Veta 2.3.4.2.
Ak postupnost’ elementarnych riadkovych operécii, ktorymi regularnu maticu A upravime na I,
uplatnime na /,,, vysledkom bude reguldrna matica A" inverzna k A.
Dékaz.
Nech E; .. E; su reguldrne matice, reprezentujice elementdrne riadkové operdcie. Ak ExX.XE;XA = I,
potom EpXx.xXE;=A".
Veta 2.3.4.3.
Matica A,x, je reguldrna, ak jej prislichajice zobrazenie je bijekcia. Naviac ak B je mnozina vSetkych
linedrnych bijekcii f: V-V, tak (B, °) je grupa.
Dékaz.
Ak f4 je bijekcia, tak k nemu existuje inverné zobrazenie fp a jeho matica B je inverznd k A (AxB = I,
prave tak ako f4°fs = id). (B, °) je grupa, pretoze (R, X) je grupa (podl'a vety 2.3.4.1).
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Definicia.

Nech x;..x, je baza vo V a y;..y, vo V". Nech f: V>V~ je také zobrazenie, Ze suradnice
vektora f(x;) vo V’ su o;;..0;,. Maticu M, ktorej prvky M(i,j) = o;;, nazyvame matica
zobrazenia f. Ak V=V’ M je matica prechodu od bazy x;..x, k baze y;..y,.

Poznamka.
Matice dimenzie nxm tvoria vektorovy priestor dimenzie m.n, ktorého bazou su elementdrne matice Ej;.

2.3.5. Ekvivalentné matice.
Definicia.
Hovorime, Ze matice A a B su ekvivalentné, ak existuju také reguldrne matice P a Q, Ze
B = PxAxQ.
Veta 2.3.5.1.
Ekvivalencia matic je reldciou ekvivalencie.
Dékaz.
o VA A= LxAXL,".
e B=PxAxQ! = A = P'xBxQ = (PxBx(Q ')’
e B=PxAxQ' A C=RxBXT' = C = RxPxAxQ T’
Veta 2.3.5.2.
A a B su ekvivalentné prave vtedy, ked’ sit maticami rovnakého linearneho zobrazenia vzhl'adom na r6zne
dvojice baz.
Dékaz.
nech A a B su ekvivalentné. Potom existuji reguldarne P a Q aké, Zze B = PxAxQ. Ak si uvedomime, Ze P
a O mozno chapat’ ako matice prechodu baz, tvrdenie je zrejmé.
Veta 2.3.5.3.

Matice A a B st ekvivalentné prave vtedy, ked’ jednu mozno na druh(l upravit’ elementarnymi riadkovymi
a stlpcovymi Gpravami.

Dékaz.
Spitna implikécia je trividlna a ak B = PxAxQ, tak P a Q moZno rozobrat na sicin elementarnych matic.
2.3.6. Sustavy linearnych rovnic.
Definicia.
o5+ A +ao,x,=b
Stdstavu linedrnych rovnic M O M (typ (1))

a.x,+ N a,x,=b,

al 1 A aln bl

reprezentujeme maticou| M O M M|, ktord nazyvame rozSirend matica sustavy.

a, N «a, b,
Definicia.
o+ A +ao,x,=b
Stdstava linedrnych rovnic M O M sa nazyva homogénna, ak Viel..m

ax+ AN a,x,=b,
b;=0. Pri reprezentdcii homogénnej sistavy vynechdvame z jej matice posledny stipec.
Homogénna stustava, ktorej matica sa s maticou sustavy A 1i§i iba chybajicim poslednym
stipcom, sa nazyva sustava adjungovand k A.

Definicia.
x;.x,€ F" sa nazyva korenn sudstavy linedrnych rovnic typu (1), ak Vjel..m

n , .y , e .y ; p M , . P
Zi*la"/‘x" =b, . Ak dve sustavy maju rovnaka mnoZinu rieeni, hovorime, Ze st ekvivaleniné.
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Veta 2.3.6.1 (Frobien).
Ststava typu (1) ma rieSenie prave vtedy, ked’ jej matica a rozSirena matica maju rovnaku hodnost'.
Dékaz.
Zrejmé.
Désledok 2.3.6.1.
Kazda homogénna ststava ma aspon jeden koreri.
Dékaz.
Trividlne.
Veta 2.3.6.2.
MnozZina korefiov homogénnej sustavy je podpriestor F".
Dékaz.
Nech x;..x, a y;..y, sd korene a o,Be F". Vje 1..m : 2721 o, (ox; + By,) = 2721 oo, + oy Py, =0{Z?

BY. @y =0+0=0.

4 Cll.fxl. +

Definicia.
B n t fundamentdlny systém
tejto sustavy.
Veta 2.3.6.3.
t r, tak dimenzia jej fundamentilneho systému je n-r a on samotny

je tvoreny n-rozmernymi vektormi z,;..z,, ktorych jedind jednotka sa postupne nachadza na poziciach r+1 .. n.
Débkaz.

Zrejmé.
Definicia.
i () partikuldrne rieSenie.
Veta 2.3.6.4.
i () t

fundamentdalneho systému.

Dékaz.

I 6 i F' i I
( n ) ntadlnym systémom (pohyb v ramci
no)

2.4. Euklidovské a unitarne priestory.
24.1. Euklidovske priestory.

Definicia.

Zobrazenie Y : VXV—R nazvem skaldrny sucin vo V, ak je symetrické, linedrne a VxeV
SW(x, x) 20 (y(x,x) =0 x=0).

Oznacenie.
V(x, y) t {x, y).
Definicia.
Ak V je vektorovy priestor a Y (V, v¥) nazvem
Euklidovsky priestor.
Definicia.
<x,x> nazvem norma ( I ) x a zapisujem llxIl.

Veta 2.4.1.1 (Schwartz).
Vx,ye Vi Kx, I < lxlLIyll .
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Dékaz.
Nech x,ye VaoeF. 0 < {x + oy, x + oy) = Ixll* + olx, y) + oy, x) + oliyll? = Iell* + 20, y) + (aullyl)> =
D <0 = 40Xx, y)* - 4adixlLlyll € 0 = Kx, y) < IxlLIyll.

Désledok 2.4.1.1 (Cauchyho nerovnost).

Vs R: (L wn] S (L7 L

Dékaz.

Tvrdenie vyplyva priamo z predchddzajicej vety.
Lema 2.4.1.1.

e VxeV:Ixll=0

e VxeVVaeF : lloxll = lol.llxll.

o Vx,yeV:llx+yl<lxll+ 1y ( t)
Dékaz.

e Zrejmé z definicie llxIl.

[ ]

o VxyeVViel.n:lxi+yl <lxl+ Iyl = llx + yll < llxll + liyll.

Definicia.
x ay st ortogondlne (kolmé), ak {(x, y) = 0. V&@#MCV nazyvame
= {xeV; VyeM : {x, y) = 0} ortogondlny doplnok M vo V.

Veta 2.4.1.2.

Y @#MCV : M* je podpriestor V.
Dékaz.

Nech xe M, y,ze M*, o,Be F. {x, oy + Pz) = olx, y) + Blx, 20 =0+ 0 = 0.
Definicia.

Systém vektorov x;..x, je ortogondlny, ak Vi#jel..n : (x;, x;5) = 0 a ortonormdlny, ak
navySe Viel..n : llx;ll = 1.

Veta 2.4.1.3.

Dékaz.

Nech 300, : Y a&x,= 0. Vkel.n : 0 = (0,x, :<Z @ x > Y (o)=Y o (x,x )=
o (x,, x, ). Ale (x,,x,)#0, takZe o = 0.
Désledok 2.4.1.2.
Kazda ortonormalna ststava je linearne nezavisla.
Dékaz.
Zrejmé.
Veta 2.4.1.4 (Gramm-Schmidtov ortogonalizaény proces).

Nech V je Euklidovsky priestor a x;.x, je linedrne nezdvisld stustava vektorov V. Potom existuje
ortonormadlna sustava sustava y;..y, taka, ze Vie l..n : [x5..x;] = [yr..yi].

Dékaz.
Indukciou na n.
1°n=1, x20, y; =x1.IIx1II'1.
2° X1 Xnads Y1o-Yns ViE Lon i [x1.] = [y1..yil. Xne1 = u + v, kde ue [y;..yul, V&€ [yr..ya] = ulv. uelyr.y.l =

Joy..0 : u= Z a,x, . Ak polozime o = (x4 1, yi), potom Vie 1..n: (v, yi) = (s - Z O iy = Xners Vi) -

st = ¥y = Cnets Vi) = Conwts ¥i) = 0 a pre yos = vV plati [x7.. %411 = [V1--Ynr 1.
Dosledok 2.4.1.3.

V kazdom konecnorozmernom euklidovskom priestore existuje ortonormélna baza.
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Dékaz.
Triviadlne.

Veta 2.4.1.5.
Nech V je euklidovsky priestor, x;..x, jeho ortonormdlna biza a x = Zlilaix, Yy = Z Bx, €V. Potom

yy=)" ap

Dékaz.

C, y) = <Z O’waz ’Bll)_Zzllll <”y/> Zzl 2f -

Veta 2.4.1.6.
Kazdé dva euklidovské priestory rovnakej dimenzie su izomorfné.

Débkaz.
Nech V a V’ su euklidovské priestory dimenzie n, x;..x, je ortonormdlna bdza vo V a y;..y, ortonormélna
baza vo V". Podla zdkladnej vety o linedrnych zobrazeniach (veta 2.2.4.3) existuje jediné linedrne zobrazenie f

také, ze Vie 1..n : f(x;) = y;. Pritom Vx = Z ax, ,y= Z Bx, €V {fix), fy)= <Zl Lo f(x), Z B.f(x, )>
<Z; X ,y,,zl 1,By,> Zlilaiﬂ, = (podla vety 2.4.1.5) = (x, y).

24.2 Ortogondlne matice.
Definicia.
Zobrazenie f: V>V’ je ortogondlne, ak Vx,yeV : {x, y) = {f(x), f(y)).
Veta 2.4.2.1.
Kazdé ortogonalne zobrazenie je injektivne.
Dékaz.
(x, y) = {fx), fy) = fix) =0 & x =0 = Ker(f) = {0}.
Veta 2.4.2.2.
AKk fje ortogondlne, tak kazdu ortonormalnu sustavu zobrazi na ortonorméalnu.
Dékaz.
Zrejmé z definicie.
Definicia. ’
Stvorcovd matica A sa nazyva ortogondlna, ak jej riadky (stlpce) tvoria ortogondlnu
sistavu v R". Matica A" transponovand k A vznikne zamenou riadky z stipce (a naopak).
Veta 2.4.2.3.
At je transponovand k A prave vtedy, ked’ AxXA =1,
Dékaz.

Ak r; oznagime r-ty riadok A, tak (AXA™)(i,j) = (i, 17) ={Oi ll : J] '

Veta 2.4.2.4.
0] 11 n tvoria spolu s operdciou ndsobenia matic grupu.
Débkaz.
(AXB)X(AXB)" = AXBXB*xA* = I,,.
Definicia.
G A1 n nazyvame ortogondlna grupa n n a
zapisujeme O,.
24.3. Unitarne priestory.
Oznacenie. )
Nech xe C, x=a + bi C a - bi t

=
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Definicia.
Nech V je vektorovy priestor na C. Skaldrny sucin vo V ¢ : VXV->C

o Vx,x,yeVVa,peC : ¢(ax + Bx’, y)

°* VxyeV: o, y) = ¢(y.x)
e VxeV:ox,x)20 (ox,x)=0sx
Veta 2.4.3.1 (Schwartzova nerovnost).
AKk V je unitdrny priestor, tak Vx,ye V : I(x, y)l < lxILIyll.
Dékaz.
Vx,ye V: {x, y) = Kx, y)l(cos @ + i.sin @). nech te R a x"= t.x + (cos @ + i.sin @).y.
0<(x’ x)=(tx+ (cos @+ i.sin @).y, t.x + (cos @ + i.sin Q).y) = (tx, tx) + {tx, (cos @ + i.sin @).y ) + {(cos
@ + i.sin @).y, 1x) + {(cos @ + i.sin ).y, (cos @ + i.sin @).y) = Flxl* + #(cos ¢ - i.sin P){x, y) + #(cos ¢ + i.sin
@)(x, y) + (cos @ - i.sin @)(cos @ + i.sin P)lyll* = Fllxll* + #(cos @ - i.sin @)Kx, Y)I(cos @ + i.sin Q) + #(cos @ + i.sin
)Kx, W(cos @ - i.sin Q) + (cos @ - i.sin @)(cos @ + i.sin Q)lyl* = All* + 2ex, Y + IxIZ. 0 > D = 47°Kx, y)* -
A2 xI1 Iyl = K, y)I < Iyl
Lema 2.4.2.1.
Nech V je unitarny priestor. Potom
e VxeV:Ixll20(lxll=0 < x=0)
e VxeVVoeR : lloe.xll = lalllxll
o Vx,yeV:lx + yll <llxll + lyll.
Dékaz.
o 7/
o 7
o bx + ylIIF = ey, x+y) = P + G, y) + <y, x) + yIP = (re(x) - £ x) = Il? + 2.7¢({x, y)) + lyl* <
Il + 2¢x, y) + lyl® = (bl + iyl
Veta 2.4.3.2.
Nech V je unitdrny priestor a x;..x, je linedrne nezavisla ststava vektorov V. Potom existuje ortonorméalna
sdstava sustava y;..y, Viel.n: [x;..x] = [y..yl.
Dékaz.
Dokaz rovnaky ako pre euklidovské priestory (veta 2.4.1.4).

Dosledok 2.4.3.1.

a.0(x, y) + B.o(x", y)

0).

V existuje ortonormdlna baza.
Dékaz.
Zrejmé.
Veta 2.4.3.3.
Nech V je unitarny priestor, x;..x, jeho ortonormdlna biza a x = Z?Zlaix,. V= Z; Bx, € V. Potom x, y)

le”

Dékaz.

(xy) <Z ax”zﬂ’x’>_211/1’ <”y> le”

Veta 2.4.3.4.
Nech V je unitarny alebo euklidovsky prietor a x;..x, jeho ortonormélna baza. Potom

° Vx= Z;a,.x,. eVViel.n:o;={,x;)
° VxyeV: ||x+y||2 + -yl = 2(1xlZ + lyli%)

HZ) 1 ’H i=1

i .
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Dékaz.

o (x,x)= (Z’;zl ax; ,x)= Z::1<(xjxj,x,>=z::l (xj<xj,x,.> = Q.
o Ibe+ylP + Ie-yl? = Geby, X+y) + Gy, x-9) = €, XD + €6, v) + 3, XD O, v) + €, x) - G, y) -y, ) + (y, ) =
2(¢x, x) + (y, y)) = 2(dP + liyl?).

° n 2 n n n n n n
Zi:l Xl = Zi:l Xis Zk:l X )= Zi:l Zk:l <xi > Xy > - Zk:l <x’< 2 Xk > - Zk:l

Veta 2.4.3.5.
Nech V je unitdrny alebo euklidovsky priestor, x;..x, ortogonélna sdstava vektorov z Va xe V. Ak Vie l..n
;o = (x, x;), potom

x |-

n 2 2 )
<
. Z,/:1|af| <lixll (Besselova nerovnost)
. L n 2 2 »
e Ak x;..x, je bdza vo V, tak ZH|051.| = |lxll (Parsevalova rovnost).
Dékaz.

Doplnime x;..x, na bazu x;..x,,. Podl'a vety 2.4.3.3 ||x||2 = Zr::l|0{.|2 > Z’::JO{.

2
J J |

2.5. Grupy.

25.1. Pologrupy.
Lema 2.5.1.1.
Nech G je grupa a nech ax = ay (xa = ya). Potom x = y.
Dékaz.
ax =ay = a’lax = a']ay =x=)y.
Definicia.

Usporiadand dvojicu (G, ®) nazyvame pologrupa, ak G je neprazdna mnoZzZina a e je

bindrna asociativna operdcia na G.
Lema 2.5.1.2.

Nech (G, ) je pologrupa s vlastnostami

1. deeGVxeG:e0x=x

2. Vxe G dye G : yox = e. Potom G je grupa.

Débkaz.
Nech yex = e a z8y = e. Potom xey = eexey = () = zoyexey =zo(yex)ey = 7ecey = 70y = ¢ a x®¢ = X®)®X =
eox = X.
Lema 2.5.1.3.
Pologrupa (G, ®) je grupa prave vtedy, ked’ Va,be G Ax,ye G : x®a = b A a®y = b.
Dékaz.

Doprednd implikécia je trividlna. Obritene nech Va,be G 3x,ye G : x®a = b A a®y = b. OznaCme e koreil
rovnice x®a = a. Potom Vbe G : e®h = e®(a®y) = (e®a)®y = a®y = b = e je l'ava jednotka G a preto podla lemy
2.5.1.2 je G grupa.

Veta 2.5.1.1.
Ak v konecnej pologrupe G platia pravidla o kriteni, tak G je grupa.
Dékaz.

Polozme Vae G : @, : G—G také, 7Ze Vae G : @ (x) = a®x a ¥, : G—G také, Ze Vxe G : Y,(x) = xea. Obe
tieto zobrazenia su injektivne (Q.(x) = @,(y) = a®x = a®y = x =y a rovnako Y,(x) = Y,(y) = x®a = y®a = x =
y) a ked’ze G je kone€nd, su ja surjektivne a teda bijektivne. Ale potom Va,be G Ix,ye G : @.(x) = a®x = b A
Y, (y) = yea = b a teda podla lemy 2.5.1.3 je G grupa.
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25.2 Izomorfizmus na grypach.
Veta 2.5.2.1.
Nech A je mnozina. Potom usporiadana dvojica (P(A), ° ) je grupa.
Dékaz.
Triviélne.
Definicia.
(P(A), ° ) je permutacnd grupa na A (alebo grupa permutdcii). Pre A = {1..n} ju
nazyvame symetrickd grupa rddu n a oznacujeme S,.
Definicia.
Nech (G, *) a (H, ®) su grupy. Bijekciu f : G—>H s predpisom Vx,yeG : f(x*y) =
f(x)ef(y) nazyvame izomorfizmus. V takom pripade hovorime, Zze A a B st izomorfné.
Veta 2.5.2.2.
Nech f: A—B je bijekcia. Potom (P(A), °) a (P(B), ° ) st izomorfné.
Dékaz.
Nech @,yeP(A). Polozme @ : P(A)— P(B) také, Ze &(¢) = f°9°f’. Potom f(¢°W) = fPe°w°f’ = fof'°
PYr = (Pe ) (Pyf') = B(9)°D(y) a P je izomorfizmus.
Veta 2.5.2.3.
Nech f: (G, *)—(H, ®) je izomorfizmus. Potom aj f ! je izomorfizmus.
Dékaz.

VuveH : fwev) = (o Hwe FH0)) = £\ F @) o)) = 1A @) = £ 0))) =) * ).
2.5.3. Podgrupy.

Definicia.
Nech (G, *) a (H, ®) st grupy. Hovorime, ze H je podgrupa G a piSeme HcCG, ak H je
podmnozina G a Vx,ye H : x*y = xey.
Veta 2.5.3.1.
Neprazdna podmnozina H grupy (G, ®) je jej podgrupa prave vtedy, ked’
® ccH
e VxeH:x'eH
o VxyeH:xeyecH.
Dékaz. ]
Dopredna implikdcia je trividlna. Obratene nech platia uvedené podmienky. Potom (H, ®) splia
podmienky grupy a ked’ze HCG, H je podgrupa G.
Veta 2.5.3.2.
Neprazdna podmnozina H grupy (G, ) je jej podgrupa prave vtedy, ked Vx,ye H : xey'e H.
Dékaz.
Dopredné implikdcia je trividlna. Obrétene nech Vx,ye H : xoy”e H. Potom Vxe H : xox”'= ec H. Zarovefi
VxeH : eox’ =x'eH, takze H je podla vety 2.5.3.1 podgrupa G.
Veta 2.5.3.3.
Nech {H;}ic1., je systém podgrip G. Potom aj [ ;Hi je podgrupa G.

Dékaz.
Trivialne.
Veta 2.5.3.4.
Nech M je neprazdna podmnozina grupy G. Potom existuje jedind jej podgrupa [M] taka, ze
L. [M]oM
2. VH<G : HOM = Ho[M].
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Dékaz.
Nech {H;}ic1., je systém podgrip G takych, ze Vie 1..n : H2oM. Potom aj [M] =] ;H,je podgrupa G a
[M]2oM. Pritom z vlastnosti 2. vyplyva, Ze kazdé dve takéto podgrupy su zhodné, takze [M] je jedina.

Definicia.
[M] nazyvame minimdlna podgrupa G, obsahujica M.

Veta 2.5.3.5.
(M) = {x}"..x}:Viel.nx, e Mne e{-11}}.
Doékaz.

Mg D = Ixe M = xox'=ee [M]. Zaroven Vx=x..x", y=y. . ye M : xoy = x{ .xoyh yme[M]ax' =
x; %.x,"€[M], ze [M] je podgrupa G. Zarovein [M] D minimalnej podgrupy G, obashujicej M  edZe j

ordene zd x =x/.x";Viel.nx e Mne e {—1 l}e do minimdlnej podgrupy, [M] je minimdalna

podgrupa.
Definicia.
a"leae—n>1
. , ) " a<—n=1
Nech (G, ®) je grupa, ae G. n-tou mocninou a roZumieme a° = Jpo¢p=0 eqG.
(afl )ﬂl «—n<0
Lema 2.5.3.1.
Nech (G, ) je pologrupa, a, b;..b,e G, riCo Viel..n:a®b; = bea. Potom a®(b;e..eb,) = (b;e..8b,)ea.
Dékaz.
Trivialne.
Veta 2.5.3.6.

Nech a,be G. Potom Vm,ne Z :
1. d"ed" =a™""
2. (d'=a™"
3. a®h = bea = (a%h)" = a"eb".

Dékaz.
1. Indukciou na n. a"ea’ = ™" z definicie. a"ea"*
2. Indukciou na n. (™) = a". (@")"! = (a")"ead" = d""*d" = a
3. Indukciou na n. (a®h)' = aeb = a'eb’. (asb)™*' = (aeb)"eaeh = a"eb"eaeb = a"*'eb"*".
(Dékaz bol vykonany pre n > 1; pre zdporné n je dokaz symetricky).

254, Cyklické grupy.
Definicia.
Grupa G sa nazyva cyklickd, ak 3ae G : G = [a]. Prvok a nazyvame generdtor grupy G.
Ak Vm,neN : a"+#a", tak G je ne one&na, in dne N : a" = a) je G cyklickd grupa rddu n.
Veta 2.5.4.1.
K zda od r li e r je i a
Dékaz.
Nech H je netrividlna podgrupa G = [a] a nech p = min{ne N; d"e H}. Je zrej , ze [@”"]cH. Ale Vse N
Ag,reN: a’ = (a")ead" = a" """, kde r<p. Ale a’e H = a'e H (lebo a”'e H) = r>pvr =0=r =0=d'e[d] =
[@"]2H = H = [d"] = H je cyklicka.

— am.an.a — am+n.a — am+n+1
m.(n+1)

+ 1

Veta 2.5.4.2.
K zd dve li r rovn orad s izo orfn .
Dékaz.

Nech [a] a [b] st rovnakého radu. Potom hl'adanym izomorfizmom je zobrazenie a"—b".

-17 -



Material na Statnicu Algebra

2.5.5. Homomorfizmy grdp.
Definicia.
Nech (G, *) a (H, ®) su grupy. Zobrazenie f : G—H nazyvame izomorfizmus, ak Vx,ye G
D flexky) = f(x)ef(y).
Veta 2.5.5.1.
Nech f: (G, ®)—(H, *) a g : (H, *)—>(K, ®) si homomorfizmy. Potom aj g°f je homomorfizmus.
Dékaz.
Vx,ye G : gflx+y) = g(flx+y)) = g(flx) * f(y)) = g(fx)Dg(fy)) = g(x) D gAy).
Veta 2.5.5.2.
Nech f: (G, ®)—(H, *) je homomorfizmus. Potom
1. Ak egje jednotka v G a ey v H, tak fleg) = ey
2. VxeG: fix") = (flx))!
3. Vxe G VneZ: f(x") = (f(x))".
Dékaz.
L. en* fleg) = fleg) = fleg®ec) = fleg) * fleg) = fleg) = en.
2. Vxe G : ey = fleg) = flxex) = flx) * fix) = fix") = (fo) .
3. Vxe G VneN : fix') = fix)' a i) = fix"ox) = fx") * fx) = fx)"  flx) = o)™ Ak n < 0, flx") = fix
N =" = (o)™ = (f)".

Veta 2.5.5.3.
Nech f: (G, ®)—(H, *) je homomorfizmus. Potom Ker(f)cG a Im(f)cH.
Dékaz.
Ker(f jene razdne,le o odl ve . .. odse 1.egeKer(f.Zaroven Vx,ye Ker(f) : fixey) = fix) * f(y)
—ey*ey=ey odl ve ... odse .fix")=fx)" =ey" = en, Cize Ker(f) je podgrupa G. podobne je

neprdzdne aj Im(f) (z rovnakého dovodu ako Ker(f)), Vx,ye Im(f) Ju,ve G : f{u) = x a f(v) = y. Potom x*y'l =
faysfvy' = fuwysfv'y = fuev e Im(f), &ize Im(f) je podgrupa H.

Veta 2.5.5.4.
Nech f: [a]—=(G, ®) je surjektivny homomorfizmus. Potom G je cyklickd grupa.
Dékaz.
fje surjektivne = Vxe G A neN : fla") =x = fla)" =x = G = [f(a)].
Veta 2.5.5.5.
Nech f: (G, ®)—(H, *) je homomorfizmus. Potom fjeinje i s rje i raveved , ed Ker(f) = {e}
(Im(f) = H).
Dékaz.

Dopredné implikécie su trividlne. Obratene nech Ker(f) = {e}. Potom Vx,ye G : fix) = y) = ex = f(x) *
foy = fx) * fiy™") = fixey™!) = xey”! = e = x = y. Obratend implikacia pre Im(f) je trividlna.
2.5.6. Permutacné grupy.
Definicia.
Nech (G, ®) je grupa. Yae G nazyvame zobrazenie f, : G—G, kde Vxe G : f,(x) = a®x
(xea , I' va (prava) transldcia a.

Lema 2.5.6.1.
Nech (G, ) je grupa. Potom Vae Gjel vai r va r nsla i a bijektivna.
Dékaz.
D6 zv ona e relv rnslai .D6 z re rv rnslai jes eri .VxyeG:f,.(x)=f() <

1

a®x =a®y < x =y = f, je injekcia. Zaroven Vxe G : fa(a'l *x) = a%a ®x =x = f, je surjekcia = f, je bijekcia.

Désledok 2.5.6.1.
Nech (G, ®)je grupaaf,jel’ vAa rva rnslai rv aeG. Potom f,eP(G).
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Dékaz.
Tvrdenie vyplyva priamo z lemy 2.5.6.1 a definicie P(G).

Veta 2.5.6.1 (Cayley).
K Zdej r e G,® exis jeizo orfnd od r er ¢nej r P(G).
Dékaz.
S ¢ azt,7ze re H={f;;aeG,f,jel’ vi r va rnsld i a} je (H, °) podgrupa G. Ale Va,b,xeG :
Jf(%) = fu(fn(x)) = f(bex) = asbex = foep(x ,  Ze vrdenie plati.
Definicia.
Permuticia @€ S, sa nazyva cyklus, ak Ji;<..<ipel..n Vkel..m : Q(ix) = irs1 A Q(ip) =
i;. C slo m nazyvame dizka cyklu ¢. C 1 s diz S n z v transpozicia.
Definicia.
C slo r = min{neN; @" = id} sa nazyva rdd cyklu o.
Veta 2.5.6.2. ,
Rdd zd o | jerovn je odlz e.
Dékaz.
Triviélne.
Veta 2.5.6.3.
Nech @,ye S, st disjunktné. Potom @°y = y°@.
Dékaz.
Trividlne.
Désledok 2.5.6.2.
Ak @,ye S, sd disjunktné, tak Vne N : (9°y)" = @"° y".

Dékaz.
Tvrdenie vyplyva priamo z predchddzajicej vety.
Veta 2.5.6.4.
Kzdd er 4i @#ds da zZn or die zad vorie jedin so0soo z st v vre s €in
disj n n lovdlz s ofi .
Dékaz.
Trivialne.
Veta 2.5.6.5.
K zdd geS,s ddn st os¢inrnsoz i.
Dékaz.
odl ve . .6. s  zdad @=id da napisat ako sucin disjunktnych cyklov. Zaroven cyklus (is, .. , in),

kden> ,s darozlozitn r ns oz ie i, i2)° .. °(iy, in). id vyjadrim ako (i, i2)°(i;, i2).
Veta 2.5.6.6.
Vsetky vyjadrenia@ os €in rns oz i j rovn ritu.
Débkaz.
Triviélne.
Definicia.
¢0e S, je pdrna, je v jdrielnd os ¢in arne o oc rns oz i.@ je nepdrna,
ak nie je parna.
Désledok 2.5.6.3.
1. S ¢indvo  er irovn e ri je arn .
2. Inverzna permutacia k parnej (neparnej) je parna (naparna).
3. Parne permuticie tvoria spolu s operdciou skladania zobrazeni podgrupu S,.
Dékaz.
1. Vyplyva priamo z predchddzajicej vety.
2. Vyplyva priamo z predchddzajicej vety.
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3. Vyplyvazl.a?2.

Definicia.
Grupu parnych permutécii z S, nazyvame alternujiica podgrupa S,.
25.7. Rozklady na grupach.
Definicia.
Systém {A;}ic;.» od 0z n A je rozklad A, ak Vizje l..n : AinA;=0.
Definicia.

Nech (H, *) je podgrupa (G, *). Vge G defin je e nozin H, = {g*h; he H) a H® =
{h*g; he H}. D lej ozn & e Gly = {H,; ge G} a GI" = {H*; ge G}.
Veta 2.5.7.1.
Nech (H, *) je podgrupa (G, *). Potom Gly a GI” sii rozklady grupy G.
Dékaz.
Tvrdenie do aze e re Gly. Dokaz pre GI” je symetricky. Nech 3g,g°€G : H,NH,#J. Potom 3xeG :
xeHAxeHy-= 3hh'eH : x=g*h=g*h" = g=g*h*heH, - A g"=g*h*h’e H, = H, = H,-.
Veta 2.5.7.2.
Nech (H, *) je podgrupa (G, *). Potom Vge G : H, = H.

Dékaz.
f i H—H, s predpisom f{x) = g*x je zjavne bijekcia.
Veta 2.5.7.3 (Lagrange).
Nech (H, *)rddupje od r onecnej G, *) rddu n. Potom n je deli el'n p.
Dékaz.
odl ve ..7. VgeG:H,=H = I|H,| =1Hl = p. ed’ze Gly je rozklad G s onecn oo

komponentov (lebo g je onetnd , Gl=n je delieln Hl=p.
Désledok 2.5.7.1.
Nech Gje onetnd r rad n.Potom VgeG :rad g deli n.
Dékaz.
Rad gjeradom [g], Ze vrdeniev 1 v ri ozL r n eovejve
Désledok 2.5.7.2.
K zda r rvo¢ seln oradd je i a.
Dékaz.
Nech Gjerdadunanije rvo¢slo. oo VgeG:g#e= [g]jerddun,lebonne ain  delielov.

25.8. Invariantné podgrupy.
Definicia.
Podgrupa H grupy G sa nazyva invarianind alebo normdlna, ak Vge G : H, = HS.
Zapisujeme H<G.
Lema 2.5.8.1. ,
Podgrupa H grupy G jeinv ri nnd raveved , ed VgeG:HS® = {gxh*g: he H} = H.
Débkaz.

H<G = VgeG : Hy = H* = Vge G 3heH, 3h'eH* : hxg = gth” = g = hxgxh”  edze odl ve
2.57.2 Hy=H®=H, HS* = {g+h*g"; he H} = H. Obrétene Vge G Vve H, Ihe H : x+h = xxhxx " sx = (hxsex =
h’) = h*xe H* = H,CH®. ¢ndin | zi odo ne.

Désledok 2.5.8.1.

Podgrupa H grupy G jeinv ri nna raveved , ed VgeG : VheH : gxhxg” € H.
Dékaz.

Tvrdenie vyplyva priamo z predchddzajicej vety.
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Veta 2.5.8.2.
Ak f: G—H je homomorfizmus, tak Ker(f)<G.
Débkaz.

Vge G, xe Ker(f) : figrxxg™) = flg) * fx) * fig) = flg) * Ag") =flgrg™) =fle) = e = g#x g e Ker(f).
Definicia.

Nech Gje r . nozin Z(G)={geG; VxeG : x*g = g*x} nazyvame centrum grupy G.
Veta 2.5.8.3.

Cenr zdej r jejejinvrinno odr o .
Débkaz.

Vge G, xe Z(G) VYhe G : grxxg ' sh = x#gigsh = xxexh = xxh = hix = hxxgrg™’ = hxgrxxg”! = Z(G)<G.
Definicia.

Nech G je r . nozin K(G) = {gxhxg'*h’'; g, he G} nazyvame komutant grupy G.
Prvok gxhxg'xh! ozn ¢& je e lg, h].
Veta 2.5.8.4.
Ko n zdej r jejejinvrinnad odr
Dékaz.

Vge G, k:a*b*a']*b'leK(G) : g*k*g'] = g*a*b*a'l*b']*g'l = g*a*g']*g*b*g'l*g* a'l*g'l*g*b']*g'l =
[grarg”, gxbrg 1€ K(G).

Definicia.
Nech G je grupa. Homomorfizmus f : G—G nazyvame automorfizmus. nozin
vSetkych automorfizmov na G ozn ¢ e A(G).
Veta 2.5.8.5.
Nech G je grupa. Potom (A(G), °) je grupa.
Dékaz.

id je jednotka v A(G), VfeA(G) : f'eA(G, le o 2d automorfizmus je bijekcia, a Vf.ge A(G) :
f°ge A(G), lebo automorfizmus je aj homomorfizmus.
Definicia.
Nech G je grupa. Grupa (A(G), °) sa nazyva alternujiica grupa na G.
Veta 2.5.8.6.
Nech G je grupa. Potom Vge G je zobrazenie ¢, : G—=G s predpisom @ (x) = g*x#g” automorfizmus.
Dékaz.
Trividlne.
Definicia.
Nech G je grupa. Potom Vge G automorfizmus @, : G—=G s predpisom @,(x) = grxng!
nazyvame vnitorny o orfiz s, réen rv o g. nozin vn orn o orfiz ov,
réen rv iG,ozn ¢ je e I(G).
Veta 2.5.8.7.
Nech G je grupa. Potom (/(G), °) je grupa.
Dékaz.
PLONX) = P @n(x)) = Qo(hixsh™) = ghsxsh g = @eep(x . s n vlsnosizr & jeveta2.5.8.5.
Veta 2.5.8.8.
Nech G je grupa. Potom I(G)<A(G).
Dékaz. , , , , ,
} Vfe A(G) V(P§EI(G) Vxe G 1 Qrg(x) = flg) * x * flg)” = fg) * A f () *flg)” =fg*f(x)*g")=A
P(f () =1 °0,°f (0)el(G).
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2.5.9. Faktoroveé grupy.
Veta 2.5.9.1.

Nech (H, ®)<(G, ®). Potom existuje jedind bindrna operdcia * &, Ze Gly, *) je grupa a zobrazenie f :

G—Gly s predpisom f(g) = H, homomorfizmus.
Dékaz.

Definujme operaciu * predpisom Hg*H), = H,.;. Této operdcia je korektnd iba ak je nezdvisld od vyberu
reprezentantov tried H, a Hj. nech teda H, = H,- a H, = Hj~ Potom ale Hgey, = H,wp CiZe nezavislost je
zr Cend. so i vnost * iez le o Vxy,zeG: (H, * Hy) * H, = Hyey ¥ H, = H(xoyyo; = Hyo(yor) = H * Hyo, = H, *
(H, * H;). Inverzny prvok je zrejmy a takisto f je homomorfizmus, lebo Vg,he G : f(x®y) = He, = H, * H, = f(x)
* ).

Definicia.
Nech H<G, * takd binarna operacia, ze (Gly, *) je grupa a zobrazenie f : G—>Gly s
predpisom f(g) = H, homomorfizmus. Potom (Gly, *) je faktorovd grupa G odl' H.
Veta 2.5.9.2.
Nech f: G—H je surjektivny homomorfizmus. Potom Ker(f)<G a Glg., = H.
Dékaz.

Homomorfizmus f vyplyva priamo z vety 2.5.8.2. Definujme g : Glg..py—>H predpisom Vxe G : g(Ker(f),)
= fix). Vx,ye G : Ker(f), = Ker(f), = xOy']e Ker(f) = fixey) = ey = fix) = f(y) = g je injektivne linedrne
zobrazenie. Naviac g je o o orfiz s, reoze fje o o orfiz s. edze f je surjekcia, g je
izomorfizmus.

Dékaz.

Désledok 2.5.9.1.

Nech G je grupa. Potom Glzg = I(G).
Débkaz.

Nedokazujeme.

2.6. Determinanty.

2.6.1. Determinant matice.
Definicia.
Nech A je $tvorcova matic s @ n. Cslo Al = Z(sgnf.H;a,-,T(,.)), kde sgnz =1, ak 7

tes,

je parna a -1, ak T je nepdrna, nazyvame determinant matice A.

2.6.2 Viastnosti determinantov.

Veta 2.6.2.1.
NechAjesvor ova i s i n. Potom IAl=I14".
Dékaz.
At = TEZS: (sgn T. H?Zlalff(i) ) = TEZS: (sgn T. H; . ): TEZS: (sgn T.H; a, . ) lebo inverznd permuticia ma
rovnaku paritu.
Veta 2.6.2.2.

Nech A je Stvorcova matica stupiia n. Nech ce F a nech A” vznikne z A vynasobenim niektorého riadku c.
Potom |A"l = c.|Al .
Dékaz.
Triviélne.
Veta 2.6.2.3.
Nech A je Stvorcova matica stupiia n a nech A” vznikne z A vymenou dvoch riadkov. Potom A" = -IAl.
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Dékaz.
Vymenou dvoch riadkov porusime paritu kazdej permutacie.

Désledok 2.6.2.1.
Nech A je Stvorcova matica stupiia n. Ak A ma dva rovnaké riadky, tak |Al = 0.

Débkaz.
Zrejmé z predchddzajiceho tvrdenia.

Definicia.
Ak vo vzorci pre vypocet determinantu vyberiem pred zatvorku a;; zo vSetkych ¢lenov,
v ktorych sa nachadza, potom ¢islo v zdtvorke nazyvame algebraicky doplnok k a; ;.

Lema 2.6.2.1(Laplace).

Nech A je Stvorcova matica stupiia n. Potom Vie 1..n : 1Al = ::1 a, 4, .
Dékaz.

Trividlne.
Lema 2.6.2.2.

Nech A je Stvorcova matica stupiia n. Potom Vi ke 1..n : Z'; a;, ;A ;=0.

=1 i.j
Dékaz.

Pre* i#k Z’:Zl a, 4, ;= 0, lebo do i-teho riadku sme dali -ty, ¢im vznikli dva rovnaké riadky.

Oznacenie.
Nech A je Stvorcova matica stupna n, nech i,je 1..n. Determinant matice, ktord v znikne
z A odobratim i-teho riadku a j-teho stlpca, ozna¢ime M, ;.
Lema 2.6.2.3. N
Nech A je Stvorcova matica stupiia n, nech i je 1..n. Potom A;; = (-1)"M; .
Dékaz. )
Zrejme Ay =M, = (-1)2M 1,1. Ale a;; presunieme i-14j-1 VYmenami riac_lkov a stlpcov na poziciu 1,1 a
ked’ze kazda s tychto operacii obracia znamienko determinantu a (-1)""%"' = (-1)™, plati A;; = (-1)""'M; .
Veta 2.6.2.5.
Nech A je Stvorcova matica stupiia n. Nech ce F a nech A” vznikne z A pripo¢itanim c-nasobku nejakého
riadku A k inému riadku A. Potom A" = |Al
Dékaz.

Nech A’ vznikne pripocitanim c-ndsobku i-teho riadku ku k-temu. Potom I[A°l = Zl;:l a, AL =

n n n n n n
Zj:l ak’fAk’J' +Zj:1 C'akJAfJ = ijl ak,jAk,j +C‘Zj:1 ak,in,j = Zj:l ak,jAk,j +c0= ZFI ak,jAk,j = Al
Definicia.

Al.l A Al,n
Nech A je §tvorcova matica stupiia n. Maticu A, =] M O M|, v ktorej stipcoch su
An,l A An,n

algebraické doplnky riadkov matice A, nazyvame matica adjungovand k A.
Veta 2.6.2.6

4 0 0
Nech A je Stvorcova matica stupiia n a A, je jej adjungovand matica. Potom AxA,=| 0 |A| 0
0 0 |4

Dékaz.
Tvrdenie vyplyva priamo z Laplaceovej vety (veta 2.6.2.4) a jej dokazu.
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Désledok 2.6.2.2.
Nech A je Stvorcova matica stupiia n. Ak IAl#0, tak A je reguldrna a Al=AxAT"

Dékaz.
Tvrdenie vyplyva priamo z predchddzajicej vety.

26.3. atice elementarnych tprav.
Oznacenie.

Nech ce F. Maticu , ktord vznikne z jednotkovej vyndsobenim i-teho riadku ¢, ozna¢im
Ei(c). Maticu , ktord vznikne z jednotkovej vymeno i-teho a j-teho riadku, oznac¢im E; ;.
Maticu , ktora vznikne z jednotkovej pripocitanim c-ndasobku i-teho riadku k j-temu,
oznacim E; ;(c).

Lema 2.6.3.1.
|EI(C)| =c, |E1J| =-la |E,](C)| =1.
Dékaz.

Vsetky tri tvrdenie vyplyvaju z definicie determinantu a mozno si ich 'ahko overit'.
Veta 2.6.3.1.

Determinant reguldrnej matice je nenulovy.
Dékaz.

Ak A je regularna, tak podl'a vety 2.3.4.2 ju mozno vyjadrit’ v podobe stc¢inu elementarnych matic. Lahko
sa mozno presvedCit, ze determinant sucinu elementarnych matic je rovny stucinu ich determinantov a ked’ze
determinanty elementdrnych matic si nenulové, je nenulovy aj Al

Veta 2.6.3.2.
Nech A a B su Stvorcové matice stupiia n. Potom |IAXB| = |ALIBI .
Dékaz.

Ak A aj B su regularne, tak podl'a vety 2.3.4.2 ich mozno vyjadrit v podobe stcinu elementarnych matic.
Determinant sucinu tychto postupnosti je podl'a vety 2.6.3.1 rovny sucinu determinantov tychto postupnosti,
¢ize |AXBI = 1AL.IB|. Ak aspoii jedna z matic A, B nie je reguldrna, tak IAXBl = |Al = 0.

Veta 2.6.3.3.

Nech A je Stvorcova matica stupiia n. Nech ce F' a nech A” vznikne z A vynasobenim niektorého riadku c.

Potom 1Al = |Ei(c)XAl = |Ei(c)l.IAl = c.IAl .
Dékaz.
Podla vety 2.6.2.2 |A”l = c.IA| . Posledna rovnost’ plati podl'a lemy 2.6.2.1. Prostredné rovnost’ vyplyva z
vety 2.6.3.2.
Désledok 2.6.3.1.
Ei(c) je elementdrna matica, reprezentujica vyndsobenie i-teho riadku matice skaldrom c.
Dékaz.
Tvrdenie vyplyva z prvej rovnosti predchadzajicej vety.
Veta 2.6.3.4.

Nech A je Stvorcova matica stuptia n a nech A” vznikne z A vymenou i-teho riadku za j-ty. Potom 1A°l =

|E,1XA| = |E,]||A| =-lAl.
Dékaz.

Podla vety 2.6.2.3 |A’l = -IA| . Posledna rovnost’ plati podl'a lemy 2.6.2. . Prostredné rovnost’ vyplyva z

vety 2.6.3.2.
Désledok 2.6.3.2.
E;; je elementdrna matica, reprezentujica vymenu riadkov i a j.

Dékaz.
Tvrdenie vyplyva z prvej rovnosti predchddzajicej vety.
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Veta 2.6.3.5.
Nech A je Stvorcova matica stupiia n. Nech ce F a nech A” vznikne z A pripocitanim c-ndsobku i-teho
riadku k j-temu. Potom |A°l = |E; j(c)XAl = |E; j(c)l.IAl = |Al
Dékaz.

Podl'a vety 2.6.2.5 |A’l = IA| . Posledna rovnost plati podl'a lemy 2.6.2.1. Prostredna rovnost’ vyplyva
vety 2.6.3.2.

Dosledok 2.6.3.3.

E;; je elementdrna matica, reprezentujuca pripocitanie c-ndsobku i-teho riadku k j-temu.

Débkaz.
Tvrdenie vyplyva z prvej rovnosti predchddzajicej vety.

26.4. Gupa regularnych matic.
Veta 2.6.4.1.
Zobrazenie Det : R,—R s predpisom Det(A) = |Al je homomorfizmus.

Dékaz.
Det(AXB) = |AXBI| = podl'a vety 2.6.3.2 = |ALIBl = Det(A).Det(B).

Désledok 2.6.4.1.
Raner(Del) =R.

Dékaz.
Tvrdenie vyplyva z vety 2.5.9.2.

26.5. Cramerovo pravidio.
Veta 2.6.5.1 (Cramerovo pravidlo).

a X, A oa,x, =b
Nech A je regularna matica, adjungovand k sistave S= M O M M . Potom S ma4 jediny koreri
an.lxl A an.nxn = bn

iy .. s yn), kde Viel.n:y; = ID;LIAI™, pri¢om D; vznikne z A nahradenim i-teho stipca pravou stranou sistavy.
Dékaz.
. . n ai,j|Dj| _ n ai_j Z:l bkAk,j _ 1 n n _ 1 n n _
Viel.n ) Zj:l |A| _Zj:l |A| _mzj—lai-.i k:lbkAkJ _mzj'—l k:lbkai-/Ak-/ -

1 n n 1 n n 1 n
MZk—l j:lbkai-.fAk-.f :mz‘d{—lb’f Zj:lai-fAk-f ZMZk—lbk|A|: bi.

2.7. Okruhy.

27.1. Zakladne viastnosti.
Veta 2.7.1.1.
Nech (A, @, ®) je okruh. Potom
e VxeA : x®0=0®x=0
o VxyeA : x®(-y) = (-x)®y = -(x®y).
Dékaz.
e VxeA : x®0 =x®(0D0) = x®0 @ x®0 = 0 = x®0. 0®x podobne.
o VxyeA :0=x80=x®y-y)=x8y ® x®(-y) = x®(-y) = -(x®y). (-x)®y podobne.
Veta 2.7.1.2.
Nech (A, @, ®) je okruh a a;..a,, ac A. Potom a®(a;® .. ®a,) = a®a; ® .. ® a®a,,.

Dékaz.
Triviadlne.
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Oznacenie.
Nech (A, @, ®) je okruh, acA a ne N. Vyraz ¢® Ba budeme zapisovat skratene n.a.

n

Veta 2.7.1.3.
Nech (A, @, ®) je okruh, x,ye A a ne N. Potom x®(n.y) = n.(x®y).

Débkaz.
Tvrdenie je priamym dosledkom vety 2.7.1.2.

2.7.2. Obory integrity.
Definicia.
Nech (A, ®, ®) je okruh. Prvok ae A nazyvame lavy ( ravy) delitel nuly, ak 3be A : b#0
A a®b =0 (b®a =0). Ak a#0, a je netrividlny delitel nuly.
Poznamka.
Obor integrity je okruh s aspoit dvoma prvkami, neobsahujici netrividlne delitele nuly.
Veta 2.7.2.1.
Nech (A, @, ®) je obor integrity. Potom v A platia obmedzené pravidld o kriteni (Va,x,yeA : a®x = a®y
= x=yax®a=y®a = x=Yy).
Dékaz.
Va,x,yeA : a®x = a®y = a®x ® -(a®y) =0 = a®x @ a®(-y) =0 = a®x ® (-y))=0=>xD (-y) =0=
x =Y. Obratené pravidlo podobne.
Veta 2.7.2.2.
Nech (A, @, ®) je okruh s aspoii dvoma prvkami, v ktorom platia obmedzené pravidla o krateni. Potom A
je obor integrity.
Dékaz.
Vx,yeA : x®y =0 = x®y =x®0 = y=0.
Veta 2.7.2.3.
Kazdé teleso je obor integrity.

Dékaz.
Vx,yeA dx €A : x®y =0 = x" ®x®y =x®0 = y=0.
27.3. Podokruhy.
Definicia.
Okruh (B, @, ®) je podokruh okruhu (A, +, *), ak (B, @) je podgrupa (A, +) a Vx,yeB :
x®y = x*y.
Veta 2.7.3.1.
Okruh (B, @, ®) je podokruh okruhu (4, +, *) prave vtedy, ked’ Vx,ye B : x®(-y)e B A x®ye B.
Dékaz.
Obdobne ako pre podgrupy.
Veta 2.7.3.2.

Nech {B;}ic1.. je systém podokruhov A. Potom aj [ :7:1 B, je podokruh A.

Dékaz.
Triviédlne.
Veta 2.7.3.3.
Nech A je okruh a McA. Potom existuje jediny podokruh [[M]] okruhu A taky, ze Mc[[M]] a VBCA : B
je podokruh A = BC[[M]].
Dékaz.
[[M]] je prienik vSetkych podokruhov A, obsahujicich M. Z vlastnosti VBCZA : B je podokruh A =

Bc[[M]] vyplyva, Ze [[M]] je jediny.
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Definicia.

Nech A je okruh a McA. Okruh [[M]], ktorého existenciu zabezpecuje veta 2.7.3.3,

nazyvame podokruh generovany mnozinou M. Prvky M si generdtory okruhu [[M]].
Veta 2.7.3.4.

Nech A je okruh a nech McCA obsahuje jednotku. Ak Jac A Vxe A : a®x = x®a, tak okruh [[MU{a}]],
ktorého existenciu zabezpecuje veta 2.7.3.3, ma tvar {x0®ao® .. ®x,®a"; Viel..n: x,€A} a oznalujeme ho
Mial.

Doékaz.

M[a]oM, lebo Vxe M : x = x®a’ = x®e. Vx=x,@a’® .. ®x,®d", y= yy®a’® .. ®y,®d" e M[a] : (x - y) =
(xo - yn)®a0® .. ®(x, - y,) ® d"e M[a]. Podobne mozno odvodit’, ze (x®y)e M[a), takze M[a] je podokruh A. A
napokon aj M[a]c[[M]], lebo minimalny podokruh musi vSetky prvky tvaru prvkov z M[a] obsahovat.

Definicia.

Nech A je okruh a nech McA. Okruh M[a], ktorého existenciu zabezpecuje veta 2.7.3.4,

nazyvame okruh polynémov v premennej a pod M.

2.7.4. Homomorfizmy a idealy okruhov.
Definicia.
Nech (A, ®, ®) je okruh. Zobrazenie f : A—A nazveme homomorfizmus okruhov
(kratene homomorfizmus), ak je homomorfizmom vzhladom na obe operacie @ a ®.
Veta 2.7.4.1.
Nech A,B a C st okruhy a zobrazenia f : A—>B a g : B—C homomorfizmy. Potom aj g% : A—C je
homomorfizmus.
Dékaz.
Tvrdenie vyplyva priamo z vety o zlozenom homomorfizme grap.
Definicia.
Nech (A, ®, ®) je okruh. D#ICA je idedl, ak
1.Vx,yel : (x - y)el
2.Vxel VreA : x®rel A r®xel.

Veta 2.7.4.2.
Nech A a B su okruhy a zobrazenie f: A—B homomorfizmus. Potom Ker(f) je idedl A.

Dékaz.
Vx,ye Ker(f) : fix - y) = fix) - f(y) =0 + 0 = 0e Ker(f). Zaroven VreA : f(x®r) = fix)*f(r) = 0%f(r) = 0.
Obdobne f(r®x).
Veta 2.7.4.3.
Nech A" je podokruh A a B” podokruh B. Ak f: A—B je homomorfizmus, tak {A") = {fix)e B; x€ A"} je
podokruh B af](B’) = {x€A; fix)e B’} je podokruh A.
Dékaz.
VX)) f)effA) : fix) * iy) = (x®y)efl(A"), lebo A” je okruh. Podobne Vx,yef "B : fx®y) = flx) *
f(y)e B", lebo B” je okruh.
Veta 2.7.4.4.
Nech A, B st okruhy a I je idedl B. Ak f: A—B je homomorfizmus, tak f ! (D) = {xeA; fix)el} je idedl A.
Dékaz.
Podla vety 2.7.4.3 je f ! (I) podokruh A. Navyse Vxef ! (D) Vre A : f(r®x) =f(r) * fix)el, lebo I je idedl.

Veta 2.7.4.5.
Nech {I;}ic1.. je systém idedlov A. Potom aj | :1:1],. je idedl A.

Dékaz.
Triviadlne.
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Veta 2.7.4.6.
Nech A je okruh a IcA. Potom existuje jediny idedl (/) okruhu A taky, ze Ic(l) a VJCA : J je idedl A =
Jc().
Dékaz.
Obdobne ako pre okruhy.
Definicia.
Nech A je okruh a IcA. Okruh (/), ktorého existenciu zabezpecCuje veta 2.7.3.3,
nazyvame idedl generovany mnozinou I. Prvky I su generdtory okruhu (I).
Veta 2.7.4.7.
Nech A je komutativny okruh, ac A. Potom (a) = {r®a @ n.a; re A, ne Z}. Ak 1€A, tak (a) ={r®a; re A}.
Dékaz.
Vx=p®a ® m.a, y=r®a ® n.a € (a) : x-y = (p-r)®a @ (m-n).a a Vse€A : r®x = r&( p®a ® m.a) = (p®s)Qa
@ (n.s).a €(a), takze (a) je idedl A. NavySe ae (a) a kazdy ideal A, obsahujici a musi obsahovat’ vSetky prvky A
tvaru prvkov (a), takZe (a) je minimalny.

2.7.5. Faktorové okruhy.
Veta 2.7.5.1.

Nech I je idedl A. Potom existujd jediné operacie @, ® také, ze (Al;, @, ®) je okruh a zobrazenie f: A—Al;

s predpisom f(a) = a+I komutativny homomorfizmus.
Dékaz.

Definujme operdciu @ predpisom Vx,yeA : (x+D)®(y+l) = (x@y)+I a operaciu ® predpisom Vx,yeA :
(x+D®H+D) = (x®y)+I (kde +, * su operacie okruhu A). (A, +) je komutativna grupa, [ je jej invariantna
podgrupa a teda aj (Al, @) je komutativna grupa a f homomorfizmus. NavySe Vx,y,ze A : (x+D)®((y+)®(z+1)) =
HD®(G®z+) = (®y®z+) = ®+N® (z+]) = (HNOGHD®+) a (HHR(H)®(+]) =
x+DB((YD2)+]) = (x®(yDz2)+) = (x®Y)D(x®2)+]) = (x®y)+]) @ ((x®z)+I), takze (Al;, ®, ®) je okruh.

Veta 2.7.5.2.

nech f': A—B je surjektivny homomorfizmus. Potom existuje jediny izomorfizmus g : Alg.n—B taky, ze f

= g°p, kde p je projekcia zarucena vetou 2.7.5. .

Dékaz.
Dokaz podobny ako pre vetu 2.5.9.2.

2.8. Polia.

28.1. Podpole.
Veta 2.8.1.1.

Nech F je pole. Potom J#F CF je podpole F prave vtedy, ked’

1. 1e F~

2. Vx,ye F": (x-y)e F~

3. Vx,ye F" x*y']eF’.

Dékaz.

Dopredna implikacia je trividlna. Z vlastnosti 2. vyplyva, ze (F’, +) je podgrupa (F, +). Podobne z
vlastnosti 1. a 3. vyplyva, ze (F’, *) je pologrupa. Spolu teda (F”, +, *) je okruh a z vlastnosti 3. vyplyva, Ze je
to aj pole.

Definicia.
Idedl I okruhu A sa nazyva maximdlny, ak ICA a Videdl J : JoI = J=A.

Veta 2.8.1.2.
Nech A je komutativny okruh s jednotkou, [ je idedl A. Potom Al; je pole prave vtedy, ked’ I je maximalny.
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Dékaz.

Nech Al; je pole. Potom ma aspoii 2 prvky. 7 je nula v Al; a 1+] jednotka. 1 =1 - 0 ¢ I = [#A. Nech teraz
dideal JoI, J#A. Potom dxeJ : x¢ I. Polozme K = {i + r.x; iel, re A}. Lahko mozZno odvodit, Ze K je ideal v A.
Ale kazdy prvok tavru prvkov K musi byt v minimélnom idedli, generovanom [IU{x}, takze K = (Iu{x}) a
JoK. Ale 1 =1+0.xeK, takze K=A ateda aj J = A, o znamena, Ze I bol maximalny.

Obratene nech I je maximdlny. Potom Al; mé aspon 2 prvky. Vxg [l : (Iu{x}) = A = le ({u{x}). Ked'Ze
sme ukazali, ze (lU{x})={i+r.x;iel,reA},diclIdreA : 1 =i+ r. x. Potom ale trieda 1+ = (i + r. x)+I = (i+])
+ (r. x)+l = (Viel : (i+]) = I) = (r+]) * (x+I) = * ma inverzny prvok. Ostatné vlastnosti pol'a su zarucené zo
zadania, CiZe Al; je pole.

282. Podielové pole.

Veta 2.8.2.1.

Nech A je komutativny obor integrity. Potom existuje pole Q(A) a injektivny homomorfizmus j : A—>Q(A)
tak, ze

1. Vxe Q(A) a,beA : b#0 A x =j(a) * j(b)"

2. Vinjektivny homomorfizmus f: A—F, kde F je pole, existuje jediny homomorfizmus g : Q(A)—F tak,

ze f=g9.
Dékaz.

Polozme B = AxA*, kde A* = A -{0}. Na B definujme relaciu ~ predpisom (a, b) ~ (¢, d) & a*d = b*c,
kde * je ndsobenie v okruhu A. ~ je zjavne symetrickd a reflexivna. Navyse (a, ) ~ (¢, d) A (¢, d) ~ (x, y) &
a*d = bxc A cxy = d¥x & axdry = bxcxy A b¥cxy = bxd¥x & ardxy = bxd+*x & axy = b¥x & (a, b) ~ (x, y),
takZe ~ je aj tranzitivna a teda je to reldcia ekvivalencie. Definujme Q(A) = Bl.. Triedu ekvivalencie, do ktorej

¢ _axd+b¥c a _c axc

a a
atri (a, b), ozna¢im —. Dalej definujme operacie @ a ® predpismi — P —=———a —®—= .
patri (a, b) 5 ]| j p predp p e d 5T ea

Ukazeme, ze (Q(A), @, ®) je pole.
a a c c
1. Nezavislost’ oznacenia tried ekvivalencie od vyberu reprezentantov. z~— a—~—&akb’=a*b A

b d d
cxd” = ¢c*d & a*b*d*d” = a*b*d*d” A cxd*bxb” = ¢ *d*b*b” & a*b *d*d” + c*d*b*b”
a’*bxd*d” + ¢ *d*b*b” & axd+*b*d” + b*c*b*d = a*d *b*d + b *c *b*d < (a*d + b*c)*b*d” =

(ad” + brecyebrd o LEATDEC_ ard AR ag € g ¢ pogopne 9oL q £ o
bxd b’xd’ b d b d b b d d
a*b” = a*b A c*d” = ¢ *d < a*b*c*d” = a*b¥*c *d & axckb*d” = a¥%c *b*d & _a*c:a*c S
bxd b'xd’
gl @ g
b d b d
II. Komutativnost’ ®. £®£:a*d+b*c:c*b+d*a:_®_
b d bxd dxb d b

III. Neutrdlny prvok @ (nula). Nulou v Q(A) je trieda 9 , x#0. 3 ‘9 9 :O*b-l-—x*a =4
X

X x*bh b'

IV. Inverzny prvok ®. Polozme —| < |=—< . Potom a@_":a*b bxa 0 .
b) b b b bxb  bkb

V. Komutativnost &. ®—:ﬂ ca_Cgd
b d bxd d*b d b

VI. Neutrdlny prvok ® (jednotka). Jednotkou v Q(A) je trleda =, x#0. 3 o= Z:x Z
x X
-1 -1
VII. Inverzny prvok ®. Polozme a :2. Potom @[] =& 2:@ =(a*b=x)=—
b a b b b a b*a
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#(axd + b*
VIII.Distributivnost ® vzhl'adom na @. e (£+£) - Y@ ard+bre _— (a C) =
y b d y bxd x®b*d
xkaxd+x¥b¥c  x*axd x*b*c_g 4
xxbtd xxbxd  xxbxd b d

Tym sme dokazali, Ze Q(A) je pole. Teraz zvol'me pevné #xeA a definujme j : A—>Q(A) predpisom j(a)
= DX ey = laFbEx_arxdbix o @Ex g DAY o@ib) a rovnako  jlatb) =

X X X X X
arbrx :a*x*b*x _ax ®b*x = j(a)®j(b), takZe j je homomorfizmus. Navyse j(a)=j(b) = ﬂ:b*_x:

X X* X X X X X

axx*x = b¥x*x = a = b, takZe j je injekcia.
Majme teraz pole F' a injektivny homomorfizmus f : A—>F Pre f definujme zobrazenie g : Q(A)—>F

predpisom g( j fla) f(b) kde . je ndsobenie v poli F. z~b_ = a*b’ =a"*b = fla*b") = fla"*b) = fla).f(b")
= fla").fib) = fla). f(b) e fla)). f(b’)'1 = g(%jz g(Z—:j, takZe g je nezdvislé od vyberu reprezentantov.
Navyse g(%@?} g(%}fw*d + bro)fbrd)! = flard) fbrd)! + (o) fibdy’ = fla)fd).fib)".
Fd)" + fb)flO) by fid)" = fla) fby" + fic) fldy" = g(gj+ g(gj a g(%@é) ( P d) faxc) fibxd)’

fa)fle)fby' fid)" = fla) fib)" flo) fid)" = g(%) g(§)> takZe g je homomorfizmus. Pritom g°%(a) = g(j(a)) =

axx 1 -1 . o
g (T) = fla*x) flx)" = fla).flx).f(x)" =fla), takze g°% = f.

Jednoznalnost' g. Nech g,% = f A g2% = f. Potom 81( e j fla)y A gz( ) fla)y = g}(a*x):
X X X

a*x
gz( jatedagI—gg
X

Veta 2.8.2.2.
Nech A;, A; st izomorfné komutativne obory integrity. Potom aj Q(A;) a Q(A,) st izomorfné.
Dékaz.

Majme izomorfizmus f: A;—A; a injektivne homomorfizmy j; : A;—>Q(A;) aj; : A,—>Q(A,). Potom podla
vety 2.8.1.1 existuje jediny homomorfizmus g; : Q(A;)— Q(A,) taky, Ze g;%; = j.°f, ktory je navyse injektivny,
lebo aj j;, j» aj f st injektivne. Podobne existuje a je injektivny aj homomorfizmus g,°% : Q(A2)— Q(A;) = j]°f] .
Potom ale g;°g> aj g,°g; st bijektivne automorfizmy, z ¢oho vyplyva, ze Q(A;) a Q(A,) su izomorfné.

2.9. Okruhy polynémov.

29.1. Konstrukcia polynomov.
Definicia.
Nech AcB, xeB. Mnozinu Al[x] = { Z:Oakxk; VieO..n : a;€A} nazyvame okruh

polynomov v premennej x s koeficientami v A.
Definicia.
Nech AcB, xe B Ak kazdy polyndém v x s koeficientami va A je nulovy len vtedy, ked
vSetky jeho koeficienty si nulové, tak x nazyvame transcendentny prvok nad A. Inak je x
algebraicky.
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Veta 2.9.1.1 (Dosadzovacie pravidlo).
Nech AcB a A’cB’ si okruhy a nech xe B je transcendentny nad A. Ak Va€A : ax =xa a 3ye B" VveB".

by = yb, potom ku kazdému homomorfizmu f: A—>A" existuje jediny homomorfizmus ¢ : A[x]>B" taky, ze
VaeA : ¢(a) = fla) a g(x) = y.
Dékaz.
Alx] = { Y ax"; Vie0.n : a€A}. Definujme ¢ predpisom (p(zzzoakxk):zzzof(ak)y". Lahko
mozno nahliadn t, ze @ je prave hl'adany homomorfizmus.
Definicia.
Polyném Zzzoakxk je invertovatelny, ak a : aag = apa = 1.
Oznacenie.
Stupen polyndmu f oznacime Af.
Veta 2.9.1.2 (O deleni so zvySkom).
Nech A je komutativny okruh s jednotkou, x je transcendentny nad A a nech f(x) =Z::O ax"a g(x) =

Z::O b, x* e A[x], pricom g je invertovatelny. Potom existuje jedina usporiadana dvojica polynémov g(x),
r(x)e Alx] taka, ze fix) = g(x)g(x) + r(x), kde 0 < n <m (Ar(x) =n a Ag(x) = m).
Dékaz.

Ak m > n, tak f = 0.g + f. Nech teraz n=m. Polozme f;(x) = fix) - %x”‘m .g(x). Je zreymé, Ze fi(x) je
0

mensSieho stupiia, nez f{x) a preto podla indukéného prepokladu qr” : f; = ¢".g + r”. Ale potom f(x) =

(q’(x) +%x”‘mj g(x) + r(x), kde r(x) = r’(x) + zvysné ¢leny z fi(x). jednoznacnost’ je zjavna, lebo ak fix) =
0
g(x).g(x) + r(x) = ¢"(x).g(x) + r'(x), tak r(x) - r'(x) :(q(x) —q’(x)).g(x). Ale l'ava strana je stupfia mensieho ako
m a prava stupiia aspoii m, takze obe st nulové a teda g(x) = ¢"(x) a r(x) = r"(x).
Definicia.
Hovorime, Ze polynom f deli polyném g a zapisujeme f/g, ak existuje polyném & taky,
ze g =fh.
Lema 2.9.1.1.
Nech f/g a g/h. Potom f/h.
Dékaz.
Triviélne.
Lema 2.9.1.2.
Nech f/g a flh. Potom fl/(g+h).
Dékaz.
Trividlne.
Definicia.
Hovorime, Ze polyndm h je najvdcsi spolocny delitel polynémov fa g a zapisujeme h =
(f,g), ak hif, hig a Nh™: h'If A h'lg = hih”. Ak flg a g/f, hovorime, ze f a g su asociované.
Lema 2.9.1.3.
Nech f= g.g+r. Potom (f,g) = (g,7).
Dékaz.
Nech h/f A hig. Potom ale h/r, lebo r =f - gq.g. Obratene nech k/g A k/r. Potom k/f, lebo f = q.g+r. Takze
kazdy spolo¢ny delitel’ fa g je aj spolocnym delitel'om g a r a naopak, z ¢oho vyplyva dokazované tvrdenie.
Veta 2.9.1.3 (Euklidov algoritmus).
Ak Flx] je pole, tak Vf,ge F[x] 3(f,2).
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Dékaz.
Tvrdenie induktivne vyplyva z lemy 2.9.1.3.
Veta 2.9.1.4.
Ak F[x] je pole, tak kazdy ideal F[x] je hlavny.
Dékaz.
Nech I je idedl v F[x]. Pripady I = {0} = (0) a I = F[x] = (1) st trividlne. Preto nech {0}c/cF[x]. Polozme
A = min{Af(x); fix)eI}. Nech fel je stupiia A. Je zjavné, ze I D (f(x)). Obratene nech I3k(x) = g(x).g(x) + r(x).
Ale Ar nemoéze byt nenulova a mensia ako Af, takze r(x) =0 a k(x) = g(x).g(x) € (fx)).

29.2. Okruhy hlavnych idealov.
Definicia.
Komutativny obor integrity, v ktorom je kazdy idedl hlavny, nazyvame okruh hlavnych
idedlov a oznaCujeme skratkou OHI.
Veta 2.9.2.1.
Nech Aje OHlalyc .. c I, C .. je postupnost’ idedlov A. Potom Ine N Vm>n : I, = I,.
Dékaz.
St i a t,7eJ=Y1jeidedl v A. Ale Va,beJ In,meN : acl, A bel,. BUNV nech n > m. Potom

1eA
a,bel, = a-bel, = a-beJ. Podobne Vre A YacJ IneN : acl, = arcl, = are J, takze J je idedl vA = dne N
L,=JaVmzn: 1,2, = I,=J.
Definicia.
Nech A je okruh, a,be A. Hovorime, Ze a deli b v A a zapisujeme a/b, ak I3ce A : b = c.a.
Lema 2.9.2.1.
Nech A je OHI, a,b,ce A. Potom a/b A blc = alc.
Dékaz.
Trivialne.
Lema 2.9.2.2.
Nech A je OHI, a,b,ce A. Potom a/b A alc = albc.
Dékaz.
b=dja A c=da= bc=dada = (d,d>a)a.
Definicia.
Nech A je OHI, a,be A. Ak a/b a b/a, hovorime, Ze a a b su asociované a piSeme a~b.
Lema 2.9.2.3.
Nech A je OHI, a,b#0€ A, a~b. Potom existuje delitel’ jednotky c taky, ze b = ca.
Dékaz.
a=d;b=d;d,a= di;d; =1 = d;aj d; st delitele jednotky.
Definicia.
Nech A je OHI, acA. Ak a je delitelny iba delitemi jednotky a prvkami s nim
asociovanymi, tak hovorime, Ze a je ireducibilny.
Veta 2.9.2.2.
Nech A je OHI, a,be A. Potom 3(a,b).
Dékaz.
Polozme I = {pa + gb; p,qe A}. I je zjavne idedl v A a ked’ze A je OHI, Ace A : I = (a). Ale potom Ip,ge A
:c=pa+qgbatedac=(ab).
Lema 2.9.2.4.
Nech A je OHI, a,b,ce A. Ak (a,b) =1 a albc, tak alc.

Dékaz.
Trivialne.
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Désledok 2.9.2.1.
Nech A je OHI, a,b,ce A. Ak a je ireducibilny a a/bc, tak a/b v alc.
Dékaz.
Trividlne.
Veta 2.9.2.3 (Rozklad na prvogisla).
Nech A je OHI a O0#acA nie je delitel’ jednotky. Potom a mozno az na poradie ¢lenov jednoznacne
vyjadrit’ ako sucin ireducibilnych p;..p,€ A.
Dékaz.
Trividlnou Strukturdlnou indukciou dostaneme rozklad a na ireducibilné prvky. Jednoznacénost' rozkladu
vyplyva z dosledku 2.9.2.1.

Désledok 2.9.2.2.
Nech A je OHI a 0#acA nie je delitel jednotky. Potom a moZno jednoznacne vyjadrit ako

o

[1r" . kdea,>0.

pelqeA; q jeireducibilny }

Dékaz.

Triviélne.
Veta 2.9.2.4.

Nech A je OHI, a ZH[?[ZP ,b ZHp'B” eA. Potom (a,b) =c :Hpmm{a”’ﬂ”} .

ped ped ped

Débkaz.

¢ je zjavne spolotny delitel' a a b. NavySe ak d =] ] p” je spolotny delitel a a b, tak VpeA ireducibilné

peA

plati y, 2 min{,, B,}, takzd c/d.
Definicia. )
Nech A je OHI, a,be A. Cislo [a,b] nazyvame najmensim spolo¢nym nasobkom a a b, ak
alla,b], blla,b] a VceA : alc, blc = [a,b]/c.

Veta 2.9.2.5.
Nech A je OHIL a=]] p® b ZHPﬁ” e A. Potom [a,b] = ¢ :Hpmax{a,,.ﬂ,,} '
ped ped ped
Dékaz.
¢ je zjavne spolony nasobok a a b. NavySe ak d :H py” je spolo¢ny nasobok a a b, tak VpeA
ped

ireducibilné plati y, < max{a,, B,}, takzd d/c.
29.3. Korene polynomov.
Definicia.
Nech F je pole, x je transcendentny nad F a f(x) zzzzoakxk € F[x]. Polyném Df(x) = f"(x)
= Z’Z:()(/chk)xk’1 nazyvame derivdcia polynému f(x).

Veta 2.9.3.1.
Nech F je pole, x je transcendentny nad F a f(x), g(x)e F[x]. Potom (f(x) + g(x))=f"(x) + g"(x).

Dékaz.
Nech f(x) 22220 a,x"ag(x) 222:0 bx* . (f+g)(x) = ZZ:O (a, +b)x", (f+rg) (x) = Zzzok X (a, +b,)x*"
= ZZ:O (kxa)x""+(kxb)x*" = ZZ:O (kxa)x""+ ZZ:O (kxb)x"" = f(x) + g"(x).
Veta 2.9.3.2.
Nech F je pole, x je transcendentny nad F a f(x), g(x)e F[x]. Potom fg (x)=f"(x) g(x) + fix)g " (x).
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Dékaz.

Nech fi) = Y ax'a gx) = Z’;zobjxf. Potom fg(x) = Z:':()Z::()aibjxi+ja fe'(x) =

=0 i

n noe i+ j-1 _ n ( =L wll j i j—l) _ n ( =L wll j)
Zi:on:()(l+])aibe - Z (-a;x Zj:objx tax Zj:objx - Zi:() (-d;x Zj:objx +

i=0

Z::o (aixi Zn bej_l) = z::':oi.ai)c';1 .Zl;:objxj + Z::O aixi .Z::Objxj_l =f1(x).gx) + flx).g " (x).

j=0"J
Definicia.
Nech F je pole, F’ je nadpole F, xe F~ je transcendentny nad F a f(x)eF[x] r m
Af21 H rm ce F’je koren polynému f(x), ak (x-¢)/f(x) v F[x].
Veta 2.9.3.3.

Nech F je pole, F” je nadpole F, xe F'” je transcendentny nad F a fix)e F[x] r m Afz2l. ceF~ r i
fx) r y dflo=0.

Dékaz.
fx) = (x-c)q(x) + r(x). Ak ¢ r i fix), tak r(x) = 0 a fic) = (c-c)g(c) = 0. Obratene tak isto.
Veta 2.9.3.4.
Ak fix)e C[x] je ireducibilny, tak Af < 1.
Dékaz.
V C[x] m yom uifn npraven r il
Lema 2.9.3.1.
SER[x]m ry mg rych rn
Dékaz.
Necha+bi=ceC  r fif(x). Potom f(c) = 0. Ale R(a +bi)* = R(a -bi)" (z binomickej vety) a I(a +bi)"
= -I(a -bi)* fe)=0afx) = (x-c)(x-¢)g(x).
Veta 2.9.3.5.
Ak f(x)e R[x] je ireducibilny, tak Af < 2.
Dékaz. _
Ak fix)ym r y r iic, tak fix) = (x-c)g(x) A m m ] mg r r caca
f00) = (-0)(x-€)q(x) = ((x-a)* + b)g(0).
Veta 2.9.3.6.
Nech f(x)e F[x] un 2 3P mfixy r uc r y & mr y ri
Dékaz.
Doprednd implikicia je trividlna. Obratenenechfix) m r y rA P mm i meg r
r N y§ y un 3 mu y ' my2931 yt h r m X rar y
r f un r r U0 m h chmg rych rn r uc
Definicia.
H rm c je viacndsobny (k- ) r i f(x), ak (x-c)k/f(x) v F[x].
Definicia.
Pole F sa nazyva uplné (uzavreté), ak Vf(x)e Flx] : Af(x) 21 = f(x) ma v F[x] r i
Veta 2.9.3.7.
Nech F” je uplné nadpole F. Polyném f(x)e F[x] md v F’ i rior y &
A(fx), Df(x)) 2 1.
Dékaz.

Nech fix) ma v F” dvojnasobny k r i ¢. Potom f(x) = (x—c)2g(x). Dfix) = (x-c)ZDg(x) + 2(x-c)g(x) = (x-¢)/

(f(x), Dfix)) = A(f(x), Df(x)) = 1. Obratene nech A(f(x), Df(x)) = 1. Potom dd(x) u i il r (fx),

Dfix)) K & F’jeuplné, d(x) m r 1c. Aj (x-¢)/ (f(x), Df(x)). Nech fix) = (x-¢)f;(x) P T y 2932 Dfix)

= fi(x) + (x-c)Dfi(x) = (x-¢)/fi(x). Nech fi(x) = (x-c)f>2(x). Potom ale f(x) = (X-C)Zfz(x) a teda fix)y ma v F~
r i
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294. Algebraicke rozsirenia poli.

Definicia.
Nadpole F* I F nazyvame rozSirenie I F R §r I' F je algebraické, ak
vSetky jeho prvky su algebraické nad F.
Veta 2.9.4.1.

Nech F je pole, x je transcendentny nad F a f(x)e F[x] je ireducibilny. Potom existuje nadpole F~ I F,
v ktoromma fix) r i

Dékaz.
P m [ = (f(x)). Vgx)e Flx]-(f(x)) : (f(x), g(x)) = 1 = Ju(x), v(x)e Flx] : ux).f(x) + v(x).g(x) = 1. Ale
u(x).flx) aj v(x).gx) e 1 lel = I je maximilny = F’ = F[x]l; je pole. Definujme ¢ : F—F " predpisom
VaeF:@a)=a+1 Lh m h ut yhm m rf mu F je podpole F’ (F je

izomorfné s O(F) = {a+ I, aecF} a @(F) je podpole F’). NavySe fix + I) = Zzzo(ak+IXx+I)(‘:
Y (a1 1) =Y (gt +1) =Y ax v 1= ) + 1= Gebo frvye D = 0 x+1  rifv

F-.
Definicia.
K r mr r r r I' m F nazyvame konecné rozsirenie I
F. Jeho dimenziu nazyvame stupen rozsirenia u m [F"F].
Veta 2.9.4.2.
K ¢ ér Sr I F je aj jeho algebraickym rozsirenim.
Doékaz.
Nech F~ ér Sr F, [F"F] =k aceF’ Vektory 1, c, .. , & r é

n z K A
- ac*mivF  ri

doy..oue F: Zzzl a,c* =0. Ale potom polyném f, definovany predpisom f(x) =

29.5. Konecné polia.

Definicia.
Charakteristika T F char(F) = min{ke N; k.1 = 0}.
Veta 2.9.5.1.
Nech F é chr r yp.Potom3neN:IFl=p"
Dékaz.
M {e"}1c0.p1 je podpole F izomorfné so Z,. F ér Sr Z,. Nech [F:Z,]=na

nech .;..0,, je baza v F. Potom ale zobrazenie f: F— Z,", definované predpisom Vxe F : x = ZZ:I a.ct = fix)=
(04, .., O je bijekcia a IF1 = 1Z,I" = p".

Veta 2.9.5.2.
Ak (F, ®, ®) é (F*, ®) je cyklicka grupa.
Dékaz.
P T y2573m hu ¢ gru y F* m hu r éh r uF*(rovny
rddu podgrupy F* generovanej jej prvkom) delig—1 K r F* rimr ¢ x¥'=1 Aksa
m r t r ¢ ktorého rad je prave ¢ — 1, budd mocniny cg r tc¢ 0 F*a F*bude cyklicka.
NapiSme g — 1 u r q-1= ;:I pt Kd Vkel.r: p,fk|q—1, vietky korene rovnice x” =1
rimr ¢ x¥'=lapatriadoF Zr 0 § ((7-1),x7-1))=1(ebo (x?-1) =gx?" —1=-1),
S y r y O6mu X' =1 (a teda aj x” V= 1) je rdznych. Spomedzi nich prave p™ rim
rovnice x” =1 X u r fi ¢x Tovnice x** =1 r rimr ¢c =1 Ch m
h ut’ u c= ]::lck hl mr mr ug-L
Veta 2.9.5.3.
K ¢ é r m m r u mrfé
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Dékaz.
Nech IFl = g = p". Nenulové prvky F tvoria multiplikativnu grupu F* rddu g — 1. V dokaze vety 2.9.5.2
m u r F* riomr c x'=1 r a..a; I F(teda aj nula)
rimr ¢ x'-x=0Z h vy y om (x —ap)..(x — ag) I'm y émux?—x, lebo
V(x — a;) sd ireducibilné a delia x7 — x A y 6my G rm ¢ ufn gatedax?—x-=
szl(x—ak) K ¢ ¢ m hu q yh u r mrf é F.
Veta 2.9.5.4.
Nech F~ ér Sr FaF” ér Sr F’. Potom F”° ér Sr Fal[F:
Fl=[F :FI[F"":F1.
Dékaz.
Konstrukciou bdzy F““nad F pomocoubdz F""nad F'aF'nad F' y r r um
Veta 2.9.5.5 (Nedelbrunn).
K ¢ é
Dékaz.
Nedokazujeme.

2.10. Bilinearne a kvadratické formy.

210.1. Bilinearne formy.
Definicia.
Nech U, V,W 1 r mr é r ¢é r ry I m F. Zobrazenie f :

UxV—W nazyvame bilinedrnym, ak
1.Vx;.x,eU VyeVVa,..a,eF : f(zzzlakxk,y) :Zzzlf(akxk,y)

2.VxeUVy;..y,eVVo,..a,eF : f(x, ::lakyk) zzzzlf(x,akyk).
Ak W=F h rm fje bilinedrna forma.

Definicia.
Nech UaV u r mr é r ¢ r ry I' m F a nech fje bilinedrna
forma UxV—F. Nech a;..0,€ F je baza v U a B;..p,,e F bdza vo V. Maticu A,x,, definovand
predpisom A(i,j) = f(a;B;), nazyvame matica bilinedrnej formy hl'  m cu

oq..00, a B]..Bm.
210.2 Charakleristické vektory a hodnoty matic (bi)linearnych zobrazeni.
Definicia.
Nech V,W 1 r mr é r é r ry I'm Faf:V—>W je linedrne
r ce F nazyvame charakteristickou (vliastnou) hodnotou zobrazenia f, ak
Ja#0e F : f(a) = c.a. Vektor o nazyvame charakteristicky (vlastny) vektor zobrazenia f.

Veta 2.10.2.1.

Nech VW u r mré r é r ry I'm F af: V—>W je linedrne zobrazenie.
M astnych vektorov zobrazenia f, prislichajicich jeho charakteristickej hodnote ¢, je podpriestor V.
Dékaz.
Nech M m ch r f, prislichajicich jeho charakteristickej hodnote c. Vx,ye M
Yo,Be F : flox + By) = of(x) + BAY) = aex + Pey = c(owx + By)e M.
Definicia.
Nech A S rc m c I' m F. ceF je charakteristicky prvok matice A, ak
X
dx;.x,€eF : (A -cl,)| M|=0.
X

n
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Lema 2.10.2.1.
Nech A S rc m c¢ I'm F. ceF je charakteristicky prvok matice A, ak
a,—c A a,,
M a,-c M |=0.
a,, —c A a,,—c
Dékaz.

Tvrdenie vyplyva priamo z definicie charakteristického prvku matice.

Désledok 2.10.2.1.
Stvorcova matica rddu n ma najviac n charakteristickych prvkov.

Dékaz.
Chr r ¢ chr mdé yt ¢ h tm c
210.3. Podobnost matic.
Definicia.
H rm S rc ém ¢ A,/Brddu n st podobné, ak existuje reguldrna Stvorcova
matica P rddu n B = PxAxP .
Veta 2.10.3.1.
Nech A,B su reguldrne Stvorcové matice rddu n. Nech X m chh 0 matice AaVY
m chh 06 m c¢ B.AkA aB sipodobné, potom X=7Y.
Dékaz.

Nech c je vlastnd hodnota matice A. Potom |A — cI,,| = 0. Nech B je podobnd s A. Potom 3P r gu r
B = PxAxP". Ale IB - cl,| = IPXAxP" — cl,| = IPxAxP" — ¢PxI,xP"'| = (opericia nasobenia matic konStantou je
komutativna) = IPxAXP™" —PxcI,xP"'| = IPx(A — cI,)xP"'| = (A aj P st reguldrne) = IPIIA — cI,IIP"'1 = 0, lebo IA —
cl,l=0 c é B.

2104. Kvadratickeé formy.
Definicia.

Nech V je vektorovy r r ' m F H rm r f: VoF je
kvadratickd forma, ak existuje bilinedrna forma g : VxV—>F VxeV: flx) = g(x,x). Ak
Vx,yeV:g(x,y)=g(yx) h rm r f rm gje symetrickd.

Veta 2.10.4.1.

Nech F je pole, char(F)#2, V je vektorovy priestor nad F a f je kvadraticka forma na V. Potom na V

existuje jedind symetricka bilinedrna forma g VxeV: fix) = gxx).
Dékaz.

Nech h je bilinedrna forma, ktorej existencia vyplyva definicie kvadratickej formy. Definujme g
predpisom g(x,y) = Ya(h(x,y) + h(y,x)). Zrejme g(x,y) = g(y,x) d gxx) = h(xx) =fx),g hl
bilinedrna forma. Navyse g(x,y) = Ya(g(x+y, x+y) — g(x,x) — g(»,y)) = Ya(flx+y) — fix) — Ay)) m ur

tg.
Definicia.
Nech V je vektorovy priestor dimenzie n I' m F. Nech g je kvadratickd forma na
V, definovana bilinedrnou formou f a nech «;..a, je baza vo V. Maticu A,x,, definovanu
predpisom A(i,j) = f(o;,0;), nazyvame matica kvadratickej formy g hl'  m u Ol..0.

A je symetrickd, ak je f symetricka.

210.5. Kongruencia matic.

Definicia.
Stvorcové matice A,B rddu n sd kongruentné, ak 3 reguldrna Stvorcovd matica P rddu n
B = PxAxP". Kongruenciu matic A a B u m A=B.
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Veta 2.10.5.1.

Stvorcové matice A,B radu n 0 gru ¢
h' m 16 y
Dékaz.

P reprezentuje maticu prechodu medzi bazami.

Veta 2.10.5.2.

Nech A, B st Stvorcové matice rddu n. Ak A je symetrickd a A=B, tak aj B je symetricka.

Dékaz.
Zrejmé.
Veta 2.10.5.3.
Reléacia kongruencie je reldciou ekvivalencie.
Dékaz.
Triviélne.
Veta 2.10.5.4.
K ym rc m ¢ gru m
Dékaz.
Kda m ¢ mum Yy t r
h ut g y u
Désledok 2.10.5.1.
1. Pr u
2. Pr u
Dékaz.

Tvrdenia vyplyvajud priamo z predchddzajicej vety.

210.6. Realne kvadratickeé formy.
Veta 2.10.6.1 (Sylvester).

Algebra
y d um cm r f rmy
d 0 A O
0O O 0 M _
ru , kde Vie 1.k : dz0.
M 0 4 0
0O A O O/
ér é lc é rec mdé m

r u f rmu fexistuje baza, pri ktorej ma f(x,y) tvar Zl];l dxy,.

r c uf rmu g existuje baza, pri ktorej ma g(x) tvar Z; dx’.

Nech f je redlne kvadratickd forma nad R" a nech x = x;..x,€ R". Potom existuje baza, pri ktorej ma f(x)

tvar Z:zli x, . kde m<n.
Dékaz.
P T y 21054 r c

redlned; y§ X u
diagondle *1.

d 0 A O
0 O 0 M
gru m cu ru . Pre
MO0 4, 0
0O A O O ,
éh r u I ¢ m c u |d;l dostdvame na

Nech f je redlne kvadratickd forma nad R", nech x = x;..x,€R" a nech A je matica f

Definicia.
l}l’ m u r X cu ruu
(1 ¢ (r ) m u m
m r m( |l ¢ m) uacm r

r

m-1 h r
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Veta 2.10.6.2 (Sylvestrov zakon zotrvaénosti).

Nech f je redlne kvadratickd forma nad R", nech x = x;..x,€ R" a nech A je maticaf hI m u
r X cu ruu 2 10.6.1. Nech A je v kanonickom tvare s r nenulovymi riadkami, z ktorych mé k
vedici prvok 1. Potomkar ur éf rm uf(ateda nezdvislé od bazy).
Débkaz.

P u chr ur h tu r ¢ frmy ch r existuidve
matice A a B formy f c m r r mA mikriadkov s vedicim prvkom 1 a Blak < L.
U um m y r : S nech su vektory s nulovymi stiradnicami k+1..n a S, vektory s nulovymi
stradnicami 1.... S} aj S, sd podpriestory R" d k<l dim(S)) + dim(S,) > n = SiNS,#D. Tento prienik su
prave vektory s nenulovymi sdradnicami k.. A I m c A je hodnota kvadratickej formy v tychto

r ch I' B r r

Definicia.

Nech f je redlne kvadratickd forma nad R" a nech A je jej matica v kanonickom tvare.
H rm A je kladne(zdporne) (semi)definitnd u g r y 48
(m § a8 r ém S r é) u

Veta 2.10.6.3.
Nech V je euklidovsky priestor dimenzie n a f je kvadratickd forma na V. Potom na V existuje
r VX =x1.x,€V: fix)= Zzzl d.x’  kde di 4 é f rmy f.
Dékaz.

Nech a;..0, je ortonormélna baza vo V a A je symetrickd matica formy f hI' m u 0.0 Z vety
21054 y X u rg m c P PxAxP" g A d’ P je ortogondlna,
tak PXAXP' = PxAxP"' a ak maticu P chdpeme ako maticu prechodu od ..o, k nejakej baze B;..,, tak aj
B1..Bn je ortonormdlna. Na diagonale matice PXAXP" u r é f rmy f.

Désledok 2.10.6.1.
Vsetky charakteristické vektory redlnej symetrickej matice st redlne.

Dékaz.
Tvrdenie vyplyva priamo z predchddzajicej vety.
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