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2. Algebra. 

2.1. Základy. 

�������=iNODGQp�SRMP\�]�WHyULH�PQRåtQ� 
2.1.2. Grupy a polia. 

Definícia. 
Usporiadanú dvojicu (A ,  ⊕) nazývame grupa,  ak 
• ⊕  je binárna asociatívna operácia na A  
• A  je neprázdna 
• ⊕  má neutrálny prvok e .  
• ∀x∈A  ∃y∈A > x⊕y  = y⊕x  = e .  

Príklad. 
(Z, +) je grupa, (Q+, ∗) je grupa, (P1..n, °) je grupa. 

Definícia. 
Usporiadanú troj icu (A ,  ⊕ ,  ⊗) nazývame okruh ,  ak 
• (A ,  ⊕) je komutatívna grupa 
• ⊗  je binárna asociatívna operácia na A  
• ⊗ � MH�GLVWULEXWtYQD�Y]K DGRP�QD�⊕ .  

Definícia. 
Neutrálny prvok operácie ⊗  okruhu (A ,  ⊕ ,  ⊗) nazývame jednotka okruhu (A ,  ⊕ ,  ⊗).  

Príklad. 
(Z, +, ∗) je komutatívny okruh s jednotkou. (2Z, +, ∗) je komutatívny okruh bez jednotky. 

Definícia. 
Okruh (A ,  ⊕ ,  ⊗) nazývame obor integrity ,  ak ∀a,b∈A  :  a≠0 ∧  b≠0 ⇒  a⊗b≠0. 

Definícia. 
Obor integrity s jednotkou nazývame teleso.  

Príklad.  
(Q, +, ∗) je teleso. 

Definícia. 
Teleso (A ,  ⊕,  ⊗),  kde ⊗ je komutatívna operácia,  nazývame pole .  

Veta 2.1.2.1. 
Zn�MH�SROH�SUiYH�YWHG\��NH �n�MH�SUYRþtVOR� 

Dôkaz. 6WDþt�GRNi]D ��åH�Zn�MH�RERU�LQWHJULW\�SUiYH�YWHG\��NH �n�MH�SUYRþtVOR��6SlWQi�LPSOLNiFLD�MH�]UHMPi��DN�n je 
SUYRþtVOR��WDN�QHPi�LQêFK�GHOLWH RY��QHå�MHGQRWNX��WDNåH�∀x,y≠0 : x⊗y≠n (=0 v Zn). Ak ale n nie je�SUYRþtVOR��
tak ∃a,b∈A : a≠0 ∧ b≠0 ∧ a⊗b = n = 0. 

2.2. Vektorové priestory. 

2.2.1. Vektorové priestory a podpriestory. 
Definícia. 

Usporiadanú troj icu (V ,  ⊕ ,  ϕ) nazývame vektorový priestor �QDG�SR RP�F,  ak 
• (V ,  ⊕) je komutatívna grupa 
• ϕ  : V×F  →  V  je taká funkFLD��åH�∀α ,β∈F  ∀x,y∈V  platí  

•  α(x⊕y) = αx  ⊕ αy  
•  (α+β)x  = αx  ⊕  βx  
•  α(β(x)) = (αβ)x  
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•  1.x  = x .  
Lema 2.2.1.1. 

∀α∈F : ak 0 je neutrálny prvok operácie ⊕ vektorového priestoru V, potom 
• α.0 = 0 
• α(-x) = -(αx) 

Dôkaz. 
• α.0 = α(0 ⊕ 0) = α.0 + α.0 ⇒ 0 = α.0. 
• 0 = α.0 = α(x ⊕ (-x)) = αx ⊕ α(-x) ⇒  α(-x) =  -(αx). 

Definícia. 
Vektorový priestor (W ,  ⊕ ,  ψ) nazývame podpriestor  vektorového priestoru (V ,  +,  ϕ),  ak 
• W  ⊆ V  
• ∀x,y∈W  :  x⊕y  = x+y  
• ∀x∈W  ∀α∈F  :  ψ(α,  x) = ϕ(α ,  x).  

Veta 2.2.1.1. 
Neprázdna W⊆V je podpriestor V�SUiYH�YWHG\��NH � 
• x,y∈W : (x - y)∈W  
• ∀x∈W ∀α∈F : αx∈W. 

Dôkaz. 
Dopredná implikácia je triviálna. Obrátene nech W�Pi�SRåDGRYDQp�YODVWQRVWL��W≠∅�� WDNåH�∃x∈W. Ale 

potom aj }x - x|∈W ⇒ 0∈W. Rovnako (0 - x)∈W ⇒ -x∈W a teda ∀y∈W aj (x - (-y)) = (x + y)∈W. 
Veta 2.2.1.2. 

Nech W,W´súpodpriestory V. Potom aj  
• W∩W´je podpriestor V 
• W+W´= {x+y; x∈W a y∈W´} je podpriestor V. 

Dôkaz. 
• (x - y)∈W ∧ (x - y)∈W ⇒́ (x - y)∈W∩W´. Takiso αx. 
• Nech x,y∈W a x´,y´∈W´. Potom (x+x´) + (y+y )́ = (x+y) ∈W + (x +́y )́∈W  ́⇒ (x+y)+(x +́y )́∈W+W .́ 

2.2.2. Lineárna závisORV �D�QH]iYLVORV �YHNWRURY� 
Definícia. 

Vektor x∈V nazývame l ineárna kombinácia  vektorov x1 . .xn∈V ,  ak ∃α1 . .αn  :  x  = α1x1  + . .  
+ αnxn .  

Veta 2.2.2.1. 
Ak x1..xn∈V, tak [x1..xn] = {x∈V; x je lineárna kombinácia x1..xn} je podpriestor V. 

Dôkaz. 
∀x = (α1x1+ .. +αnxn), y = (β1x1+ .. +βnxn)∈[x1..xn] : (x - y) = (α1 - β1)x1 + .. + (αn - βn)xn. Podobne ∀α∈F 

: αx = αα1x1 + .. + ααnxn. 
Definícia. 

[x1 . .xn] nazývame podpriestor generovaný  vektormi x1 . .xn.  
Definícia. 

Vektory x1 . .xn  nazývame l ineárne závislé ,  ak ∃i :  x i  je lineárna kombinácia ostatných. 
Veta 2.2.2.2. 

Vektory x1..xn sú lineárne závislé práve vtedy, NH �∃α1..αn≠0 : Σαixi = 0. 
Dôkaz. 

Ak x1..xn sú lineárne závislé, tak ∃i : xi je lineárna kombinácia ostatných. Nech je to xn a nech xn = α1x1 + 
.. + αn-1xn-1. Potom ale pre αn = -1 platí Σαixi = xn - xn = 0. Obrátene ak ∃α1..αn≠0 : Σαixi = 0, potom xn = 

α
α
-
.
--

. [
=

−∑ /
/

⇒ x1..xn sú lineárne závislé. 
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Definícia. 
Vektory x1 . .xn  sú l ineárne nezávislé,  ak nie sú lineárne závislé .  

Veta 2.2.2.3. 
Vektory x1..xn��V~�OLQHiUQH�]iYLVOp�SUiYH�YWHG\���NH �∃i : xi je lineárna kombinácia predchádzajúcich. 

Dôkaz. 
Spätná implikácia je triviálna. Teraz ak x1..xn  sú lineárne závislé, tak vezmeme max{i; αi≠0}��NWRUp�VS D�

SRåLDGDYRN�]DGDQLD� 
Veta 2.2.2.4. 

Ak x je lineárna kombinácia x1..xn, tak [x1..xn] = [x, x1..xn]. 
Dôkaz. -H�]UHMPp��åH�[x1..xn] ⊆ [x, x1..xn]. Nech x = Σαixi a v = βx + Σβixi��$N�R]QDþtPH�γi = αi+βi, potom v = 

Σαixi a teda v∈[x1..xn]. 
Dôsledok 2.2.2.1. .DåGi�V~VWDYD�YHNWRURY�x1..xn obsahuje nezávislú podsústavu xi1..xim WDN~��åH�[x1..xn] = [xi1..xim]. 
Dôkaz. 3RVWXSQêP� RGVWUD RYDQtP� YHNWRURY� V~VWDY\� x1..xn spôsobom popísaným vo vete 2.2.2.4 dosiahneme 

nezávislú podsústavu, generujúcu ten istý podpriestor. 
Veta 2.2.2.5. 

Nech V = [x1..xn] a nech y1..ym∈V sú nezávislé. Potom n≥m. 
Dôkaz. 

x1..xn sú generujúce ⇒ y1,x1..xn� V~� OLQHiUQH� ]iYLVOp�� 3RG D� YHW\� �������� Sootm existuje xi ako lineárna 
kombinácia predchádzajúcich ⇒� SR� MHKR� RGVWUiQHQt� RVWiYD� JHQHUXM~FD� V~VWDYD�� $OH� WHQWR� SRVWXS� PRåQR�
SRVWXSQH�DSOLNRYD �QD�YãHWN\�y��SULþRP�]DNDåGêP�RGVWUiQLPH�MHGHQ�xi (veta 2.2.3.2 nikdy nevyberie jeden z y, 
lebo tie sú lineárQH�QH]iYLVOp���$E\�WRWR�EROR�PRåQp��PXVt�Y\ �n≥m. 

2.2.3. Báza vektorového priestoru. 
Definícia. 

Nezávislú sústavu vektorov x1 . .xn∈V nazývame báza  vektorového priestoru V ,  ak 
[x1. .xn] = V .  

Veta 2.2.3.1. 
Všetky bázy vektorového priestoru V�PDM~�URYQDNê�SRþHW vektorov. 

Dôkaz. 
Tvrdenie je triviálnym dôsledkom vety 2.2.2.5. 

Definícia. 3RþHW�YHNWRURY�Ei]�YHNWRURYpKR�SULHVWRUX�V sa nazýva dimenzia V �D�R]QDþXMH�dim(V).  
Veta 2.2.3.2. 

Ak dim(V) = n��WDN�NåGêFK�n+1 vektorov z V je lineárne závislých. 
Dôkaz. 

Tvrdenie vyplýva priamo z tvrdenia 2.2.2.5. 
Veta 2.2.3.3. 

.DåGê�YHNWRU�x∈V�PRåQR�]DStVD �MHGLQêP�VS{VRERP�DNR�OLQHiUQX�NRPELQiFLX�Ei]\�x1..xn. 
Dôkaz. 

-H�]UHMPp��åH�NDåGê�YHNWRU�x∈V�PRåQR�]DStVD �DNR�OLQHiUQX�NRPELQiFLX�Ei]\�x1..xn. Nech existujú dva 
rôzne zápisy x = Σαixi = Σβixi (teda ∃i : αi≠βi). Ale x - x = Σαixi - Σβixi = Σ(αi - βi)xi� ���D�NH åH�x1..xn sú 
lineárne nezávislé, ∀i=1..n : (αi - βi) = 0 ⇒ αi = βi. 
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2.2.4. Lineárne zobrazenia. 
Definícia. 

Funkciu f  :  V→V  ́ nazveme l ineárne zobrazenie  z vektorového priestoru V do 
vektorového priestoru V ,́  ak 

• ∀x,y∈V  :  f(x+y) = f(x) + f(y) 
• ∀x∈V  ∀α∈F  :  f(αx) = α. f(x).  

Veta 2.2.4.1. 
f�MH�OLQHiUQH�]REUD]HQLH�SUiYH�YWHG\��NH �F(0) = 0 a ∀x,y∈V ∀α,β∈F : f(αx + βy) = α.f(x) + β.f(y). 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Definícia. 
Lineárne zobrazenie f  nazývame izomorfizmus ,  ak f  je bijekcia. 

Veta 2.2.4.2. 
∀V : V a Fdim(V) sú izomorfné. 

Dôkaz. 
Pre daný V dimenzie n skonštruujeme izomorfizmus f : V→Fn. Pre x = x1..xn�SRORåtPH�f(x) = y = f(x1) + .. 

+ f(xn��� 7R� MH� ]REUD]HQLH�� SUHWRåH� Y\MDGUHQLH� YãHWNêFK f(xi�� MH� SRG D� YHW\� �������� MHGLQp��1DY\ãH� f-1(y) = Σf-
1(f(xi)) = Σxi = x��WDNåH�f je izomorfizmus. 

Veta 2.2.4.3 (Základná veta o lineárnych zobrazeniach). 
Nech x1..xn je báza vo V a y1..yn je báza vo W. Potom existuje jediné lineárne zobrazenie f : V→W tDNp��åH�

i=1..n : f(xi) = yi. 
Dôkaz. 1DMSUY�GRNiåHPH��åH� WDNp�]REUD]HQLH�H[LVWXMH�QHMYLDF�MHGQR��1HFK� f a g�V~�]REUD]HQLD�V�SRåDGRYDQêPL�

YODVWQRV DPL�� 3RWRP� ∀x = α1x1..αnxn : f(x) = f(α1x1..αnxn) = Σf(αixi) = Σαi.f(xi) = Σαi.g(xi) = Σg(αixi) = 
f(α1x1..αnxn) = f(x) ⇒ f = g. 

([LVWHQFLD� OLQHiUQHKR�]REUD]HQLD�V�SRåDGRYDQêPL�YODVWQRV DPL�Y\SOêYD�]� WRKR��åH�IXQNFLD� f, kde ∀x = 
α1x1..αnxn : f(x) = α1y1..αnyn je lineárne zobrazenie. 

Definícia. 
Nech f  :  V→W  je lineárne zobrazenie.  Potom funkciu Ker(f) = {x∈V;  f(x) =0} nazývame 

jadro  (Kernel) zobrazenia f.  
Veta 2.2.4.4. 

-DGUR�NDåGpKR� OLQHiUQHKR�]REUD]HQLD� f : V→W je podpriestor V. Navyše f� MH� LQMHNFLD�SUiYH�YWHG\��NH �
Kef(f) = ∅. 

Dôkaz. 
∀x,y∈V : f(x - y) = f(x) - f(y) = 0 - 0 = 0. Rovnako ∀x∈V ∀α∈F : f(αx) = α.f(x) = α��� ����ýDV �QDY\ãH�MH�

triviálna. 
Definícia. 

Nech f  :  V→W je lineárne zobrazenie.  Potom funkciu Im( f) = {f(x)∈W;  x∈V} nazývame 
obraz  (Image) zobrazenia f .  

Veta 2.2.4.5. 
2EUD]�NDåGpKR�OLQHiUQHKR�]REUD]HQLD�f : V→W je podpriestor W. 

Dôkaz. 
∀f(x), f(y)∈W : x,y∈V. Ale ∀α,β∈F : α.f(x) + β.f(y) = f(αx + βy���SULþRP�αx + βy∈V. 

2.3. Matice. 

2.3.1. Pojem matice. 
Definícia. 

Zobrazenie {1. .n}×{1..m}→F  nazývame matica dimenzie n×m�QDG�SR RP�F .  
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2.3.2. Vyjadrenie lineárnych zobrazení pomocou matíc. 
Definícia. 

Nech x1 . .xn  je báza vo V,  y1 . .ym  báza vo W  a f  :  V→W  je lineárne zobrazenie.  Nech 

∀ i∈1..n  : f(x i) = α 0 1211
3 \
=∑ 4 .  Potom maticu M f  = 

α α
α

α α

565 5

5

/
0 0

/

7
8 9

: 7;:

















nazývame maticou zobrazenia f .  

Veta 2.3.2.1. 
Nech f a g sú lineárne zobrazenia. Potom aj f+g je lineárne zobrazenie a Mf+g = Mf + Mg. 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Veta 2.3.2.2. 
Nech f  je lineárne zobrazenia. Potom ∀α∈F aj α.f je lineárne zobrazenie a Mαf = α.Mf . 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Veta 2.3.2.3. 
Nech f : V→V á g : V →́W sú lineárne zobrazenia. Potom aj g°f je lineárne zobrazenie a Mg°f = Mf × Mg. 

Dôkaz. 
∀α,β∈F : g°f(αx + βy) = g(f(αx + βy)) = g(α.f(x) + β.f(y)) = α.g°f(x) + β.g°f(y). Pritom ak Mf (i,j) 

R]QDþtPH�αi,j a Mg (i,j) = βi,j, tak ∀i∈1..n ∀j∈1..m : Mg°f (i,j) = α1iβj1 + .. + αniβjm = g°f(xi). 
Veta 2.3.2.4. 

Ak f : V→W je bijektívne lineárne zobrazenie, tak aj f-1 : W→V je lineárne zobrazenie. 
Dôkaz. 

∀u,v∈W ∀α,β∈F : f -1(αu + βv) = f -1(α.id(u) + β.id(v)) = f -1(α.(f°f -1)(u) + β.(f°f -1)(v)) = f -1(f(α.f -1(u)) + 
f(β.f -1(v))) = f -1(f(α.f -1(u) + β.f -1(v))) = id(α.f -1(u) +β.f -1(v)) = α.f -1(u) +β.f -1(v). 

2.3.3. Riadková ekvivalencia matíc. 
Definícia. 

Medzi elementárne operácie  na maticiach patrí 
• 9]iMRPQi�YêPHQD�GYRFK�ULDGNRY��VW SFRY�  
• 9\QiVREHQLH�ULDGNX��VW SFD��VNDOiUQRX�NRQãWDQWRX  
• 3ULþtWDQLH�QiVRENX�MHGQpKR�ULDGNX�N�LQpPX�  

Definícia. 
Matica M  sa nazýva redukovaná ,  ak 
• 9HG~FL�SUYRN�NDåGpKR�QHQXORYpKR�ULDGNX�MH��  
• 9�NDåGRP�ULDGNX�MH�QDMYLDF�MHGQD�QHnulová hodnota. 

Definícia. 
Matice M1  a M2  sú riadkovo ekvivalentné �� DN� PRåQR� XSUDYL � MHGQX� QD� GUXK~� SRPRFRX�

elementárnych riadkových úprav. 
Veta 2.3.3.1. 

.DåGi�PDWLFD�MH�ULDGNRYR�HNYLYDOHQWQi�V�QHMDNRX�UHGXNRYDQRX�PDWLFRX�]KRGQHM�GLPHQ]LH� 
Dôkaz. 

Klasický postup redukcie matice. 
Definícia. 

+RYRUtPH�� åH� UHGXNRYDQi�PDWLFD�A  je trojuholníková� � DN� NDåGê� QHQXORYê� ULDGRN� MH� QDG�
NDåGêP�QXORYêP�D�SRVWXSQRV �LQGH[RY�YHG~FLFK�SUYNRY�QHQXORYêFK�ULDGNRY�MH�QHNOHVDM~FD�  

Veta 2.3.3.2. .DåGi� PDWLFD� MH� ULDGNRYR� HNYLYDOHQWQá s nejakou redukovanou trojuholníkovou maticou zhodnej 
dimenzie. 
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Dôkaz. 
Triviálne. 

Veta 2.3.3.3. 
Nenulové riadky trojuholníkovej redukovanej matice sú lineárne nezávislé. 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Dôsledok 2.3.3.1. 
Nenulové riadky trojuholníkovej redukovanej matice tvoria bázu jej riadkového priestoru. 

Dôkaz. 7YUGHQLH� Y\SOêYD� ]� YHW\� �������� D� IDNWX�� åH� QHQXORYp� ULDGN\� WURMXKROQtNRYHM� UHGXNRYDQHM� PDWLFH� MHM�
riadkový priestor generujú. 

Definícia. 
+RGQRV �matice je dimenzia jej riadkového pristoru.  

Dôsledok 2.3.3.2. +RGQRV �WURMXKROQtNRYHM�UHGXNRYDQHM�PDWLFH�MH�SRþHW�MHM�QHQXORYêFK�ULDGNRY� 
Dôkaz. 

Tvrdenie vyplýva priamo z definície hodnosti a dôsledku 2.3.3.1. 
Veta 2.3.3.4. 

Štvorcová matica dimenzie n×n�Pi�KRGQRV �n�SUiYH�YWHG\��NH �MH�ULDGNRYR�HNYLYDOHQWQi�V�MHGQRWNRYRX�
maticou rádu n. 

Dôkaz. 
Jediná trojuholníková redukovaná matica dimenzie n×n je jednotková matica rádu n�� WDNåH� âWYRUFRYi�

matica dimenzie n×n�Pi�KRGQRV �n�SUiYH�YWHG\��NH �MH�ULDGNRYR�HNYLYDOHQWQi�V� RX� 
Veta 2.3.3.5. 

.DåGpPX� SRGSULHVWRUX�Fn prislúcha práve jedna trojuholníková redukovaná matica dimenzie n×n nad 
SR RP�F. 

Dôkaz. 
Nedokazujeme. 

2.3.4. Regulárne matice. 
Definícia. 

Matica An ×n  je regulárna ,  ak existuje matica Bn ×n � WDNi��åH�A×B  = B×A  = In .  
Veta 2.3.4.1. 

Ak Rn�MH�PQRåLQD�UHJXOiUQ\FK�PDWtF�UiGX�n, tak (Rn, ×) je grupa. 
Dôkaz. 

Rn je neprázdna�� SUHWRåH� In� UHJXOiUQD�� =iURYH � MH� In� QHXWUiOQ\P� SUYNRP� D� LQYHU]Qê� SUYRN� NX� NDåGHM�
matici existuje z definície regulárnosti. 

Veta 2.3.4.2. $N� SRVWXSQRV � HOHPHQWiUQ\FK� ULDGNRYêFK� RSHUiFLt�� NWRUêPL� UHJXOiUQX� PDWLFX� A upravíme na In, 
uplatníme na In, výsledkom bude regulárna matica A  ́inverzná k A. 

Dôkaz. 
Nech E1 .. Ek sú regulárne matice, reprezentujúce elementárne riadkové operácie. Ak Ek×..×E1×A = In, 

potom Ek×..×E1 = A .́ 
Veta 2.3.4.3. 

Matica An×n je regulárna, ak jej prislúchajúce zobrazenie je bijekcia. Naviac ak B� MH�PQRåLQD�YãHWNêFK�
lineárnych bijekcií f : V→V, tak (B, °) je grupa. 

Dôkaz. 
Ak fA je bijekcia, tak k nemu existuje inverné zobrazenie fB a jeho matica B je inverzná k A (A×B = In 

práve tak ako fA°fB = id). (B�����MH�JUXSD��SUHWRåH��Rn, ×��MH�JUXSD��SRG D vety 2.3.4.1). 
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Definícia. 
Nech x1 . .xn  je báza vo V  a y1 . .yn  vo V .́  Nech f  :  V→V �́ MH� WDNp�]REUD]HQLH�� åH� V~UDGQLFH�

vektora f(x i) vo V  ́ sú α i 1 . .α i n .  Maticu M ,  ktorej  prvky M(i, j) = α i j ,  nazývame matica 
zobrazenia f .  Ak V  = V ,́  M je matica prechodu od bázy x1 . .xn  k báze y1. .yn.  

Poznámka. 
Matice dimenzie n×m tvoria vektorový priestor dimenzie m.n, ktorého bázou sú elementárne matice Eij. 

2.3.5. Ekvivalentné matice. 
Definícia. +RYRUtPH�� åH�PDWLFH�A  a B  sú ekvivalentné ,  ak existujú také regulárne matice P  a Q � � åe 

B  = P×A×Q -1 .  
Veta 2.3.5.1. 

Ekvivalencia matíc je reláciou ekvivalencie. 
Dôkaz. 

• ∀Am×n : A = In×A×Im
-1. 

• B = P×A×Q-1 ⇒ A = P-1×B×Q = (P-1)×B×(Q-1)-1 
• B = P×A×Q-1 ∧ C = R×B×T-1 ⇒ C = R×P×A×Q-1×T-1 

Veta 2.3.5.2. 
A a B�V~�HNYLYDOHQWQp�SUiYH�YWHG\��NH �V~�PDWLFDPL�URYQDNpKR�OLQHiUQHKR�]REUD]HQLD�Y]K DGRP�QD�U{]QH�

dvojice báz. 
Dôkaz. 

nech A a B sú ekvivalentné. Potom existujú regulárne P a Q�DNp��åH�B = P×A×Q-1��$N�VL�XYHGRPtPH��åH�P 
a Q�PRåQR�FKiSD �DNR�PDWLFH�SUHFKRGX�Ei]��WYUGHQLH�MH�]UHMPp� 

Veta 2.3.5.3. 
Matice A a B�V~�HNYLYDOHQWQp�SUiYH�YWHG\��NH �MHGQX�PRåQR�QD�GUXK~�XSUDYL �HOHPHQWiUQ\PL�ULDGNRYêPL�

D�VW SFRYêPL�~SUDYDPL� 
Dôkaz. 

Spätná implikácia je triviálna a ak B = P×A×Q-1, tak P a Q�PRåQR�UR]REUD �QD�V~þLQ�HOHPHQWiUQ\FK�PDWtF� 
2.3.6. Sústavy lineárnych rovníc. 

Definícia. 

Sústavu lineárnych rovníc
α α

α α

<6<=< < <

<=<

[ [ E

[ [ E

>2>

? ?�>2> ?

+ + =

+ =

/
0 2 0

/
(typ (1)) 

reprezentujeme maticou
α α

α α

@6@ @ @

@

/
0 2 0 0

/

A

B BCA B

E

E

















,  ktorú nazývame rozšírená matica  sústavy. 

Definícia. 

Sústava lineárnych rovníc
α α

α α

D;D=D D D

D=D

[ [ E

[ [ E

E2E

F F�E2E F

+ + =

+ =

/
0 2 0

/
sa nazýva homogénna ,  ak ∀ i∈1..m  :  

b i=0. Pri reprezentácii homogénnej sústavy vynechávame z � MHM� PDWLFH� SRVOHGQê� VW SHF��
Homogénna sústava,  ktorej  matica sa s maticou sústavy A l íši  iba chýbajúcim posledným 
VW SFRP��VD�QD]êYD�V~VWDYD�adjungovaná  k A .  

Definícia. 
x1 . .xn∈Fn  sa nazýva NRUH  sústavy lineárnych rovníc typu (1),  ak ∀j∈1..m  :  

α G HIG HG
J [ E=
=∑ K � �$N�GYH�V~VWDY\�PDM~�URYQDN~�PQRåLQX�U LHãHQt� �KRYRUtPH��åH�V~�ekvivalentné .  
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Veta 2.3.6.1 (Frobien). 6~VWDYD�W\SX�����Pi�ULHãHQLH�SUiYH�YWHG\��NH �MHM�PDWLFD�D�UR]ãtUHQi�PDWLFD�PDM~�URYQDN~�KRGQRV � 
Dôkaz. 

Zrejmé. 
Dôsledok 2.3.6.1. .DåGi�KRPRJpQQD�V~VWDYD�Pi�DVSR �MHGHQ�NRUH � 
Dôkaz. 

Triviálne. 
Veta 2.3.6.2. 0QRåLQD�NRUH RY�KRPRJpQQHM�V~VWDY\�MH�SRGSULHVWRU�Fn. 
Dôkaz. 

Nech x1..xn a y1..yn sú korene a α,β∈Fn. ∀j∈1..m : α α βL M L LL
N [ \� �+
=∑ O = α α α βP QRP P QRPP

S [ \+
=∑ T =α α U VWUU

X [
=∑ Y + 

β α U VZUU
X \
=∑ Y = 0 + 0 = 0. 

Definícia. 
%i ] X � S U L H V W R U X � N R U H R Y � K R P R J p Q Q H M � V ~ V W D Y \ � E X G H P H � Q D ] ê Y D � fundamentálny systém  

tej to sústavy. 
Veta 2.3.6.3. 

$ N � K R G Q R V � I X Q G D P H Q W i O Q H M � V ~ V W D Y \ � M H � r, tak dimenzia jej fundamentálneho systému je n-r a on samotný 
je tvorený n-rozmernými vektormi zr+1..zn, ktorých jediná jednotka sa postupne nachádza na pozíciách r+1 .. n. 

Dôkaz. 
Zrejmé. 

Definícia. 
- H G H Q � ã S H F L i O Q H � Y \ E U D Q ê � N R U H � V ~ V W D Y \ � W \ S X � � � � � Q D ] Y H P H � partikulárne riešenie .  

Veta 2.3.6.4. 
. D å G ê � N R U H � V ~ V W D Y \ � �� �� P R å Q R � ] D S t V D � D N R � V ~ þ H W � S D U W L N X O i U Q H K R � U L H ã H Q L D � D � O L Q H i U Q H M � N R P E L Q i F L H �

fundamentálneho systému. 
Dôkaz. 

3 R V D � Y H W \ � � � � � �� � � M H � S U L H V W R U � N R U H R Y � S R G S U L H V W R U R P � Fn� � . D å G ê � N R U H � M H � S U H W R � L G H Q W L I L N R Y D W H Q ê �
S D U W L N X O i U Q \ P � U L H ã H Q t P � �Y H N W R U � G R � S R G S U L H V W R U X � N R U H R Y �� D � I X Q G D P H ntálnym systémom (pohyb v rámci 
S U L H V W R U X � N R U H R Y ��  
2.4. Euklidovské a unitárne priestory. 

2.4.1. Euklidovské priestory. 
Definícia. 

Zobrazenie ψ :  V×V→R  nazvem VNDOiUQ\�V~þLQ vo V ,  ak je symetrické,  lineárne a ∀x∈V  
:  ψ(x ,  x) ≥  0 (ψ(x ,  x) = 0 ⇔  x  = 0).  

OznaþHQLH� 
ψ(x ,  y� � E X G H P H � ] D S L V R Y D � 〈x ,  y〉 .  

Definícia. 
Ak V  je vektorový priestor a ψ � V N D O i U Q \ � V ~ þ L Q � � W D N � X V S R U L D G D Q ~ � G Y R M L F X � �V ,  ψ) nazvem 

Euklidovský priestor .  
Definícia. 

ý t V O R � [ [�  nazvem norma � � G å N D � � Y H N W R U D � x  a zapisujem | |x | |.  

Veta 2.4.1.1 (Schwartz). 
∀x,y∈V : |〈x, y〉| ≤ ||x||.||y|| . 
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Dôkaz. 
Nech x,y∈V a α∈F. 0 ≤ 〈x + αy, x + αy〉 = ||x||2 + α〈x, y〉 + α〈y, x〉 + α2||y||2 = ||x||2 + 2α〈x, y〉 + (α||y||)2 ⇒ 

D ≤ 0 ⇒ 4α2〈x, y〉2 - 4α||x||.||y|| ≤ 0 ⇒ |〈x, y〉| ≤ ||x||.||y||. 
Dôsledok 2.4.1.1 (CDXFK\KR�QHURYQRV �� 

∀x1..xn,y1..yn∈R : [ \[\[[
]
=∑ ^ ≤ [ __

`ba
c

=∑ . \ dd
egf
h

=∑ . 

Dôkaz. 
Tvrdenie vyplýva priamo z predchádzajúcej vety. 

Lema 2.4.1.1. 
• ∀x∈V : ||x|| ≥ 0 
• ∀x∈V ∀α∈F : ||αx|| = |α|.||x||. 
• ∀x,y∈V : ||x + y|| ≤ ||x|| + ||y__� �W U R M X K R O Q t N R Y i � Q H U R Y Q R V ��  

Dôkaz. 
• Zrejmé z definície ||x||. 
• = U H M P p � ] � G H I L Q t F L H � V N D O i U Q H K R � V ~ þ L Q X �  
• ∀x,y∈V ∀i∈1..n : |xi + yi| ≤ |xi| + |yi| ⇒ ||x + y|| ≤ ||x|| + ||y||. 

Definícia. 
+ R Y R U t P H � � å H � Y H N W R U \ � x  a y  sú ortogonálne  (kolmé),  ak 〈x ,  y〉  = 0.  ∀∅≠M⊆V  nazývame 

P Q R å L Q X � M⊥  = {x∈V;  ∀y∈M  :  〈x ,  y〉  = 0} ortogonálny doplnok � P Q R å L Q \ � M  vo V.  
Veta 2.4.1.2. 

∀∅≠M⊆V : M⊥ je podpriestor V. 
Dôkaz. 

Nech x∈M, y,z∈M⊥, α,β∈F. 〈x, αy + βz〉 = α〈x, y〉 + β〈x, z〉 = 0 + 0 = 0. 
Definícia. 

Systém vektorov x1 . .xn  je ortogonálny ,  ak ∀i≠j∈1..n : 〈x i ,  x j〉  = 0 a ortonormálny ,  ak 
navyše ∀i∈1..n  :  | |x i | | = 1.  

Veta 2.4.1.3. 
. D å G i � Q H Q X O R Y i � R U W R J R Q i O Q D � V ~ V W D Y D � M H � O L Q H i U Q H � Q H ] i Y L V O i �  

Dôkaz. 

Nech ∃α1..αn : α ii
j

i[
=∑ k = 0. ∀k∈1..n : 0 = kx,0 = k

n

i ii xx ,
1∑ =
α =∑ =

n

i kii xx
1

,α =∑ =

n

i kii xx
1

,α = 

αk kk xx , . Ale kk xx , ≠���WDNåH�αk = 0. 

Dôsledok 2.4.1.2. 
.DåGi�RUWRQRUPiOQD�V~VWDYD�MH�OLQHiUQH�QH]iYLVOi� 

Dôkaz. 
Zrejmé. 

Veta 2.4.1.4 (Gramm-Schmidtov ortogonalizaþQê�SURFHV�� 
Nech V je Euklidovský priestor a x1..xn je lineárne nezávislá sústava vektorov V. Potom existuje 

ortonormálna sústava  sústava y1..yn�WDNi��åH�∀i∈1..n : [x1..xi] = [y1..yi]. 
Dôkaz. 

Indukciou na n. 
1° n = 1, x1≠0, y1 = x1.||x1||-1. 
2° x1..xn+1, y1..yn, ∀i∈1..n : [x1..xi] = [y1..yi]. xn+1 = u + v, kde u∈[y1..yn], v∉[y1..yn] ⇒ u⊥v. u∈[y1..yn] ⇒ 

∃α1..αn :  u = α lmll
n [
=∑ o ��$N�SRORåtPH�αi = 〈xn+1, yi〉, potom ∀i∈1..n : 〈v, yi〉 = 〈xn+1 - α p2pp

q [
=∑ r , yi〉 = 〈xn+1, yi〉 - 

〈xn+1 -, yi〉 = 〈xn+1, yi〉 - 〈xn+1, yi〉 = 0 a pre yn+1 = v.||v||-1 platí [x1..xn+1] = [y1..yn+1]. 
Dôsledok 2.4.1.3. 

9�NDåGRP�NRQHþQRUR]PHUQRP�HXNOLGRYVNRP�SULHVWRUH�H[LVWXMH�RUWRQRUPiOQD�Ei]D� 
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Dôkaz. 
Triviálne. 

Veta 2.4.1.5. 
Nech V je euklidovský priestor, x1..xn jeho ortonormálna báza a x = α smss

t [
=∑ u ,y = βvwvv

x [
=∑ y ∈V. Potom 

〈x,y〉 = α βz{zz
|
=∑ } . 

Dôkaz. 

〈x, y〉 = 〈 α ~m~~
� [
=∑ � , β�w��

� [
=∑ � 〉 = α β����������

� [ \��= =∑ ��� = α β�{��
�
=∑ � . 

Veta 2.4.1.6. 
KaåGp�GYD�HXNOLGRYVNp�SULHVWRU\�URYQDNHM�GLPHQ]LH�V~�L]RPRUIQp� 

Dôkaz. 
Nech V a V  ́sú euklidovské priestory dimenzie n, x1..xn je ortonormálna báza vo V a y1..yn ortonormálna 

báza vo V �́�3RG D�]iNODGQHM�YHW\�R�OLQHiUQ\FK�]REUD]HQLDFK��YHWD����������H[LVWXMH�jediné lineárne zobrazenie f 

WDNp��åH�∀i∈1..n : f(xi) = yi. Pritom ∀x = α �m��
� [
=∑ � ,y = β�w��

� [
=∑ � ∈V : 〈f(x), f(y)〉 = ∑∑ ==

n

i ii

n

i ii xfxf
11

)(,)( βα = 

α β�w��
�

�w��
�\ \

= =∑ ∑� �� = α β�{��
�
=∑ �  ��SRG D�YHW\���������� �〈x, y〉. 

2.4.2. Ortogonálne matice. 
Definícia. 

Zobrazenie f  :  V→V  ́ je  ortogonálne ,  ak ∀x,y∈V  :  〈x ,  y〉 = 〈 f(x),  f(y)〉 .  
Veta 2.4.2.1. 

.DåGp�RUWRJRQiOQH�]REUD]HQLH�MH�LQMHNWtYQH� 
Dôkaz. 

〈x, y〉 = 〈f(x), f(y)〉 ⇒ f(x) = 0 ⇔ x = 0 ⇒ Ker(f) = {0}. 
Veta 2.4.2.2. 

Ak f je ortogonálnH��WDN�NDåG~�RUWRQRUPiOQX�V~VWDYX�]REUD]t�QD�RUWRQRUPiOQX� 
Dôkaz. 

Zrejmé z definície. 
Definícia. 

Štvorcová matica A  sa nazýva ortogonálna � � DN� MHM� ULDGN\� �VW SFH�� WYRULD� RUWRJRQiOQX�
sústavu v Rn .  Matica A⊥  transponovaná k A �Y]QLNQH�]iPHQRX�ULDGN\�]�VW SFH��a naopak).  

Veta 2.4.2.3. 
A⊥ je transponovaná k A�SUiYH�YWHG\��NH �A×A⊥ = In. 

Dôkaz. 

Ak ri�R]QDþtPH�r-ty riadok A, tak (A×A⊥)(i,j) = 〈ri, rj〉 = �
�

← ≠
← =


L M
L M . 

Veta 2.4.2.4. 
2U W R J R Q i O Q H � P D W L F H � V W X S D � n tvoria spolu s operáciou násobenia matíc grupu. 

Dôkaz. 
(A×B)×(A×B)⊥ = A×B×B⊥×A⊥ = In. 

Definícia. 
*U X S X � R U W R J R Q i O Q \ F K � P D W t F � V W X S D � n  nazývame ortogonálna grupa � V W X S D � n  a  

zapisujeme On .  

2.4.3. Unitárne priestory. 
2]QDþHQLH� 

Nech x∈C ,  x= a  + bi � � ý t V O R � a -  bi � E X G H P H � ] D S L V R Y D � [ .  
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Definícia. 
Nech V je vektorový priestor na C .  6NDOiUQ\�V~þLQ  vo V � M H � N D å G p � ] R E U D ] H Q L H � ϕ  :  V×V→C  

W D N p � � å H  
• ∀x,x ,́y∈V ∀α,β∈C  :  ϕ(αx  + βx ,́  y) = α .ϕ(x ,  y) + β .ϕ(x ,́  y) 
• ∀x,y∈V  :  ϕ(x ,  y) = ϕ� � �\ [  
• ∀x∈V  :  ϕ(x ,  x) ≥ 0 (ϕ(x ,  x) = 0 ⇔  x  = 0). 

Veta 2.4.3.���6FKZDUW]RYD�QHURYQRV �� 
Ak V je unitárny priestor, tak ∀x,y∈V : |〈x, y〉| ≤ ||x||.||y||. 

Dôkaz. 
∀x,y∈V : 〈x, y〉 = |〈x, y〉|(cos ϕ + i.sin ϕ). nech t∈R a x =́ t.x + (cos ϕ + i.sin ϕ).y.  
0 ≤ 〈x ,́ x 〉́ = 〈t.x + (cos ϕ + i.sin ϕ).y, t.x + (cos ϕ + i.sin ϕ).y〉 = 〈tx, tx〉 + 〈tx, (cos ϕ + i.sin ϕ).y 〉 + 〈(cos 

ϕ + i.sin ϕ).y, tx〉 + 〈(cos ϕ + i.sin ϕ).y, (cos ϕ + i.sin ϕ).y〉 = t2||x||2 + t(cos ϕ - i.sin ϕ)〈x, y〉 + t(cos ϕ + i.sin 
ϕ)〈x, y〉 + (cos ϕ - i.sin ϕ)(cos ϕ + i.sin ϕ)||y||2 = t2||x||2 + t(cos ϕ - i.sin ϕ)|〈x, y〉|(cos ϕ + i.sin ϕ) + t(cos ϕ + i.sin 
ϕ)|〈x, y〉|(cos ϕ - i.sin ϕ) + (cos ϕ - i.sin ϕ)(cos ϕ + i.sin ϕ)||y||2 = t2||x||2 + 2t|〈x, y〉| + ||x||2. 0 ≥ D = 4t2|〈x, y〉|2 - 
4t2||x||.||y|| ⇒ |〈x, y〉| ≤ ||x||.||y||. 

Lema 2.4.2.1. 
Nech V je unitárny priestor. Potom 
• ∀x∈V : ||x|| ≥ 0 (||x|| = 0 ⇔ x = 0) 
• ∀x∈V ∀α∈R : ||α.x|| = |α|.||x|| 
• ∀x,y∈V : ||x + y|| ≤ ||x|| + ||y||. 

Dôkaz. 
• =U H M P p � ] � G H I L Q t F L H � V N D O i U Q H K R � V ~ þ L Q X �  
• =U H M P p � ] � G H I L Q t F L H � V N D O i U Q H K R � V ~ þ L Q X �  
• ||x + y||2 = 〈x+y, x+y〉 = ||x||2 + 〈x, y〉 + 〈y, x〉 + ||y||2 = (Uþ(x) -� U H i O Q D � þ D V � x) = ||x||2 + 2.Uþ(〈x, y〉) + ||y||2 ≤ 

||x||2 + 2〈x, y〉 + ||y||2 = (||x|| + ||y||)2. 
Veta 2.4.3.2. 

Nech V je unitárny priestor a x1..xn je lineárne nezávislá sústava vektorov V. Potom existuje ortonormálna 
sústava  sústava y1..yn� W D N i � � å H � ∀i∈1..n : [x1..xi] = [y1..yi]. 

Dôkaz. 
Dôkaz rovnaký ako pre euklidovské priestory (veta 2.4.1.4). 

Dôsledok 2.4.3.1. 
9 � N D å G R P � N R Q H þ Q R U R ] P H U Q R P � X Q L W i U Q R P � S U L H V W R U H � V existuje ortonormálna báza. 

Dôkaz. 
Zrejmé. 

Veta 2.4.3.3. 
Nech V je unitárny priestor, x1..xn jeho ortonormálna báza a x = α �m��

� [
=∑ � ,y = β w  

¡ [
=∑ ¢ ∈V. Potom 〈x, y〉 

= α β£W££
¤
=∑ ¥ . 

Dôkaz. 

〈x, y〉 = 〈 α ¦m¦¦
§ [
=∑ ¨ , β©w©©

ª [
=∑ « 〉 = α β¬®­¯¬°­¬�­

± [ \�²= =∑ ³�³ = α β´I´´
µ
=∑ ¶ . 

Veta 2.4.3.4. 
Nech V je unitárny alebo euklidovský prietor a x1..xn jeho ortonormálna báza. Potom  

• ∀x = α ·m··
¸ [
=∑ ¹ ∈V ∀i∈1..n : αi = 〈x, xi〉 

• ∀x,y∈V : ||x+y||2 + ||x-y||2 = 2(||x||2 + ||y||2) 

• [ ºº
»
=∑ ¼ = [ ½½

¾
=∑ ¿ . 
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Dôkaz. 

• 〈x, xi〉 = 〈 α À2ÀÀ
Á [
=∑ Â , xi〉 = α Ã2Ã�ÄÃ

Å [ [�
=∑ Æ = α ÇÈÇ�ÉÇ

Ê [ [�
=∑ Ë = αi. 

• ||x+y||2 + ||x-y||2 = 〈x+y, x+y〉 + 〈x-y, x-y〉 = 〈x, x〉 + 〈x, y〉 + 〈y, x〉 〈y, y〉 + 〈x, x〉 - 〈x, y〉 - 〈y, x〉 + 〈y, y〉 = 
2(〈x, x〉 + 〈y, y〉) = 2(||x||2 + ||y||2). 

• 
2

1∑ =

n

i ix = ∑∑ ==

n

k k

n

i i xx
11

, =∑ ∑= =

n

i

n

k ki xx
1 1

, =∑ =

n

k kk xx
1

, =∑ =

n

k kx
1

. 

Veta 2.4.3.5. 
Nech V je unitárny alebo euklidovský priestor, x1..xn ortogonálna sústava vektorov z V a x∈V. Ak ∀i∈1..n 

: αi = 〈x, xi〉, potom 

• α ÌÌ
Í Î
Ï

=∑ ≤ ||x||2     (%HVVHORYD�QHURYQRV ) 

• Ak x1..xn je báza vo V, tak α ÌÌ
Í Î
Ï

=∑ = ||x||2  (3DUVHYDORYD�URYQRV ). 

Dôkaz. 

Doplníme x1..xn na bázu x1..xm��3RG D�YHW\���������__x||2 = α ÌÌ
Ð Î
Ï

=∑ ≥ α ÑÑ
Ò Ó
Ô

=∑ . 

2.5. Grupy. 

2.5.1. Pologrupy. 
Lema 2.5.1.1. 

Nech G je grupa a nech ax = ay (xa = ya). Potom x = y. 
Dôkaz. 

ax = ay ⇒ a-1ax = a-1ay ⇒ x = y. 
Definícia. 

Usporiadanú dvojicu (G ,  •) nazývame pologrupa,  ak G� MH� QHSUi]GQD� PQRåLQD� D� •  je 
binárna asociatívna operácia na G .  

Lema 2.5.1.2. 
Nech (G, •) MH�SRORJUXSD�V�YODVWQRV DPL 
1. ∃e∈G ∀x∈G : e•x = x 
2. ∀x∈G ∃y∈G : y•x = e. Potom G je grupa. 

Dôkaz. 
Nech y•x = e a z•y = e. Potom x•y = e•x•y = () = z•y•x•y =z•(y•x)•y = z•e•y = z•y = e a x•e = x•y•x = 

e•x = x. 
Lema 2.5.1.3. 

Pologrupa (G, •��MH�JUXSD�SUiYH�YWHG\��NH �∀a,b∈G ∃x,y∈G : x•a = b ∧ a•y = b. 
Dôkaz. 

Dopredná implikácia je triviálna. Obrátene nech ∀a,b∈G ∃x,y∈G : x•a = b ∧ a•y = b��2]QDþPH�e�NRUH �
rovnice x•a = a. Potom ∀b∈G : e•b = e•(a•y) = (e•a)•y = a•y = b ⇒ e�MH� DYi�Mednotka G�D�SUHWR�SRG D�OHP\�
2.5.1.2 je G grupa. 

Veta 2.5.1.1. 
$N�Y�NRQHþQHM�SRORJUXSH�G platia pravidlá o krátení, tak G je grupa. 

Dôkaz. 
3RORåPH�∀a∈G : ϕa : G→G�WDNp��åH�∀a∈G : ϕa(x) = a•x a ψa : G→G�WDNp��åH�∀x∈G : ψa(x) = x•a. Obe 

tieto zobrazenia sú injektívne (ϕa(x) = ϕa(y) ⇒ a•x = a•y ⇒ x = y a rovnako ψa(x) = ψa(y) ⇒ x•a = y•a ⇒ x = 
y��D�NH åH�G�MH�NRQHþQi��V~�MD�VXUMHNWtYQH�D�WHGD�ELMHNWtYQH��$OH�SRWRP�∀a,b∈G ∃x,y∈G : ϕa(x) = a•x = b ∧ 
ψa(y) = y•a = b�D�WHGD�SRG D�OHP\���������MH�G grupa. 
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2.5.2. Izomorfizmus na grupách. 
Veta 2.5.2.1. 

Nech A�MH�PQRåLQD��3RWRP�XVSRULDGDQi�GYRMLFD��P(A), ° ) je grupa. 
Dôkaz. 

Triviálne. 
Definícia. 

(P(A),  ° ) je SHUPXWDþQi� JUXSD  na A  (alebo grupa permutácií).  Pre A = {1. .n} ju 
nazývame symetrická grupa rádu n�D�R]QDþXMHPe Sn .  

Definícia. 
Nech (G ,  ∗) a (H ,  •) sú grupy. Bijekciu f :  G→H  s predpisom ∀x,y∈G  :  f(x∗y) = 

f(x)• f(y) nazývame izomorfizmus � �9�WDNRP�SUtSDGH�KRYRUtPH��åH�A  a B sú izomorfné .  
Veta 2.5.2.2. 

Nech f : A→B je bijekcia. Potom (P(A), ° ) a (P(B), ° ) sú izomorfné. 
Dôkaz. 

Nech ϕ,ψ∈P(A���3RORåPH�Φ : P(A)→ P(B��WDNp��åH�Φ(ϕ) = f°ϕ°f-1.  Potom f(ϕ°ψ) = f°ϕ°ψ°f-1 = f°ϕ°f-1° 
f°ψ°f-1 = (f°ϕ°f-1)° (f°ψ°f-1) = Φ(ϕ)°Φ(ψ) a Φ je izomorfizmus. 

Veta 2.5.2.3. 
Nech f : (G, ∗)→(H, •) je izomorfizmus. Potom aj f-1 je izomorfizmus. 

Dôkaz. 
∀u,v∈H : f-1(u•v) = f-1((f°f-1)(u)• (f°f-1)(v)) = f-1(f(f-1(u))•f(f-1(v))) = f-1(f( f-1(u) ∗ f-1(v) )) = f-1(u) ∗ f-1(v). 

2.5.3. Podgrupy. 
Definícia. 

Nech (G ,  ∗) a (H ,  •� � V~� JUXS\��+RYRUtPH�� åH�H  je podgrupa  G  a píšeme H⊆G ,  ak H  je 
SRGPQRåLQD�G  a ∀x,y∈H  :  x∗y  = x•y.  

Veta 2.5.3.1. 
1HSUi]GQD�SRGPQRåLQD�H grupy (G, •��MH�MHM�SRGJUXSD�SUiYH�YWHG\��NH  
• e∈H 
• ∀x∈H : x-1∈H 
• ∀x,y∈H : x•y∈H. 

Dôkaz. 
Dopredná implikácia je triviálna. Obrátene nech platia uvedené podmienky. Potom (H, •�� VS D�

podmienky grupy a NH åH�H⊆G, H je podgrupa G. 
Veta 2.5.3.2. 

1HSUi]GQD�SRGPQRåLQD�H grupy (G, •��MH�MHM�SRGJUXSD�SUiYH�YWHG\��NH �∀x,y∈H : x•y-1∈H. 
Dôkaz. 

Dopredná implikácia je triviálna. Obrátene nech ∀x,y∈H : x•y-1∈H. Potom ∀x∈H : x•x-1= e∈H��=iURYH �
∀x∈H : e•x-1 = x-1∈H,�WDNåH�H�MH�SRG D�YHW\���������SRGJUXSD�G. 

Veta 2.5.3.3. 
Nech {Hi}i∈1..n je systém podgrúp G. Potom aj + ÕÕ

Ö
= ×, je podgrupa G. 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Veta 2.5.3.4. 
Nech M�MH�QHSUi]GQD�SRGPQRåLQD�JUXS\�G. Potom existuje jediná jej podgrupa [M] taká��åH 
1. [M]⊇M 
2. ∀H<G : H⊇M ⇒ H⊇[M]. 
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Dôkaz. 

Nech {Hi}i∈1..n je systém podgrúp G�WDNêFK��åH�∀i∈1..n : Hi⊇M. Potom aj [M] = + ÕÕ
Ö
= ×, je podgrupa G a 

[M]⊇0��3ULWRP�]�YODVWQRVWL����Y\SOêYD��åH�NDåGp�GYH�WDNpWR�SRGJUXS\�V~�]KRGQp��WDNåH�>M] je jediná. 
Definícia. 

[M]  nazývame minimálna podgrupa  G ,  obsahujúca M .  
Veta 2.5.3.5. 

[M] = { }{ }[ [ L Q [ 0 HØ Ù Ø Ú ÚÛÜÞÝ � ���� � �� � �∀ ∈ ∈ ∧ ∈ − . 

Dôkaz. 
M∉∅ ⇒ ∃x∈M ⇒ x•x-1=e∈[M]��=iURYH �∀x= [ [ß à ß áâäã

�� , y= \ \å
æ
å6çèêé

�� ∈M : x•y = [ [ \ \ë ì ëîí ï íð ñò òó ó�� �� ∈[M] a x-1 = 

[ [ô õ�ô ö÷�ø− −
�� ∈[M]�� W D N åH�>M] je podgrupa G��=iURYH �>M] ⊇ minimálnej podgrupy G, obashujúcej M� D � N H åH� D M�

RE UiW HQH� N D åGp � x = { }[ [ L Q [ 0 Hù ú ù û ûüýäþ � ���� � �� � �∀ ∈ ∈ ∧ ∈ − ∈ do minimálnej podgrupy, [M] je minimálna 
podgrupa. 

Definícia. 

Nech (G ,  •) je grupa,  a∈G .  n-tou mocninou a  rozumieme an  = 

( )

D D Q
D Q
H Q
D Q

ÿ

ÿ

−

− −

• ← >
← =
← =

← <










�

�

�
�
�

�
∈G .  

Lema 2.5.3.1. 
Nech (G, •) je pologrupa, a, b1..bn∈G��S ULþRP �∀i∈1..n : a•bi = bi•a. Potom a•(b1•..•bn) = (b1•..•bn)•a. 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Veta 2.5.3.6. 
Nech a,b∈G. Potom ∀m,n∈Z :  
1. am•an = am+n 
2. (am)n = am.n 
3. a•b = b•a ⇒ (a•b)n = an•bn. 

Dôkaz. 
1. Indukciou na n. am•a1 = am+1 z definície. am•an+1 = am•an•a = am+n•a = am+n+1  
2. Indukciou na n. (am)1 = am. (am)n+1 = (am)n•am = am.n•am = am.(n+1). 
3. Indukciou na n. (a•b)1 = a•b = a1•b1. (a•b)n+1 = (a•b)n•a•b = an•bn•a•b = an+1•bn+1. 
(Dôkaz bol vykonaný pre n > 1; pre záporné n je dôkaz symetrický). 

2.5.4. Cyklické grupy. 
Definícia. 

Grupa G  sa nazýva cyklická,  ak ∃a∈G  :  G  = [a] .  Prvok a  nazývame generátor  grupy G .  
Ak ∀m,n∈N  : am≠an ,  tak G�MH�QH N RQHþQi��LQ D N � � ∃n∈N  :  an  = a) je G  cyklická grupa rádu n.  

Veta 2.5.4.1. .D åGi�S RGJ UX S D �F \ N OLF N HM�J UX S \ �MH�F \ N OLF N i� 
Dôkaz. 

Nech H je netriviálna podgrupa G = [a] a nech p = min{n∈N; an∈H}��-H�]UHMP p ��åH�[ap]⊆H. Ale ∀s∈N 
∃q,r∈N : as = (ap)q•ar = ap.q+r, kde r≤p. Ale as∈H ⇒ ar∈H (lebo apq∈H) ⇒ r≥p ∨ r  = 0 ⇒ r  = 0 ⇒ as∈[ap] ⇒ 
[ap]⊇H ⇒ H = [ap] ⇒ H je cyklická. 

Veta 2.5.4.2. 
.D åGp �GYH�F \ N OLF N p �J UX S \ �URYQD N p K R�UiGX �V~ �L]RP RUIQp � 

Dôkaz. 
Nech [a] a [b]�V~�URYQDNpKR�UiGX��3RWRP�K DGDQêP�L]RPRUIL]PRP�MH�]REUazenie an→bn. 
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2.5.5. Homomorfizmy grúp. 
Definícia. 

Nech (G ,  ∗) a  (H ,  •) sú grupy. Zobrazenie f  :  G→H  nazývame izomorfizmus ,  ak ∀x,y∈G  
:  f(x∗y) = f(x)• f(y).  

Veta 2.5.5.1. 
Nech f : (G, •)→(H, ∗) a g : (H, ∗)→(K, ⊕) sú homomorfizmy. Potom aj g°f je homomorfizmus. 

Dôkaz. 
∀x,y∈G : g°f(x+y) = g(f(x+y)) = g(f(x) ∗ f(y)) = g(f(x))⊕g(f(y)) = g°f(x) ⊕ g°f(y). 

Veta 2.5.5.2. 
Nech f : (G, •)→(H, ∗) je homomorfizmus. Potom 
1. Ak eG je jednotka v G a eH v H, tak f(eG) = eH 
2. ∀x∈G : f(x-1) = (f(x))-1 
3. ∀x∈G ∀n∈Z : f(xn) = (f(x))n. 

Dôkaz. 
1. eH ∗ f(eG) = f(eG) = f(eG•eG) = f(eG) ∗ f(eG) ⇒ f(eG) = eH. 
2. ∀x∈G : eH = f(eG) = f(x•x-1) = f(x) ∗ f(x-1) ⇒ f(x-1) = (f(x))-1. 
3. ∀x∈G ∀n∈N : f(x1) = f(x)1 a f(xn+1) = f(xn•x) =  f(xn) ∗ f(x) = f(x)n ∗ f(x) = f(x)n+1. Ak n < 0, f(xn) =  f((x-

1)-n) = f(x-1)-n = (f(x)-1)-n = (f(x))n. 
Veta 2.5.5.3. 

Nech f : (G, •)→(H, ∗) je homomorfizmus. Potom Ker(f)⊆G a Im(f)⊆H. 
Dôkaz. 

Ker(f� �MH�QHS Ui]GQH��OHE R�S RG D �YHW \ �� �� �� �� �RGVHN ����eG∈Ker(f� ��=iURYH �∀x,y∈Ker(f) : f(x•y) = f(x) ∗ f(y) 
= eH ∗ eH = eH� D � S RG D �YHW \ � � �� �� �� �RGVHN � � ��f(x-1) = f(x)-1 = eH

-1 = eH��þLåH�Ker(f) je podgrupa G. podobne je 
neprázdne aj Im(f) (z rovnakého dôvodu ako Ker(f)), ∀x,y∈Im(f) ∃u,v∈G : f(u) = x a f(v) = y. Potom x∗y-1 = 
f(u)∗f(v)-1 = f(u)∗f(v-1) = f(u•v-1)∈Im(f���þLåH�Im(f) je podgrupa H. 

Veta 2.5.5.4. 
Nech f : [a]→(G, •) je surjektívny homomorfizmus. Potom G je cyklická grupa. 

Dôkaz. 
f je surjektívne ⇒ ∀x∈G ∃ n∈N : f(an) = x ⇒ f(a)n = x ⇒ G = [f(a)]. 

Veta 2.5.5.5. 
Nech f : (G, •)→(H, ∗) je homomorfizmus. Potom f�MH�LQMHN F LD � � VX UMHN F LD � � S UiYH�YW HG\ ��N H �Ker(f) = {e} 

(Im(f) = H). 
Dôkaz. 

Dopredné implikácie sú triviálne. Obrátene nech Ker(f) = {e}. Potom ∀x,y∈G : f(x) = f(y) ⇒ eH = f(x) ∗ 
f(y)-1 = f(x) ∗ f(y-1) = f(x•y-1) ⇒ x•y-1 = eG ⇒ x = y. Obrátená implikácia pre Im(f) je triviálna. 

�������3HUPXWDþQp�JUXS\� 
Definícia. 

Nech (G ,  •) je grupa.  ∀a∈G  nazývame zobrazenie fa  :  G→G ,  kde ∀x∈G  :  fa(x) = a•x  
(x•a � � � D Yá (pravá) translácia  a.  

Lema 2.5.6.1. 
Nech (G, •) je grupa. Potom ∀a∈G�MH� D Yi�L�S UD Yi�W UD QVOiF LD �a bijektívna. 

Dôkaz. '{N D ]�Y\ N RQiP H�S UH� D Y~ �W UD QVOiF LX ��'{N D ]�S UH�S UD Y~ � W UD QVOiF LX �MH�V\ P HW ULF N ê ��∀x,y∈G : fa(x) = fa(y) ⇔ 
a•x = a•y ⇔ x = y ⇒ fa je injekcia��=iURYH �∀x∈G : fa(a-1•x) = a•a-1•x = x ⇒ fa je surjekcia ⇒ fa je bijekcia. 

Dôsledok 2.5.6.1. 
Nech (G, •) je grupa a fa�MH� D Yi�� S UD Yi� �W UD QVOiF LD �S UYN X �a∈G. Potom fa∈P(G). 
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Dôkaz. 
Tvrdenie vyplýva priamo z lemy 2.5.6.1 a definície P(G). 

Veta 2.5.6.1 (Cayley). 
.X �N D åGHM�J UX S H�� G, •� �H[LVW X MH�L]RP RUIQi�S RGJ UX S D �S HUP X W D þQHM�J UX S \ �P(G). 

Dôkaz. 
6W D þt � X N i]D ��åH�S UH�H = {fa; a∈G, fa�MH� D Yi�� S UD Yi� � W UD QVOiF LD �a} je (H, °) podgrupa G. Ale ∀a,b,x∈G : 

fa°fb(x) = fa(fb(x)) = fa(b•x) = a•b•x = fa•b(x � ��W D N åH�W YUGHQLH platí. 
Definícia. 

Permutácia ϕ∈Sn  sa nazýva cyklus ,  ak ∃ i1<..<im∈1..n  ∀k∈1..m  : ϕ(ik) = ik +1  ∧  ϕ( im)  = 
i1 ��ý t VOR�m  nazývame G åND cyklu ϕ � �& \ N O X V �G å N \ � � � V D �Q D ] ê Y D � transpozícia.  

Definícia. 
ýt VOR�r  =  min{n∈N;  ϕn  = id} sa nazýva rád  cyklu ϕ .  

Veta 2.5.6.2. 
RiG�N D åGp K R�F \ N OX �MH�URYQê �MHK R�G åN H� 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Veta 2.5.6.3. 
Nech ϕ,ψ∈Sn sú disjunktné. Potom ϕ°ψ = ψ°ϕ. 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Dôsledok 2.5.6.2. 
Ak ϕ,ψ∈Sn sú disjunktné, tak ∀n∈N : (ϕ°ψ)n = ϕn ° ψn. 

Dôkaz. 
Tvrdenie vyplýva priamo z predchádzajúcej vety. 

Veta 2.5.6.4. 
.D åGi� S HUP X W iF LD � ϕ≠id� VD � Gi� D å� QD � S RUD GLH� ]iW YRULHN � MHGLQê P � VS {VRE RP � ]D S t VD � Y� W YD UH� V~ þLQX �

GLVMX QN W Qê F K �F \ N ORY�G åN \ �D VS R �� � 
Dôkaz. 

Triviálne. 
Veta 2.5.6.5. 

.D åGi�ϕ∈Sn�VD �Gi�QD S t VD �D N R�V~ þLQ�W UD QVS R]t F Lt � 
Dôkaz. 3 RG D �YHW \ � � �� ���� �VD � N D åGi�ϕ≠id�Gi�QDStVD �DNR�V~þLQ�GLVMXQNWQêFK�F\NORY��=iURYH �F\NOXV��i1, .. , in), 

kde n�!�� ��VD �Gi�UR]ORåL �QD �W UD QVS R]t F LH�� i1, i2)° .. °(in-1, in). id vyjadrím ako (i1, i2)°(i1, i2). 
Veta 2.5.6.6. 

Všetky vyjadrenia ϕ�D N R�V~ þLQ�W UD QVS R]t F Lt �P D M~ �URYQD N ~ �S D ritu. 
Dôkaz. 

Triviálne. 
Definícia. 

ϕ∈Sn  je párna� � D N � MH� Y \ M D GU L W H Qi� D N R� V ~ þLQ� S iUQH K R� S Rþ W X � W U D QV S R] t F L t � �ϕ  je nepárna,  
ak nie je párna.  

Dôsledok 2.5.6.3. 
1. 6~ þLQ�GYRF K �S HUP X W t F Lt �URYQD N HM�S D ULW \ �MH�S iUQ\ � 
2. Inverzná permutácia k párnej (nepárnej) je párna (napárna). 
3. Párne permutácie tvoria spolu s operáciou skladania zobrazení podgrupu Sn. 

Dôkaz. 
1. Vyplýva priamo z predchádzajúcej vety. 
2. Vyplýva priamo z predchádzajúcej vety. 
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3. Vyplýva z 1. a 2. 
Definícia. 

Grupu párnych permutácií z Sn  nazývame alternujúca podgrupa  Sn .  

2.5.7. Rozklady na grupách. 
Definícia. 

Systém {A i} i∈ 1 . . n � S RG P Rå t Q�A  je rozklad A ,  ak ∀i≠j∈1..n  :  A i∩A j=∅ .  
Definícia. 

Nech (H ,  ∗)  je podgrupa (G ,  ∗).  ∀g∈G � GHILQ X MH P H � P QRåLQ X � Hg  =  {g∗h ;  h∈H) a  Hg  =  
{h∗g ; h∈H} � � D OHM�R]Q D þ P H �G |H  =  {Hg;  g∈G} a G |H =  {Hg ;  g∈G}. 

Veta 2.5.7.1. 
Nech (H, ∗) je podgrupa (G, ∗). Potom G|H a G|H sú rozklady grupy G. 

Dôkaz. 7YUGHQLH�GRN iåHP H� S UH�G|H. Dôkaz pre G|H je symetrický. Nech ∃g,g ∈́G : Hg∩Hg ≠́∅. Potom ∃x∈G : 
x∈Hg ∧ x∈Hg  ́⇒ ∃h,h ∈́H : x = g∗h = g ∗́h  ́⇒ g = g ∗́h ∗́h∈Hg  ́∧ g  ́= g∗h∗h ∈́Hg ⇒ Hg = Hg .́ 

Veta 2.5.7.2. 
 Nech (H, ∗) je podgrupa (G, ∗). Potom ∀g∈G : Hg = H. 

Dôkaz. 
f : H→Hg s predpisom f(x) = g∗x je zjavne bijekcia. 

Veta 2.5.7.3 (Lagrange). 
Nech (H, ∗) rádu p MH�S RGJ UX S D �N RQHþQHM�� G, ∗) rádu n. Potom n�MH�GHOLW H Qp �p. 

Dôkaz. 
3 RG D � YHW \ � � �� ���� �∀ g∈G : Hg = H ⇒ |Hg| = |H| = p�� $ � N H åH�G|H je rozklad G� V� N RQHþQê P � S RþW RP �

komponentov (lebo g�MH�N RQHþQi� ��_G| = n�MH�GHOLW H Qp �_ H| = p. 
Dôsledok 2.5.7.1. 

Nech G�MH�N RQHþQi�J UX S D �UiGX �n. Potom ∀g∈G : rád g delí n. 
Dôkaz. 

Rád g je rádom [g]��W D N åH�W YUGHQLH�Y\ S Oê YD �S ULD P R�]�/D J UD QJ HRYHM�YHW \ � 
Dôsledok 2.5.7.2. .D åGi�J UX S D �S UYRþt VHOQp K R�UiGX �MH�F \ N OLF N i� 
Dôkaz. 

Nech G je rádu n a n�MH�S UYRþt VOR��3 RW RP �∀g∈G : g≠e ⇒ [g] je rádu n, lebo n�QHP i�LQê F K �GHOLW H RY� 
2.5.8. Invariantné podgrupy. 

Definícia. 
Podgrupa H  grupy G  sa nazýva invariantná  alebo normálna,  ak ∀g∈G  :  Hg  =  Hg .  

Zapisujeme H<G .  
Lema 2.5.8.1. 

Podgrupa H grupy G��MH�LQYD ULD QW Qi�S UiYH�YW HG\ ��N H �∀g∈G : Hg
g´ = {g∗h∗g-1; h∈H} ≈ H. 

Dôkaz. 
H<G ⇒ ∀g∈G : Hg = Hg ⇒ ∀g∈G ∃h∈Hg ∃h ∈́Hg : h∗g = g∗h  ́ ⇒ g = h∗g∗h�� D � N H åH� S RG D � YHW \ �

2.5.7.2 Hg = Hg = H, Hg
g´ = {g∗h∗g-1; h∈H} = H. Obrátene ∀g∈G ∀v∈Hg ∃h∈H : x∗h = x∗h∗x-1∗x = (h∗x-1∗x = 

h )́ = h ∗́x∈Hg ⇒ Hg⊆Hg��2 S D þQi�LQN O~ ]LD �S RGRE QH� 
Dôsledok 2.5.8.1. 

Podgrupa H grupy G��MH�LQYD ULD QW Qi�S UiYH�YW HG\ ��N H �∀g∈G : ∀h∈H : g∗h∗g-1 ∈ H. 
Dôkaz. 

Tvrdenie vyplýva priamo z predchádzajúcej vety. 
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Veta 2.5.8.2. 
Ak f : G→H je homomorfizmus, tak Ker(f)<G. 

Dôkaz. 
∀g∈G, x∈Ker(f) : f(g∗x∗g-1) = f(g) ∗ f(x) ∗ f(g-1) = f(g) ∗ f(g-1) = f(g∗g-1) = f(e) = e ⇒ g∗x∗g-1∈Ker(f). 

Definícia. 
Nech G� MH� J U X S D � � 0 QRåLQ X �Z(G)={g∈G;  ∀x∈G  :  x∗g =  g∗x} nazývame centrum  grupy G .  

Veta 2.5.8.3. &HQW UX P �N D åGHM�J UX S \ �MH�MHM�LQYD ULD QW QRX �S RGJ UX S RX � 
Dôkaz. 

∀g∈G, x∈Z(G) ∀h∈G : g∗x∗g-1∗h = x∗g∗g-1∗h = x∗e∗h = x∗h = h∗x = h∗x∗g∗g-1 = h∗g∗x∗g-1 ⇒ Z(G)<G. 
Definícia. 

Nech G� MH� J U X S D � � 0 QRåLQ X �K(G) =  {g∗h∗g -1∗h -1 ;  g,h∈G} nazývame komutant grupy G .  
Prvok g∗h∗g -1∗h -1 �R]Q D þ X MH P H�[g,  h].  

Veta 2.5.8.4. .RP X W D QW �N D åGHM�J UX S \ �MH�MHM�LQYD ULD QW Qi�S RGJ UX S D � 
Dôkaz. 

∀g∈G, k=a∗b∗a-1∗b-1∈K(G) : g∗k∗g-1 = g∗a∗b∗a-1∗b-1∗g-1 = g∗a∗g-1∗g∗b∗g-1∗g∗ a-1∗g-1∗g∗b-1∗g-1 = 
[g∗a∗g-1, g∗b∗g-1]∈K(G). 

Definícia. 
Nech G  je grupa.  Homomorfizmus f  : G→G  nazývame automorfizmus � � 0 QRåLQ X �

všetkých automorfizmov na G�R]Q D þ t P H �A(G).  
Veta 2.5.8.5. 

Nech G je grupa. Potom (A(G), °) je grupa. 
Dôkaz. 

id je jednotka v A(G), ∀f∈A(G) : f-1∈A(G � �� OHE R� N D åGê � automorfizmus je bijekcia, a ∀f,g∈A(G) : 
f°g∈A(G), lebo automorfizmus je aj homomorfizmus. 

Definícia. 
Nech G  je grupa.  Grupa (A(G),  °) sa nazýva alternujúca  grupa na G .  

Veta 2.5.8.6. 
Nech G je grupa. Potom ∀g∈G je zobrazenie ϕg : G→G s predpisom ϕg(x) = g∗x∗g-1 automorfizmus. 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Definícia. 
Nech G  je grupa.  Potom ∀g∈G  automorf izmus ϕg  :  G→G  s predpisom ϕg(x) = g∗x∗g - 1  

nazývame vnútorný � D X W R P RUIL] P X V � � X UþHQ ê � S UY N R P � g� � 0 QRåLQ X � YQ ~ W RUQ ê F K � D X W R P RUIL] P RY��
X UþHQ ê F K � S UY N D P L �G� �R]Q D þ X MH P H�I(G).  

Veta 2.5.8.7. 
Nech G je grupa. Potom (I(G), °) je grupa. 

Dôkaz. 
ϕg°ϕh(x) = ϕg(ϕh(x)) = ϕg(h∗x∗h-1) = g∗h∗x∗h-1∗g-1 = ϕg°h(x � ��2 VW D W Qp �YOD VW QRVW L�]D UX þX Me veta 2.5.8.5. 

Veta 2.5.8.8. 
Nech G je grupa. Potom I(G)<A(G). 

Dôkaz. 
∀f∈A(G) ∀ϕg∈I(G) ∀x∈G : ϕf(g)(x) = f(g) ∗ x ∗ f(g)-1 = f(g) ∗ f( f -1(x) ) ∗ f(g)-1 = f(g ∗ f-1(x) ∗ g-1) = f( 

ϕg(f-1(x))) = f °ϕg°f-1(x)∈I(G). 
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2.5.9. Faktorové grupy. 
Veta 2.5.9.1. 

Nech (H, •)<(G, •). Potom existuje jediná binárna operácia ∗� W D N i��åH� � G|H, ∗) je grupa a zobrazenie f : 
G→G|H s predpisom f(g) = Hg homomorfizmus. 

Dôkaz. 
Definujme operáciu ∗ predpisom Hg∗Hh = Hg•h. Táto operácia je korektná iba ak je nezávislá od výberu 

reprezentantov tried Hg a Hh. nech teda Hg = Hg  ́ a Hh = Hh .́ Potom ale Hg•h = Hg •́h �́� þLåH� QH]iYLVORV � MH�
]D UX þHQi��$ VRF LD W t YQRV �∗�W LHå��OHE R�∀x,y,z∈G : (Hx ∗ Hy) ∗ Hz = Hx•y ∗ Hz = H(x•y)•z = Hx•(y•z) = Hx ∗ Hy•z = Hx ∗ 
(Hy ∗ Hz). Inverzný prvok je zrejmý a takisto f je homomorfizmus, lebo ∀g,h∈G : f(x•y) = Hx•y = Hx ∗ Hy = f(x) 
∗ f(y). 

Definícia. 
Nech H<G ,  ∗� WDNi� ELQiUQD� RSHUiFLD�� åH� �G |H ,  ∗) je grupa a  zobrazenie f  : G→G |H  s 

predpisom f(g) = Hg  homomorfizmus. Potom (G |H ,  ∗) je faktorová grupa G� S RG D �H .  
Veta 2.5.9.2. 

Nech f : G→H je surjektívny homomorfizmus. Potom Ker(f)<G a G|Ker(f) ≈ H. 
Dôkaz. 

Homomorfizmus f vyplýva priamo z vety 2.5.8.2. Definujme g : G|Ker(f)→H predpisom ∀x∈G : g(Ker(f)x) 
= f(x). ∀x,y∈G : Ker(f)x = Ker(f)y ⇒ x•y-1∈ Ker(f) ⇒ f(x•y) = eH ⇒ f(x) = f(y) ⇒ g je injektívne lineárne 
zobrazenie. Naviac g� MH� K RP RP RUIL]P X V�� S UHW RåH� f� MH� K RP RP RUIL]P X V�� $ � N H åH� f je surjekcia, g je 
izomorfizmus. 

Dôkaz. 
Dôsledok 2.5.9.1. 

Nech G je grupa. Potom G|Z(G) ≈ I(G). 
Dôkaz. 

Nedokazujeme. 

2.6. Determinanty. 

2.6.1. Determinant matice. 
Definícia. 

Nech A  je štvorcová matic D � V W X S D �n� �ý t VOR� _ A |  =  ( )VJQ � �����τ τ
τ

D ����
�

	�
 =
∈

∏∑ � ,  kde sgnτ  = 1,  ak τ  

je párna a -1,  ak τ  je nepárna,  nazývame determinant  matice A.  

2.6.2. Vlastnosti determinantov. 
Veta 2.6.2.1. 

Nech A�MH�ãW YRUF RYi�P D W LF D �VW X S D �n. Potom |A| = |A⊥|. 
Dôkaz. 

|A⊥| = ( )VJQ � 
����τ τ
τ

D ����
�

���
⊥

=
∈

∏∑ � = ( )VJQ � ��� �τ τ
τ

D ����
�

 �! =
∈

∏∑ " = ( )VJQ � #�$�%τ τ
τ

D &�&&
'

(�) =
∈

∏∑ * , lebo inverzná permutácia má 

rovnakú paritu. 
Veta 2.6.2.2. 

Nech A�MH�ãWYRUFRYi�PDWLFD�VWXS D�n. Nech c∈F a nech A  ́vznikne z A vynásobením niektorého riadku c. 
Potom |A |́ = c.|A| . 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Veta 2.6.2.3. 
Nech A�MH�ãWYRUFRYi�PDWLFD�VWXS D�n a nech A  ́vznikne z A výmenou dvoch riadkov. Potom |A |́ = -|A|. 
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Dôkaz. 
9êPHQRX�GYRFK�ULDGNRY�SRUXãtPH�SDULWX�NDåGHM�SHUPXWiFLH� 

Dôsledok 2.6.2.1. 
Nech A�MH�ãWYRUFRYi�PDWLFD�VWXS D�n. Ak A má dva rovnaké riadky, tak |A| = 0. 

Dôkaz. 
Zrejmé z predchádzajúceho tvrdenia. 

Definícia. 
$N�YR�Y]RUFL�SUH� YêSRþHW�GHWHUPLQDQWX� Y\EHULHP�SUHG�]iWYRUNX�a i , j � ]R� YãHWNêFK�þOHQRY��

Y�NWRUêFK�VD�QDFKiG]D��SRWRP�þtVOR�Y�]iWYRUNH�QD]êYDPH�algebraický doplnok  k a i , j .  
Lema 2.6.2.1(Laplace). 

Nech A�MH�ãWYRUFRYi�PDWLFD�VWXS D�n. Potom ∀i∈1..n : |A| = D $+-,.+-,,
/

010=∑ 2 . 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Lema 2.6.2.2. 
Nech A�MH�ãWYRUFRYi�PDWLFD�VWXS D�n. Potom ∀i,k∈1..n : ∑ =

n

j jkji Aa
1 ,, = 0. 

Dôkaz. 

Pre* i≠k D $35476844
9

:;:=∑ < = 0, lebo do i-teho riadku sme dali k-W\��þLP�Y]QLNOL�GYD�URYQDNp�ULDGN\� 
2]QDþHQLH� 

Nech A � MH� ãWYRUFRYi�PDWLFD� VWXS D�n ,  nech i , j∈1..n .  Determinant matice,  ktorá v znikne 
z A  odobratím i-teho riadku a j-WHKR�VW SFD��R]QDþtPH�M i , j .  

Lema 2.6.2.3. 
Nech A je štvorFRYi�PDWLFD�VWXS D�n, nech i,j∈1..n. Potom Ai,j = (-1)i+jMi,j. 

Dôkaz. 
Zrejme A1,1 = M1,1 = (-1)2M1,1. Ale ai,j presunieme i-1+j-��YêPHQDPL�ULDGNRY�D�VW SFRY�QD�SR]tFLX�����D�

NH åH�NDåGi�V�WêFKWR�RSHUiFLt�REUDFLD�]QDPLHQNR�GHWHUPLQDQWX�D��-1)i-1+j-1 = (-1)i+j, platí Ai,j = (-1)i+jMi,j. 
Veta 2.6.2.5. 

Nech A�MH�ãWYRUFRYi�PDWLFD�VWXS D�n. Nech c∈F a nech A  ́vznikne z A�SULSRþtWDQtP�c-násobku nejakého 
riadku A k inému riadku A. Potom |A |́ = |A|. 

Dôkaz. 

Nech A�� Y]QLNQH� SULSRþtWDQtP� c-násobku i-teho riadku ku k-temu. Potom |A |́ = ∑ =
′′n

j jkjk Aa
1 ,, = 

∑ =

n

j jkjk Aa
1 ,, +∑ =

n

j jijk Aac
1 ,,. = ∑ =

n

j jkjk Aa
1 ,, + ∑ =

n

j jijk Aac
1 ,,. = ∑ =

n

j jkjk Aa
1 ,, + c.0 = ∑ =

n

j jkjk Aa
1 ,, = |A|. 

Definícia. 

Nech A � MH� ãWYRUFRYi� PDWLFD� VWXS D� n .  Maticu Aa  =
$ $

$ $

=

= =�=

>?> >

>

@ @

@ @

/
0 2 0

/
















�� Y� NWRUHM� VW SFRFK� V~�

algebraické doplnky riadkov matice A ,  nazývame matica adjungovaná  k A .  
Veta 2.6.2.6 

Nech A�MH�ãWYRUFRYi�PDWLFD�VWXS D�n a Aa je jej adjungovaná matica. Potom A×Aa = 
$

$
$

� �
� �
� �

















. 

Dôkaz. 
Tvrdenie vyplýva priamo z Laplaceovej vety (veta 2.6.2.4) a jej dôkazu. 
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Dôsledok 2.6.2.2. 
Nech A�MH�ãWYRUFRYi�PDWLFD�VWXS D�n. Ak |A|≠0, tak A je regulárna a A-1= Aa×|A|-1. 

Dôkaz. 
Tvrdenie vyplýva priamo z predchádzajúcej vety. 

2.6.3. Matice elementárnych úprav. 
OzQDþHQLH� 

Nech c∈F .  Maticu ,  ktorá vznikne z jednotkovej  vynásobením i-teho riadku c � � R]QDþtP�
E i(c). Maticu ,  ktorá vznikne z jednotkovej výmeno i-teho a j-WHKR� ULDGNX�� R]QDþtP� E i , j .  
0DWLFX� � � NWRUi� Y]QLNQH� ]� MHGQRWNRYHM� SULSRþtWDQtP� c-násobku i-teho riadku k j-temu, 
R]QDþtP�E i , j(c). 

Lema 2.6.3.1. 
|Ei(c)| = c, |Ei,j| = -1 a |Ei,j(c)| = 1. 

Dôkaz. 
9ãHWN\�WUL�WYUGHQLH�Y\SOêYDM~�]�GHILQtFLH�GHWHUPLQDQWX�D�PRåQR�VL�LFK� DKNR�RYHUL � 

Veta 2.6.3.1. 
Determinant regulárnej matice je nenulový. 

Dôkaz. 
Ak A je regulárna,�WDN�SRG D�YHW\���������MX�PRåQR�Y\MDGUL �Y�SRGREH�V~þLQX�HOHPHQWiUQ\FK�PDWtF�� DKNR�

VD�PRåQR�SUHVYHGþL ��åH�GHWHUPLQDQW�V~þLQX�HOHPHQWiUQ\FK�PDWtF�MH�URYQê�V~þLQX� LFK�GHWHUPLQDQWRY�D�NH åH�
determinanty elementárnych matíc sú nenulové, je nenulový aj |A|. 

Veta 2.6.3.2. 
Nech A a B�V~�ãWYRUFRYp�PDWLFH�VWXS D�n. Potom |A×B| = |A|.|B| . 

Dôkaz. 
Ak A aj B�V~�UHJXOiUQH��WDN�SRG D�YHW\���������LFK�PRåQR�Y\MDGUL �Y�SRGREH�V~þLQX�HOHPHQWiUQ\FK�PDWtF��

'HWHUPLQDQW� V~þLQX� WêFKWR� SRVWXSQRVWt� MH�SRG D�YHW\��������� URYQê� V~þLQX�GHWHUPLQDQWRY� WêFKWR�SRVWXSQRVWt��
þLåH�_A×B| = |A|.|B_��$N�DVSR �MHGQD�]�PDWtF�A, B nie je regulárna, tak |A×B| = |A| = 0. 

Veta 2.6.3.3. 
Nech A�MH�ãWYRUFRYi�PDWLFD�VWXS D�n. Nech c∈F a nech A  ́vznikne z A vynásobením niektorého riadku c. 

Potom |A |́ = |Ei(c)×A| = |Ei(c)|.|A| = c.|A| . 
Dôkaz. 

3RG D�YHW\���������_A |́ = c.|A_���3RVOHGQi�URYQRV �SODWt�SRG D�OHP\����������3URVWUHGQi�URYQRV �Y\SOêYD�]�
vety 2.6.3.2. 

Dôsledok 2.6.3.1. 
Ei(c) je elementárna matica, reprezentujúca vynásobenie i-teho riadku matice skalárom c. 

Dôkaz. 
Tvrdenie vyplýva z prvej rovnosti predchádzajúcej vety. 

Veta 2.6.3.4. 
Nech A�MH�ãWYRUFRYi�PDWLFD�VWXS D�n a nech A  ́vznikne z A výmenou i-teho riadku za j-ty. Potom |A |́ = 

|Ei,j×A| = |Ei,j|.|A| = -|A|. 
Dôkaz. 

3RG D�YHW\���������_A |́ = -|A_���3RVOHGQi�URYQRV �SODWt�SRG D�OHP\�������� ��3URVWUHGQi�URYQRV �Y\SOêYD�]�
vety 2.6.3.2. 

Dôsledok 2.6.3.2. 
Ei,j je elementárna matica, reprezentujúca výmenu riadkov i a j. 

Dôkaz. 
Tvrdenie vyplýva z prvej rovnosti predchádzajúcej vety. 
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Veta 2.6.3.5. 
Nech A� MH� ãWYRUFRYi�PDWLFD� VWXS D�n. Nech c∈F a nech A  ́ vznikne z A� SULSRþtWDQtP�c-násobku i-teho 

riadku k j-temu. Potom |A |́ = |Ei,j(c)×A| = |Ei,j(c)|.|A| = |A|. 
Dôkaz. 

3RG D�YHW\��������� _A |́ = |A_� ��3RVOHGQi�URYQRV �SODWt�SRG D�OHP\����������3URVWUHGQi�URYQRV �Y\SOêYD� ] �
vety 2.6.3.2. 

Dôsledok 2.6.3.3. 
Ei,j�MH�HOHPHQWiUQD�PDWLFD��UHSUH]HQWXM~FD�SULSRþtWDQLH�c-násobku i-teho riadku k j-temu. 

Dôkaz. 
Tvrdenie vyplýva z prvej rovnosti predchádzajúcej vety. 

2.6.4. Grupa regulárnych matíc. 
Veta 2.6.4.1. 

Zobrazenie Det : Rn→R s predpisom Det(A) = |A| je homomorfizmus. 
Dôkaz. 

Det(A×B) = |A×B| =�SRG D�YHW\���������= |A|.|B| = Det(A).Det(B). 
Dôsledok 2.6.4.1. 

Rn|Ker(Det) ≈ R. 
Dôkaz. 

Tvrdenie vyplýva z vety 2.5.9.2. 

2.6.5. Cramerovo pravidlo. 
Veta 2.6.5.1 (Cramerovo pravidlo). 

Nech A je regulárna matica, adjungovaná k sústave S =
D [ D [ E

D [ D [ E

ABA

A A8ACA A

D?DED D D

DFD

G G

G G

/
0 2 0 0

/

=

=
. Potom S�Pi�MHGLQê�NRUH �

(y1, .. , yn), kde ∀i∈1..n : yi = |Di|.|A|-1��SULþRP�Di vznikne z A nahradením i-WHKR�VW SFD�SUDYRX�VWUDQRX�V~VWDY\� 
Dôkaz. 
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2.7. Okruhy. 

2.7.1. Základné vlastnosti. 
Veta 2.7.1.1. 

Nech (A, ⊕, ⊗) je okruh. Potom 
• ∀x∈A : x⊗0 = 0⊗x = 0 
• ∀x,y∈A : x⊗(-y) = (-x)⊗y = -(x⊗y). 

Dôkaz. 
• ∀x∈A : x⊗0 = x⊗(0⊕0) = x⊗0 ⊕ x⊗0 ⇒ 0 = x⊗0. 0⊕x podobne. 
• ∀x,y∈A : 0 = x⊗0 = x⊗(y-y) = x⊗y ⊕ x⊗(-y) ⇒ x⊗(-y) = -(x⊗y). (-x)⊗y podobne. 

Veta 2.7.1.2. 
Nech (A, ⊕, ⊗) je okruh a a1..an, a∈A. Potom a⊗(a1⊕ .. ⊕an) = a⊗a1 ⊕ .. ⊕ a⊗an. 

Dôkaz. 
Triviálne. 
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2]QDþHQLH� 
Nech (A ,  ⊕ ,  ⊗) je okruh, a∈A  a n∈N .  Výraz D Dt⊕ ⊕��� �� �� �EXGHPH�]DSLVRYD �VNUiWHQH�n.a .  

Veta 2.7.1.3. 
Nech (A, ⊕, ⊗) je okruh, x,y∈A a n∈N. Potom x⊗(n.y) = n.(x⊗y). 

Dôkaz. 
Tvrdenie je priamym dôsledkom vety 2.7.1.2. 

2.7.2. Obory integrity. 
Definícia. 

Nech (A ,  ⊕ ,  ⊗) je okruh. Prvok a∈A �QD]êYDPH� DYê�� S UDYê��GHOLWH �QXO\ ,  ak ∃b∈A  :  b≠0 
∧  a⊗b =  0 (b⊗a =  0).  Ak a≠0, a  je netriviálny �GHOLWH �QXO\�  

Poznámka. 
2ERU�LQWHJULW\�MH�RNUXK�V�DVSR �GYRPD�SUYNami, neobsahujúci netriviálne delitele nuly. 

Veta 2.7.2.1. 
Nech (A, ⊕, ⊗) je obor integrity. Potom v A platia obmedzené pravidlá o krátení (∀a,x,y∈A : a⊗x = a⊗y 

⇒ x = y a x⊗a = y⊗a ⇒ x = y). 
Dôkaz. 

∀a,x,y∈A : a⊗x = a⊗y ⇒ a⊗x ⊕ -(a⊗y) = 0 ⇒ a⊗x ⊕ a⊗(-y) = 0 ⇒ a⊗(x ⊕ (-y)) = 0 ⇒ x ⊕ (-y) = 0 ⇒ 
x = y. Obrátené pravidlo podobne. 

Veta 2.7.2.2. 
Nech (A, ⊕, ⊗��MH�RNUXK�V�DVSR �GYRPD�SUYNDPL��Y�NWRURP�SODWLD�REPHG]HQp�SUDYLGOi�R�NUiWHQt��3RWRP�A 

je obor integrity. 
Dôkaz. 

∀x,y∈A : x⊗y = 0 ⇒ x⊗y = x⊗0 ⇒ y = 0. 
Veta 2.7.2.3. 

.DåGp�WHOHVR�MH�RERU�LQWHJULW\� 
Dôkaz. 

∀x,y∈A ∃x ∈́A : x⊗y = 0 ⇒ x ⊗́x⊗y = x ⊗́0 ⇒ y = 0. 

2.7.3. Podokruhy. 
Definícia. 

Okruh (B ,  ⊕ ,  ⊗) je podokruh  okruhu (A ,  +,  ∗),  ak (B ,  ⊕) je podgrupa (A ,  +) a ∀x,y∈B :  
x⊗y  = x∗y .  

Veta 2.7.3.1. 
Okruh (B, ⊕, ⊗) je podokruh okruhu (A, +, ∗��SUiYH�YWHG\��NH �∀x,y∈B : x⊕(-y)∈B ∧ x⊗y∈B. 

Dôkaz. 
Obdobne ako pre podgrupy. 

Veta 2.7.3.2. 
Nech {Bi}i∈1..n je systém podokruhov A. Potom aj %uu

v
= w,  je podokruh A. 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Veta 2.7.3.3. 
Nech A je okruh a M⊆A. Potom existuje jediný podokruh [[M]] okruhu A�WDNê��åH�M⊆[[M]] a ∀B⊆A : B 

je podokruh A ⇒ B⊆[[M]]. 
Dôkaz. 

[[M]] je prienik všetkých podokruhov A, obsahujúcich M. Z vlastnosti ∀B⊆A : B je podokruh A ⇒ 
B⊆[[M]]�Y\SOêYD��åH�[[M]] je jediný. 
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Definícia. 
Nech A  je okruh a M⊆A.  Okruh [[M]] �� NWRUpKR� H[LVWHQFLX� ]DEH]SHþXMH� YHWD� ���������

nazývame podokruh generovaný �PQRåLQRX�M .  Prvky M sú generátory  okruhu [[M]].  
Veta 2.7.3.4. 

Nech A je okruh a nech M⊆A obsahuje jednotku. Ak ∃a∈A ∀x∈A : a⊗x = x⊗a, tak okruh [[M∪{a}]], 
NWRUpKR� H[LVWHQFLX� ]DEH]SHþXMH� YHWD� ���������Pi� WYDU� {x0⊗a0⊕ .. ⊕xn⊗an; ∀i∈1..n: xi∈A}� D� R]QDþXjeme ho 
M[a]. 

Dôkaz. 
M[a]⊇M, lebo ∀x∈M : x = x⊗a0 = x⊗e. ∀x=x0⊗a0⊕ .. ⊕xn⊗an, y= y0⊗a0⊕ .. ⊕yn⊗an ∈M[a] : (x - y) = 

(x0 - yn)⊗a0⊕ .. ⊕(xn - yn) ⊗ an∈M[a].�3RGREQH�PRåQR�RGYRGL ��åH��x⊗y)∈M[a], WDNåH�M[a] je podokruh A. A 
napokon aj M[a]⊆[[M]], lebo minimálny podokruh musí všetky prvky tvaru prvkov z M[a]�REVDKRYD � 

Definícia. 
Nech A  je okruh a nech M⊆A .  Okruh  M[a] � �NWRUpKR�H[LVWHQFLX� ]DEH]SHþXMH�YHWD����������

nazývame okruh polynómov  v premennej a pod M .  

2.7.4. Homomorfizmy a ideály okruhov. 
Definícia. 

Nech (A ,  ⊕ ,  ⊗) je okruh. Zobrazenie f  :  A→A  nazveme homomorfizmus okruhov  
�NUiWHQH�KRPRPRUIL]PXV���DN�MH�KRPRPRUIL]PRP�Y]K DGRP�QD�REH�RSHUiFLH�⊕ a ⊗ .  

Veta 2.7.4.1. 
Nech A,B a C sú okruhy a zobrazenia f : A→B a g : B→C homomorfizmy. Potom aj g°f : A→C je 

homomorfizmus. 
Dôkaz. 

7YUGHQLH�Y\SOêYD�SULDPR�]�YHW\�R�]ORåHQRP�KRPRPRUIL]PH�JU~S� 
Definícia. 

Nech (A ,  ⊕ ,  ⊗) je okruh. ∅≠I⊆A  je ideál ,  ak 
1.  ∀x,y∈I  :  (x  - y)∈I  
2.  ∀x∈I  ∀r∈A :  x⊗r∈I  ∧  r⊗x∈I.  

Veta 2.7.4.2. 
Nech A a B sú okruhy a zobrazenie f : A→B homomorfizmus. Potom Ker(f) je ideál A. 

Dôkaz. 
∀x,y∈Ker(f) : f(x - y) = f(x) - f(y) = 0 + 0 = 0∈Ker(f���=iURYH �∀r∈A : f(x⊗r) = f(x)∗f(r) = 0∗f(r) = 0. 

Obdobne f(r⊗x). 
Veta 2.7.4.3. 

Nech A  ́je podokruh A a B  ́podokruh B. Ak f : A→B je homomorfizmus, tak f(A )́ = {f(x)∈B; x∈A }́ je 
podokruh B a f-1(B )́ = {x∈A; f(x)∈B }́ je podokruh A. 

Dôkaz. 
∀f(x),f(y)∈f(A )́ : f(x) ∗ f(y) = f(x⊗y)∈f(A )́, lebo A  ́ je okruh. Podobne ∀x,y∈f-1(B )́ : f(x⊗y) = f(x) ∗ 

f(y)∈B ,́ lebo B  ́je okruh. 
Veta 2.7.4.4. 

Nech A,B sú okruhy a I je ideál B. Ak f : A→B je homomorfizmus, tak f-1(I) = {x∈A; f(x)∈I} je ideál A. 
Dôkaz. 

3RG D�YHW\���������MH�f-1(I) podokruh A. Navyše ∀x∈f-1(I) ∀r∈A : f(r⊗x) = f(r) ∗ f(x)∈I, lebo I je ideál. 
Veta 2.7.4.5. 

Nech {Ii}i∈1..n je systém ideálov A. Potom aj , xx
y
= z,  je ideál A. 

Dôkaz. 
Triviálne. 
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Veta 2.7.4.6. 
Nech A je okruh a I⊆A. Potom existuje jediný ideál (I) okruhu A�WDNê��åH�I⊆(I) a ∀J⊆A : J je ideál A ⇒ 

J⊆(I). 
Dôkaz. 

Obdobne ako pre okruhy. 
Definícia. 

Nech A  je okruh a I⊆A .  Okruh (I)� � NWRUpKR� H[LVWHQFLX� ]DEH]SHþXMH� YHWD� ���������
nazývame ideál generovaný �PQRåLQRX�I.  Prvky I sú generátory  okruhu (I).  

Veta 2.7.4.7. 
Nech A je komutatívny okruh, a∈A. Potom (a) = {r⊗a ⊕ n.a; r∈A, n∈Z}. Ak 1∈A, tak (a) ={r⊗a; r∈A}. 

Dôkaz. 
∀x=p⊗a ⊕ m.a, y=r⊗a ⊕ n.a ∈(a) : x-y = (p-r)⊗a ⊕ (m-n).a a ∀s∈A : r⊗x = r⊗( p⊗a ⊕ m.a) = (p⊗s)⊗a 

⊕ (n.s).a ∈(a), takåH��a) je ideál A. Navyše a∈(a��D�NDåGê�LGHiO�A, obsahujúci a�PXVt�REVDKRYD �YãHWN\�SUYN\�A 
tvaru prvkov (a���WDNåH��a) je minimálny. 

2.7.5. Faktorové okruhy. 
Veta 2.7.5.1. 

Nech I je ideál A. Potom existujú jediné operácie ⊕, ⊗�WDNp��åH��A|I, ⊕, ⊗) je okruh a zobrazenie f : A→A|I 
s predpisom f(a) = a+I komutatívny homomorfizmus. 

Dôkaz. 
Definujme operáciu ⊕ predpisom ∀x,y∈A : (x+I)⊕(y+I) = (x⊕y)+I a operáciu ⊗ predpisom ∀x,y∈A : 

(x+I)⊗(y+I) = (x⊗y)+I (kde +, ∗ sú operácie okruhu A). (A, +) je komutatívna grupa, I je jej invariantná 
podgrupa a teda aj (A|I, ⊕) je komutatívna grupa a f homomorfizmus. Navyše ∀x,y,z∈A : (x+I)⊗((y+I)⊗(z+I)) = 
(x+I)⊗(y⊗z+I) = (x⊗y⊗z+I) = (x⊗y+I)⊗ (z+I) = ((x+I)⊗(y+I))⊗(z+I) a (x+I)⊗((y+I)⊕(z+I)) = 
(x+I)⊗((y⊕z)+I) = (x⊗(y⊕z)+I) = ((x⊗y)⊕(x⊗z)+I) = ((x⊗y)+I) ⊕ ((x⊗z)+I���WDNåH��A|I, ⊕, ⊗) je okruh. 

Veta 2.7.5.2. 
nech f : A→B je surjektívny homomorfizmus. Potom existuje jediný izomorfizmus g : A|Ker(f)→B�WDNê��åH�f 

= g°p, kde p�MH�SURMHNFLD�]DUXþHQi�YHWRX�������� � 
Dôkaz. 

Dôkaz podobný ako pre vetu 2.5.9.2. 

2.8. Polia. 

2.8.1. Podpole. 
Veta 2.8.1.1. 

Nech F je pole. Potom ∅≠F ⊆́F je podpole F�SUiYH�YWHG\��NH  
1. 1∈F  ́
2. ∀x,y∈F :́ (x-y)∈F  ́
3. ∀x,y∈F :́ x∗y-1∈F .́ 

Dôkaz. 
'RSUHGQi� LPSOLNiFLD� MH� WULYLiOQD�� =� YODVWQRVWL� ��� Y\SOêYD�� åH� �F ,́ +) je podgrupa (F, +). Podobne z 

YODVWQRVWt����D����Y\SOêYD��åH��F ,́ ∗) je pologrupa. Spolu teda (F ,́ +, ∗��MH�RNUXK�D�]�YODVWQRVWL����Y\SOêYD��åH�MH�
to aj pole. 

Definícia. 
Ideál I okruhu A  sa nazýva maximálny ,  ak I⊂A  a ∀ideál J  :  J⊃I ⇒  J=A .  

Veta 2.8.1.2. 
Nech A je komutatívny okruh s jednotkou, I je ideál A. Potom A|I�MH�SROH�SUiYH�YWHG\��NH �I je maximálny. 
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Dôkaz. 
Nech A|I�MH�SROH��3RWRP�Pi�DVSR ���SUYN\��I je nula v A|I a 1+I jednotka. 1 = 1 - 0 ∉I ⇒ I≠A. Nech teraz 

∃ideál J⊃I, J≠A. Potom ∃x∈J : x∉I��3RORåPH�K = {i + r.x; i∈I, r∈A}�� DKNR�PRåQR�RGYRGL ��åH�K je ideál v A. 
$OH�NDåGê�SUYRN� WDYUX�SUYNRY�K�PXVt�E\ �Y�PLQLPiOQRP� LGHiOL�� JHQHURYDQRP� � I∪{x}�� WDNåH�K = (I∪{x}) a 
J⊇K. Ale 1 = 1 + 0. x ∈K��WDNåH�K = A a teda aj J = A��þR�]QDPHQi��åH�I bol maximálny. 

Obrátene nech I je maximálny. Potom A|I�Pi�DVSR ���SUYN\��∀x∉I : (I∪{x}) = A ⇒ 1∈(I∪{x}���.H åH�
VPH�XNi]DOL��åH��I∪{x}) = {i + r.x; i∈I, r∈A}, ∃i∈I ∃r∈A : 1 = i + r. x. Potom ale trieda 1+I = (i + r. x)+I = (i+I) 
+ (r. x)+I = (∀i∈I : (i+I) = I) = (r+I) ∗ (x+I) ⇒ ∗ má invHU]Qê�SUYRN��2VWDWQp�YODVWQRVWL�SR D�V~�]DUXþHQp�]R�
]DGDQLD��þLåH�A|I je pole. 

2.8.2. Podielové pole. 
Veta 2.8.2.1. 

Nech A je komutatívny obor integrity. Potom existuje pole Q(A) a injektívny homomorfizmus j : A→Q(A) 
WDN��åH 

1. ∀x∈Q(A) ∃a,b∈A : b≠0 ∧ x = j(a) ∗ j(b)-1 
2. ∀injektívny homomorfizmus f : A→F, kde F je pole, existuje jediný homomorfizmus g : Q(A)→F tak, 

åH�f = g°j. 
Dôkaz. 

3RORåPH�B = A×A*, kde A* = A -{0}. Na B definujme reláciu ∼ predpisom (a, b) ∼ (c, d) ⇔ a∗d = b∗c, 
kde ∗ je násobenie v okruhu A. ∼ je zjavne symetrická a reflexívna. Navyše (a, b) ∼ (c, d) ∧ (c, d) ∼ (x, y) ⇔ 
a∗d = b∗c ∧ c∗y = d∗x ⇔ a∗d∗y = b∗c∗y ∧ b∗c∗y = b∗d∗x ⇔ a∗d∗y = b∗d∗x ⇔ a∗y = b∗x ⇔ (a, b) ∼ (x, y), 
WDNåH�∼ je aj tranzitívna a teda je to relácia ekvivalencie. Definujme Q(A) = B|∼. Triedu ekvivalencie, do ktorej 

patrí (a, b��� R]QDþtP� DE �� DOHM� GHILQXMPH� RSHUiFLH� ⊕ a ⊗ predpismi 
D
E ⊕ F

G = D G E F
E G

∗ + ∗
∗

a 
D
E ⊗ F

G = D F
E G

∗
∗

. 

8NiåHPH��åH��Q(A), ⊕, ⊗) je pole. 

I. 1H]iYLVORV �R]QDþHQLD�WULHG�HNYLYDOHQFLH�RG�YêEHUX�UHSUH]HQWDQWRY� DE∼ ′
′

D
E a 

F
G ∼ ′

′
F
G ⇔ a∗b  ́= a ∗́b ∧ 

c∗d  ́ = c ∗́d ⇔ a∗b ∗́d∗d  ́ = a ∗́b∗d∗d  ́ ∧ c∗d ∗́b∗b  ́ = c ∗́d∗b∗b  ́ ⇔ a∗b ∗́d∗d  ́ + c∗d ∗́b∗b  ́ = 
a ∗́b∗d∗d  ́+ c ∗́d∗b∗b  ́⇔ a∗d∗b ∗́d  ́+ b∗c∗b ∗́d  ́= a ∗́d ∗́b∗d + b ∗́c ∗́b∗d ⇔ (a∗d + b∗c)∗b ∗́d  ́= 

(a ∗́d  ́ + b ∗́c )́∗b∗d ⇔ 
D G E F

E G
∗ + ∗

∗
= 

′∗ ′ + ′∗ ′
′∗ ′

D G E F
E G ⇔ 

D
E⊕ F

G = ′
′

D
E ⊕ ′

′
F
G . Podobne 

D
E∼ ′

′
D
E a 

F
G ∼ ′

′
F
G ⇔ 

a∗b  ́= a ∗́b ∧ c∗d  ́= c ∗́d ⇔ a∗b ∗́c∗d  ́= a ∗́b∗c ∗́d ⇔ a∗c∗b ∗́d  ́= a ∗́c ∗́b∗d ⇔ 
D F
E G

∗
∗

= ′∗ ′
′∗ ′
D F
E G ⇔ 

D
E ⊗ F

G = ′
′

D
E ⊗ ′

′
F
G . 

II. .RPXWDWtYQRV �⊕. 
D
E ⊕ F

G = D G E F
E G

∗ + ∗
∗

= F E G D
G E

∗ + ∗
∗

= F
G ⊕ D

E . 

III. Neutrálny prvok ⊕ (nula). Nulou v Q(A) je trieda 
�
[ , x≠0. 

D
E ⊕ �

[ = �∗ + ∗
∗

E [ D
[ E = D

E . 

IV. Inverzný prvok ⊕��3RORåPH�− 





D
E = − D

E . Potom 
D
E ⊕ − D

E = D E E D
E E

∗ − ∗
∗

= �
E E∗

. 

V. .RPXWDWtYQRV �⊗. 
D
E ⊗ F

G = D F
E G

∗
∗

= F D
G E
∗
∗

= F
G ⊗ D

E . 

VI. Neutrálny prvok ⊗ (jednotka). Jednotkou v Q(A) je trieda 
[
[ , x≠0. 

D
E ⊗ [

[ = D [
E [

∗
∗

= D
E . 

VII. Inverzný prvok ⊗��3RORåPH� D
E







− {
= E
D . Potom 

D
E ⊗ D

E






− |
= 

D
E ⊗ E

D = D E
E D

∗
∗

= (a∗b = x) = 
[
[ . 
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VIII.'LVWULEXWtYQRV �⊗�Y]K DGRP�QD�⊕.  
[
\  ⊗ 

D
E

F
G+





 = 
[
\  ⊗ 

D G E F
E G

∗ + ∗
∗

 = 
( )[ D G E F
[ E G

∗ ∗ + ∗
∗ ∗

 = 

[ D G [ E F
[ E G

∗ ∗ + ∗ ∗
∗ ∗

 = [ D G
[ E G
∗ ∗
∗ ∗

⊕ [ E F
[ E G

∗ ∗
∗ ∗

= D
E ⊕ F

G . 

Tým sme doká]DOL��åH�Q(A��MH�SROH��7HUD]�]YR PH�SHYQp�� ≠x∈A a definujme j : A→Q(A) predpisom j(a) 

= 
D [
[
∗

. j(a+b) = 
� �D E [

[
+ ∗ = D [ E [

[
∗ + ∗ = 

D [
[
∗ ⊕ E [

[
∗ = j(a)⊕j(b) a rovnako j(a∗b) = 

D E [
[

∗ ∗ = D [ E [
[ [

∗ ∗ ∗
∗

= D [
[
∗

 ⊗ E [
[
∗ = j(a)⊗j(b��� WDNåH� j je homomorfizmus. Navyše j(a)=j(b) ⇒ 

D [
[
∗ = E [

[
∗ ⇒ 

a∗x∗x = b∗x∗x ⇒ a = b��WDNåH�j je injekcia. 
Majme teraz pole F a injektívny homomorfizmus f : A→F. Pre f definujme zobrazenie g : Q(A)→F 

predpisom g
D
E







= f(a).f(b)-1, kde . je násobenie v poli F. 
D
E∼ ′

′
D
E ⇒ a∗b  ́= a ∗́b ⇒ f(a∗b )́ = f(a ∗́b) ⇒ f(a).f(b )́ 

= f(a )́.f(b) ⇒ f(a). f(b) -1 = f(a )́. f(b )́-1 ⇒ g
D
E







= g
′
′







D
E �� WDNåH� g je nezávislé od výberu reprezentantov. 

Navyše g
D
E

F
G⊕





= g
D G E F

E G
∗ + ∗

∗






= f(a∗d + b∗c).f(b∗d)-1 = f(a∗d).f(b∗d)-1 + (b∗c).f(b∗d)-1 = f(a).f(d).f(b)-1. 

f(d)-1 + f(b).f(c).f(b)-1.f(d)-1 = f(a).f(b)-1 + f(c).f(d)-1 = g
D
E







+ g
F
G







 a g
D
E

F
G⊗





= g
D F
E G

∗
∗







= f(a∗c).f(b∗d)-1 = 

f(a).f(c).f(b)-1.f(d)-1 = f(a).f(b)-1.f(c).f(d)-1 = g
D
E







. g
F
G






��WDNåH�g je homomorfizmus. Pritom g°j(a) = g(j(a)) = 

g
D [
[
∗





= f(a∗x).f(x)-1 = f(a).f(x).f(x)-1 = f(a���WDNåH�g°j = f. 

-HGQR]QDþQRV � g. Nech g1°j = f ∧ g2°j = f. Potom g1
D [
[
∗





= f(a) ∧ g2
D [
[
∗





= f(a) ⇒ g1
D [
[
∗





= 

g2
D [
[
∗





a teda g1 = g2. 

Veta 2.8.2.2. 
Nech A1, A2 sú izomorfné komutatívne obory integrity. Potom aj Q(A1) a Q(A2) sú izomorfné. 

Dôkaz. 
Majme izomorfizmus f : A1→A2 a injektívne homomorfizmy j1 : A1→Q(A1) a j1 : A2→Q(A2���3RWRP�SRG D�

vety 2.8.1.1 existuje jediný homomorfizmus g1 : Q(A1)→ Q(A2��WDNê��åH�g1°j1 = j2°f, ktorý je navyše injektívny, 
lebo aj j1, j2 aj f sú injektívne. Podobne existuje a je injektívny aj homomorfizmus g2°j2 : Q(A2)→ Q(A1) = j1°f-1. 
Potom ale g1°g2 aj g2°g1 sú bijektívne automorfi]P\��]�þRKR�Y\SOêYD��åH�Q(A1) a Q(A2) sú izomorfné. 

2.9. Okruhy polynómov. 

2.9.1. Konštrukcia polynómov. 
Definícia. 

Nech A⊂B ,  x∈B � � 0QRåLQX� A[x] =  { D [} }}
~

=∑ � ;  ∀i∈0..n :  a i∈A} nazývame okruh 

polynómov  v premennej  x  s koeficientami v A .  
Definícia. 

Nech A⊂B ,  x∈B � � $N� NDåGê� SRO\QyP� Y� x  s  koeficientami va A � MH� QXORYê� OHQ� YWHG\�� NH �
všetky jeho koeficienty sú nulové,  tak x  nazývame transcendentný  prvok nad A .  Inak je x  
algebraický .  
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Veta 2.9.1.1 (Dosadzovacie pravidlo). 
Nech A⊂B a A ⊂́B  ́sú okruhy a nech x∈B je transcendentný nad A. Ak ∀a∈A : ax = xa a ∃y∈B  ́∀v∈B :́ 

by = yb��SRWRP�NX�NDåGpPX�KRPRPRUIL]PX� f : A→A  ́ existuje jediný homomorfizmus ϕ : A[x]→B�� WDNê��åH�
∀a∈A : ϕ(a) = f(a) a ϕ(x) = y. 

Dôkaz. 

A[x] = { D [� ��
�

=∑ � ; ∀i∈0..n : ai∈A}. Definujme ϕ predpisom ( )ϕ D [� ��
�

=∑ � = ( )I D \� �
�
�

=∑ � �� DKNR�
PRåQR�QDKOLDGQX ��åH�ϕ�MH�SUiYH�K DGDQê�KRPRPRUIL]PXV� 

Definícia. 
Polynóm D [� ��

�
=∑ �  je LQYHUWRYDWH Qê ,  ak ∃a  : aa0  = a0a  =  1.  

2]QDþHQLH� 
6WXSH �SRO\QyPX� f �R]QDþtPH�∆ f .  

Veta 2.9.1.2 (O delení so zvyškom). 
Nech A je komutatívny okruh s jednotkou, x je transcendentný nad A a nech f(x) = D [� ��

�
=∑ � a g(x) = 

E [� ��
�

=∑ � ∈A[x]�� SULþRP� g� MH� LQYHUWRYDWH Qê�� 3RWRP� H[LVWXMH� MHGLQi� XVSRULDGDQi� GYRMLFD� SRO\QyPRY� q(x), 

r(x)∈A[x]�WDNi��åH�f(x) = g(x)q(x) + r(x), kde 0 ≤ n < m (∆r(x) = n a ∆g(x) = m). 
Dôkaz. 

Ak m > n, tak f = 0.g + f. Nech teraz n≥m�� 3RORåPH� f1(x) = f(x) - 
D
E [ ����
�

− .g(x��� -H� ]UHMPp�� åH� f1(x) je 

PHQãLHKR� VWXS D�� QHå� f(x�� D� SUHWR� SRG D� LQGXNþQpKR� SUHSRNODGX� ∃q ,́r  ́ : f1 = q .́g + r .́ Ale potom f(x) = 

′ +






−T [ D

E [ ���� � �
� g(x) + r(x), kde r(x) = r (́x����]Y\ãQp�þOHQ\�]� f1(x��� MHGQR]QDþQRV � MH�]MDYQi�� OHER�DN� f(x) = 

q(x).g(x) + r(x) = q (́x).g(x) + r (́x), tak r(x) - r (́x) =( )T [ T [� � � �− ′ .g(x���$OH� DYi�VWUDQD�MH�VWXS D�PHQãLHKR�DNR�
m�D�SUDYi�VWXS D�DVSR �m��WDNåH�REH�V~�QXORYp�D�WHGD q(x) = q (́x) a r(x) = r (́x). 

Definícia. 
+RYRUtPH�� åH� SRO\QyP� f  delí  polynóm g a zapisujeme f /g ,  ak existuje polynóm h  taký,  

åH�g  =  f.h .  
Lema 2.9.1.1. 

Nech f/g a g/h. Potom f/h. 
Dôkaz. 

Triviálne. 
Lema 2.9.1.2. 

Nech f/g a f/h. Potom f/(g+h). 
Dôkaz. 

Triviálne. 
Definícia. 

+RYRUtPH�� åH�SRO\QyP�h  je QDMYlþãt� VSRORþQê�GHOLWH  polynómov f  a g a zapisujeme h =  
(f ,g) ,  ak h/ f ,  h /g a ∀h :́  h /́ f  ∧  h /́g  ⇒  h /h .́  Ak f /g  a g / f��KRYRUtPH��åH� f  a g sú asociované .  

Lema 2.9.1.3. 
Nech f = q.g+r. Potom (f,g)   (g,r). 

Dôkaz. 
Nech h/f ∧ h/g. Potom ale h/r, lebo r = f - q.g. Obrátene nech k/g ∧ k/r. Potom k/f, lebo f = q.g+r��7DNåH�

NDåGê�VSRORþQê�GHOLWH �f a g�MH�DM�VSRORþQêP�GHOLWH om g a r�D�QDRSDN��]�þRKR�Y\SOêYD�GRND]RYDQp�WYUGHQLH� 
Veta 2.9.1.3 (Euklidov algoritmus). 

Ak F[x] je pole, tak ∀f,g∈F[x] ∃(f,g). 
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Dôkaz. 
Tvrdenie induktívne vyplýva z lemy 2.9.1.3. 

Veta 2.9.1.4. 
Ak F[x]�MH�SROH��WDN�NDåGê�LGHiO�F[x] je hlavný. 

Dôkaz. 
Nech I je ideál v F[x]. Prípady I = {0} = (0) a I = F[x] = (1) sú triviálne. Preto nech {0}⊂I⊂F[x]��3RORåPH�

∆ = min{∆f(x); f(x)∈I}. Nech f∈I�MH�VWXS D�∆��-H�]MDYQp��åH�I ⊇ (f(x)). Obrátene nech I∋k(x) = q(x).g(x) + r(x). 
Ale ∆r�QHP{åH�E\ �QHQXORYi�D�PHQãLD�DNR�∆f��WDNåH�r(x) = 0 a k(x) = q(x).g(x) ∈ (f(x)). 

2.9.2. Okruhy hlavných ideálov. 
Definícia. 

.RPXWDWtYQ\� RERU� LQWHJULW\�� Y� NWRURP� MH� NDåGê� LGHiO� KODYQê�� QD]êYDPH�okruh hlavných 
ideálov �D�R]QDþXMHPH�VNUDWNRX�OHI .  

Veta 2.9.2.1. 
Nech A je OHI a I0 ⊆ .. ⊆ In ⊆ .��MH�SRVWXSQRV �LGHiORY�A. Potom ∃n∈N ∀m>n : Im = In. 

Dôkaz. 
6WD þ t� X N i] D �� åH�J = ,���

∈
8 je ideál v A. Ale ∀a,b∈J ∃n,m∈N : a∈In ∧ b∈Im. BUNV nech n ≥ m. Potom 

a,b∈In ⇒ a-b∈In ⇒ a-b∈J. Podobne ∀r∈A ∀a∈J ∃n∈N : a∈In ⇒ ar∈In ⇒ ar∈J��WDNåH�J je ideál v A ⇒ ∃n∈N 
: In = J a ∀m≥n : Im⊇In ⇒ Im = J. 

Definícia. 
Nech A je okruh, a,b∈A � �+RYRUtPH��åH�a delí b  v A  a zapisujeme a /b ,  ak ∃c∈A :  b  =  c.a.  

Lema 2.9.2.1. 
Nech A je OHI, a,b,c∈A. Potom a/b ∧ b/c ⇒ a/c. 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Lema 2.9.2.2. 
Nech A je OHI, a,b,c∈A. Potom a/b ∧ a/c ⇒ a/bc. 

Dôkaz. 
b = d1a ∧ c = d2a ⇒ bc = d1ad2a = (d1d2a)a. 

Definícia. 
Nech A je OHI ,  a,b∈A .  Ak a/b a b /a��KRYRUtPH��åH�a a b  sú asociované  a píšeme a∼b.  

Lema 2.9.2.3. 
Nech A je OHI, a,b≠0∈A, a∼b��3RWRP�H[LVWXMH�GHOLWH �MHGQRWN\�c WDNê��åH�b = ca. 

Dôkaz. 
a = d1b = d1d2a ⇒ d1d2 = 1 ⇒ d1 aj d2 sú delitele jednotky. 

Definícia. 
Nech A  je OHI,  a∈A .  Ak a� MH� GHOLWH Qê� LED� GHOLWH PL� MHGQRWN\� D� SUYNDPL� V� QtP�

DVRFLRYDQêPL��WDN�KRYRUtPH��åH�a je ireducibilný .  
Veta 2.9.2.2. 

Nech A je OHI, a,b∈A. Potom ∃(a,b). 
Dôkaz. 

3RORåPH�I = {pa + qb; p,q∈A}. I je zjavne ideál v A�D�NH åH�A je OHI, ∃c∈A : I = (a). Ale potom ∃p,q∈A 
: c = pa + qb a teda c = (a,b). 

Lema 2.9.2.4. 
Nech A je OHI, a,b,c∈A. Ak (a,b) = 1 a a/bc, tak a/c. 

Dôkaz. 
Triviálne. 
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Dôsledok 2.9.2.1. 
Nech A je OHI, a,b,c∈A. Ak a je ireducibilný a a/bc, tak a/b ∨ a/c. 

Dôkaz. 
Triviálne. 

9HWD����������5R]NODG�QD�SUYRþtVOD�� 
Nech A je OHI a 0≠a∈A� QLH� MH� GHOLWH � MHGQRWN\�� 3RWRP� a� PRåQR� Då� QD� SRUDGLH� þOHQRY� MHGQR]QDþQH�

Y\MDGUL �DNR�V~þLQ�LUHGXFLELOQêFK p1..pn∈A. 
Dôkaz. 

Triviálnou štrukturálnou indukciou dostaneme rozklad a�QD�LUHGXFLELOQp�SUYN\��-HGQR]QDþQRV �UR]NODGX�
vyplýva z dôsledku 2.9.2.1. 

Dôsledok 2.9.2.2. 
Nech A je OHI a 0≠a∈A� QLH� MH� GHOLWH � MHGQRWN\�� 3RWRP� a� PRåQR� MHGQR]QDþQH� Y\MDGUL � DNR�

{ }
∏

∈∈ nýireducibil je  ; qAqp

ppα , kde αp≥0. 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Veta 2.9.2.4. 

Nech A je OHI, a = S ����
α

∈
∏ ,b = S ����

β

∈
∏ ∈A. Potom (a,b) = c = { }S �B� �¡

¢8£ ¤1¥α β

∈
∏ . 

Dôkaz. 
c�MH�]MDYQH�VSRORþQê�GHOLWH �a a b. Navyše ak d = S ¦§�¨

γ

∈
∏  MH�VSRORþQê�GHOLWH �a a b, tak ∀p∈A ireducibilné 

platí γp ≥ min{αp, βp}��WDNåG�c/d. 
Definícia. 

Nech A  je OHI,  a,b∈A � �ýtVOR� [a,b] nazývame QDMPHQãtP� VSRORþQêP�QiVRENRP a a  b ,  ak 
a /[a,b] , b/[a,b] a ∀c∈A  :  a/c ,  b/c  ⇒  [a,b]/c .  

Veta 2.9.2.5. 

Nech A je OHI, a = S ©ª�«
α

∈
∏ ,b = S ©ª�«

β

∈
∏ ∈A. Potom [a,b] = c = { }S ¬­¬®�¯

°8± ²1³α β

∈
∏ . 

Dôkaz. 
c� MH� ]MDYQH� VSRORþQê� QiVRERN� a a b. Navyše ak d = S ´µ�¶

γ

∈
∏ � MH� VSRORþQê� QiVRERN� a a b, tak ∀p∈A 

ireducibilné platí γp ≤ max{αp, βp}��WDNåG�d/c. 

2.9.3. Korene polynómov. 
Definícia. 

Nech F  je pole,  x  je transcendentný nad F  a f(x) = D [· ··
¸

=∑ ¹ ∈F[x].  Polynóm Df(x) =  f (́x) 

=  � �N D [º º
º
»

× −
=∑

¼
½ nazývame derivácia  polynómu f(x).  

Veta 2.9.3.1. 
Nech F je pole, x je transcendentný nad F a f(x), g(x)∈F[x]. Potom (f(x) + g(x)) =́ f (́x) + g (́x). 

Dôkaz. 

Nech f(x) = D [¾ ¾¾
¿

=∑ À a g(x) = E [¾ ¾¾
¿

=∑ À . (f+g)(x) = � �D E [Á Á Á
Á
Â

+
=∑ Ã , (f+g) (́x) = N D E [Ä Ä Ä

Ä
Å

× + −
=∑ � � Æ
Ç  

= � � � �N D [ N E [È È È È
È
É

× + ×− −
=∑

Ê Ê
Ë = � �N D [Ì Ì

Ì
Í

× −
=∑

Î
Ï + � �N E [Ð Ð

Ð
Ñ

× −
=∑

Ò
Ó = f (́x) + g (́x). 

Veta 2.9.3.2. 
Nech F je pole, x je transcendentný nad F a f(x), g(x)∈F[x]. Potom fg (́x)= f (́x) g(x) + f(x)g (́x). 
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Dôkaz. 

Nech f(x) = ∑ =

n

i
i

i xa
0

a g(x) = ∑ =

n

j

j
j xb

0
. Potom fg(x) = ∑ ∑= =

+n

i

n

j

ji
ji xba

0 0
a fg (́x) = 

∑ ∑= =
−++n

i

n

j

ji
ji xbaji

0 0
1)(  = ( )∑ ∑∑= =

−
=

− +n

i

n

j

j
j

i
i

n

j

j
j

i
i xbxaxbxai

0 0
1

0
1.  = ( )∑ ∑= =

−n

i

n

j

j
j

i
i xbxai

0 0
1.  + 

( )∑ ∑= =
−n

i

n

j

j
j

i
i xbxa

0 0
1  = ∑∑ ==

− n

j

j
j

n

i

i
i xbxai

00
1..  + ∑∑ =

−
=

n

j

j
j

n

i

i
i xbxa

0
1

0
.  = f (́x).g(x) + f(x).g (́x). 

Definícia. 
Nech F  je pole, F  ́ je nadpole F ,  x∈F  ́ je  transcendentný nad F  a f(x)∈F[x] � � S U L þ R P �

∆ f≥� � � + R Y R U t P H � � å H � c∈F  ́ je NRUH  polynómu f(x),  ak (x-c)/ f(x) v F[x].  
Veta 2.9.3.3. 

Nech F je pole, F  ́je nadpole F, x∈F  ́je transcendentný nad F a f(x)∈F[x]� � S UL þ R P� ∆f≥1. c∈F  ́ M H � N R UH �
f(x�� S Ui Y H � Y W H G \� � N H � f(c) = 0. 

Dôkaz. 
f(x) = (x-c)q(x) + r(x). Ak c � M H � N R UH � f(x), tak r(x) = 0 a f(c) = (c-c)q(c) = 0. Obrátene tak isto. 

Veta 2.9.3.4. 
Ak f(x)∈C[x] je ireducibilný, tak ∆f ≤ 1. 

Dôkaz. 
V C[x]� Pi � N D å G ê � S R O \Q yP� V W XS D � n práve n� N R UH R Y �  

Lema 2.9.3.1. 
f(x)∈R[x]� Pi � S i UQ \� S R þ H W � L PD JL Q i UQ \FK� N R UH R Y �  

Dôkaz. 
Nech a + bi = c∈C � M H � N R UH � f(x). Potom f(c) = 0. Ale R(a +bi)k = R(a -bi)k (z binomickej vety) a I(a +bi)k 

= -I(a -bi)k � � W D N å H � D M � f( F ) = 0 a f(x) = (x-c)(x- F )q(x). 
Veta 2.9.3.5. 

Ak f(x)∈R[x] je ireducibilný, tak ∆f ≤ 2. 
Dôkaz. 

Ak f(x�� Pi � UH i O Q \� N R UH � c, tak f(x) = (x-c)q(x�� � $N � Q L H � � S R W R P� Pi � D V S R � G Y D � L PD JL Q i UQ H � N R UH Q H � c a F  a 
f(x) = (x-c)(x-F )q(x) = ((x-a)2 + b2)q(x). 

Veta 2.9.3.6. 
Nech f(x)∈F[x]� M H � V W XS D � �� D O H E R � �� � 3R W R P� f(x�� M H � L UH G XFL E L O Q ê � S Ui Y H � Y W H G \� � N H � Q H Pi � UH i O Q \� N R UH �  

Dôkaz. 
Dopredná implikácia je triviálna. Obrátene nech f(x�� Q H Pi � UH i O Q \� N R UH � � 3R W R P� Pi � D V S R � G Y D � L PD JL Q i UQ H �

N R UH Q H � � 1D Y \ãH � D N � E \� E R O � V W XS D � �� � PXV H O � E \� S R G D � O H P\� �� �� �� �� E \ � M H KR � W UH W t � N R PS O H [Q ê � N R UH � UH i O Q \� � þ R � M H �
V S R U� � W D N å H � f M H � V W XS D � G Y D � D � M H � W Y R UH Q ê � S Ui Y H � V ~þ L Q R P� M H KR � G Y R FK� L PD JL Q i UQ \FK� N R UH R Y � � þ L å H � M H � L UH G XFL E L O Q ê �  

Definícia. 
+R Y R U t P H � � å H � c  je viacnásobný  (k- Q i V R E Q ê � � N R U H � f(x),  ak (x-c)k / f(x) v F[x] .  

Definícia. 
Pole F sa nazýva úplné  (uzavreté),  ak ∀ f(x)∈F[x] :  ∆ f(x) ≥  1 ⇒  f(x) má v F[x] � N R U H �  

Veta 2.9.3.7. 
Nech F  ́ je úplné nadpole F. Polynóm f(x)∈F[x] má v F�� D V S R � G Y R M Q i V R E Q ê � N R UH � S Ui Y H � Y W H G \� � N H �

∆(f(x), Df(x)) ≥ 1. 
Dôkaz. 

Nech f(x) má v F  ́dvojnásobný kR UH � c. Potom f(x) = (x-c)2g(x). Df(x) = (x-c)2Dg(x) + 2(x-c)g(x) ⇒ (x-c)/ 
(f(x), Df(x)) ⇒ ∆(f(x), Df(x)) ≥ 1. Obrátene nech ∆(f(x), Df(x)) ≥ 1. Potom ∃d(x�� V W XS D � D V S R � �� � N W R Uê � G H O t � (f(x), 
Df(x))� � .H å H � F j́e úplné, d(x�� Pi � N R UH � c. Aj (x-c)/ (f(x), Df(x)). Nech f(x) = (x-c)f1(x�� � 3R G D � Y H W \� �� �� �� �� Df(x) 
= f1(x) + (x-c)Df1(x) ⇒ (x-c)/f1(x). Nech f1(x) = (x-c)f2(x). Potom ale f(x) = (x-c)2f2(x) a teda f(x) má v F  ́
G Y R M Q i V R E Q ê � N R UH �  
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2.9.4. Algebraické rozšírenia polí. 
Definícia. 

Nadpole F� � S R D � F nazývame rozšírenie � S R D � F � � 5 R ] ã t U H Q L H � S R D � F  je algebraické ,  ak 
všetky jeho prvky sú algebraické nad F .  

Veta 2.9.4.1. 
Nech F je pole, x je transcendentný nad F a f(x)∈F[x] je ireducibilný. Potom existuje nadpole F �́ S R D � F, 

v ktorom má f(x�� N R UH �  
Dôkaz. 

3R O R å PH � I = (f(x)). ∀g(x)∈F[x]-(f(x)) : (f(x), g(x)) = 1 ⇒ ∃u(x), v(x)∈F[x] : u(x).f(x) + v(x).g(x) = 1. Ale 
u(x).f(x) aj v(x).g(x) ∈ I� � W D N å H � �∈I ⇒ I je maximálny ⇒ F  ́= F[x]|I  je pole. Definujme ϕ : F→F  ́predpisom 
∀a∈F : ϕ(a) = a + I� � D KN R � PR å Q R � Q D KO L D G Q X � � å H � ϕ � M H � L Q M H N W t Y Q \� KR PR PR UIL ] PXV � � W D N å H � F je podpole F  ́(F je 

izomorfné s ϕ(F) = {a+ I; a∈F} a ϕ(F) je podpole F )́. Navyše f(x + I) = ( )( )∑ =
++n

k

k
k IxIa

0
= 

( )( )∑ =
++n

k
k

k IxIa
0

 = ( )∑ =
+n

k
k

k Ixa
0

 = ( ) Ixa
n

k
k

k +∑ =0
= f(x) + I = I (lebo f(x)∈I) = � �� � W D N å H � x + I� M H � N R UH � f v 

F .́ 
Definícia. 

.R Q H þ Q R U R ] P H U Q ê � Y H N W R U R Y ê � S U L H V W R U � Q D G � S R R P � F  nazývame NRQHþQp� UR]ãtUHQLH � S R D �
F .  Jeho dimenziu nazývame VWXSH �UR]ãtUHQLD � D � R ] Q D þ X M H P H � [F :́F] .  

Veta 2.9.4.2. 
.D å G p� N R Q H þ Q p� UR ] ãt UH Q L H � S R D � F je aj jeho algebraickým rozšírením. 

Dôkaz. 
Nech F �́ M H � N R Q H þ Q p� UR ] ãt UH Q L H � F, [F :́F] = k a c∈F .́ Vektory 1, c, .. , ck � V ~� O L Q H i UQ H � ] i Y L V O p� � W D N å H �

∃α0..αk∈F : ∑ =

n

k
k

kc
1
α = 0. Ale potom polynóm f, definovaný predpisom f(x) = ∑ =

n

k
k

kc1
α má v F �́ N R UH �  

2.9.���.RQHþQp�SROLD� 
Definícia. 

Charakteristika S R D � F � M H � þ t V O R � char(F) =  min{k∈N;  k .1 =  0}. 
Veta 2.9.5.1. 

Nech F� M H � N R Q H þ Q p� S R O H � FKD UD N W H UL V W L N \� p. Potom ∃n∈N : |F| = pn. 
Dôkaz. 

0Q R å L Q D � ^ek}k=0..p-1 je podpole F izomorfné so Zp. F� M H � W H G D � N R Q H þ Q p� UR ] ãt UH Q L H � Zp. Nech [F : Zp] = n a 

nech α1..αn je báza v F. Potom ale zobrazenie f : F→ Zp
n, definované predpisom ∀x∈F : x = ∑ =

n

k

k
kc1

α ⇒ f(x) = 

(α1, .. , αn) je bijekcia a |F| = |Zp|n = pn. 
Veta 2.9.5.2. 

Ak (F, ⊕, ⊗�� M H � N R Q H þ Q p� S R O H � � W D N � �F*, ⊗) je cyklická grupa. 
Dôkaz. 

3R G D � Y H W \� �� �� �� �� PR KXW Q R V � N D å G H M � S R G JUXS \� F* � G H O t � M H M � PR KXW Q R V � � W D N å H � Ui G � N D å G pKR � S UY N X F* (rovný 
rádu podgrupy F* generovanej jej prvkom) delí q –� �� � .D å G ê � S UY R N � F*� M H � W H G D � N R UH R P� UR Y Q L FH � xq-1 = 1. Ak sa 
Q i P� S R G D Ut � Q i M V � S UY R N � c, ktorého rád je práve q – 1, budú mocniny c � JH Q H UR Y D � FH O ~� F* a F* bude cyklická. 
Napíšme q –� �� D N R � V ~þ L Q � S UY R þ t V H O � � q – 1 = ∏ =

r

k

e
k

kp
1

� � .H å H � ∀k∈1..r : 1−qp ke
k , všetky korene rovnice 

ke
kpx = 1 

D M � N R UH PL � UR Y Q L FH � xq-1 = 1 a patria do F� � =i UR Y H � Y ãD N � ((xq - 1), (xq - 1) )́ = 1 (lebo (xq - 1)  ́= q.xq-1 – 1 = -1), 

W D N å H � Y ãH W N \� N R UH Q H � S R O \Q yPX� xq-1 = 1 (a teda aj 
ke

kpx = 1) je rôznych. Spomedzi nich práve 1−ke
kp � M H � N R UH R P�

rovnice 
1−ke

kpx =� �� D � W H G D � H [L V W XM H � N R UH � ck rovnice 
ke

kpx = � �� � N W R Uê � Q L H � M H � N R UH R P� UR Y Q L FH � 1−ke
kpx = � �� � D KN R � PR å Q R �

Q D KO L D G Q X � � å H � V ~þ L Q � c = ∏ =

r

k kc
1

M H � K D G D Q ê P� S UY N R P� Ui G X� q – 1. 

Veta 2.9.5.3. 
.D å G p� G Y H � N R Q H þ Q p� S R O L D � V � UR Y Q D N ê P� S R þ W R P� S UY N R Y � V ~� L ] R PR UIQ p�  
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Dôkaz. 
Nech |F| = q = pn. Nenulové prvky F tvoria multiplikatívnu grupu F* rádu q – 1. V dôkaze vety 2.9.5.2 

V PH � V L � XN i ] D O L � � å H � N D å G ê � S UY R N � F*� M H � N R UH R P� UR Y Q L FH � xq-1 =� �� D � W H G D � N D å G ê � S UY R N � a1 .. aq  S R D  F (teda aj nula) 
M H � N R UH R P� UR Y Q L FH � xq – x =� �� � =� W R KR � Y \S O ê Y D � � å H � S R O \Q yP� �x – a1)..(x – aq�� M H � G H O L W H R P� S R O \Q yPX� xq – x, lebo 
∀(x – ai) sú ireducibilné a delia xq – x � � $O H � R E D � W L H W R � S R O \Q yP\� V ~� Q R UPR Y D Q p� V W XS D � q a teda xq – x = 

( )∏ =
−q

k kax
1

� � .D å G p� L Q p� S R O H � PR KXW Q R V W L � q� W L H å � Y \KR Y XM H � W H M W R � UR Y Q R V W L � D � W H G D � M H � L ] R PR UIQ p� ] � F. 

Veta 2.9.5.4. 
Nech F �́ M H � N R Q H þ Q p� UR ] ãt UH Q L H � F a F´́ � N R Q H þ Q p� UR ] ãt UH Q L H � F .́ Potom F´́ � M H � N R Q H þ Q p� UR ] ãt UH Q L H � F a [F´́ : 

F] = [F  ́: F][F´́ : F ]́. 
Dôkaz. 

Konštrukciou bázy F´́ nad F pomocou báz F´́ nad F  ́a F  ́nad F� Y \M G H � S UH V Q H � W R � � þ R � S R W UH E XM H PH �  
Veta 2.9.5.5 (Nedelbrunn). 

.D å G p� N R Q H þ Q p� W H O H V R � M H � S R O H �  
Dôkaz. 

Nedokazujeme. 

2.10. Bilineárne a kvadratické formy. 

2.10.1. Bilineárne formy. 
Definícia. 

Nech U,V,W � V ~ � N R Q H þ Q R U R ] P H U Q p � Y H N W R U R Y p � S U L H V W R U\ � Q D G � S R R P � F .  Zobrazenie f  :  
U×V→W  nazývame bilineárnym ,  ak 

1.  ∀x1 . .xn∈U  ∀y∈V  ∀α1 . .αn∈F  :  ( )yxf
n

k kk ,
1∑ =
α  = ( )∑ =

n

k kk yxf
1

,α  

2.  ∀x∈U  ∀y1 . .yn ∈V  ∀α1 . .αn∈F  :  ( )∑ =

n

k kk yxf
1

, α  = ( )∑ =

n

k kk yxf
1

,α .  

Ak W =  F � � K R Y R U t P H � � å H � f  je bilineárna forma .  
Definícia. 

Nech U a V � V ~ � N R Q H þ Q R U R ] P H U Q p � Y H N W R U R Y p � S U L H V W R U\ � Q D G � S R R P � F a nech f je bilineárna 
forma U×V→F .  Nech α1 . .αn∈F  je báza v U  a β1 . .βm∈F  báza vo V .  Maticu An ×m,  definovanú 
predpisom A(i , j) =  f(α i ,β j),  nazývame matica bilineárnej formy � Y ] K D G R P � Q D � G Y R M L FX � E i ] �
α1 . .αn  a β1 . .βm .  

2.10.2. Charakteristické vektory a hodnoty matíc (bi)lineárnych zobrazení. 
Definícia. 

Nech V,W � V ~ � N R Q H þ Q R U R ] P H U Q p � Y H N W R U R Y p � S U L H V W R U\ � Q D G � S R R P � F  a f  :  V→W je lineárne 
] R E U D ] H Q L H � � ý t V O R � c∈F  nazývame charakteristickou (vlastnou) hodnotou  zobrazenia f,  ak 
∃α≠0∈F  :  f(α) =  c.α .  Vektor α nazývame charakteristický (vlastný) vektor zobrazenia f .  

Veta 2.10.2.1. 
Nech V,W� V ~� N R Q H þ Q R UR ] PH UQ p� Y H N W R UR Y p� S UL H V W R U\� Q D G � S R R P� F a f : V→W je lineárne zobrazenie. 

0Q R å L Q D � Y O astných vektorov zobrazenia f, prislúchajúcich jeho charakteristickej hodnote c, je podpriestor V. 
Dôkaz. 

Nech M� M H � PQ R å L Q D � Y O D V W Q ê FK� Y H N W R UR Y � f, prislúchajúcich jeho charakteristickej hodnote c. ∀x,y∈M 
∀α,β∈F : f(αx + βy) = αf(x) + βf(y) = αcx + βcy = c(αx + βy)∈M. 

Definícia. 
Nech A � M H � ã W Y R UF R Y i � P D W L F D � Q D G � S R R P � F .  c∈F  je charakteristický prvok  matice A,  ak 

∃x1 . .xn∈F  :  (A – cIn)
















nx

x

0
1

 =  0.  
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Lema 2.10.2.1. 
Nech A � M H � ãW Y R UFR Y i � PD W L FD � Q D G � S R R P� F. c∈F je charakteristický prvok matice A, ak 

















−−
−

−

caca

ca

aca

nnn

kk

n

,1,

,

,11,1

/
00

/
 = 0. 

Dôkaz. 
Tvrdenie vyplýva priamo z definície charakteristického prvku matice. 

Dôsledok 2.10.2.1. 
Štvorcová matica rádu n má najviac n charakteristických prvkov. 

Dôkaz. 
&KD UD N W H UL V W L FN ê FK� S UY N R Y � Q H P{å H � E \ � Y L D F� � Q H å � KR G Q R V � PD W L FH �  

2�������3RGREQRV �PDWtF� 
Definícia. 

+R Y R U t P H � � å H � ã W Y R UF R Y p � P D W L F H � A,B rádu n sú podobné ,  ak existuje regulárna štvorcová 
matica P rádu n � W D N i � � å H � B  =  P×A×P - 1 .  

Veta 2.10.3.1. 
Nech A,B sú regulárne štvorcové matice rádu n. Nech X� M H � PQ R å L Q D � Y O D V W Q ê FK� KR G Q {W � Patice A a Y 

PQ R å L Q D � Y O D V W Q ê FK� KR G Q {W � PD W L FH � B. Ak A a B sú podobné, potom X = Y. 
Dôkaz. 

Nech c je vlastná hodnota matice A. Potom |A – cIn| = 0. Nech B je podobná s A. Potom ∃P� UH JXO i UQ D � � å H �
B = P×A×P-1. Ale |B – cIn| = |P×A×P-1 – cIn| = |P×A×P-1 – cP×In×P-1| = (operácia násobenia matíc konštantou je 
komutatívna) = |P×A×P-1 –P×cIn×P-1| = |P×(A – cIn)×P-1| = (A aj P sú regulárne) = |P||A – cIn||P-1| = 0, lebo |A – 
cIn| = � �� � W D N å H � c� M H � Y O D V W Q p� þ t V O R � B. 

2.10.4. Kvadratické formy. 
Definícia. 

Nech V  je vektorový � S U L H V W R U � Q D G � S R R P � F � � + R Y R U t P H � � å H � ] R E U D ] H Q L H � f  :  V→F  je 
kvadratická forma ,  ak existuje bilineárna forma g  :  V×V→F � W D N i � � å H � ∀x∈V  : f(x) =  g(x,x).  Ak 
∀x,y∈V  :  g(x,y) =  g(y,x� � � K R Y R U t P H � � å H � E L O L Q H i U Q D � I R UP D � g je symetrická .   

Veta 2.10.4.1. 
Nech F je pole, char(F)≠2, V je vektorový priestor nad F a f je kvadratická forma na V. Potom na V 

existuje jediná symetrická bilineárna forma g� W D N i � � å H � ∀x∈V : f(x) = g(x,x). 
Dôkaz. 

Nech h je bilineárna forma, ktorej existencia vyplýva definície kvadratickej formy. Definujme g 
predpisom g(x,y) = ½(h(x,y) + h(y,x)). Zrejme g(x,y) = g(y,x�� D � N H å H � g(x,x) = h(x,x) = f(x), g� M H � K D G D Q i �
bilineárna forma. Navyše g(x,y) = ½(g(x+y, x+y) – g(x,x) – g(y,y)) = ½(f(x+y) – f(x) – f(y��� � þ t P� M H � XUþ H Q i �
M H G Q R ] Q D þ Q R V � g. 

Definícia. 
Nech V  je vektorový priestor dimenzie n � Q D G � S R R P � F.  Nech g  je kvadratická forma na 

V ,  definovaná bilineárnou formou f  a nech α1 . .αn  je báza vo V .  Maticu An× n ,  definovanú 
predpisom A(i , j) =  f(α i ,α j),  nazývame matica kvadratickej formy  g � Y ] K D G R P � Q D � E i ] X � α1 . .αn . 
A  je symetrická ,  ak je f  symetrická.  

2.10.5. Kongruencia matíc. 
Definícia. 

Štvorcové matice A,B rádu n  sú kongruentné ,  ak ∃  regulárna štvorcová matica P  rádu n 
W D N i � � å H � B  =  P×A×PT .  Kongruenciu matíc A  a B � R ] Q D þ X M H P H � A≅B .  
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Veta 2.10.5.1. 
Štvorcové matice A,B rádu n� V ~� N R Q JUXH Q W Q p� S Ui Y H � Y W H G \� � N H � V ~� PD W L FD PL � W H M � L V W H M � E L O L Q H i UQ H M � IR UP\�

Y ] K D G R P� Q D � U{] Q H � E i ] \�  
Dôkaz. 

P reprezentuje maticu prechodu medzi bázami. 
Veta 2.10.5.2. 

Nech A,B sú štvorcové matice rádu n. Ak A je symetrická a A≅B, tak aj B je symetrická. 
Dôkaz. 

Zrejmé. 
Veta 2.10.5.3. 

Relácia kongruencie je reláciou ekvivalencie. 
Dôkaz. 

Triviálne. 
Veta 2.10.5.4. 

.D å G i � V \PH W UL FN i � PD W L FD � M H � N R Q JUXH Q W Q i � V � PD W L FR X� W Y D UX�

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
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

000
00
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02
/

kd

d

, kde ∀i∈1..k : di≠0. 

Dôkaz. 
.H å H � Q D � PD W L FL � PXV t PH � Y \N R Q i Y D � S D UD O H O Q H � UR Y Q D N p� UL D G N R Y p� D M � V W S FR Y p� R S H Ui FL H � � Q H P{å H PH �

G R V L D KQ X � Q D � G L D JR Q i O H � Y å G \� M H G Q R W N X�  
Dôsledok 2.10.5.1. 

1. 3UH � N D å G ~� E L O L Q H i UQ X� IR UPX� f existuje báza, pri ktorej má f(x,y) tvar ∑ =

k

i iii yxd
1

. 

2. 3UH � N D å G ~� N Y D G UD W L FN ~� IR UPX� g existuje báza, pri ktorej má g(x) tvar ∑ =

k

i i i
xd

1
2 . 

Dôkaz. 
Tvrdenia vyplývajú priamo z predchádzajúcej vety. 

2.10.6. Reálne kvadratické formy. 
Veta 2.10.6.1 (Sylvester). 

Nech f je reálne kvadratická forma nad Rn a nech x = x1..xn∈Rn. Potom existuje báza, pri ktorej má f(x) 

tvar ∑ =
±m

k kx
1

, kde m ≤ n. 

Dôkaz. 

3R G D � Y H W \� �� ��� �� �� M H � N D å G i � N Y D G UD W L FN i � IR UPD � N R Q JUXH Q W Q i � V � PD W L FR X� W Y D UX�
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. Pre 

reálne di � D Y \ãH � H [L V W XM H � R G PR FQ L Q D � � W D N å H � S R � Y \G H O H Q t � N D å G pKR � UL D G N X� D � V W S FD � R G PR FQ L Q R X� ] � _di| dostávame na 
diagonále ±1. 

Definícia. 
Nech f  je reálne kvadratická forma nad Rn ,  nech x =  x1 . .xn∈Rn  a nech A  je matica f 

Y ] K D G R P � Q D � E i ] X � � N W R U H M � H [ L V W H Q F L X � ] D UX þ X M H � Y H W D � � � �� � � � � � � $ N � A � P i � N D å G ê � Q H Q X O R Y ê � U L D G R N �
� V W S H F � � Q D G � � S U H G � � N D å G ê P � Q X O R Y ê P � D � N D å G ê � U L D G R N � � V W S H F � � V � Y H G ~F L P � S U Y N R P � � � Q D G � � S U H G � �
N D å G ê P � U L D G N R P � � V W S F R P� � V � Y H G ~F L P � S U Y N R P � –� � � K R Y R U t P H � � å H � A  je v kanonickom tvare .  
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Nech f je reálne kvadratická forma nad Rn, nech x = x1..xn∈Rn a nech A je matica f� Y ] K D G R P� Q D � E i ] X� �

N W R UH M � H [L V W H Q FL X� ] D UXþ XM H � Y H W D � �� ��.6.1. Nech A je v kanonickom tvare s r nenulovými riadkami, z ktorých má k 
vedúci prvok 1. Potom k a r� V ~� M H G Q R ] Q D þ Q H � XUþ H Q p� IR UPR X� f (a teda nezávislé od bázy). 

Dôkaz. 
3R þ H W � Q H Q XO R Y ê FK� UL D G N R Y � M H � M H G Q R ] Q D þ Q H � XUþ H Q ê � KR G Q R V R X� N Y D G UD W L FN H M � IR UP\� � Q H FK� W H UD ]  existujú dve 

matice A a B formy f � � R E H � Y � N D Q R Q L FN R P� W Y D UH � � S UL þ R P� A má k riadkov s vedúcim prvkom 1 a B l a k < l. 
8Y D å XM PH � G Y H � PQ R å L Q \� Y H N W R UR Y � �� S1 nech sú vektory s nulovými súradnicami k+1..n a S2 vektory s nulovými 
súradnicami 1..l. S1 aj S2 sú podpriestory Rn � D � N H å H � k < l, dim(S1) + dim(S2) > n ⇒ S1∩S2≠∅. Tento prienik sú 
práve vektory s nenulovými súradnicami k..l� � $O H � S R G D � PD W L FH � A je hodnota kvadratickej formy v týchto 
Y H N W R UR FK� N O D G Q i � D � S R G D � B� ] i S R UQ i � � þ R � M H � V S R U�  

Definícia. 
Nech f  je reálne kvadratická forma nad Rn  a nech A  je jej  matica v kanonickom tvare. 

+R Y R U t P H � � å H � A  je kladne(záporne) (semi)definitná � � D N � V ~ � Q D � M H M � G L D J R Q i O H � L E D � S U Y N \ � Y l þ ã L H �
�P H Q ã L H � � Y l þ ã L H � U R Y Q p � � P H Q ã L H � U R Y Q p � � Q X O H �  

Veta 2.10.6.3. 
Nech V je euklidovský priestor dimenzie n a f je kvadratická forma na V. Potom na V existuje 

R UW R Q R UPi O Q D � E i ] D � W D N i � � å H � ∀x = x1..xn∈V : f(x) = ∑ =

n

k k k
xd

1
2 , kde dk� V ~� Y O D V W Q p� þ t V O D � IR UP\� f. 

Dôkaz. 
Nech α1..αn je ortonormálna báza vo V a A je symetrická matica formy f� Y ] K D G R P� Q D � E i ] X� α1..αn. Z vety 

�� ��� �� �� Y \S O ê Y D � � å H � H [L V W XM H � R UW R JR Q i O Q D � PD W L FD � P� W D N i � � å H � P×A×PT� M H � G L D JR Q i O Q D � � $O H � N H å H � P je ortogonálna, 
tak P×A×PT = P×A×P-1 a ak maticu P chápeme ako maticu prechodu od α1..αn k nejakej báze β1..βn, tak aj 
β1..βn je ortonormálna. Na diagonále matice P×A×P-1 � V ~� S Ui Y H � Y O D V W Q p� þ t V O D � IR UP\� f. 

Dôsledok 2.10.6.1. 
Všetky charakteristické vektory reálnej symetrickej matice sú reálne. 

Dôkaz. 
Tvrdenie vyplýva priamo z predchádzajúcej vety. 


