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��� Algoritmus

Neform�lne mo�no poveda�� �e algoritmus je presne de�novan� proced�ra� ktor� pre nejak
mno�stvo hodn�t vr�ti nejak� v�stup� Na algoritmus mo�no h�adie� ako na n�stroj pre rie�enie
presne �peci�kovanho v�po�tovho problmu�

Hovor
me� �e algoritmus je spr�vny� ak pre ka�d� zmyslupln� vstup sa jeho vykon�vanie za�
stav
 v kone�nom �ase� pri�om vr�ti spr�vny v�sledok� Nekorektn� algoritmus sa nemus
 zastavi�
na v�etky zmyslupln vstupy �vtedy hovor
me o �iasto�nej spr�vnosti� alebo sa zastav
 a poskytne
in� ako o�ak�van� hodnotu �� Algoritmus mo�no �peci�kova� ako po�
ta�ov� program� formulova�
ho v nejakom prirodzenom jazyku alebo hoci aj ako nejak� hardwareov� design� Jedin� po�iadavka
je� aby �peci�k�cia poskytovala presn� popis v�po�tovej proced�ry� pod�a ktorej sa bude vykon��
vanie riadi�� V  al�om budeme algoritmy zv!��a popisova� programami v pseudok�de� ktor� sa
podob� be�n�m programovac
m jazykom� ale je mo�n� �e sa vyskytne aj popis v prirodzenom
jazyku�

��� Insert Sort

Triedenie vkladan
m je efekt
vny algoritmus pre triedenie malho po�tu prvkov� Na vstupe m�me
�ubovo�n� postupnos� prvkov� vezmeme prvok z tejto postupnosti a zarad
me ho do spo�iatku
pr�zdnej v�stupnej postupnosti na tak miesto� aby zostala usporiadanou a t�to �innos� budeme
vykon�va� a� dok�m nevy�erp�me v�etky prvky vstupnej postupnosti�

Pseudok�d pre triedenie vkladan
m je prezentovan� ako proced�ra Insert�Sort� ktor� vezme
ako parameter pole A"� � � n# obsahuj�ce postupnos� d$�ky n� ktor� treba utriedi� �v k�de je po�et
n prvkov A stanoven� pomocou length"A#�� Vstupn �
sla s� trieden in situ �� Po ukon�en

vykon�vania proced�ry Insert�Sort bude vstupn pole A obsahova� utrieden� v�stupn� postup�
nos��

Insert�Sort�A�
� for j � � to length"A# do
� key � A"j#
� � Vlo� A"j# do usporiadanej postupnosti A"� � � j � �#�
� i� j � �
� while �i � �� and �A"i# � key� do

� A"i % �#� A"i#
� i� i � �
� A"i% �#� key

��� Anal�za algoritmov

Analyzova� algoritmus znamen� predpoklada� mno�stvo zdrojov� ktor algoritmus bude vy�adova�
pre svoj beh� Zvy�ajne sa zaober�me efekt
vnos�ou algoritmov na z�klade ve�kosti spotrebov��
van�ch zdrojov �n�roky na pam!�� �
rka komunik�cie� rozmery logick�ch obvodov� �as v�po�tu &
�asov� zlo�itos� T �n���

��� Anal�za triedenia insert sort

�as spotrebovan� proced�rou Insert�Sort z�vis
 na vstupe' triedenie tis
c �
sel trv� dlh�ie ako
triedenie desiatich �
sel� Vykon�vanie Insert�Sort m��e trva� r�zne dlho pre postupnosti rovna�
kej d$�ky v z�vislosti od toho� nako�ko usporiadan u� tieto postupnosti s�� Vo v�eobecnosti �as

�Na tomto mieste treba poznamena�� �e sa pou��vaj� aj nekorektn� algoritmy� napr� vtedy ak sme schopn�
ur�ova� chybu v�sledku�

�	�sla s� preusporiadavan� vn�tri po
a� pri�om mimo neho je uchov�van� nanajv�� kon�tantn� po�et t�chto
��sel�
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potrebn� na beh algoritmu rastie s ve�kos�ou vstupu� teda zvykneme popisova� �as behu programu
ako funkciu ve�kosti jeho vstupu� Preto zade�nujeme pojmy (�as behu) a (ve�kos� vstupu) trochu
presnej�ie�

Za�neme prezentovan
m proced�ry Insert�Sort s n�rokmi na �as ka�dho pr
kazu a po�tom
vykonan
 ka�dho z pr
kazov� Pre ka�d j * �� �� � � � � n� kde n * length"A#� polo�
me tj rovn po�tu
vykonan
 testov v cykle while na riadku 	 pre dan� hodnotu j� Predpoklad�me� �e koment�re
nie s� vykonate�n pr
kazy� a preto nespotrebov�vaj� �iaden �as�

Insert�Sort�A� trvanie po�et vykonan�

� for j � � to length"A# do c� n
� key � A"j# c� n� �
� � Vlo� A"j# do usporiadanej postupnosti A"� � � j � �#� �
� i� j � � c� n� �
� while �i � �� and �A"i# � key� do c�

Pn
j�� tj

� A"i% �#� A"i# c�
Pn

j���tj � ��
� i� i � � c�

Pn
j���tj � ��

� A"i% �#� key c� n� �

�as behu algoritmu je s��et �asov behu pre ka�d� vykonan� pr
kaz+ pr
kaz� ktor� potrebuje
ci �asov�ch jednotiek pre vykonanie a je vykonan� n kr�t� bude prispieva� cin do celkovho �asu
behu �� Aby sme vypo�
tali celkov� �as behu T �n� triedenia insert sort� s�
tame s��iny hodn�t
v st$pcoch trvanie a po�et vykonan�'

T �n� * c�n% c��n� �� % c��n� �� % c�

nX
j��

tj % c�

nX
j��

�tj � �� % c�

nX
j��

�tj � �� % c��n � �� �

Hoci pre vstupy rovnakej ve�kosti� �as behu algoritmu m��e z�visie� od toho ak vlastnosti m�
dan� vstup� Napr
klad� pre insert sort nast�va najlep�
 pr
pad ke je vstupn pole u� utrieden�
Pre ka�d j * �� �� � � � � n potom zist
me� �e A"i# � key na riadku 	 ke i m� po�iato�n� hodnotu
j � �� Takto j * � pre j * �� �� � � �� n a najlep�
 �as behu je

T �n� * c�n% c��n� �� % c��n� �� % c��n� �� % c��n� ��
* �c� % c� % c� % c� % c��n� �c� % c� % c� % c�� �

Tento �as mo�no vyjadri� ako an% b pre kon�tanty a a b� ktor z�visia od trvan
 pr
kazov ci+ je to
teda line�rna funkcia n�

Ak je vstupn pole usporiadan v klesaj�com porad
� nast�va najhor�
 pr
pad� Vtedy mus
me
porovna� ka�d� prvok A"j# s ka�d�m prvkom v celom podpoli A"� � � j � �U � a teda tj * j pre
j * �� �� � � � � n�

Zis�ujeme� �e v najhor�om pr
pade �as behu insert sortu je

T �n� * c�n% c��n� �� % c��n� �� % c�
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Tento najhor�
 �as behu mo�no vyjadri� ako an�% bn% c pre kon�tanty a� b a c� ktor op!� z�visia
na trvan
 pr
kazov ci+ je to teda kvadratick� funkcia n�

��� N�vrh algoritmov

Existuje mnoho sp�sobov ako navrhova� algoritmy� Insert sort vyu�
va inkrement�lny pr
stup'
Nech m�me utrieden podpole A"� � � j � �#� vlo�en
m prvku A"j# na spr�vne miesto dost�vame
utrieden podpole A"� � � j#�

�T�to charakteristika nemus� plati� pre zdroje ako napr�klad pam�� Pr�kaz� ktor� pristupuje ku m slov�m
v pamti a je vykonan� n kr�t nie nutne prist�pi ku mn slov�m�
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V tejto sekcii sa budeme zaobera� alternat
vnou met�dou zn�mou ako
�
divide � conquer��

T�to met�du pou�ijeme na n�vrh triedenia� ktorho najhor�
 �as behu je pre dostato�ne ve�k
vstupy omnoho krat�
 ako insert sortu� V�hodou divide � conquer algoritmov je� �e ich �asy
behov je mo�no �asto ve�mi �ahko stanovi��

��� Met�da divide � conquer

Mnoho problmov je rekurz
vnych� �o sa t�ka �trukt�ry� t�j� ich mo�no rozdeli� na podproblmy�
ktor je mo�n rie�i� obdobn�m sp�sobom� Rie�enie tak�chto problmovmet�dou divide � conquer
pozost�va z troch krokov na ka�dej �rovni rekurzie'

� Rozdelenie problmu na podproblmy �divide��
� Rekurz
vne vyrie�enie ka�dho z podproblmov �conquer�� Ak je podproblm dostato�ne
mal�� vyrie�ime ho nerekurz
vne�

� Spojenie rie�en
 podproblmov do rie�enia p�vodnho problmu �combine��

Jedn�m z algoritmov� ktor vznikli rie�en
m problmu touto met�dou� je algoritmusmerge sort�
ktor� pracuje pribli�ne takto'

� Rozdelenie n�prvkovej postupnosti� ktor� treba utriedi�� na dve podpostupnosti� ka�d� d$�ky
pribli�ne n���

� Rekurz
vne utriedenie podpostupnost
 pou�it
m merge sortu�
� Zl��enie dvoch utrieden�ch podpostupnost
 do v�slednej utriedenej postupnosti�

Treba poznamena�� �e rekurziu treba ukon�i� v element�rnom pr
pade� t�j� ke trieden� postupnos�
m� d$�ku �� vtedy u� je toti� automaticky utrieden��

K���ovou oper�ciou algoritmu merge sort je z�u�ovanie dvoch utrieden�ch postupnost
� Pre
z�u�ovanie utrieden�ch postupnost
 pou�ijeme pomocn� proced�ru Merge�A� p� q� r�� kde A je
pole a p� q a r s� indexy prvkov tohto po�a tak� �e p � q � r� Proced�ra predpoklad�� �e
podpolia A"p � � q# a A"q % � � � r# s� utrieden� Zl��i ich do jednho utriedenho podpo�a� ktor
nahrad
 s��asn podpole A"p � � r# ��

Teraz m��eme pou�i� proced�ru Merge ako subrutinu v na�om algoritme merge sort� Pro�
ced�ra Merge�Sort�A� p� r� utriedi prvky v podpoli A"p � � r#� Ak p � r� podpole m� nanajv��
jeden prvok� a teda je u� utrieden� Inak� krok delenia jednoducho vypo�
ta index q� ktor� roz�
del
 A"p � � r# na dve podpolia' A"p � � q#� obsahuj�ce dn��e prvkov a A"q% � � � r#� obsahuj�ce bn��c
prvkov�

Merge�Sort�A� p� r�
� if p � r then

� q� b�p % r���c
� Merge�Sort�A� p� q�
� Merge�Sort�A� q % �� r�
� Merge�A� p� q� r�

Pre utriedenie celej postupnosti A * hA"�#� A"�#� � � �� A"n#i vyvol�me proced�ru Merge�Sort

s parametrami �A� �� length"A#�� kde op!� length"A# * n�

��� Anal�za divide � conquer algoritmov

Ak algoritmus obsahuje rekurz
vne volanie samho seba� �as jeho vykon�vaniamo�no �asto pop
sa�
rekurentn�m vz�ahom alebo rekurenciou� ktor� charakterizuje celkov trvanie behu na vstupe
d$�ky n pomocou �asov behu na krat�
ch vstupoch�

Rekurencia pre �as vykon�vania divide � conquer algoritmu je zalo�en� na troch krokoch� Nech
T �n� je �as behu na problme ve�kosti n� Ak ve�kos� problmu je dostato�ne mal�� povedzme n � c

�Hoci prenech�vame presn� popis tejto proced�ry na �itate
a� je 
ahk� si predstavi�� �e jej �as vykon�vania je
line�rnou funkciou n � r � p� �� t�j� po�tu pr�ve zlu�ovan�ch prvkov�



Matematick�e z�aklady �

pre nejak� kon�tantu c� priamo�iare rie�enie trv� kon�tantn� �as� �o p
�eme ako ����� Predpokla�
dajme� �e problm rozdel
me na a podproblmov� z ktor�ch ka�d� m� ve�kos� ��b p�vodnho� Ak
vezmemeD�n� ako �as potrebn� na rozdelenie problmu na podproblmy a C�n� ako �as potrebn�
na skombinovanie rie�en
 podproblmov do rie�enia p�vodnho problmu� dostaneme rekurenciu

T �n� *

�
���� ak n � c �

aT �n�b� %D�n� % C�n� inak�

Nesk�r si uk��eme ako rie�i� rekurencie tohto tvaru�
Anal�za triedeniamerge sort Pok�sme sa stanovi� rekurenciu pre najhor�
 �as behu merge

sortu pre n �
sel� Merge sort pre jeden prvok trv� kon�tantn� �as� Ak m�me n � � prvkov� �as
vykon�vania stanov
me nasleduj�cim sp�sobom'

� Krok delenia iba vypo�
tava index prostrednho prvku podpo�a� �o trv� kon�tantn� �as�
Teda D�n� * �����

� Rekurz
vne rie�ime dva podproblmy� ka�d� o ve�kosti n��� �o prispieva �asom �T �n��� do
celkovho �asu vykon�vania�

� Skombinovanie rie�en
 podproblmov trv� ��n�� �o je �as vykon�vania proced�ry Merge
na n�prvkovom podpoli� teda C�n� * ��n��

Ak s�
tame funkcie D�n� a C�n� dostaneme line�rnu funkciu n� teda D�n� % C�n� je ��n�� Pri�
po�
tan
m ku v�razu �T �n��� dost�vame rekurenciu pre najhor�
 �as behu T �n� triedenia merge
sort'

T �n� *

�
���� ak n * � �
�T �n��� %��n� ak n � � �

Nesk�r uk��eme� �e T �n� je ��n lgn�� kde lgn je in� z�pis pre log� n� Pre dostato�ne ve�k vstupy
je teda triedenie merge sort r�chlej�ie ako insert sort�

� Matematick�e z�aklady

��� Rast funkci�

Stupe, rastu �asu behu algoritmu jednoducho charakterizuje ��innos� algoritmu a taktie� n�m
umo�,uje navz�jom porovn�va� alternat
vne algoritmy� Niekedy sme s
ce schopn
 presne ur�i�
dobu vykon�vania algoritmu� ale zvy�ajne to nem� ve�k� praktick� v�znam� Pre dostato�ne
ve�k vstupy je mo�n zanedba� multiplikat
vne kon�tanty ako aj v�razy ni��ieho r�du� Preto sa
zvy�ajne zaober�me asymptotickou ��innos�ou algoritmov� Algoritmus� ktor� je asymptoticky
efekt
vnej�
� bude zrejme najr�chlej�
 pre v�etky dostato�ne ve�k vstupy�

��� Asymptotick� not�cia

��not�cia �Asymptoticky tesn ohrani�enie�
Pre dan� funkciu g�n� ozna�ujeme ��g�n�� mno�inu funkci


��g�n�� *
�
f�n� ' existuj� kladn kon�tanty c�� c� a n	 tak� �e

� � c�g�n� � f�n� � c�g�n� pre v�etky n � n	
�
�

Funkcia f�n� teda patr
 do mno�iny ��g�n�� ak existuj� kladn kon�tanty c� a c� tak� �e f�n�
m��e by� vtesnan� medzi c�g�n� a c�g�n� pre dostato�ne ve�k n� T�to skuto�nos� zapisujeme ako
f�n� * ��g�n�� ��

De�n
cia ��g�n�� vy�aduje� aby ka�d� funkcia patriaca do ��g�n�� bola asymptoticky nez��
porn�� Zrejme g�n� by mala by� tie� asymptoticky nez�porn�� lebo inak by mno�ina ��g�n�� bola
pr�zdna� Preto budeme predpoklada�� �e ka�d� funkcia vo ��not�cii je asymptoticky nez�porn��

�Tento z�pis sa m��e spo�iatku zda� zav�dzaj�ci� no nesk�r uvid�me� �e prin��a jednozna�n� v�hody�



�� Rast funkci� �

O�not�cia �Asymptotick ohrani�enie zhora�
Ak m�me iba asymptotick ohrani�enie zhora� pou�
vame O�not�ciu� Pre dan� funkciu g�n�
ozna�ujeme O�g�n�� mno�inu funkci


O�g�n�� *
�
f�n� ' existuj� kladn kon�tanty c a n	 tak� �e

� � f�n� � c g�n� pre v�etky n � n	
�
�

Skuto�nos�� �e funkcia f�n� je prvkom mno�iny O�g�n�� ozna�ujeme� podobne ako v predch�dza�
j�com pr
pade� f�n� * O�g�n��� Treba poznamena�� �e z f�n� * ��g�n�� vypl�va f�n� * O�g�n���
nako�ko ��not�cia je silnej�ia ako O�not�cia� t�j� ��g�n�� � O�g�n���

��not�cia �Asymptotick ohrani�enie zdola�
Ako O�not�cia poskytuje asymptotick ohrani�enie zhora� tak ��not�cia poskytuje asymptotick
ohrani�enie zdola� Pre dan� funkciu g�n� ozna�ujeme ��g�n�� mno�inu funkci


��g�n�� *
�
f�n� ' existuj� kladn kon�tanty c a n	 tak� �e

� � c g�n� � f�n� pre v�etky n � n	
�
�

Pre v�etky hodnoty n� v!��ie alebo rovn n	� je f�n� na alebo nad g�n��

Veta �� Pre �ubovo�n� dve funkcie f�n� a g�n� plat� f�n� * ��g�n�� vtedy a len vtedy� ak f�n� *
O�g�n�� a f�n� * ��g�n���

Asymptotick� not�cia v rovnostiach
Zaveden
m O�not�cie p
�eme napr
klad n * O�n��� Taktie� je mo�n p
sa� �n� % �n % � *
�n� %��n�� Ako m�me interpretova� takto formuly-

Ke sa asymptotick� not�cia nach�dza osamote na pravej strane� ako v n * O�n��� u� sme
de�novali� �e znamienko rovnosti znamen� pr
slu�nos� do mno�iny� t�j� n � O�n��� Vo v�eobecnosti�
ke sa asymptotick� not�cia nach�dza vo formule� interpretujeme ju ako nejak� anonymn� funkciu�
Napr
klad formula �n� % �n% � * �n� % ��n� znamen�� �e �n� % �n% � * �n� % f�n�� kde f�n�
je nejak� funkcia z mno�iny ��n��

Pou�
vanie asymptotickej not�cie t�mto sp�sobom m��e pom�c� eliminova� zo vz�ahov nad�
byto�n detaily� Napr
klad� v predch�dzaj�com texte sme vyjadrili najhor�
 �as behu merge sortu
ako rekurenciu

T �n� * �T �n��� %��n� �

Ak za zaober�me iba asymptotick�m spr�van
m T �n�� nem� zmysel �peci�kova� v�etky �leny
ni��ieho r�du�

Po�et anonymn�ch funkci
 vo v�raze sa ch�pe ako po�et v�skytov asymptotickej not�cie� Na�
pr
klad v�raz

nX
i��

O�i� �

kde sa nach�dza iba jedna anonymn� funkcia� nie je to ist ako O���%O���% � � �%O�n�� �o nem�
jasn� interpret�ciu�

V niektor�ch pr
padoch� asymptotick� not�cia sa nach�dza na �avej strane� ako napr
klad v

�n� %��n� * ��n�� �

Takto rovnosti interpretujeme pomocou nasleduj�ceho pravidla' Nez�le�� na tom� ako s� ano	
nymn� funkcie zvolen� na�avo od znamienka rovnosti� v�dy existuje sp
sob ako zvoli� anonymn�
funkcie na pravo od rovn�tka� aby rovnos� platila�

o�not�cia
Asymptoticky horn ohrani�enie poskytovan O�not�ciou m��e� ale aj nemus
 by� asymptoticky



�� Rast funkci� �

tesn� Ohrani�enie �n� * O�n�� je asymptoticky tesn� ale ohrani�enie �n * O�n�� nie je� o�no�
t�ciu pou�
vame na ozna�enie hornho ohrani�enia� ktor nie je asymptoticky tesn� Form�lne
de�nujeme o�g�n�� ako

o�g�n�� *
�
f�n� ' pre ka�d� kladn� kon�tantu c � �� existuje kon�tanta

n	 � � tak�� �e � � f�n� � c g�n� pre v�etky n � n	
�
�

Napr
klad� �n * o�n��� ale �n� �* o�n���
De�n
cie O�not�cie a o�not�cie s� podobn� Hlavn� rozdiel je v�ak v tom� �e ak f�n� * O�g�n���

ohrani�enie � � f�n� � c g�n� plat
 pre nejak� kon�tantu c � �� zatia��o v f�n� * o�g�n��� ohra�
ni�enie � � f�n� � c g�n� plat
 pre v�etky kon�tanty c � �� Intuit
vne� v o�not�cii� funkcia f�n�
sa st�va zanedbate�nou v porovnan
 s g�n� �
m viac sa n bl
�i nekone�nu� t�j�

lim
n��

f�n�
g�n�

* � �

��not�cia
Analogicky� ��not�cia je v podobnom vz�ahu ku ��not�cii ako o�not�cia ku O�not�cii� ��not�ciu
pou�
vame na popis dolnho ohrani�enia� ktor nie je asymptoticky tesn� Jedn�m zo sp�sobov�
ako ju zade�nova�� je

f�n� � ��g�n�� vtedy a len vtedy� ak g�n� � o�f�n�� �

Form�lne v�ak ��g�n�� de�nujeme ako mno�inu

��g�n�� *
�
f�n� ' pre ka�d� kladn� kon�tantu c � �� existuje kon�tanta

n	 � � tak�� �e � � c g�n� � f�n� pre v�etky n � n	
�
�

Napr
klad n��� * ��n�� ale n��� �* ��n��� Zo vz�ahu f�n� * ��g�n�� vypl�va� �e

lim
n��

f�n�
g�n�

*	 �

za predpokladu� �e limita existuje� Teda f�n� neohrani�ene rastie v porovnan
 s g�n� �
m viac sa
n bl
�i nekone�nu�

Porovnanie funkci�

Mnoho rela�n�ch vlastnost
 re�lnych �
sel sa vz�ahuje aj na asymptotick porovn�vania� Predpo�
kladajme teraz� �e f�n� a g�n� s� asymptoticky kladn�

Tranzit�vnos��
f�n� * ��g�n�� a g�n� * ��h�n�� implikuje f�n� * ��h�n�� �
f�n� * O�g�n�� a g�n� * O�h�n�� implikuje f�n� * O�h�n�� �
f�n� * ��g�n�� a g�n� * ��h�n�� implikuje f�n� * ��h�n�� �
f�n� * o�g�n�� a g�n� * o�h�n�� implikuje f�n� * o�h�n�� �
f�n� * ��g�n�� a g�n� * ��h�n�� implikuje f�n� * ��h�n�� �

Re�exivita�

f�n� * ��f�n�� �
f�n� * O�f�n�� �
f�n� * ��f�n�� �

Symetria�

f�n� * ��g�n�� vtedy a len vtedy� ak g�n� * ��f�n�� �



�� Rast funkci� �

Obr�ten� symetria�

f�n� * O�g�n�� vtedy a len vtedy� ak g�n� * ��f�n�� �
f�n� * o�g�n�� vtedy a len vtedy� ak g�n� * ��f�n�� �

Mo�no si v�imn�� anal�giumedzi asymptotick�mporovnan
m dvoch funkci
 f a g a porovnan
m
dvoch re�lnych �
sel a a b'

f�n� * O�g�n�� 
 a � b �
f�n� * ��g�n�� 
 a � b �
f�n� * ��g�n�� 
 a * b �
f�n� * o�g�n�� 
 a � b �
f�n� * ��g�n�� 
 a � b �

Toto n�s v�ak nesmie vies� ku zov�eobecneniu� Napr
klad trichot�mia �� ktor� plat
 pre re�lne �
sla�
neplat
 pre porovn�vanie v asymptotickej not�cii� Taktie�� v�etky re�lne �
sla mo�no navz�jom
porovna�� no napr
klad funkcie n a n�
sinn s� navz�jom neporovnate�n�

��� �tandardn� z�pisy a funkcie

V nasleduj�com bude podan� preh�ad �tandardn�ch matematick�ch funkci
 a z�pisov plus vysvet�
lenie vz�ahov medzi nimi�

Monot�nnos�
Funkcia f�n� je rast�ca� ak z m � n vypl�va f�m� � f�n�� Podobne� f�n� je klesaj�ca� ak
z m � n vypl�va f�m� � f�n�� Funkcia f�n� je r�dzo rast�ca ak z m � n vypl�va f�m� � f�n�
a r�dzo klesaj�ca� ak z m � n vypl�va f�m� � f�n��

Cel� �asti

Pre ka�d re�lne �
slo x ozna�
me najv!��ie cel �
slo men�ie alebo rovn x symbolom bxc a naj�
men�ie cel �
slo v!��ie alebo rovn x symbolom dxe� Pre v�etky re�lne �
sla x m�me

x� � � bxc � x � dxe � x% � �

Pre ka�d cel �
slo n plat

dn��e % bn��c * n

a pre ka�d cel �
slo n a cel �
sla a �* � a b �* � je

ddn�ae�be * dn�abe a bbn�ac�bc * bn�abc � ���

Polyn�my
Nech d je prirodzen �
slo� Polyn�m stup�a d premennej n je funkcia p�n� tvaru

p�n� *
dX

i�	

ain
i �

kde kon�tanty a	� a�� � � � � ad s� koe�cienty polyn�mu� pri�om ad �* �� Polyn�m je asymptoticky
kladn�� ak ad � �� Pre asymptoticky kladn� polyn�m p�n� stup,a d m�me p�n� * ��nd�� Pre
�ubovo�n� re�lnu kon�tantu a � � je funkcia na rast�ca a pre �ubovo�n� re�lnu kon�tantu a � � je
funkcia na klesaj�ca� Hovor
me� �e funkcia f�n� je polynomi�lne ohrani�en�� ak f�n� * nO����
�o je ekvivalentn tvrdeniu� �e f�n� * O�nk� pre nejak� kon�tantu k�

�Pre 
ubovo
n� dve re�lne ��sla a a b plat� pr�ve jedno z nasleduj�cich� a � b� a � b alebo a � b�



�� Rast funkci� ��

Exponenci�lne funkcie

Pre v�etky re�lne �
sla a �* �� m a n platia nasleduj�ce identity'

a	 * � � a� * a �
a�� * ��a � �am�n * amn �

�am�n * �an�m � aman * am
n �

Pre ka�d a � � je funkcia an v premennej n rast�ca�
R�chlos� rastu polyn�mov a exponenci�lnych funkci
 porovn�va nasleduj�ce tvrdenie� Pre

v�etky re�lne kon�tanty a � � a b plat


lim
n��

nb

an
* � � ���

z �oho mo�no vyvodi�� �e nb * o�an�� Teda ka�d� exponenci�lna funkcia rastie r�chlej�ie ako
�ubovo�n� polyn�m�

Pre ka�d re�lne �
slo x m�me

ex * � % x%
x�

�.
%
x�

�.
% � � � *

�X
i�	

xi

i.
�

kde (.) ozna�uje funkciu faktori�l� ktor� bude de�novan�  alej� Pre ka�d re�lne �
slo x plat

nerovnos�

ex � � % x �

pri�om rovnos� nast�va iba v pr
pade� ke x * �� Ak jxj � � plat
 nasleduj�ce ohrani�enie'

� % x � ex � � % x% x� �

Ak x� �� aproxim�cia ex v�razom � % x je celkom dobr�'

ex * � % x% ��x�� �

�V tejto rovnosti bola asymptotick� not�cia pou�it� pre spr�vanie v limitex� � namiesto x�	��
Pre ka�d x plat
'

lim
n��

�
� %

x

n

�n
* ex �

Logaritmy

Budeme pou�
va� nasleduj�ce z�pisy'

lgn * log� n �dvojkov� logaritmus��
lnn * loge n �prirodzen� logaritmus��
lgk n * �lgn�k �umoc,ovanie��
lg lgn * lg�lgn� �kompoz
cia��

D�le�itou nota�nou konvenciou� ktor� si treba osvoji� je� �e logaritmick� funkcie sa bud� aplikova�
len na nasleduj�ci vraz vo formule� tak�e lgn% k bude znamena� �lgn� % k a nie lg�n% k�� Pre
n � � a b � �� funkcia logb n je r�dzo rast�ca�

Pre v�etky re�lne �
sla a � �� b � �� c � � a n plat


a * blogb a � logc�ab� * logc a % logc b �

logb a
n * n logb a � logb a *

logc a
logc b

�

logb���a� * � logb a � logb a * �� loga b �

alogb n * nlogb a �



�� Rast funkci� ��

Nako�ko zmena z�kladu logaritmu ovplyvn
 hodnotu logaritmu iba o nejak� multiplikat
vnu
kon�tantu� budeme pou�
va� z�pis lgn v�dy� ke n�s nebud� zauj
ma� kon�tantn faktory�

Jednoduch� rozvoj ln�� % x� do radu za predpokladu� �e jxj � �'

ln�� % x� * x� x�

�
%
x�

�
� x�

�
%
x�

	
� � � � �

Taktie� platia nasleduj�ce nerovnosti pre x � ��'
x

� % x
� ln�� % x� � x �

pri�om rovnos� nast�va iba v pr
pade� �e x * ��
Hovor
me� �e funkcia f�n� je polylogaritmicky ohrani�en�� ak f�n� * lgO��� n� Rast poly�

n�mov a polylogaritmov m��eme porovna� vykonan
m substit�cie lgn za n a �a za a vo vz�ahu
���� �o d�va

lim
n��

lgb n
�algn

* lim
n��

lgb n
na

* � �

Z tejto limity mo�no vyvodi�� �e lgb n * o�na� pre �ubovo�n� kon�tantu a � �� Teda �ubovo�n�
polynomi�lna funkcia rastie r�chlej�ie ako ak�ko�vek polylogaritmick� funkcia�

Faktori�ly
Hodnota v�razu n. je de�novan� pre cel �
sla n � � ako

n. *

�
� ak n * � �
n � �n� ��. ak n � � �

Slab horn ohrani�enie faktori�lu je zrejme n. � nn� Stirlingova aproxim�cia�

n. *
p
�	n

�n
e

�n
�� %����n�� �

n�m poskytuje u��ie horn i doln ohrani�enie� Pou�it
m Stirlingovej aproxim�cie mo�no dok�za�

n. * o�nn� �
n. * ���n� �

lg�n.� * ��n lgn� �

Pre v�etky n taktie� plat
 nasleduj�ce ohrani�enie '

p
�	n

�n
e

�n
� n. �

p
�	n

�n
e

�n
�����n�
�

Iterovan� logaritmick� funkcia
Pre iterovan� logaritmus pou�
vame ozna�enie lg� n� Nech funkcia lg�i� n je de�novan� rekurz
vne
pre prirodzen �
sla i ako

lg�i� n *

��	�

n ak i * � �
lg�lg�i��� n� ak i � � a lg�i��� n � � �
nede�novan� ak i � � a lg�i��� n � � alebo lg�i��� n je nede�novan��

Pozor na odl
�enie pr�ve de�novanej funkcie lg�i� n �logaritmus aplikovan� n�sledne i kr�t s po�
�iato�n�m argumentom n� od lgi n �logaritmus n umocnen� na i�� Iterovan� logaritmick� funkcia
je de�novan� ako

lg� * min
n
i � � ' lg�i� n � �

o
�
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Iterovan� logaritmus je ve�mi pomaly rast�ca funkcia'
lg� � * �� lg� � * �� lg� �� * �� lg� �		�� * �� lg�

�
������

�
* 	�

Fibonacciho ��sla
Fibonacciho ��sla s� de�novan nasleduj�cou rekurenciou'

F	 * � �
F� * � �
Fi * Fi�� % Fi�� pre i � � �

Teda ka�d Fibonacciho �
slo je s��tom dvoch predch�dzaj�cich� �o d�va postupnos�

�� �� �� �� ��	������������		� � � � �

Fibonacciho �
sla s� �zko sp!t so zlat�m rezom 
 a k nemu zdru�en�m �
slom b
� ktor s� dan
vz�ahmi


 *
� %

p
	

�
b
 *

��p	
�

* ������� � � � � * �������� � � � �
�peci�lne m�me

Fi *

i � b
ip

	
�

�o mo�no dok�za� indukciou� Nako�ko je jb
j � �� m�me jb
ij�p	 � ��
p
	 � ���� tak�e i�te

Fibonacciho �
slo Fi je rovn 
i�
p
	 po zaokr�hlen
 na najbli��ie cel �
slo� To ale znamen�� �e

Fibonacciho �
sla rast� exponenci�lne�

��� Rekurentn� vz�ahy

Ak algoritmus obsahuje rekurz
vne volanie samho seba� �asto mo�no �as jeho behu pop
sa� re�
kurenciou� Rekurencia je rovnos� alebo nerovnos�� ktor� popisuje funkciu na z�klade jej hodn�t
pre men�ie argumenty� V tejto �asti poskytneme tri met�dy rie�enia rekurenci
 pre ur�ovanie
asymptotick�ch (�) alebo (O) ohrani�en
 rie�enia� V substitu�nej met�de odhadujeme hra�
nicu� a potom pou�
vame matematick� indukciu na d�kaz� �e n�� odhad bol spr�vny� Itera�n�
met�da konvertuje rekurenciu na sum�ciu� a potom sa spolieha na techniky pre ohrani�ovanie
sum�ci
 na vyrie�enie rekurencie� Master met�da poskytuje ohrani�enia pre rekurencie tvaru

T �n� * a T �n�b� % f�n� �

kde a � �� b � � a f�n� je dan� funkcia�

Technick� z�le�itosti
V praxi zvykneme zanedb�va� ur�it technick detaily ke kon�truujeme alebo rie�ime rekurencie�
Vhodn�m pr
kladom je napr
klad predpoklad� �e funkcie maj� iba celo�
seln argumenty� Oby�
�ajne je �as behu T �n� algoritmu de�novan� iba ak n je cel �
slo� Napr
klad rekurencia popisuj�ca
najhor�
 �as behu proced�ry Merge�Sort je v skuto�nosti

T �n� *

�
���� ak n * � �
T �dn��e� % T �bn��c� % ��n� ak n � � �

���

Hrani�n podmienky reprezentuj�  al�iu triedu detailov� ktor oby�ajne ignorujeme� Nako�ko �as
behu algoritmu na vstupe kon�tantnej d$�ky je kon�tanta� takto vzniknut rekurencie vo v�eobec�
nosti obsahuj� rovnos� T �n� * ���� pre dostato�ne mal n� Preto v rekurenci�ch nebudeme t�to
skuto�nos� explicitne pod�va�� Hoci sa zmena hodnoty T ��� prejav
 na rie�en
 rekurencie� ale toto
rie�enie sa zvy�ajne zmen
 iba o kon�tantn� faktor� �o je v!��inou nepodstatn�
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��� Substitu�n� met�da

Pri rie�en
 rekurenci
 substitu�nou met�dou mus
me najprv odhadn�� tvar rie�enia� a potom pou�i�
t
mmatematickej indukcie n�js� ch�baj�ce kon�tanty� pri�om uk��eme� �e na�e rie�enie je spr�vne�
N�zov tejto met�dy poch�dza zo substit�cie odhadovanho rie�enia za funkciu ke induk�n� hy�
potzu overujeme pre men�ie hodnoty� Mo�no ju v�ak aplikova� len v pr
padoch� ke je �ahk �sme
schopn
� odhadn�� tvar rie�enia�

Substitu�n� met�du mo�no pou�i� na stanovenie ako hornho� tak aj dolnho ohrani�enia� Ako
pr
klad vezmime horn ohrani�enie pre rekurenciu

T �n� * �T �bn��c� % n � ���

�o sa podob� napr
klad rekurencii ���� Nech teda na�e odhadovan rie�enie je T �n� * O�n lgn��
Teraz je na�
m cie�om uk�za�� �e T �n� � cn lgn pre nejak� vhodne zvolen� kon�tantu c � ��
Za�neme predpokladom� �e ohrani�enie plat
 pre bn��c� t�j�� �e T �bn��c� � cbn��c lg�bn��c��
Substit�cia do rekurencie d�va'

T �n� � ��cbn��c lg�bn��c�� % n
� cn lg�n��� % n
* cn lgn� cn lg � % n
* cn lgn� cn% n
� cn lgn �

pri�om posledn� krok plat
 za predpokladu� �e c � ��
Teraz treba uk�za�� �e na�e rie�enie plat
 aj pre hrani�n podmienky� t�j� mus
me uk�za�� �e

existuje dostato�ne ve�k� kon�tanta c tak�� �e pre medzn podmienky plat
 ohrani�enie T �n� �
cn lgn�

Zmena premenn�ch
Niekedy je mo�n� pou�it
m nepatrnej algebraickej manipul�cie� prerobi� nezn�mu rekurenciu na
rekurenciu� ktor� n�m u� je zn�ma� Ako pr
klad uva�ujme rekurenciu

T �n� * �T �bpnc� % lgn �

ktor� sa zd� by� zlo�it�� M��eme ju zjednodu�i� zmenou premenn�ch� Predpokladajme teraz� �e
hodnoty� s ktor�mi pracujeme s� celo�
seln� Substit�cia m * lgn d�va

T ��m� * �T ��m��� %m �

Nech teraz S�m� * T ��m�� �
m z
skame rekurenciu

S�m� * �S�m��� %m �

ktor� n�padne pripom
na rekurenciu ��� a m� to ist rie�enie' S�m� * O�m lgm�� Sp!tnou
substit�ciou m�me T �n� * T ��m� * S�m� * O�m lgm� * O�lgn lg lgn��

��� Itera�n� met�da

Met�da iterovania rekurencie nevy�aduje odhadn�� rie�enie� ale m��e by� treba vykona� viac ope�
r�ci
 ako pri substitu�nej met�de� My�lienkou je expandovanie �iter�cia� rekurencie a jej vyjadrenie
v tvare sumy v�razov z�visl�ch iba od n a po�iato�n�ch podmienok�

Ako pr
klad uva�ujme rekurenciu

T �n� * �T �bn��c� % n �

Iterujme ju nasledovn�m sp�sobom'

T �n� * n% �T �bn��c�
* n% ��bn��c% �T �bn���c��
* n% ��bn��c% ��bn���c% �T �bn���c���
* n% �bn��c% �bn���c% ��T �bn���c� �
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kde bbn��c��c * bn���c a bbn���c��c * bn���c vypl�vaj� z ����
Dokedy mus
me iterova� rekurenciu pok�m naraz
me na hrani�n� podmienku- i�ty v�raz v roz�

voji je �ibn��ic� Iter�cia naraz
 na n * � ke bn��ic * �� t�j� ke i prekro�
 log� n� Pokra�ovan
m
v iter�cii po tento bod a pou�it
m nerovnosti bn��ic � n��i zist
me� �e

T �n� � n% �n�� % �n��� % ��n��� % � � �% �log� n����

� n

�X
i�	

�
�
�

�i

%��nlog� ��

* �n% o�n�
* O�n� �

Pou�ili sme tu skuto�nos�� �e log� � � �� aby sme mohli tvrdi�� �e ��nlog� �� * o�n��
Itera�n� met�da zvy�ajne vedie ku mno�stvu oper�ci
� preto k���om k �spe�nmu zvl�dnutiu

tejto techniky je zameranie sa na dva parametre' po�et� ko�kokr�t treba iterova� rekurenciu na
dosiahnutie hrani�nej podmienky a s��et v�razov vznikaj�cich na ka�dej �rovni iter�cie� Niekedy
je mo�n u� po�as iterovania odhadn�� tvar rie�enia & vtedy pou�ijeme substitu�n� met�du�

Ak rekurencia obsahuje doln a horn cel �asti� m��e sa v�po�et ve�mi skomplikova�� �asto
pom��e predpoklad� �e rekurencia je de�novan� iba pre celo�
seln mocniny nejakho �
sla�

Rekurz�vne stromy
Rekurz�vny strom je v�hodn�m n�strojom pre vizualiz�ciu toho� �o sa deje� ke iterujeme
rekurenciu� Je zvl��� vhodn� ak rekurencia popisuje divide � conquer algoritmus� Obr�zok �
zn�zor,uje odvodenie rekurz
vneho stromu pre

T �n� * �T �n��� % n� �

Kv�li jednoduchosti predpoklad�me� �e n je celo�
seln� mocnina �� �as� �a� obr�zku zn�zor,uje
T �n�� �o v �asti �b� u� je rozvinut do ekvivalentnho stromu reprezentuj�ceho rekurenciu� V�raz
n� je kore, �n�roky prvej �rovne rekurzie� a dva podstromy kore,a s� dve men�ie rekurencie
T �n���� �as� �c� zn�zor,uje tento proces e�te o jeden krok  alej po rozvinut
 T �n���� N�roky
oboch poduzlov na druhej �rovni rekurzie s� �n����� Pokra�ujeme rozv
jan
m ka�dho uzla stromu
rozde�ovan
m pod�a rekurencie� pok�m nedosiahneme hrani�n� podmienku� �as� �d� zn�zor,uje
plne rozvinut� strom�

Teraz vyhodnot
me rekurenciu s�
tan
m hodn�t na ka�dej �rovni stromu� Vrchn� �rove, m�
celkov� hodnotu n�� druh� �rove, m� �n����% �n����n���� tretia m� hodnotu �n����%�n����%
�n����% �n���� * n���� at � Nako�ko tieto hodnoty klesaj� geometricky� ich s��et bude v!��
 ako
najv!��
 �prv�� v�raz nanajv�� o nejak� multiplikat
vnu kon�tantu� teda rie�enie je ��n���

In�m� trochu zlo�itej�
m pr
kladom m��e by� na obr�zku � rekurz
vny strom pre

T �n� * T �n��� % T ��n��� % n �

kde op!� pre jednoduchos� vynech�vame oper�cie dolnej a hornej celej �asti� Ak s�
tame hodnoty
na jednotliv�ch �rovniach rekurz
vneho stromu� dostaneme hodnotu n pre ka�d� �rove,� Najdlh�ia
cesta od kore,a k listu je n� �����n� ������n� � � � � �� Ke �e �����kn * � ak k * log��� n�
v��ka stromu je log��� n� Teda horn�m ohrani�en
m rie�enia rekurencie je n log��� n * O�n lgn��
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Obr� �' Kon�trukcia rekurz	vneho stromu pre rekurenciu T 
n� � �T 
n���  n�� �as� 
a� zn�zor�uje
funkciu T 
n�� ktor� je expandovan� v 
b��
d� pre sformovanie rekurz	vneho stromu� Plne rozvinut�
strom v �asti 
d� m� v��ku lg n 
m� lg n � �rovn	��
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Obr� �' Rekurz	vny strom pre rekurenciu T 
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Triedenie a h�adanie k�teho najmen�ieho prvku ��

��� Master met�da

Master met�da poskytuje jednoduch� n�vod ako rie�i� rekurencie tvaru

T �n� * aT
�n
b

�
% f�n� � �	�

kde a � � a b � � s� kon�tanty a f�n� je asymptoticky kladn� funkcia� Hoci Master met�da
vy�aduje zapam!tanie � pr
padov� jej pou�it
m sa zjednodu�
 rie�enie mno�stva rekurenci
�

Rekurencia �	� popisuje �as behu algoritmu� ktor� rozde�uje problm ve�kosti n na a pod�
problmov� ka�d� o ve�kosti n�b� kde a a b s� nejak kladn kon�tanty� Podproblmy s� rie�en
rekurz
vne� ka�d� v �ase T �n�b�� N�roky na delenie problmu a skombinov�vanie v�sledkov vznik�
nut�ch podproblmov s� popisovan funkciou f�n��

Veta �� �Master Theorem� Nech a � �� b � � s� kon�tanty� nech f�n� je �asymptoticky
kladn�� funkcia a T �n� je de�novan� rekurentne ako nez�porn� funkcia

T �n� * a T
�n
b

�
% f�n� �

kde n�b berieme bu� ako bn�bc alebo ako dn�be� Potom T �n� mo�no asymptoticky ohrani�i� na	
sledovne�

�� Ak f�n� * O
�
nlogb a��

�
pre nejak� kon�tantu � � �� potom T �n� * ��nlogb a��

�� Ak f�n� * �
�
nlogb a

�
� potom T �n� * �

�
nlogb a lgn

�
�

�� Ak f�n� * �
�
nlogb a
�

�
� � � � a ak af�n�b� � cf�n� pre nejak� kon�tantu c � � a pre

v�etky dostato�ne ve�k� n� potom T �n� * ��f�n���

� Triedenie a hl�adanie k�teho najmen�sieho prvku

T�to �as� prezentuje nieko�ko algoritmov na rie�enie nasleduj�ceho probl	mu triedenia '

Vstup� Postupnos� n �
sel ha�� a�� � � � � ani�
V�stup� Permut�cia ha��� a��� � � � � a�ni vstupnej postupnosti tak�� �e a�� � a�� � � � � � a�n�

Vstupn� postupnos� je zvy�ajne n�prvkov pole� hoci m��e by� reprezentovan� aj in�m sp�sobom�
napr
klad ako sp�jan� zoznam�

�trukt�ra d�t
V praxi s� �
sla� ktor maj� by� utrieden� zriedkakedy izolovan�mi hodnotami� Zvy�ajne s� �as�
�ami mno�
n d�t� ktor sa naz�vaj� z�znamy� Ka�d� tak�to z�znam obsahuje k
�� & hodnotu�
pod�a ktorej triedime & a zvy�ok z�znamu pozost�vaj�ci zo satelitn�ch d�t� Ak ka�d� z�znam
obsahuje ve�k mno�stvo satelitn�ch d�t� �asto namiesto premiest,ovania cel�ch z�znamov per�
mutujeme iba ukazovatele na tieto z�znamy�

Tieto implementa�n detaily s� t�m� �
m sa l
�i algoritmus od programu� �i triedime indivi�
du�lne �
sla alebo ve�k z�znamy� je to irelevantn pre met�du� ktorou triediaca proced�ra ur�uje
utrieden poradie� Teda� ak sa zameriavame na problm triedenia� zvy�ajne predpoklad�me� �e
vstup pozost�va iba z �
sel�

Triediace algoritmy
U� sme uviedli dva algoritmy� ktor triedia postupnosti n �
sel� Insert sort potrebuje v najhor�om
pr
pade na utriedenie �as ��n��� hoci je r�chly pre vstupy mal�ch ve�kost
� Merge sort mal lep�

asymptotick� �as behu� ��n lgn�� ale proced�ra Merge� ktor� pou�
va nepracuje in situ� V tejto
�asti uvedieme  al�ie dva algoritmy� ktor triedia postupnosti �ubovo�n�ch re�lnych �
sel�



�� Heapsort ��

��� Heapsort

��� Halda

D�tov� �trukt�ra �bin�rna� halda je pole� na ktor mo�no h�adie� ako na �pln� �a� na posledn�
�rove,� kde je �pln� z�ava� bin�rny strom �vi obr� ��� Ka�d� uzol stromu kore�ponduje s prvkom
po�a� ktor� uchov�va hodnotu tohto uzla� Pole A� ktor reprezentuje haldu� je objekt s dvoma
atrib�tami' length"A#� �o je celkov� po�et prvkov v poli� a heap�size "A#� �o je po�et prvkov haldy
ulo�enej v tomto poli� T�j�� hoci cel pole A"� � � length"A## m��e obsahova� platn hodnoty� �iadny
prvok za A"heap�size"A##� kde heap�size"A# � length"A#� nie je prvkom haldy� Kore,om stromu je
A"�#� otcom i�teho uzla je prvok s indexom Parent�i�� �av�m synom je prvok s indexom Left�i�
a prav�m synom je prvok s indexom Right�i�� Tieto funkcie mo�no vypo�
ta� jednoducho'

Parent�i�
� return bi��c

Left�i�
� return �i

Right�i�
� return �i % �

Halda mus
 sp$,a� tzv� vlastnos� haldy ' pre ka�d� uzol i r�zny od kore,a plat
'

A"Parent�i�# � A"i# � ���

teda hodnota v uzle je men�ia alebo rovn� hodnote v jeho otcovi� To znamen�� �e najv!��ia
hodnota je v koreni� a podstromy �ubovo�nho uzla neobsahuj� v!��ie hodnoty ako hodnota tohto
uzla�

Pod v��kou uzla v strome rozumieme po�et hr�n na najdlh�ej jednoduchej ceste od uzla k listu
a v��ku stromu de�nujeme ako v��ku jeho kore,a� V��ka stromu reprezentuj�ceho haldu je teda
��lgn��
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Obr� �' Halda zobrazen� ako 
a� bin�rny strom� 
b� ako pole� �	sla v kru�niciach s� hodnoty ulo�en�
v uzloch stromu a �	sla mimo kru�n	c s� ich prisl�chaj�ce indexy do po�a�

��� Udr�iavanie haldy

Heapify je d�le�it� proced�ra pre manipul�ciu s haldou� Jej vstupom je pole A a index i do tohto
po�a� Ak je t�to rutina vyvolan�� predpoklad�� �e bin�rne stromy s kore,mi Left�i� a Right�i�
s� haldy� ale A"i# m��e ma� men�iu hodnotu ako jeho deti� �o poru�uje vlastnos� haldy ���� /lohou
Heapify je premiestni� hodnotu v A"i# na tak miesto� aby sa podstrom s kore,om i stal haldou�
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Obr� �' �innos� Heapify
A� ��� kde heap�size �A� � ��� 
a� Po�iato�n� kon�gur�cia haldy� s hodnotou
A��� poru�uj�cou vlastnos� haldy� T�to vlastnos� je obnoven� pre uzol � v 
b� v�menou A��� za A���� �o
z�rove� naru�uje haldu v uzle �� Rekurz	vne vyvolanie Heapify
A� �� teraz nastav	 i � �� Po z�mene A���
s A���� ako je zn�zornen� v 
c� je uzol � u� vporiadku� a rekurz	vne vyvolanie Heapify
A� �� nevyvol�
�iadnu zmenu tejto d�tovej �trukt�ry�

Heapify�A� i�
� l � Left�i�
� r � Right�i�
� if �l � heap�size "A#� and �A"l# � A"i#�
� then largest � l
� else largest � i
� if �r � heap�size"A#� and �A"r# � A"largest#�
� then largest � r
� if largest �* i then

� exchange A"i#� A"largest#
�� Heapify�A� largest�

Obr�zok � zn�zor,uje �innos� Heapify� V ka�dom kroku je ur�en� najv!��
 prvok z A"i#�
A"Left�i�# a A"Right�i�#� a jeho index je ulo�en� do premennej largest� Ak hodnota A"i# je
najv!��ia� potom podstrom s kore,om v uzle i je halda a proced�ra kon�
� Inak najv!��iu hodnotu
m� jeden zo synov� a preto je A"i# vymenen� za A"largest#� �o sp�sob
� �e uzol i spolu s jeho synmi
bud� sp$,a� vlastnos� haldy� Uzol largest m� teraz p�vodn� hodnotu A"i#� a teda podstrom
s kore,om v tomto uzle m��e poru�ova� vlastnos� haldy� N�sledne mus
 by� pre tento podstrom
rekurz
vne vyvolan� proced�ra Heapify�

�as behu proced�ry Heapify na podstrome ve�kosti n s kore,om v danom uzle i pozost�va
z �asu ���� potrebnho na vz�jomn� v�menu prvkov A"i#� A"Left�i�# a A"Right�i�# a z �asu pre
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beh Heapify na podstrome s kore,om v jednom zo synov uzla i� Tak�to podstrom m��e ma�
ve�kos� nanajv�� �n�� & najhor�
 pr
pad nast�va� ke posledn� �rove, stromu je zaplnen� presne
do polovice & teda �as behu Heapify mo�no pop
sa� rekurenciou

T �n� � T ��n��� %���� �

Rie�enie tejto rekurencie� pou�it
m Master Theoremu� je T �n� * O�lgn�� Tento �as m��eme
popr
pade charakterizova� ako O�h�� kde h je v��ka pr
slu�nho uzla�

��� Vytv�ranie haldy

Pre vytvorenie haldy z po�a A"� � � n#� kde n * length"A#� m��eme pou�i� proced�ru Heapify

postupn�m prech�dzan
m stromu zdola nahor� Nako�ko v�etky prvky v podpoli A"�bn��c%�� � � n#
s� listy� ka�d� z nich tvor
 jednoprvkov� haldu� Proced�ra Build�Heap prech�dza postupne
zvy�n uzly stromu a na ka�dom vykon�va oper�ciu Heapify� Poradie� v ktorom tieto uzly
prech�dza� zabezpe�uje� aby podstromy s kore,mi v synoch uzla i boli haldy predt�m� ako sa na
tomto uzle za�ne vykon�va� oper�cia Heapify�

Build�Heap�A�
� heap�size "A#� length"A#
� for i� blength"A#��c downto � do

� Heapify�A� i�

Obr� 	 zn�zor,uje �innos� proced�ry Build�Heap�
Jednoduch horn ohrani�enie �asu behu Build�Heap m��eme vypo�
ta� nasledovn�m sp�so�

bom� Ka�d volanie Heapify trv� �as O�lgn� a t�to rutina je vyvolan� O�n��kr�t� Preto celkov�
�as behu bude nanajv�� O�n lgn�� T�to hranica je s
ce korektn�� ale nie asymptoticky tesn��

Tesnej�ie ohrani�enie m��eme odvodi� ak si uvedom
me� �e �as behu Heapify na danom uzle
z�vis
 od jeho v��ky v strome� a �e v��ky v!��iny uzlov s� relat
vne mal� Vyu�ijeme skuto�nos��
�e v n�prvkovej halde je nanajv�� dn��h
�e uzlov v��ky h�

�as potrebn� pre beh Heapify na uzle v��ky h je O�h�� tak�e celkov n�roky proced�ry
Build�Heap m��eme vyjadri� ako

blg ncX
h�	

l n

�h
�

m
O�h� * O

�n blgncX
h�	

h

�h

�A
Posledn� sumu mo�no vyhodnoti� s vyu�it
m nasleduj�cej rovnosti

�X
h�	

h

�h
*

���
��� �����

* � �

Teda

O

�n blgncX
h�	

h

�h

�A * O

�
n

�X
h�	

h

�h

�
* O�n� �

�o znamen�� �e z neusporiadanho po�a sme schopn
 vytvori� haldu v line�rnom �ase�

��� Algoritmus triedenia heapsort

Algoritmus heapsort najprv pomocou Build�Heap vytvor
 zo vstupnho po�a A"� � � n# haldu� Na�
ko�ko najv!��
 prvok po�a je ulo�en� v A"�#� mo�no ho okam�ite premiestni� na jeho spr�vnu poz
ciu
z�menou za A"n#� Ak teraz vyl��ime uzol n z haldy �zn
�en
m hodnoty heap�size "A#�� zist
me� �e
z A"� � � �n� ��# mo�no �ahko op!� vytvori� haldu� Vlastnos� haldy toti� m��e poru�ova� len nov�
kore, stromu� V�etko� �o treba vykona� na obnovenie vlastnosti haldy� je zavola� Heapify�A� ���
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Obr� �' �innos� Build�Heap� Zn�zornenie d�tovej �trukt�ry pred vyvolan	m Heapify na riadku �
proced�ry Build�Heap� 
a� �� prvkov� vstupn� pole A a bin�rny strom� ktor� toto pole reprezentuje�
Obr�zok zn�zor�uje� �e index i ukazuje na uzol � pred zavolan	m Heapify
A� i�� 
b� V�sledn� d�tov�
�trukt�ra� Index i v !al�ej iter�cii ukazuje na uzol �� 
c��
e� N�sledn� iter�cie cyklu for v Build�Heap�

f� Halda po ukon�en	 vykon�vania Build�Heap�

�o vytvor
 z A"� � � �n� ��# op!� haldu� Algoritmus heapsort potom tento proces opakuje a� po
haldu ve�kosti ��
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Heapsort�A�
� Build�Heap�A�
� for i� length"A# downto � do

� exchange A"�#� A"i#
� heap�size"A#� heap�size"A#� �
� Heapify�A� ��

�as behu proced�ry Heapsort je O�n lgn�� nako�ko Build�Heap trv� O�n� a ka�d z n� �
vyvolan
 Heapify trv� O�lgn��

��
 Prioritn� fronta

Prioritn� fronta je d�tov� �trukt�ra pre uchov�vanie mno�iny S prvkov� z ktor� ka�d�ch m�
priraden� hodnotu naz�van� k
��� Prioritn� fronta podporuje nasleduj�ce oper�cie'

� Insert�S� x� vlo�
 prvok x do mno�iny S �S � S  fxg��
� Maximum�S� vr�ti prvok S s najv!��ou hodnotou k���a �maxfx j x � Sg��
� Extract�Max�S� vr�ti prvok S s najv!��ou hodnotou k���a� pri�om ho z mno�iny S od�
str�ni�

Jednou z aplik�ci
 prioritnej fronty je pl�novanie �innost
 na zdie�anom po�
ta�i� Prioritn� fronta
udr�iava preh�ad o �innostiach� ktor sa maj� vykona�� a ich priorit�ch� Ak nejak� �innos� skon�

alebo je preru�en�� vyberie sa  al�ia �innos� s najvy��ou prioritou pou�it
mExtract�Max� Nov�
�innos� mo�no zaradi� do fronty kedyko�vek pou�it
m Insert�

Na implement�ciu prioritnej fronty mo�no pou�i� haldu� Oper�cia Heap�Maximum vracia
najv!��
 prvok haldy v �ase ���� jednoducho vr�ten
m hodnoty A"�# z haldy� K�d proced�ry
Heap�Extract�Max sa podob� telu cyklu for proced�ry Heapsort'

Heap�Extract�Max�A�
� if heap�size"A# � � then

� error )heap under0ow(
� max � A"�#
� A"�#� A"heap�size"A##
� heap�size "A#� heap�size "A#� �
� Heapify�A� ��
� return max

�as behu Heap�Extract�Max je zrejme O�lgn�� nako�ko vykon�va iba o kon�tantn mno�stvo
pr�ce viac ako Heapify�

Proced�ra Heap�Insert vklad� do haldy A nov� uzol� Najprv haldu roz�
ri pridan
m novho
listu do stromu� Potom od tohto listu a� ku kore,u postupne prech�dza strom dovtedy� pok�m
nen�jde pre nov� prvok spr�vne miesto�

Heap�Insert�A� key�
� heap�size "A#� heap�size "A# % �
� i� heap�size"A#
� while �i � �� and �A"Parent�i�# � key� do

� A"i#� A"Parent�i�#
� i� Parent�i�
� A"i#� key

�as behu Heap�Insert na n�prvkovej halde je O�lgn�� nako�ko d$�ka cesty� ktor� treba prejs� od
novho listu� je O�lgn��

Teda halda umo�,uje implementova� prioritn� frontu tak�m sp�sobom� �e �as behu ka�dej
z horeuveden�ch oper�ci
 na mno�ine ve�kosti n bude O�lgn��
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��� Quicksort

Quicksort je triediaci algoritmus� ktorho najhor�
 �as behu na vstupnom poli n �
sel je ��n���
Napriek tomu je v�hodn z h�adiska ��innosti v priemernom pr
pade' o�ak�van� �as behu je toti�
��n lgn�� pri�om kon�tantn faktory skryt v ��not�cii s� v porovnan
 s merge sortom ve�mi mal�

��� Popis algoritmu Quicksort

Quicksort� podobne ako merge sort� sa zaklad� na paradigme divide � conquer� Divide � conquer
proces pre utriedenie podpo�a A"p � � r# pozost�va z troch krokov'

Divide� Pole A"p � � r# je prerozdelen do dvoch nepr�zdnych podpol
 A"p � � q# a A"q % � � � r# tak�
�e ka�d� prvok A"p � � q# je men�
 alebo rovn� ako �ubovo�n� prvok A"q % � � � r#� Index q je
vypo�
tavan� po�as tejto proced�ry�

Conquer� Dve podpolia A"p � � q# a A"q % � � � r# s� utrieden rekurz
vnymi volaniami proced�ry
Quicksort�

Combine� Ke �e podpolia s� utrieden na mieste� netreba u� ni� robi�� cel pole A"p � � r# je teraz
utrieden�

Nasleduj�ca proced�ra implementuje quicksort�

Quicksort�A� p� r�
� if p � r then

� q� Partition�A� p� r�
� Quicksort�A� p� q�
� Quicksort�A� q % �� r�

Pre utriedenie celho po�a A treba vyvola� Quicksort�A� �� length"A#��

Prerozde�ovanie po�a
K���ovou �as�ou algoritmu quicksort je proced�ra Partition� ktor� preusporiadava podpole
A"p � � r# in situ�

Partition�A� p� r�
� x� A"p#
� i� p� �
� j � r % �
� while true do

� repeat j � j � � until A"j# � x
� repeat i� i % � until A"i# � x
� if i � j
� then exchange A"i#� A"j#
� else return j

Proced�ra Partition pracuje nasleduj�cim sp�sobom� Najprv si ako prvok� okolo ktorho bude
preusporiadava� pole A"p � � r#� zvol
 x * A"p# �� Tento prvok sa naz�va pivot� Potom roz�iruje
oblas� A"p � � i# smerom nahor� resp� oblas� A"j � � r# smerom nadol tak� aby ka�d� prvok v A"p � � i#
bol men�
 alebo rovn� x a ka�d� prvok v A"j � � r# bol v!��
 alebo rovn� x� Na za�iatku tejto
�innosti s� i * p� � a j * r % �� tak�e tieto oblasti s� pr�zdne�

Vn�tri tela cyklu while na riadkoch 	 a � je index j dekrementovan� a index i inkrementovan�
pok�m nie je A"i# � x � A"j# �� Predpokladaj�c� �e tieto nerovnosti s� ostr� hodnota A"i# je

�Ak by sme namiesto A�p� pou�ili ako pivota A�r�� ktor� by bol n�hodou z�rove� aj najv���m prvkom podpo
a
A�p � � r�� potom by Partition vr�tila Quicksort�u hodnotu q � r a Quicksort by sa zacyklil�

�Indexy i a j nikdy neprekro�ia hranice podpo
a A�p � � r��
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pr
li� ve�k� na to� aby patrila do dolnej oblasti a A"j# je pr
li� mal� na to� aby mohla patri� do
hornej oblasti� V�menou A"i# za A"j# �riadok �� mo�no tieto oblasti roz�
ri�� �Ak nerovnosti nie
s� ostr� v�menu mo�no uskuto�ni� aj tak��

Telo cyklu while je vykon�van a� pok�m nie je i � j� ke cel pole A"p � � r# u� je rozdelen
na dve podpolia A"p � � q# a A"q % � � � r#� kde p � q � r� tak� �e �iadny prvok A"p � � q# nie je v!��

ako �ubovo�n� prvok A"q % � � � r#� Hodnota q * j je vr�ten� na konci proced�ry�

�as behu Partition na poli A"p � � r# je ��n�� kde n * r � p% ��

��� Efekt�vnos� Quicksortu

�as behu quicksortu z�vis
 od toho� �i je rozde�ovanie vyv��en alebo nevyv��en a od toho� ktor�
prvok vyberieme za pivot� Ak je rozde�ovanie vyv��en� algoritmus je asymptoticky tak� r�chly
ako merge sort� Naopak� ak je rozde�ovanie nevyv��en� m��e by� pomal� ako insert sort�

Najhor�ie mo�n� rozde�ovanie
Najhor�ie spr�vanie quicksortu zrejme nast�va v pr
pade� ak rozde�ovacia rutina produkuje jeden
regi�n pozost�vaj�ci z n � � prvkov a druh� obsahuj�ci len jeden prvok� Predpokladajme teraz�
�e nevyv��en rozde�ovanie nast�va na ka�dej �rovni rekurzie algoritmu� Ke �e rozde�ovanie trv�
�as ��n� a T ��� * ����� rekurencia pre �as behu je

T �n� * T �n � �� % ��n� �

z �oho je vidie�� �e T �n� * ��n��� T�j� v pr
pade maxim�lnej nevyv��enosti na ka�dej �rovni je
�as behu rovn� ��n��� teda nie je lep�
 ako �as insert sortu� Naviac� tento �as nast�va paradoxne
v pr
pade� ke vstupn pole je u� utrieden� �o je be�n� situ�cia� v ktorej �as insert sortu je O�n��

Najlep�ie mo�n� rozde�ovanie
Ak rozde�ovacia proced�ra vytv�ra regi�ny ve�kosti n��� quicksort be�
 omnoho r�chlej�ie� Pr
�
slu�n� rekurencia m� potom tvar

T �n� * �T �n��� %��n� �

�o pod�a Master Theoremu m� rie�enie T �n� * ��n lgn��

Vyv��en� rozde�ovanie
Priemern� �as behu quicksortu je omnoho bli��ie ku najlep�iemu pr
padu ako ku najhor�iemu�

Predpokladajme napr
klad� �e rozde�ovacia rutina v�dy rozdel
 pole na dve �asti s pomerom
ve�kost
 �'�� �o na prv� poh�ad vyzer� ve�mi nevyv��en� Z
skame tak rekurenciu

T �n� * T ��n���� % T �n���� % n

popisuj�cu �as behu quicksortu� Jej rie�en
m je v�ak op!� �as ��n lgn�� Teda rozde�ovanie s po�
merom �'� na ka�dej �rovni rekurzie sp�sob
� �e quicksort je asymptoticky rovnako r�chly ako
v najlep�om pr
pade� D�vodom je� �e �ubovo�n rozdelenie s kon�tantn�m pomerom ve�kost

vzniknut�ch regi�nov vedie ku rekurz
vnemu stromu h$bky ��lgn�� kde n�roky na �as v ka�dej
�rovni rekurzie s� O�n��

��� Zn�hodnenie Quicksortu

Pri anal�ze algoritmov triedenia zvy�ajne predpoklad�me� �e v�etky permut�cie vstupn�ch �
sel
m��u nasta� s rovnakou pravdepodobnos�ou� V skuto�nosti v�ak nane��astie nem��eme o�ak�va��
�e tomu tak bude� Namiesto predpokladania ur�itej distrib�cie vstupov je mo�n problm rie�i�
umelou zmenou tejto distrib�cie� Predpokladajme napr
klad� �e predt�m ako quicksort za�ne
triedi� vstupn d�ta� mu ich v�dy n�hodne preusporiadame �n�hodn preusporiadanie mo�no
uskuto�ni� v �ase O�n��� T�to modi�k�cia nezmen
 jeho najhor�
 �as behu� ale sp�sob
� �e �as behu
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bude nez�visl� od usporiadania vstupn�ch hodn�t� Takto zn�hodnenej verzii quicksortu nemo�no
predlo�i� �iaden vstup� ktor� by v�dy sp�sobil najhor�ie spr�vanie tohto algoritmu�

Zn�hodnen� stratgia je zvy�ajne pou�ite�n� v pr
padoch ke je mnoho sp�sobov� ako m��e
algoritmus pokra�ova�� ale je �a�k ur�i�� ktor� je ten spr�vny� Ak je dobr�ch mnoho alternat
v�
n�hodn� v�ber alternat
vy m��e vies� ku dobrej stratgii�

Modi�k�ciou proced�ry Partition m��eme z
ska�  al�iu verziu quicksortu� ktor� pou�
va
stratgiu n�hodnho v�beru� Na ka�dej �rovni rekurzie algoritmu� predt�m ako je pole rozdelen�
vymen�me prvok A"p# za prvok n�hodne zvolen� z A"p � � r#� Takto m��eme o�ak�va�� �e vstupn
pole bude v priemernom pr
pade celkom dobre rozde�ovan �z h�adiska vyv��enosti�� Algoritmus
n�hodne permutuj�ci vstupn pole pracuje tie� celkom dobre� ale jeho anal�za je n�ro�nej�ia ako
anal�za tejto verzie�

Zmeny uskuto�nen na proced�rach Partition a Quicksort s� mal� V novej rozde�ovacej
proced�re jednoducho implementujeme v�menu prvkov'

Randomized�Partition�A� p� r�
� i� Random�p� r�
� exchange A"p#� A"i#
� return Partition�A� p� r�

Nov� quicksort prerob
me tak� aby volal proced�ru Randomized�Partition namiesto Parti�
tion'

Randomized�Quicksort�A� p� r�
� if p � r then

� q� Randomized�Partition�A� p� r�
� Randomized�Quicksort�A� p� q�
� Randomized�Quicksort�A� q % �� r�

��� Anal�za Quicksortu

V tejto �asti sa budeme hlb�ie zaobera� spr�van
m quicksortu� Za�neme anal�zou najhor�ieho
pr
padu pre beh proced�r Quicksort a Randomized�Quicksort� a rozoberieme priemern�
pr
pad pre beh proced�ry Randomized�Quicksort�

Anal�za najhor�ieho pr�padu
Vieme� �e najhor�ie rozdelenie na ka�dej �rovni rekurzie sp�sob
� �e �as behu quicksortu bude
��n��� �o je intuit
vne aj najhor�
 �as behu tohto algoritmu�

Pou�it
m substitu�nej met�dy m��eme uk�za�� �e �as behu quicksortu je O�n��� Nech T �n� je
najhor�
 �as behu proced�ry Quicksort na vstupe ve�kosti n� M�me teda rekurenciu

T �n� * max
��q�n��

�T �q� % T �n� q�� % ��n� � ���

kde parameter q sa pohybuje od � po n � �� ke �e proced�ra Partition produkuje dve oblasti�
ka�d� o ve�kosti minim�lne �� Odhadujeme� �e T �n� � cn� pre nejak� kon�tantu c� Substit�ciou
tohto odhadu do ��� z
skame

T �n� � max
��q�n��

�cq� % c�n� q��� %��n�

* c � max
��q�n��

�q� % �n� q��� %��n� �

V�raz q�%�n�q�� dosahuje maximumpre q * � alebo q * n��� Z toho teda m�me ohrani�enie
max��q�n���q� % �n � q��� � �� % �n � ��� * n� � ��n � ��� Pokra�ovan
m v ohrani�ovan
 T �n�
z
skavame

T �n� � cn� � �c�n� �� % ��n�

� cn� �
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ke �e m��eme zvoli� kon�tantu c dostato�ne ve�k�� aby rozdiel ��n���c�n��� bol z�porn�� Teda
najhor�
 �as behu quicksortu je ��n���

Anal�za priemern�ho pr�padu
U� sme podali intuit
vny argument� pre�o priemern� �as behu proced�ry Randomized�Quick�
sort je ��n lgn�� Na to� aby sme mohli analyzova� o�ak�van� �as behu tohto algoritmu� mus
me
najprv dobre pochopi� pr�cu rozde�uj�cej proced�ry� A� potom m��eme zostavi� rekurenciu pre
priemern� �as potrebn� na utriedenie n�prvkovho po�a a n�sledne stanovi� ohrani�enia pre o�a�
k�van� �as behu�

Analza rozde�ovania
Ke sa vyvol�va Partition na riadku � proced�ry Randomized�Partition� prvok A"p# u� je
vymenen� s n�hodn�m prvkom z A"p � � r#� Pre zjednodu�enie anal�zy predpokladajme� �e v�etky
vstupn �
sla s� navz�jom r�zne� Ak by v triedenom poli bolo viacero navz�jom rovnak�ch prvkov�
priemern� �as behu quicksortu by bol aj tak O�n lgn�� ale anal�za by bola n�ro�nej�ia�

Najprv si v�imnime� �e hodnota q vr�ten� proced�rou Partition z�vis
 iba na ranku �
sla
x * A"p# medzi prvkami A"p � � r#� �Rank �
sla x v mno�ine je po�et prvkov tejto mno�iny� ktor
s� men�ie alebo rovn x�� Ak polo�
me n * r � p % � rovn po�tu prvkov A"p � � r#� v�mena A"p#
za n�hodn� prvok z A"p � � r# vedie ku pravdepodobnosti ��n� �e rank�x� * i pre i * �� �� � � � � n�
kde x * A"p#�

Teraz vypo�
tame pravdepodobnosti rozli�n�ch v�sledkov prerozde�ovania� Ak rank�x� * ��
potom v prvom prechode cyklu while na riadkoch � a� � proced�ry Partition sa index i zastav

na i * p a index j sa zastav
 taktie� na j * p� Teda� ke je vr�ten q * j� doln� �as� obsahuje
jedin� prvok A"p#� Tento pr
pad nast�va s pravdepodobnos�ou ��n� �o je pravdepodobnos�� �e
rank�x� * ��

Ak rank�x� � �� potom existuje aspo, jeden prvok men�
 ako x * A"p#� N�sledne� v prvom
priechode cyklu while� sa index i zastav
 na i * p� ale j sa zastav
 pred dosiahnut
m p� V�mena
sa potom uskuto�n
� aby sa A"p# umiestnilo v hornej �asti� A� sa vykon�vanie Partition skon�
�
ka�d� z rank�x� � � prvkov v dolnej �asti je ostro men�
 ako x� Teda� ak rank�x� � �� pre ka�d
i * �� �� � � �� n� � je pravdepodobnos�� �e doln� �as� obsahuje i prvkov� rovn� ��n�

Skombinovan
m t�chto dvoch pr
padov dost�vame� �e ve�kos� q � p% � dolnej �asti rozdelenia
je � s pravdepodobnos�ou ��n a �e ve�kos� je i s pravdepodobnos�ou ��n pre i * �� �� � � � � n� ��

Rekurencia pre priemern pr�pad
Nech T �n� je priemern� �as potrebn� na utriedenie n�prvkovho vstupnho po�a� Vyvolanie
Randomized�Quicksort na ��prvkovom poli trv� kon�tantn� �as� teda m�me T ��� * �����
Na rozdelenie po�a A"� � � n# je potrebn� �as ��n�� Ak proced�ra Partition vr�ti index q� potom
je Randomized�Quicksort vyvolan� pre podpolia d$�ok q a n� q� Priemern� �as pre utriedenie
po�a d$�ky n mo�no vyjadri� ako

T �n� *
�
n

�
T ��� % T �n� �� %

n��X
q��

�T �q� % T �n � q��

�
% ��n� � ���

Hodnota q m� pribli�ne uniformn rozdelenie s v�nimkou toho� �e q * � je dvakr�t tak pravdepo�
dobn ako ostatn pr
pady� Pou�it
m skuto�nosti� �e T ��� * ���� a T �n� �� * O�n��� z anal�zy
najhor�ieho pr
padu m�me

�
n
�T ��� % T �n� ��� *

�
n
����� % O�n��� * O�n� �

preto v�raz ��n� vo vz�ahu ��� m��e absorbova� v�raz �
n �T ��� % T �n� ���� Rekurencia ��� teraz

nadob�da tvar

T �n� *
�
n

n��X
q��

�T �q� % T �n� q�� %��n� � ���
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Mo�no si v�imn��� �e pre k * �� �� � � � � n��� ka�d� v�raz T �k� sumy sa objav
 raz ako T �q� a druh�
raz ako T �n � q�� Zl��en
m t�chto dvoch v�razov dost�vame

T �n� *
�
n

n��X
k��

T �k� % ��n� � ����

Rie�enie rekurencie
Rekurenciu ���� mo�no vyrie�i� pou�it
m substitu�nej met�dy� Indukt
vne predpokladajme� �e
T �n� � an lgn% b pre nejak kon�tanty a � � a b � �� ktor treba ur�i�� Sme schopn
 vybra� a a b
dostato�ne ve�k tak� aby an lgn% b bolo v!��ie ako T ���� Potom pre n � � pou�it
m substit�cie
m�me

T �n� *
�
n

n��X
k��

T �k� %��n�

� �
n

n��X
k��

�ak lg k % b� %��n�

*
�a
n

n��X
k��

k lg k %
�b
n
�n� �� %��n� �

Nesk�r uk��eme� �e sumu v poslednom riadku mo�no ohrani�i�

n��X
k��

k lgk � �
�
n� lgn� �

�
n� � ����

Pou�it
m tohto ohrani�enia dost�vame

T �n� � �a
n

�
�
�
n� lgn � �

�
n�
�
%

�b
n
�n � �� % ��n�

� an lgn� a

�
n% �b%��n�

* an lgn% b%
�
��n� % b� a

�
n
�

� an lgn% b �

ke �e m��eme zvoli� a dostato�ne ve�k tak� �e a
�n bude dominova� nad ��n� % b� Z uvedenho

vypl�va� �e priemern� �as behu quicksortu je O�n lgn��

Tesn� ohrani�enie sumy
Zost�va dok�za� platnos� ohrani�enia ���� sumy

n��X
k��

k lg k �

Ke �e ka�d� v�raz je nanajv�� rovn� n lgn� m�me trivi�lne ohrani�enie

n��X
k��

k lg k � n� lgn �

Toto ohrani�enie v�ak neposta�uje na vyrie�enie horeuvedenej rekurencie ako T �n� * O�n lgn��
potrebovali by sme toti� ohrani�enie �

�n
� lgn���n���
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Rozde�me sumu na dve �asti

n��X
k��

k lg k *
dn��e��X
k��

k lg k %
n��X

k�dn��e

k lg k �

V�raz lg k v prvej sume na pravej strane je mo�n ohrani�i� lg�n��� * lgn � �� Ten ist� v�raz�
ale v druhej sume mo�no ohrani�i� lgn� Teda

n��X
k��

k lg k � �lgn� ��
dn��e��X
k��

k % lgn
n��X

k�dn��e

k

* lgn
n��X
k��

k �
dn��e��X
k��

k

� �
�
n�n � �� lgn� �

�

�n
�
� �

� n
�

� �
�
n� lgn� �

�
n� �

ak n � �� Toto je ohrani�enie �����

��� Triedenie v line�rnom 	ase

U� sme uviedli nieko�ko algoritmov� ktor triedia n �
sel v �ase O�n lgn�� Ka�dmu z t�chto algo�
ritmov sme schopn
 predlo�i� tak� postupnos� n vstupn�ch �
sel� �e �as jeho behu bude ��n lgn��

V�etky tieto algoritmy maj� jedno spolo�n' poradie utriedench prvkov ur�uj� iba na z�klade
vz�jomn�ho porovn�vania vstupnch prvkov� Takto algoritmy triedenia naz�vame triedenia po�
rovn�van�m�

V  al�om uk��eme� �e ka�d triedenie porovn�van
m mus
 v najhor�om pr
pade na utriedenie
postupnosti n �
sel vykona� ��n lgn� porovnan
� Teda merge sort a heapsort s� asymptoticky
optim�lne� pri�om neexistuje �iadne triedenie porovn�van
m� ktor by bolo r�chlej�ie viac ako
o kon�tantn� faktor�

V nasleduj�com uvedieme tri triediace algoritmy & counting sort� radix sort a bucket sort &
ktor be�ia v line�rnom �ase� Netreba pripom
na�� �e tieto algoritmy pou�
vaj� in oper�cie ako
porovn�vanie na stanovenie utriedenho poradia�

��� Doln� ohrani�enie pre triedenia porovn�van�m

V triedeniach porovn�van
m pou�
vame na ur�enie utriedenho poradia vstupnej postupnosti
ha�� a�� � � � � ani iba porovn�vanie prvkov� T�j� pre dan dva prvky ai a aj pre ur�enie ich rela�
t
vneho poradia vykon�me jeden z testov ai � aj � ai � aj � ai * aj � ai � aj alebo ai � aj�

Bez �jmy na v�eobecnosti m��eme predpoklada�� �e vstupn prvky s� navz�jom r�zne� T�m
sa porovn�vania tvaru ai * aj st�vaj� bezpredmetn�mi� Taktie� je vhodn poznamena�� �e
porovnania ai � aj � ai � aj� ai � aj� ai � aj s� z h�adiska poskytovanej inform�cie o relat
vnom
porad
 ai a aj ekvivalentn� Preto budeme predpoklada�� �e v�etky porovnania maj� tvar ai � aj�

Model rozhodovacieho stromu
Na triedenia porovn�van
m mo�no h�adie� ako na rozhodovacie stromy� Rozhodovac
 strom
reprezentuje porovnania vykonan triediacim algoritmom operuj�cim na vstupe danej ve�kosti�
Riadenie� presun d�t a v�etky  al�ie aspekty algoritmu s� ignorovan� Obr�zok � zn�zor,uje
rozhodovac
 strom prisl�chaj�ci insert sortu pracuj�cemu na vstupnej postupnosti pozost�vaj�cej
z troch prvkov�

V rozhodovacom strome je ka�d� vn�torn� uzol ozna�en� ai ' aj pre nejak i a j z rozsahu
� � i� j � n� kde n je po�et prvkov vo vstupnej postupnosti� Ka�d� list je ozna�en� permut�ciou
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a� ' a�

a� ' a�

�

h��
�
�� �i a�

�

' a�

h�� ��
�
�i h�

�

� �� �i

�

a� ' a�

h��
�
�� �i a�

�

' a�

h�� ��
�
�i h�

�

� �� �i

Obr� �' Rozhodovac	 strom pre insert sort operuj�ci na troch prvkoch� Mo�n�ch permut�ci	 vstupn�ch
prvkov je �" � �� teda rozhodovac	 strom mus	 ma� aspo� � listov�

h	���� 	���� � � � � 	�n�i� Vykon�vanie triediaceho algoritmu prisl�cha prech�dzaniu cesty od kore,a
rozhodovacieho stromu k jeho listu� Na ka�dom vn�tornom uzle je vykonan porovnanie ai � aj�
Ke sa dostaneme na list� triediaci algoritmus ukon�il usporiadavanie utriedenou postupnos�ou
a���� � a���� � � � � � a��n�� Ka�d� z n. permut�ci
 n prvkov sa mus
 objavi� ako jeden z listov
rozhodovacieho stromu triediaceho algoritmu�

Doln� ohrani�enie najhor�ieho pr�padu
D$�ka najdlh�ej cesty od kore,a stromu k �ubovo�nmu jeho listu reprezentuje najv!��
 po�et
porovnan
� ktor triediaci algoritmus vykon�va na jednom vstupe� Doln ohrani�enie v��ok roz�
hodovac
ch stromov je teda doln�m ohrani�en
m �asu behu �ubovo�nho algoritmu triedenia po�
rovn�van
m�

Veta �� Ka�d rozhodovac� strom pre triedenie n prvkov m� v�ku ��n lgn��

D
kaz� Uva�ujme rozhodovac
 strom v��ky h na triedenie n prvkov� Ke �e z n prvkov mo�no
vytvori� n. permut�ci
� z ktor�ch ka�d� reprezentuje jedno preusporiadanie� strom mus
 obsahova�
n. listov� Nako�ko strom v��ky h nem� viac ako �h listov� m�me

n. � �h �

resp� po zlogaritmovan

h � lg�n.� �

Vyu�it
m Stirlingovej aproxim�cie dost�vame

h � lg
�n
e

�n
* n lgn � n lg e

* ��n lgn� � �

D�sledok �� Heapsort a merge sort s� asymptoticky optim�lne triedenia�

��� Counting sort

Counting sort predpoklad�� �e ka�d� z n vstupn�ch prvkov je cel �
slo z intervalu � � � k pre
nejak� celo�
seln� kon�tantu k� Ak k * O�n�� triedenie be�
 v �ase O�n��

Z�kladnou my�lienkou tohto triedenia je pre ka�d� vstupn� prvok x ur�i� po�et prvkov men�
ch
ako x� T�to inform�cia m��e by� pou�it� pre priame umiestnenie prvku x na spr�vnu poz
ciu vo
v�stupnom poli� Napr
klad� ak je ako x men�
ch �� prvkov� potom x patr
 na v�stupn� poz
ciu ���
T�to schmu treba jemne modi�kova� pre pr
pad� �e nieko�ko prvkov m� t� ist� hodnotu� ke �e
ich nechceme v�etky umiestni� na to ist miesto�
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� � � � 	 � � �
A � � � � � � � �

� � � � 	 �
C � � � � � �

� � � � 	 �
C � � � � � �

� � � � 	 � � �
B �

� � � � 	 �
C � � � � � �

�a� �b� �c�

� � � � 	 � � �
B � �

� � � � 	 �
C � � � � � �

� � � � 	 � � �
B � � �

� � � � 	 �
C � � � 	 � �

� � � � 	 � � �
B � � � � � � � �

�d� �e� �f�

Obr� �' �innos� counting sortu na vstupnom poli A�� � � ��� kde v�etky prvky A s� kladn� a men�ie alebo
rovn� k � �� 
a� Pole A a pomocn� pole C po vykonan	 riadku �� 
b� Pole C po riadku �� 
c��
e�
V�stupn� pole B a pomocn� pole C po jednej� dvoch� resp� troch iter�ci�ch cyklu na riadkoch �����

f� Utrieden� v�stupn� pole B�

V k�de counting sortu predpoklad�me� �e vstupom je pole A"� � � n#� a teda length"A# * n�
Potrebujeme  al�ie dve polia' pole B"� � � n# pre utrieden� v�stup a pole C"� � � k# ako do�asn�
pracovn� priestor�

Counting�Sort�A�B� k�
� for i� � to k do

� C"i#� �
� for j � � to length"A# do
� C"A"j##� C"A"j## % �
� � C"i# teraz obsahuje po�et v�skytov prvku i v A�
� for i� � to k do

� C"i#� C"i# % C"i� �#
� � C"i# teraz obsahuje po�et prvkov men�
ch alebo rovn�ch i�
� for j � length"A# downto � do

�� B"C"A"j###� A"j#
�� C"A"j##� C"A"j##� �

�innos� counting sortu je zn�zornen� na obr�zku �� Na riadkoch �&� po inicializ�cii vy�etr
me
ka�d� prvok� Ak hodnota vstupnho prvku je i� inkrementujeme C"i#� Po vykonan
 k�du na riad�
koch �&� C"i# obsahuje po�et vstupn�ch prvkov rovn�ch i pre i * �� �� � � � � k� Na riadkoch �&� pre
ka�d i * �� �� � � � � k ur�
me� ko�ko vstupn�ch prvkov je men�
ch alebo rovn�ch i� Nakoniec� na
riadkoch �&�� umiestnime ka�d� prvok A"j# na jeho spr�vnu poz
ciu vo v�stupnom poli B� Ak je
v�etk�ch n prvkov navz�jom r�znych� potom pri prvom vstupe na riadok � je pre ka�d A"j# hod�
nota C"A"j## spr�vnou poz
ciou A"j# vo v�stupnom poli� nako�ko C"A"j## prvkov je men�
ch alebo
rovn�ch A"j#� Ke �e ale prvky nemusia by� navz�jom r�zne� hodnotu C"A"j## dekrementujeme
v�dy� ke umiestnime hodnotu A"j# do po�a B� �o zabezpe�
� aby  al�
 vstupn� prvok s hodnotou
rovnou A"j#� ak tak� existuje� bol umiestnen� na poz
ciu pred A"j# vo v�stupnom poli�

Cykly for na riadkoch �&� a �&� trvaj� O�k� a cykly na riadkoch �&� a �&�� trvaj� O�n��
teda celkov� �as behu counting sortu je O�k % n�� V praxi zvy�ajne counting sort pou�
vame ak
k * O�n�� ke tento �as je O�n�� Counting sort teda prekon�va doln� hranicu ��n lgn� trieden

porovn�van
m�

D�le�itou vlastnos�ou counting sortu je� �e je to stabiln	 triedenie ' �
sla s rovnakou hodnotou
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sa objavia vo v�stupnom poli v rovnakom porad
 ako vo vstupnom poli� Stabilita je d�le�it� ak
spolu s k���ov�mi hodnotami preusporiadavame aj satelitn d�ta�

��� Radix sort

Radix sort rie�i problm triedenia �
sel mo�no trochu kontraintuit
vne� utrieden
m najprv pod�a
poslednej �
slice� Vstupn� postupnos� sa takto rozdel
 na desa� podpostupnost
� v ktor�ch v�etky
�
sla kon�ia rovnakou �
slicou� Ka�d� z takto vzniknut�ch postupnost
 op!� utriedime� ale u�
pod�a predposlednej �
slice� Tento proces bude pokra�ova� a� pok�m �
sla takto neutriedime
pod�a v�etk�ch �
slic� �Samozrejme� ak �
sla maj� r�zne dlh z�pisy� pod�a potreby ich z�ava
dopln
me nulami�� Je ve�mi d�le�it� aby triediaci algoritmus� ktor� pou�
vame na triedenie pod�a
jednotliv�ch ci�er� bol stabiln� inak by toti� algoritmus radix sort nespr�vne triedil� �innos�
radix sortu je zn�zornen� na obr�zku ��

��� ��� ��� ���
�	� �		 ��� �		
�	� ��� ��� ���
��� � �	� � ��� � �	�
��� �	� �		 �	�
��� ��� �	� ���
�		 ��� �	� ���

� � �

Obr� �' �innos� radix sortu na zozname siedmych trojcifern�ch �	sel� Prv� st#pec je vstup� Zvy�n�
st#pce zn�zor�uj� postupn� utrie!ovanie pod�a jednotliv�ch poz	ci	 �	slic od cifry najni��ieho r�du po cifru
najvy��ieho r�du� �o indikuj� vertik�lne �	pky�

Radix sort je ob�as pou�
van� na triedenie z�znamov� ktor ako k��� obsahuj� viacero polo�iek�
Napr
klad m��eme chcie� utriedi� d�tumy pod�a troch k���ov�ch polo�iek' roku� mesiaca a d,a�
Mohli by sme pou�i� triediaci algoritmus s porovn�vacou funkciou� ktor� najprv porovn� roky� ak
nastane zhoda� porovn� mesiace a ak nastane  al�ia zhoda� porovn� dni� Alternat
vne m��eme
utriedi� tieto d�tumy na � priechody pou�it
m stabilnho triedenia' najprv utrieden
m pod�a d,a�
potom mesiaca a napokon roku�

K�d radix sortu je priamo�iary� Nasleduj�ca proced�ra predpoklad�� �e ka�d� prvok po�a A
ve�kosti n m� d ci�er� kde cifra � je �
slica najni��ieho r�du a cifra d je najvy��ieho r�du�

Radix�Sort�A� d�
� for i� � to d do

� pole A utrie stabiln�m trieden
m pod�a cifry i�

Spr�vnos� radix sortu mo�no jednoducho dok�za� indukciou pod�a �
sla triedenho st$pca�
Anal�za �asu behu z�vis
 na stabilnom trieden
� ktor je pou�it ako pomocn� triediaci algoritmus�
Ak je ka�d� �
slica z rozsahu � � � k a k nie je pr
li� ve�k� zvy�ajne vhodnou vo�bou je counting sort�
Ka�d� priechod cez n d�cifern�ch �
sel trv� �as ��n % k�� Ke �e je celkovo d t�chto priechodov�
celkov� �as radix sortu je teda ��nd % kd�� Ak d je kon�tanta a k * O�n�� radix sort be�

v line�rnom �ase�

��� Bucket sort

Bucket sort je triedenie� ktor v priemernom pr
pade be�
 v line�rnom �ase� Podobne ako
counting sort� aj bucket sort je r�chle� ke �e nie�o predpoklad� o vstupe� Zatia��o counting sort
predpoklad�� �e vstup pozost�va z cel�ch �
sel z malho rozsahu� bucket sort predpoklad�� �e vstup
je generovan� n�hodn�m procesom� ktor� prvky distribuuje uniformne na intervale h�� ���

My�lienkou bucket sortu je rozdeli� interval h�� �� na n rovnako ve�k�ch disjunktn�ch podinter�
valov alebo bucketov� a potom do nich rozmiestni� n vstupn�ch �
sel� Ke �e vstupy s� uniformne



�� Triedenie v line�rnom �ase ��

distribuovan na h�� ��� o�ak�vame� �e do jednho bucketu nepadne pr
li� mnoho �
sel� Aby sme
vytvorili v�stupn� postupnos�� jednoducho utriedime �
sla vo v�etk�ch bucketoch� ktor�mi potom
budeme postupne prech�dza��

K�d bucket sortu predpoklad�� �e vstupom je n�prvkov pole A� a �e ka�d� jeho prvok A"i#
sp$,a podmienku � � A"i# � �� K�d potrebuje aj pomocn pole B"� � � n� �# sp�jan�ch zoznamov
�bucketov� a predpoklad�� �e je k dispoz
cii mechanizmus spravuj�ci takto zoznamy�

Bucket�Sort�A�
� n� length"A#
� for i� � to n do

� vlo� A"i# do zoznamu B"bnA"i#c#
� for i� � to n� � do

� utrie zoznam B"i# pou�it
m insert sortu
� zre�az zoznamy B"�#� B"�#� � � �� B"n� �# v tomto porad


Obr�zok � zn�zor,uje �innos� bucket sortu na vstupnom poli �� �
sel�
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� ����
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� ����
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� �

� ��� ���� �

�a� �b�

Obr� 	' �innos� algoritmu bucket sort� 
a� Vstupn� hodnoty v poli A�� � � ���� 
b� Pole B�� � � �� utrie 
den�ch zoznamov 
bucketov� po vykonan	 riadku � algoritmu� Bucket i obsahuje hodnoty z intervalu
hi���� 
i ������� Utrieden� v�stup je zre�azen	m zoznamov B����B���� � � � �B����

Aby sme videli� �e algoritmus pracuje spr�vne� uva�ujme dva prvky A"i# a A"j#� Ak padn� do
toho istho bucketu� vo v�stupnej postupnosti sa objavia v spr�vnom porad
 lebo obsah ka�dho
bucketu je utrieden� insert sortom� Predpokladajme teraz� �e padn� do r�znych bucketov� Nech
s� nimi B"i�# a B"j�#� a nech bez �jmy na v�eobecnosti i� � j�� Ke na riadku 	 zre�az
me zoznamy
v B� prvky bucketu B"i�# sa bud� nach�dza� pred prvkami B"j�#� a teda A"i# sa bude nach�dza�
pred A"j# vo v�stupnej postupnosti� Mus
me preto uk�za�� �e A"i# � A"j#� Predpokladajme� �e by
A"i# � A"j#� Dost�vame

i� * bnA"i#c � bnA"j#c * j� �

�o je v spore s predpokladom i� � j�� Teda bucket sort pracuje spr�vne�
Pre anal�zu �asu behu si v�imnime� �e vykon�vanie v�etk�ch riadkov okrem riadku 	 trv�

v najhor�om pr
pade �as O�n�� Jedin�m zauj
mav�m je preto celkov� �as behu spotrebovan�
insert sortom�

Nech ni je n�hodn� premenn� popisuj�ca po�et prvkov umiestnen�ch v buckete B"i#� Ke �e
insert sort be�
 v kvadratickom �ase� o�ak�van� �as potrebn� na utriedenie prvkov v buckete B"i#
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teda je E"O�n�i �# * O�E"n�i #�� Celkov� o�ak�van� �as triedenia v�etk�ch prvkov je preto

n��X
i�	

O�E"n�i #� * O

�
n��X
i�	

E"n�i #

�
� ����

Aby sme mohli vyhodnoti� t�to sumu� mus
me ur�i� distrib�ciu ka�dej n�hodnej premennej ni�
M�me n prvkov a n bucketov� Pravdepodobnos�� �e dan� prvok padne do bucketu B"i# je ��n�
Teda pravdepodobnos�� �e ni * k sleduje binomick rozdelenie b�k+n� p�� ktorho stredn� hodnota
je E"ni# * np * � a variancia Var"ni# * np��� p� * � � ��n� Pre �ubovo�n� n�hodn� premenn��
a teda aj pre n�i m�me

E"n�i # * Var"ni# % E�"ni# * �� �
n
% �� * �� �

n
* ���� �

Pou�it
m tohto ohrani�enia vo vz�ahu ���� m��eme skon�tatova�� �e o�ak�van� �as behu insert
sortu pou�itho v bucket sorte je O�n�� Teda o�ak�van� �as behu celho algoritmu bucket sort je
O�n��

��
 H�adanie medi�na� a k�teho najmenieho prvku�

T�to �as� sa zaober� problmom v�beru i�teho najmen�ieho prvku z mno�iny n navz�jom r�znych
prvkov� Pre jednoduchos� predpoklad�me� �e mno�ina obsahuje navz�jom r�zne �
sla� hoci v  al�
�om budeme uva�ova�� �e mno�ina je reprezentovan� po�om� a teda sa v nej prvky m��u opakova��
Probl	m v�beru �i�teho najmen�ieho prvku� mo�no form�lne �peci�kova� nasledovne'

Vstup� Mno�ina A obsahuj�ca n �navz�jom r�znych� �
sel a �
slo i tak� �e � � i � n�
V�stup� Prvok x � A� ktor� je v!��
 ako pr�ve i� � prvkov A�

Problm v�beru mo�no jednoducho vyrie�i� v �ase O�n lgn� utrieden
m �
sel pou�it
m heap sortu
alebo merge sortu a n�sledn�m v�berom i�teho prvku z utriedenej postupnosti� Treba v�ak po�
znamena�� �e existuj� aj r�chlej�ie algoritmy �konkrtne O�n���

��� Minimum a maximum

Ko�ko porovnan
 treba vykona�� aby bolo mo�n ur�i� minimum mno�iny n prvkov- Jednoducho
m��eme z
ska� horn ohrani�enie n� � porovnan
' postupne prech�dzame v�etky prvky mno�iny
a uchov�vame doteraz najmen�
 n�jden� prvok� V nasleduj�cej proced�re predpoklad�me� �e
mno�ina je ulo�en� v poli A� kde length"A# * n�

Minimum�A�
� min� A"�#
� for i� � to length"A# do
� if min � A"i# then
� min� A"i#
� return min

Je toto najlep�ie� �o m��eme urobi�- 1no� preto�e dolnou hranicou po�tu porovnan
 pre
problm h�adania minima� ako aj maxima� je n� �� Uva�ujme napr
klad rie�enie tohto problmu
met�dou divide � conquer & op!� m�me doln ohrani�enie n � �� Mo�no stoj
 za zmienku� �e
o�ak�van� po�et vykonan
 riadku � je ��lgn��

Poznamenajme e�te� �e minimum� resp� maximumdvoch re�lnych �
sel mo�no ur�i� bez potreby
ich vz�jomnho porovnania' �	

minfx�� x�g * x� % x� � jx� � x�j
�

� resp� maxfx�� x�g * x� % x� % jx� � x�j
�

�

�Medi�n postupnosti n prvkov je de�novan� ako prvok� ktor� je men�� alebo rovn� jednej polovici v�etk�ch
prvkov a s��asne v��� alebo rovn� druhej polovici v�etk�ch prvkov tejto postupnosti�

�	Funkcia jxj v sebe skr�va porovnanie prvku x s ��
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Je evidentn� �e tak�to sp�sob v�po�tu minima� resp� maxima nem� ve�k� praktick� v�znam
z d�vodu jeho relat
vne ve�kej v�po�tovej n�ro�nosti� nehovoriac o mo�nom vzniku v�po�tov�ch
ch�b�

S��asn� v�po�et minima a maxima
V niektor�ch aplik�ci�ch treba n�js� s��asne minimum aj maximum prvkov mno�iny n prvkov�
Nie je �a�k uk�za�� �e algoritmus rie�iaci tento problm vykon� asymptoticky optim�lny po�et
��n� oper�ci
 porovnania�

V skuto�nosti je treba iba �dn��e oper�ci
 na s��asn n�jdenie minima aj maxima� Po�as ich
h�adania v pam!ti udr�iavame doteraz n�jden� najmen�
 a najv!��
 prvok� Namiesto porovn�vania
ka�dho vstupnho prvku so s��asn�m minimom a maximom �dve porovnania pripadaj�ce na
ka�d� prvok�� budeme spracov�va� vstupn prvky v p�roch� Najprv v t�chto p�roch porovn�me
prvky navz�jom� a potom men�
 z nich porovn�me so s��asn�m minimom a v!��
 z p�ru so
s��asn�m maximom �tri porovnania pripadaj�ce na dvojicu prvkov��

��� V�ber v line�rnom o�ak�vanom �ase

V�eobecn� problm v�beru sa zd� by� v�po�tovo n�ro�nej�
 ako oby�ajn h�adanie minima alebo
maxima� Mo�no je prekvapuj�ce� �e pre oba problmy existuj� algoritmy s �asom behu ��n��
Teraz uvedieme divide � conquer algoritmus pre problm v�beru vytvoren� na z�klade quicksortu�
My�lienkou je op!� rekurz
vne rozde�ovanie po�a� ale s t�m rozdielom� �e rekurz
vne spracov�vame
iba jednu takto vzniknut� oblas�� Aj preto je o�ak�van� �as behu tohto algoritmu iba ��n��
Nasleduj�ci k�d pre Randomized�Select vracia i�ty najmen�
 prvok po�a A"p � � r#�

Randomized�Select�A� p� r� i�
� if p * r then

� return A"p#
� q � Randomized�Partition�A� p� r�
� k � q � p% �
� if i � k
� then return Randomized�Select�A� p� q� i�
� else return Randomized�Select�A� q % �� r� i� k�

Potom ako je na riadku � algoritmu vykonan� proced�ra Randomized�Partition� pole A"p � � r#
je rozdelen na dve nepr�zdne podpolia A"p � � q# a A"q % � � � r# tak� �e ka�d� prvok A"p � � q# je
men�
 ako �ubovo�n� prvok po�a A"q % � � � r#� Na riadku � algoritmu je vypo�
tan� po�et prvkov
k po�a A"p � � q#� Algoritmus teraz na z�klade �
sla k stanov
� v ktorom z podpol
 sa i�ty najmen�

prvok nach�dza� Ak i � k� h�adan� prvok sa nach�dza v dolnej oblasti� a je rekurz
vne vybran�
z podpo�a na riadku �� Ak i � k� prvok le�
 v hornej oblasti� Ke �e vieme� �e vo vstupnom poli
existuje aspo, k hodn�t men�
ch ako hodnota i�teho najmen�ieho prvku & konkrtne to s� prvky
po�a A"p � � q# & h�adan� prvok je �i�k��ty najmen�
 prvok A"q%� � � r#� ktor� je rekurz
vne n�jden�
na riadku ��

Najhor�
 �as behu Randomized�Select je ��n�� hoci aj pre n�jdenie minima� v pr
pade� �e
pole v�dy rozdel
me pod�a najv!��ieho zost�vaj�ceho prvku�

��� V�ber v line�rnom �ase

Teraz sa budeme zaobera� algoritmom� ktorho �as behu je O�n� v najhor�om pr�pade� Podobne
ako Randomized�Select� aj algoritmus Select n�jde po�adovan� prvok rekurz
vnym rozde�o�
van
m vstupnho po�a� My�lienkou tohto algoritmu je zaru�i� dobr rozde�ovanie po�a� Select
pou�
va deterministick� algoritmus rozde�ovania Partition z quicksortu modi�kovan� tak� aby
prvok� pod�a ktorho rozde�uje vstupn pole� bol jeho parametrom�
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Algoritmus Select n�jde i�ty najmen�
 prvok vstupnho po�a n prvkov vykonan
m nasledu�
j�cich krokov'

�� Rozde� n prvkov vstupnho po�a na bn�	c skup
n po 	 prvkoch a nanajv�� jednu skupinu
vytvoren� zo zvy�n�ch n mod 	 prvkov�

�� Ka�d� z dn�	e takto vzniknut�ch skup
n pou�it
m insert sortu utrie a n�sledne vyber
medi�ny t�chto skup
n �v pr
pade nep�rneho po�tu prvkov skupiny vyber jej prostredn�
prvok� v pr
pade p�rneho prvku vyber v!��
 z dvoch prostredn�ch prvkov��

�� Rekurz
vne pou�i Select na n�jdenie medi�na x z dn�	e medi�nov n�jden�ch v predch��
dzaj�com kroku�

�� Rozde� vstupn pole pod�a medi�na medi�nov x pou�it
m modi�kovanej verzie Partition�
Nech k je po�et prvkov v dolnej oblasti� potom n� k je po�et prvkov v hornej oblasti�

	� Rekurz
vne pou�i Select na n�jdenie i�teho najmen�ieho prvku v dolnej oblasti� ak i � k�
alebo �i � k��teho najmen�ieho prvku v hornej oblasti� ak i � k�

Aby sme mohli analyzova� �as behu proced�ry Select� najprv ur�
me doln ohrani�enie po�tu
prvkov� ktor s� v!��ie ako rozde�uj�ci prvok x� Obr�zok �� m��e napom�c� lep�ej predstave
o �innosti tejto proced�ry� Najmenej polovica medi�nov n�jden�ch v kroku � je v!��ia alebo rovn�
medi�nu medi�nov x� To znamen�� �e aspo, polovica z dn�	e skup
n prispieva troma prvkami�
ktor s� v!��ie ako x� s v�nimkou skupiny� ktor� m� menej ako 	 prvkov ak n nie je delite�n 	
bez zvy�ku� Naviac� jedna zo skup
n obsahuje� ako jeden z jej prvkov� samotn� hodnotu x� Ak
neberieme do �vahy tieto dve skupiny� dost�vame� �e po�et prvkov v!��
ch ako x je aspo,

�
��

�
�

ln
	

m�
� �

�
� �n

��
� � �

Podobne� aj po�et prvkov� ktor s� men�ie ako x je aspo, �n������ To znamen�� �e v najhor�om
pr
pade je v 	� kroku Select rekurz
vne vyvolan� nanajv�� pre �n��� % � prvkov�

x

Obr� �
' Anal�za algoritmu Select� Mal� kruhy reprezentuj� n prvkov� pri�om s� pod�a pr	slu�n�ch
skup	n zoraden� do st#pcov� Medi�ny skup	n s� ozna�en� bielymi kru�nicami a medi�n t�chto medi�nov je
ozna�en� symbolom x� $	pky ved� od v%��	ch prvkov k men�	m� z �oho mo�no vidie�� �e � z ka�dej skupiny
piatich prvkov na�avo od x s� v%��ie ako x a podobne� ale s v�nimkou poslednej skupiny obsahuj�cej menej
ako � prvkov� je to tak aj napravo od x� Prvky� ktor� s� ur�ite v%��ie ako x s� naviac zakr��kovan��

Teraz m��eme zostavi� rekurenciu pre najhor�
 �as behu T �n� algoritmu Select� Kroky �� �
a � trvaj� �as O�n�� �Krok � pozost�va z O�n� volan
 insert sortu na mno�in�ch ve�kosti O�����
Krok � trv� T �dn�	e� a krok 	 trv� nanajv�� T ��n���%�� za predpokladu� �e T je rast�ca funkcia�
V�imnime si� �e �n��� % � � n pre n � ��� a �e ka�d� vstup pozost�vaj�ci z nanajv�� �� prvkov
vy�aduje �as O���� Dost�vame preto rekurentn� vz�ah

T �n� �
�
���� ak n � �� �
T �dn�	e� % T ��n��� % �� %O�n� ak n � �� �



D�atov�e 	strukt�ury �


Pomocou substitu�nej met�dy uk��eme� �e �as behu algoritmu Select je line�rny� Predpokla�
dajme teraz� �e T �n� � cn pre nejak� kon�tantu c a pre v�etky n � ��� Substituovanie tejto
indukt
vnej hypotzy do pravej strany rekurencie d�va

T �n� � cdn�	e% c��n��� % �� % O�n�
� cn�	 % c% �cn��� % �c%O�n�
� �cn��� % �c% O�n�
� cn �

ke �e m��eme n�js� dostato�ne ve�k c� aby c�n������ bolo v!��ie ako funkcia pop
san� v�razom
O�n� pre v�etky n � ��� Najhor�
 �as behu proced�ry Select je teda line�rny�

� D�atov�e �strukt�ury

Mno�iny maj� pre informatiku podobn� v�znam ako pre matematiku� Ale zatia��o s� matematick
mno�iny nemenn� mno�iny� s ktor�mi nar�baj� algoritmy� sa m��u zv!��ova�� zmen�ova�� alebo
inak �asom meni�� Takto mno�iny naz�vame dynamick	�

Mnoho algoritmov potrebuje vklada� prvky do mno�iny� odstra�ova� ich z nej a testova� pr�slu�	
nos� prvku do mno�iny� Dynamick� mno�ina� ktor� podporuje tieto oper�cie sa naz�va slovn�k�

Prvky dynamickej mno�iny

Typick� implement�cia dynamickej mno�iny predpoklad�� �e ka�d� prvok je reprezentovan� ob�
jektom� s ktorho polo�kami je mo�n manipulova� za predpokladu� �e m�me ukazovate� na tento
objekt� Niekedy je mo�n naviac predpoklada�� �e jednou z polo�iek objektu je indenti�kuj�ca
k
��ov� polo�ka� Ak s� v�etky k���e navz�jom r�zne� mo�no dynamick� mno�inu ch�pa� ako
mno�inu k���ov�ch hodn�t� Objekt m��e obsahova� satelitn	 d�ta� ktor s� uchov�van vo zvy��
n�ch polo�k�ch� ale inak s� nepou�it v implement�cii mno�iny� Taktie� m��e obsahova� polo�ky�
s ktor�mi sa manipuluje pri vykon�van
 mno�inov�ch oper�ci
� Tieto polo�ky m��u napr
klad
obsahova� ukazovatele na  al�ie objekty v mno�ine�

Oper�cie na dynamick�ch mno�in�ch
Oper�cie na dynamick�ch mno�in�ch mo�no rozdeli� do dvoch kateg�ri
' na dotazy� ktor po�
skytuj� nejak� inform�ciu o mno�ine a modi�kuj�ce oper�cie� ktor menia obsah mno�iny�
�peci�ck� aplik�cia bude zvy�ajne vyu�
va� len nieko�ko oper�ci
 z nasleduj�ceho zoznamu�

Search�S� k� Dotaz� ktor� pre dan� mno�inu S a k���ov� hodnotu k vr�ti ukazovate� x
na prvok mno�iny S tak�� �e key "x# * k� alebo nil ak �iadny tak� prvok do
S nepatr
�

Insert�S� x� Modi�kuj�ca oper�cia� ktor� roz�
ri mno�inu S o prvok� na ktor� ukazuje x�

Delete�S� x� Modi�kuj�ca oper�cia� ktor� vyma�e prvok mno�iny S ur�en� ukazovate�
�om x�

Minimum�S� Dotaz na tot�lne usporiadan� mno�inu S� ktor� vr�ti prvok x patriaci S
s najmen�ou hodnotou k���a�

Maximum�S� Dotaz na tot�lne usporiadan� mno�inu S� ktor� vr�ti prvok x patriaci S
s najv!��ou hodnotou k���a�

Successor�S� x� Dotaz� ktor� pre dan� prvok x� ktorho k��� sa nach�dza v tot�lne usporiada�
nej mno�ine S� vr�ti nasleduj�ci v!��
 prvok S alebo nil� ak x je maximum�

Predecessor�S� x� Dotaz� ktor� pre dan� prvok x� ktorho k��� sa nach�dza v tot�lne uspo�
riadanej mno�ine S� vr�ti nasleduj�ci men�
 prvok S alebo nil� ak x je
minimum�
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Dotazy Successor a Predecessor s� �asto roz�irovan na mno�iny obsahuj�ce nie nutne navz��
jom r�zne k���e� Pre mno�inu n k���ov je obvykl predpoklada�� �e dotaz Minimum nasledovan�
n� � volaniami Successor enumeruje prvky mno�iny v usporiadanom porad
�

�as potrebn� na vykonanie mno�inovej oper�cie je zvy�ajne vyjadrovan� na z�klade ve�kosti
danej mno�iny ako jednho z parametrov�
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��� Z�sobn�ky a fronty

Z�sobn
ky a fronty s� dynamick mno�iny� pri ktor�ch prvok odstr�nen� z mno�iny oper�ciou
Delete� je u� vopred ur�en�� Pri z�sobn�ku je to prvok� ktor� bol vlo�en� do mno�iny naposledy
�LIFO � last	in� �rst	out�� a pri fronte je to prvok� ktor� sa v mno�ine nach�dza najdlh�
 �as �FIFO
� �rst	in� �rst	out��

Z�sobn�k
Oper�cia Insert na z�sobn
ku sa zvy�ajne naz�va Push a bezparametrov� oper�cia Delete sa
naz�va Pop�

Ako mo�no vidie� na obr�zku ��� z�sobn
k obsahuj�ci nanajv�� n prvkov sa d� implementova�
pomocou po�a S"� � � n#� Toto pole m� atrib�t top"S#� ktor� je indexom naposledy vlo�enho prvku�
Z�sobn
k pozost�va z prvkov S"� � � top"S##� kde S"�# je prvok na dne a S"top"S## je prvok na vrchole
z�sobn
ka�

Ak top"S# * �� z�sobn
k neobsahuje �iadne prvky & je pr�zdny� Z�sobn
k mo�no testova�
na pr�zdnos� oper�ciou Stack�Empty� Ak je na pr�zdnom z�sobn
ku vykonan� oper�cia Pop
hovor
me� �e z�sobn
k podtiekol� �o je oby�ajne chyba� Ak top"S# prekro�
 n� z�sobn
k pretiekol�
�V pseudok�de sa nezaober�me pr
padom prete�enia��

� � � � � � �
S �	 � � �

�
top"S# * �

� � � � � � �
S �	 � � � �� �

�
top"S# * �

� � � � � � �
S �	 � � � �� �

�
top"S# * 	

�a� �b� �c�

Obr� ��' Implement�cia z�sobn	ka S pomocou po�a� Prvky z�sobn	ka sa nach�dzaj� iba na poz	ci�ch �
a� top�S�� 
a� Z�sobn	k S m� � prvky� Najvrchnej�	 prvok je �� 
b� Z�sobn	k S po vykonan	 Push
S� ���
a Push
S� ��� 
c� Z�sobn	k S po vyvolan	 Pop
S� vr�til hodnotu �� ktor� bola naposledy vlo�en�� Hoci
sa t�to hodnota e�te nach�dza v poli� u� nie je na z�sobn	ku a na vrchole z�sobn	ka je teraz ���

Z�sobn
kov oper�cie mo�no implementova� nieko�k�mi riadkami k�du�

Stack�Empty�S�
� if top"S# * �
� then return true

� else return false

Push�S� x�
� top"S#� top"S# % �
� S"top"S##� x

Pop�S�
� if Stack�Empty�S�
� then error )under0ow(
� else

� top"S#� top"S#� �
� return S"top"S# % �#

Obr�zok �� zn�zor,uje ��inky modi�kuj�cich oper�ci
 Push a Pop� V�etky tri z�sobn
kov ope�
r�cie trvaj� �as O����

Fronta
Oper�ciu vkladania prvku do fronty naz�vame Enqueue a oper�ciu odstr�nenia prvku z fronty
naz�vame Dequeue� Podobne ako z�sobn
kov� oper�cia Pop� aj Dequeue odstra,uje implicitne
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� � � � � � � � � �� �� ��
�a� Q �	 � � � �

� �
head"Q# * � tail"Q# * ��

� � � � � � � � � �� �� ��
�b� Q � 	 �	 � � � � ��

� �
tail"Q# * � head"Q# * �

� � � � � � � � � �� �� ��
�c� Q � 	 �	 � � � � ��

� �
tail"Q# * � head"Q# * �

Obr� ��' Fronta implementovan� pomocou po�a Q�� � � ���� Prvky fronty sa nach�dzaj� od head�Q� do 
prava 
cyklicky� a� po tail�Q�� 
a� Fronta m� � prvkov na poz	ci�ch Q�� � � ���� 
b� Stav fronty po vykonan	
Enqueue
Q� ���� Enqueue
Q� �� a Enqueue
Q� ��� 
c� Stav fronty po vykonan	 oper�cie Dequeue
Q��
ktorej v�sledkom bola hodnota �� nach�dzaj�ca sa predt�m na hlave fronty� Nov� hlava m� teraz k���ov�
hodnotu ��

zadan� prvok� Fronta m� hlavu a chvost� Prvok vkladan� do fronty je umiestnen� na jej koniec�
Prvok� ktor� sa m� vybra� nasleduj�cou oper�ciou Dequeue� sa nach�dza na za�iatku fronty�

Obr�zok �� zn�zor,uje jeden sp�sob implement�cie fronty obsahuj�cej nanajv�� n� � prvkov
pou�it
m po�a Q"� � � n#� Fronta m� atrib�t head"Q#� ktor� ukazuje na jej hlavu� Atrib�t tail"Q#
ukazuje na poz
ciu� na ktor� bude umiestnen�  al�
 vlo�en� prvok� Prvky fronty s� na poz
ci�ch
head"Q#� head"Q# % �� � � � � tail"Q# � �� pri�om predpoklad�me� �e poz
cia � priamo nasleduje za
poz
ciou n� Ak head"Q# * tail"Q#� fronta je pr�zdna� Na za�iatku m�me head"Q# * tail"Q# * ��
Ak je fronta pr�zdna� pokus o v�ber prvku z tejto fronty sp�sob
 jej podte�enie� Ak head"Q# *
tail"Q# % �� fronta je pln�� a pokus o vlo�enie prvku sp�sob
 jej prete�enie�

V na�ich proced�rach Enqueue a Dequeue je testovanie pr
padnho podte�enia alebo prete�
�enia vynechan�

Enqueue�Q� x�
� Q"tail"Q##� x
� if tail"Q# * length"Q#
� then tail"Q#� �
� else tail"Q#� tail"Q# % �

Dequeue�Q�
� x� Q"head"Q##
� if head"Q# * length"Q#
� then head"Q#� �
� else head"Q#� head"Q# % �
� return x

Obr�zok �� zn�zor,uje �innos� oper�ci
 Enqueue a Dequeue� Obe trvaj� �as O����

��� Sp�jan� zoznamy

Sp�jan� zoznam je d�tov� �trukt�ra� v ktorej s� objekty zoraden line�rne� Narozdiel od po�a�
v ktorom je poradie stanoven indexami� poradie v sp�janom zozname je ur�ovan ukazovate�mi
vo v�etk�ch objektoch� Sp�jan zoznamy poskytuj� jednoduch� a 0exibiln� reprezent�ciu pre
dynamick mno�iny podporuj�ce v�etky oper�cie uveden na strane �	�

Ako mo�no vidie� na obr�zku ��� ka�d� prvok zoznamu s dvojitou vzbou L je objekt
s polo�kou key a dvoma  al�
mi polo�kami �typu ukazovate��' next a prev � Objekt m��e samo�
zrejme obsahova� aj satelitn d�ta� Ak x je prvok zoznamu� next"x# ukazuje na jeho nasledovn
ka
v zozname a prev "x# ukazuje na jeho predchodcu� Ak prev "x# * nil� prvok x nem� predchodcu�
a preto je prv�m prvkom �head � zoznamu� Ak next"x# * nil� prvok x nem� nasledovn
ka� a je
teda posledn�m prvkom �tail � zoznamu� Atrib�t head"L# ukazuje na prv� prvok zoznamu� Ak
head"L# * nil� zoznam je pr�zdny�
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prev key next
j j j

�a� head"L# ��� � � ������ �� ������ � ������ � �

�b� head"L# ��� � �	 ������ � ������ �� ������ � ������ � �

�c� head"L# ��� � �	 ������ � ������ �� ������ � �

Obr� ��' 
a� Zoznam L s dvojitou v%zbou reprezentuj�ci dynamick� mno�inu f�� �� �� ��g� Ka�d� prvok
zoznamu je objekt s polo�kami pre k���e a ukazovatele 
zn�zornen� �	pkami� na nasleduj�ce alebo pred 
ch�dzaj�ce objekty� Polo�ky next posledn�ho prvku a prev hlavy obsahuj� hodnotu nil� 
b� Po vykonan	
List�Insert
L�x�� kde key �x� � ��� zoznam obsahuje nov� objekt s k���om �� ako prv� prvok� Tento
nov� objekt ukazuje na p&vodn� hlavu s k���om �� 
c� V�sledok vyvolania List�Delete
L�x�� kde x
ukazuje na objekt s k���om ��

Zoznam m��e nadob�da� jednu z viacer�ch pod�b� M��e ma� bu jednoduch� alebo dvojit�
v!zbou� m��e by� utrieden�� popr
pade m��e by� kruhov� a pod� Pri zoznamoch s jednoduchou
vzbou v ka�dom prvku vynech�vame ukazovate� prev � Ak je zoznam utrieden�� poradie prvkov
v zozname zodpoved� usporiadaniu k���ov jednotliv�ch prvkov� V kruhovom zozname smern
k
prev hlavy ukazuje na posledn� prvok a smern
k next ukazuje na hlavu zoznamu� V nasleduj�com
budeme predpoklada�� �e zoznamy maj� dvojit� v!zbu a nie s� usporiadan�

Vyh�ad�vanie v sp�janom zozname
Proced�ra List�Search�L� k� n�jde v zozname L prv� prvok s k���om k jednoduch�m line�rnym
preh�ad�van
m� pri�om vr�ti ukazovate� na tento prvok� Ak sa v danom zozname tak� prvok
nenach�dza� proced�ra vr�ti hodnotu nil�

List�Search�L� k�
� x� head"L#
� while �x �* nil� and �key"x# �* k� do

� x� next"x#
� return x

Je zrejm� �e na vyh�adanie prvku v zozname pozost�vaj�com z n prvkov� proced�ra List�Search
potrebuje v najhor�om pr
pade �as ��n��

Vkladanie do sp�jan�ho zoznamu
Proced�ra List�Insert umiestni dan� prvok x na za�iatok zoznamu� �o je zrejm z obr� ��b�

List�Insert�L� x�
� next"x#� head"L#
� if head"L# �* nil then

� prev "head"L##� x
� head"L#� x
� prev "x#� nil

�as behu proced�ry List�Insert na zozname n prvkov je O����

Vymaz�vanie zo sp�jan�ho zoznamu

Proced�ra List�Delete odstr�ni prvok x zo sp�janho zoznamu L� Aby mohol by� prvok zo
zoznamu odstr�nen�� proced�ra mus
 na, dosta� ukazovate�� Prvok bude potom zo zoznamu vy,at�
jednoduchou zmenou ukazovate�ov� Ak teda chceme vymaza� prvok s dan�m k���om� mus
me
najprv vyvola� proced�ru List�Search�
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List�Delete�L� x�
� if prev "x# �* nil

� then next"prev "x##� next"x#
� else head"L#� next"x#
� if next"x# �* nil

� then prev "next"x##� prev "x#

Obr�zok ��c zn�zor,uje vymazanie prvku zo zoznamu� Proced�ra List�Delete be�
 v �ase O����
ale ak si �el�me odstr�ni� prvok s dan�m k���om� treba na to v najhor�om pr
pade �as ��n�
z d�vodu nutnosti vyvolania funkcie List�Search�

Sentinely
K�d pre List�Delete by mohol by� jednoduch�
 ak by sme mohli ignorova� okrajov podmienky
na za�iatku a konci zoznamu�

List�Delete��L� x�
� next"prev"x##� next"x#
� prev "next"x##� prev "x#

Sentinel je pomocn� objekt neobsahuj�ci d�ta� ktor� n�m umo�,uje zjednodu�i� okrajov pod�
mienky� Predpokladajme� �e spolu so zoznamom L budeme poskytova� aj objekt nil"L#� ktor� s
ce
reprezentuje nil� ale obsahuje v�etky polo�ky podobne ako ostatn prvky zoznamu� Kdeko�vek
v k�de pre manipul�ciu so zoznamom sa bude vyskytova� nil� nahrad
me ho odkazom na sentinel
nil"L#� Ako mo�no vidie� na obr� ��� toto sp�sob
� �e z n��ho zoznamu sa stane kruhov� zoznam
so sentinelom nil"L# umiestnen�m medzi hlavu a posledn� prvok zoznamu+ polo�ka next"nil"L##
ukazuje na jeho hlavu a prev "nil"L## ukazuje na jeho posledn� prvok� Ke �e next"nil"L## ukazuje
na hlavu� m��eme eliminova� atrib�t head"L#� Pr�zdny zoznam pozost�va iba zo sentinelu� pri�om
polo�ky next"nil"L## a prev "nil"L## ukazuj� na nil"L#�

�
�a� nil"L# ��� �

�
�

�b� nil"L# ��� � ������ � ������ � ������ �
�

�
�c� nil"L# ��� � ������ �� ������ � ������ � ������ �

�
�

�d� nil"L# ��� � ������ �� ������ � ������ �
�

Obr� ��' Sp�jan� zoznam L� ktor� pou�	va sentinel nil�L� 
najviac v�avo�� Atrib�t head�L� u� nie je
potrebn�� preto�e ku hlave m&�eme pristupova� pomocou next�nil�L��� 
a� Pr�zdny zoznam� 
b� Sp�jan�
zoznam reprezentuj�ci mno�inu f�� �� �g s k���om � v hlave a k���om � v poslednom prvku� 
c� Ten ist�
zoznam po vykonan	 List�Insert�
L�x�� kde key �x� � ��� Nov� objekt je teraz hlavou tohto zoznamu�

d� Zoznam po odstr�nen	 objektu s k���om �� Posledn�m prvkom je teraz objekt s k���om ��

K�d proced�ry List�Search zost�va v podstate nezmenen�� ale odkazy na nil� resp� head"L#
s� nahraden nil"L#� resp� next"nil"L##�
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List�Search��L� k�
� x� next"nil"L##
� while �x �* nil"L#� and �key "x# �* k� do

� x� next"x#
� return x

Na vlo�enie prvku do zoznamu mo�no pou�i� nasleduj�cu proced�ru�

List�Insert��L� x�
� next"x#� next"nil"L##
� prev "next"nil"L###� x
� next"nil"L##� x
� prev "x#� nil"L#

Obr� �� zn�zor,uje �innos� List�Insert� a List�Delete� na sp�janom zozname�
Sentinely zriedkakedy redukuj� asymptotick ohrani�enia �asov behu oper�ci
 na d�tov�ch

�trukt�rach� ale m��u zn
�i� aspo, kon�tantn faktory� Ak v�ak nar�bame s v!��
m po�tom
mal�ch zoznamov� mno�stvo pam!ti spotrebovanej ich sentinelmi u� nemus
 by� zanedbate�n�

��� Reprezent�cia stromov

V tejto �asti sa budeme zaobera� reprezent�ciou stromov pomocou sp�jan�ch d�tov�ch �trukt�r�
Najprv to bud� bin�rne stromy� a potom to bude met�da pre stromy s neobmedzen�m po�tom
potomkov�

Ka�d� uzol stromu reprezentujeme objektom� ktor� podobne ako pri sp�jan�ch zoznamoch�
obsahuje k���ov� polo�ku� Po�et polo�iek obsahuj�cich ukazovatele na  al�ie objekty z�vis
 od
typu reprezentovanho stromu�

Bin�rne stromy
Ako mo�no vidie� na obr� �	� polo�ky p� left a right pou�
vame pre uchovanie ukazovate�ov na
rodi�a� pravho a �avho potomka ka�dho uzla bin�rneho stromu T � Ak p"x# * nil� potom x
je kore, stromu� Ak uzol x nem� �avho potomka� potom left"x# * nil �podobne aj pre pravho
potomka�� Na kore, celho stromu T ukazuje atrib�t root"T #� Ak root"T # * nil� potom je strom
pr�zdny�

� � � �

�

root"T #

Obr� ��' Reprezent�cia bin�rneho stromu T � Ka�d� uzol x m� polo�ky p�x� 
hore�� left�x� 
v�avo dole�
a right�x� 
vpravo dole�� K���ov� polo�ky nie s� zn�zornen��

Stromy s neohrani�en�m po�tom potomkov

Schmu pre reprezent�ciu bin�rnych stromov mo�no roz�
ri� na �ubovo�n� triedu stromov� v ktorej
je po�et potomkov ka�dho uzla zhora ohrani�en� nejakou kon�tantou k' polo�ky left a right
jednoducho nahrad
me polo�kami child�� child�� � � � � childk� T�to schma v�ak nie je vhodn� pre
reprezent�ciu stromov s neohrani�en�m po�tom potomkov� Naviac� ak hodnota k je pr
li� ve�k�
a v!��ina uzlov m� mal� po�et potomkov� v�razne pl�tvame pam!�ou�
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Na��astie existuje sp�sob� ako pomocou bin�rnych stromov reprezentova� stromy s �ubovo�n�m
po�tom potomkov� pri�om spotrebovan� pam!� m� ve�kos� O�n�� kde n je po�et uzlov reprezen�
tovanho stromu� Reprezent�cia left�child� right�sibling je zn�zornen� na obr� ��� Podobne
ako predt�m� aj teraz ka�d� uzol obsahuje ukazovate� na rodi�a p� a root"T # ukazuje na kore,
stromu T � Namiesto toho� aby sme pre ka�dho potomka mali jeden ukazovate�� m�me iba dva
ukazovatele'

�� left�child"x# ukazuje na naj�avej�ieho potomka uzla x�
�� right�sibling"x# ukazuje na s�rodenca x hne vpravo od neho�

Ak uzol x nem� potomkov� potom left�child"x# * nil a ak uzol x je najpravej�
m potomkom svojho
rodi�a� potom right�sibling"x# * nil�

k k k

k

root"T #

Obr� ��' Left child� right sibling reprezent�cia stromu T � Ka�d� uzol x m� polo�ky p�x� 
hore��
left�child �x� 
v�avo dole� a right�sibling �x� 
vpravo dole��
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Mnoho aplik�ci
 potrebuje pre svoju �innos� dynamick mno�iny podporuj�ce iba z�kladn slovn
�
kov oper�cie Insert� Search a Delete� Efekt
vnymi d�tov�mi �trukt�rami pre implement�ciu
slovn
kov s� ha�ovacie tabu�ky� Hoci vyh�ad�vanie prvku v ha�ovacej tabu�ke m��e trva� rovnako
dlho ako v sp�janom zozname & �as ��n� v najhor�om pr
pade & v praxi si napriek tomu ha�ova�
nie po�
na ve�mi dobre� Za vhodn�ch okolnost
 je o�ak�van� �as vyh�ad�vania prvku v ha�ovacej
tabu�ke rovn� O����

Ha�ovacia tabu�ka je zov�eobecnen
m klasickho po�a� Priama adres�cia do po�a n�m umo�,uje
vy�etri� obsah �ubovo�nej z jeho polo�iek v �ase O���� Priamu adres�ciu pou�
vame ak si m��eme
dovoli� alokova� pole� ktor m� vo�n poz
cie pre v�etky mo�n k���e�

Ak je po�et uchov�van�ch k���ov relat
vne mal� v porovnan
 s celkov�m po�tom mo�n�ch
k���ov� potom sa ha�ovacie tabu�ky st�vaj� vhodnou alternat
vou priameho adresovania� nako�ko
ha�ovacia tabu�ka zvy�ajne pou�
va pole ve�kosti �mernej po�tu uchov�van�ch k���ov� Namiesto
priameho pou�itia k���a ako indexu do po�a� tento index je z k���a vypo��tavan�

��� Priama adres�cia

Priama adres�cia je jednoduch� technika vhodn� v pr
pade� �e univerzum U k���ov �� nie je pr
li�
ve�k� Uva�ujme aplik�ciu� ktor� potrebuje dynamick� mno�inu� v ktorej ka�d� prvok m� k���
z univerza U * f�� �� � � � �m� �g� pri�om m nie je pr
li� ve�k� Naviac predpokladajme� �e �iadne
dva prvky nemaj� rovnak� hodnotu k���a�

Na reprezent�ciu dynamickej mno�iny pou�ijeme pole �ako tabu�ku s priamou adres�ciou�
T "� � �m � �#� v ktorom ka�d� poz
cia �slot� prisl�cha nejakmu k���u z univerza U � Obr� ��
zn�zor,uje princ
p tejto techniky' slot k ukazuje na prvok mno�iny� ktor� m� k��� k� Ak mno�ina
neobsahuje prvok s k���om k� potom T "k# * nil�

��Mno�ina v�etk�ch mo�n�ch k
��ov�
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K
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Obr� ��' Implement�cia dynamickej mno�iny pomocou tabu�ky T s priamou adres�ciou� Ka�d�mu k���u
z univerza U � f�� �� � � � � �g prisl�cha jedna polo�ka tejto tabu�ky� Mno�ina K � f�� �� �� �g aktu�lnych
k���ov ur�uje poz	cie tabu�ky� ktor� obsahuj� ukazovatele na jednotliv� prvky� Ostatn� poz	cie obsahuj�
ukazovatele nil�

Implement�cia z�kladn�ch slovn
kov�ch oper�ci
 je skuto�ne trivi�lna�

Direct�Address�Search�T� k�
� return T "k#

Direct�Address�Insert�T� x�
� T "key"x##� x

Direct�Address�Delete�T� x�
� T "key"x##� nil

V�etky tieto oper�cie s� ve�mi r�chle & vy�aduj� �as iba O����
V niektor�ch aplik�ci�ch je mo�n ulo�i� prvky dynamickej mno�iny priamo do tabu�ky� t�j�

namiesto ukladania k���a prvku a satelitn�ch d�t do externho objektu� ulo�
me dan� objekt �bez
k���a� na pr
slu�n� poz
ciu tabu�ky� Treba v�ak ma� na pam!ti� �e mus
me by� nejak�m sp�sobom
schopn
 rozl
�i� pr�zdne poz
cie tabu�ky od nepr�zdnych�

��� Ha�ovacie tabu�ky

Ak je univerzum U pr
li� ve�k� pou�itie tabu�ky T ve�kosti jU jm��e by� nepraktick alebo dokonca
i nemo�n� Naviac mno�ina K pr�ve ulo�en�ch k���ov m��e by� relat
vne mal� v porovnan
 s U �
teda v!��ina pam!ti alokovan� pre T m��e zosta� nevyu�it��

Ak mno�ina K k���ov ulo�en�ch v slovn
ku je zna�ne men�ia ako univerzum U v�etk�ch mo��
n�ch k���ov� ha�ovacia tabu�ka potrebuje omnohomenej pam!ti ako tabu�ka s priamou adres�ciou�
Konkrtne� po�iadavky na pam!� mo�no redukova� na ��jKj�� hoci vyh�ad�vanie prvku v ha�o�
vacej tabu�ke bude v priemernom pr
pade trva� �as iba O����

Pri priamej adres�cii je prvok s k���om k ulo�en� na poz
cii k� Pri ha�ovan
 je tento prvok
ulo�en� na poz
cii h�k�+ teda na v�po�et poz
cie z k���a k je pou�it� ha�ovacia funkcia h� T�to
funkcia zobrazuje univerzum U k���ov na poz
cie ha�ovacej tabu
ky T "� � �m� �#'

h ' U � f�� �� � � � �m� �g �
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Hovor
me� �e prvok s k���om k sa ha�uje na poz
ciu h�k�� Obr�zok �� zn�zor,uje z�kladn�
my�lienku ha�ovania� /lohou ha�ovacej funkcie je zmen�i� rozsah indexov� ktor treba o�etri� &
namiesto jU j hodn�t potrebujeme teraz o�etri� iba m hodn�t�
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Obr� ��' Pou�itie ha�ovacej funkcie h pre zobrazenie k���ov na poz	cie ha�ovacej tabu�ky� K���e k� a k�
s� zobrazen� na t� ist� poz	ciu� teda koliduj��

Z�drhe�om tejto my�lienky je� �e dva r�zne k���e sa m��u zobrazi� na t� ist� poz
ciu� t�j�
kolidova�� Na��astie v�ak existuj� techniky rie�iace pr
padn kol
zie�

Ha�ovanie s re�azen�m
Pri zre�azovan
 umiest,ujeme v�etky prvky� ktor sa zobrazia na t� ist� poz
ciu� do sp�janho
zoznamu� ako mo�no vidie� na obr� ��� Slot j obsahuje ukazovate� na hlavu zoznamu ulo�en�ch
prvkov� ktor sa ha�uj� na poz
ciu j� Ak takto prvky neexistuj�� slot j obsahuje nil�
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Obr� �	' Rie�enie kol	zi	 zre�azen	m� Ka�d� slot T �j� ha�ovacej tabu�ky obsahuje sp�jan� zoznam v�et 
k�ch k���ov� ktor�ch k���e sa ha�uj� na poz	ciu j� Napr	klad h
k�� � h
k�� a h
k�� � h
k�� � h
k���

Slovn
kov oper�cie na ha�ovacej tabu�ke T mo�no �ahko implementova�� ak s� kol
zie rie�en
zre�azen
m�

Chained�Hash�Insert�T� x�
� vlo� x do �ela zoznamu T "h�key"x#�#
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Chained�Hash�Search�T� k�
� vyh�adaj v zozname T "h�k�# prvok s k���om k

Chained�Hash�Delete�T� x�
� odstr�, x zo zoznamu T "h�key"x#�#

Najhor�
 �as behu vkladania je O���� Pre vyh�ad�vanie je najhor�
 �as behu �mern� d$�ke
zoznamu� Vymaz�vanie prvku x mo�no vykona� v �ase O��� ak pou�ijeme sp�jan zoznamy
s dvojitou v!zbou�

Anal�za ha�ovania so zre�azen�m
Nech T je ha�ovacia tabu�ka o m slotoch� v ktorej je ulo�en�ch n prvkov� Pre T de�nujeme
ukladac� koe�cient � ako n�m� �o je priemern� po�et prvkov ulo�en�ch v zozname�

V najhor�om pr
pade je �as potrebn� na vyh�adanie k���a v ha�ovacej tabu�ke rovn� ��n�
��o sa t�ka kon�tantn�ch faktorov� je dokonca hor�
 ako �as vyh�ad�vania v oby�ajnom zozname��
/�innos� ha�ovania v priemernom pr
pade z�vis
 najm! od toho ako ha�ovacia funkcia h distribuuje
mno�inu k���ov medzi m slotov� Teraz budeme predpoklada�� �e pravdepodobnos�� �e ktor�ko�vek
prvok padne do �ubovo�nho z m slotov je ��m nez�visle od toho� kam padne hociktor� in�� Tento
predpoklad naz�vame jednoduch	 uniformn	 ha�ovanie�

2alej predpoklad�me� �e hodnotu h�k� mo�no vypo�
ta� v �ase O���� tak�e �as potrebn� na
n�jdenie prvku s k���om k z�vis
 od d$�ky zoznamu T "h�k�# line�rne� Odhliadnuc od �asu O���
potrebnho na v�po�et ha�ovacej funkcie a pr
stup ku slotu h�k�� je po�et prvkov� ktor treba
presk�ma� vyh�ad�vac
m algoritmom nanajv�� rovn� po�tu prvkov zoznamu T "h�k�#� Budeme
uva�ova� dva pr
pady� V prvom pr
pade je vyh�ad�vanie ne�spe�n� t�j� �iaden prvok tabu�ky nem�
hodnotu k���a rovn� k� a v druhom je �spe�n� t�j� prvok s danou hodnotou k���a je v tabu�ke
n�jden��

Veta �� �O ne�spe�nom h�adan�� V ha�ovacej tabu�ke� v ktorej s� kol�zie rie�en� zre�azen�m�
ne�spe�n� vyh�ad�vanie trv� v priemernom pr�pade �as ��� % �� za predpokladu jednoduch�ho
uniformn�ho ha�ovania�

D
kaz� V pr
pade jednoduchho uniformnho ha�ovania sa ka�d� k��� sa zobraz
 do jednho z m
slotov s rovnakou pravdepodobnos�ou� Priemern� �as ne�spe�nho vyh�ad�vania k���a k je vlastne
priemern� �as h�adania a� po koniec jednho z m zoznamov� Priemern� d$�ka takhoto zoznamu
je � * n�m �ukladac
 koe�cient� a celkov� potrebn� �as� vr�tane �asu na v�po�et h�k�� je teda
��� % ��� �

Veta �� �O �spe�nom h�adan�� V ha�ovacej tabu�ke� v ktorej s� kol�zie rie�en� zre�azen�m�
�spe�n� vyh�ad�vanie trv� v priemernom pr�pade �as ��� % �� za predpokladu jednoduch�ho uni	
formn�ho ha�ovania�

D
kaz� Predpoklad�me� �e h�adan� k��� je hociktor� z n k���ov ulo�en�ch v tabu�ke s rovnakou
pravdepodobnos�ou� Predpokladajme teraz� bez �jmy na v�eobecnosti� �e proced�ra Chained�
Hash�Insert vklad� nov� prvok na koniec zoznamu� O�ak�van� po�et prvkov vy�etren�ch po�as
�spe�nho h�adania je o � v!��
 ako po�et prvkov vy�etren�ch v okamihu ke h�adan� prvok bol
do zoznamu vlo�en�� Aby sme na�li o�ak�van� po�et presk�man�ch prvkov� vezmeme hodnotu o �
v!��iu ako je priemern� hodnota o�ak�vanej d$�ky zoznamu� do ktorho je i�ty prvok prid�van��
T�to hodnota je �i� ���m� a teda o�ak�van� po�et vy�etren�ch prvkov je
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Teda celkov� �as potrebn� pre �spe�n vyh�ad�vanie �vr�tane �asu pre v�po�et ha�ovacej funkcie�
je ��� % ���� ���m� * ��� % ��� �

Ak je po�et slotov ha�ovacej tabu�ky �mern� aspo, po�tu prvkov v tabu�ke� m�me n * O�m��
a n�sledne � * n�m * O�m��m * O���� Teda vyh�ad�vanie trv� v priemernom pr
pade kon�tan�
tn� �as� Naviac vieme� �e vkladanie aj vymaz�vanie z ha�ovacej tabu�ky mo�no realizova� v �ase
O���� Z uvedenho vypl�va� �e v�etky slovn
kov oper�cie m��u v priemernom pr
pade trva� �as
O����

��� Ha�ovacie funkcie

V tejto �asti sa budeme zaobera� niektor�mi ot�zkami t�kaj�cimi sa n�vrhu dobr�ch ha�ovac
ch
funkci
� a potom prezentujeme tri schmy pre ich tvorbu' met�du delenia� met�du n�sobenia
a univerz�lne ha�ovanie�

Dobr� ha�ovacie funkcie
Dobr� ha�ovacia funkcia sp$,a �pribli�ne� predpoklad jednoduchho uniformnho ha�ovania' prav�
depodobnos�� �e ktor�ko�vek prvok padne do �ubovo�nho z m slotov je rovnak� pre v�etky prvky�
Form�lnej�ie� predpokladajme� �e ka�d� k��� vyber�me naz�visle z U pod�a distrib�cie pravdepo�
dobnosti P � t�j� P �k� je pravdepodobnos�� �e je vybran� k��� k� Potom predpoklad jednoduchho
uniformnho ha�ovania je X

k�h�k��j

P �k� *
�
m

pre j * �� �� � � � �m� � � ����

Nane��astie vo v�eobecnosti nie je mo�n t�to podmienku overi�� nako�ko P zvy�ajne nepozn�me�
Niekedy �zriedkavo� pozn�me distrib�ciu P � Napr
klad� predpokladajme� �e o k���och vieme�

�e s� to n�hodn re�lne �
sla k nez�visle a uniformne rozdelen na rozsahu � � k � �� V tomto
pr
pade mo�no uk�za�� �e ha�ovacia funkcia

h�k� * bkmc
sp$,a podmienku �����

K���e ako prirodzen� ��sla
Mnoho ha�ovac
ch funkci
 predpoklad�� �e univerzum k���ov je mno�ina prirodzen�ch �
sel� Teda�
ak k���e nie s� prirodzen�mi �
slami� treba n�js� sp�sob� ako ich interpretova� ako prirodzen
�
sla� V nasleduj�com budeme predpoklada�� �e k���e s� z mno�iny prirodzen�ch �
sel�

Met�da delenia
V met�de delenia pre vytv�ranie ha�ovac
ch funkci
 zobrazujeme k��� k na jednu z m poz
ci

ur�en� hodnotu zvy�ku po delen
 �
sla k �
slom m� Teda ha�ovacia funkcia m� tvar

h�k� * k mod m �

Napr
klad� ak ha�ovacia tabu�ka m� ve�kos� m * �� a k��� m� hodnotu k * ���� potom h�k� * ��
Ke �e je potrebn vykona� iba jednu oper�ciu delenia� ha�ovanie delen
m je dos� r�chle�

Ak pou�
vame t�to met�du� zvy�ajne sa vyh�bame ur�it�m hodnot�m m� Napr
klad m by sa
nemalo rovna� celo�
selnej mocnine �� ke �e by tak h�k� nadob�dala hodnoty nieko�k�ch bitov k
najni��ieho r�du� Mocnin�m �� by sme sa mali vyhn�� ak aplik�cia nar�ba s �
slami v desiatkovej
s�stave� inak by ha�ovacia funkcia nez�visela na v�etk�ch �
sliciach k� Vhodn�mi hodnotami pre
m s� prvo�
sla nie pr
li� bl
zko celo�
seln�m mocnin�m ��

Met�da n�sobenia
Met�da n�sobenia pre vytv�ranie ha�ovac
ch funkci
 pozost�va z dvoch krokov� Najprv vyn��
sob
me k��� k kon�tantou A z rozsahu � � A � � a extrahujeme desatinn� �as� kA� Potom t�to
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hodnotu vyn�sob
me �
slom m pri�om ako v�sledok vezmeme doln� cel� �as�� Ha�ovacia funkcia
m� teda tvar

h�k� * bm�kA mod ��c �
kde v�raz (kA mod �) ozna�uje desatinn� �as� kA� t�j� kA � bkAc�

V�hodou met�dy n�sobenia je� �e hodnota m nie je kritick�� Zvy�ajne ju pre nen�ro�nos�
realiz�cie vol
me rovn� mocnine �� Predpokladajme� �e �
rka slova po�
ta�a je w bitov� a �e k sa
zmest
 do jednho slova� Najprv hodnotu k vyn�sob
me w�bitov�m �
slom bA � �wc� V�sledkom je
�w�bitov� hodnota r��w%r	� kde r� je slovo vy��ieho r�du a r	 je slovo ni��ieho r�du� Po�adovan�
p�bitov� hodnota ha�ovacej funkcie pozost�va z p najv�znamnej�
ch bitov r	� Hoci t�to met�da
funguje pre �ubovo�n� hodnotu kon�tanty A� mo�no odpor��a� pou�itie hodnoty napr� A * �

p
	�

�����

w bitovz �� �
k

� bA � �wc

r� r	� �z � extrahuj p bitov

h�k�

Obr� �
' Met'da n�sobenia� w bitov� �	slo reprezentuj�ce k��� k je vyn�soben� w bitovou hodnotou
bA � �wc� kde � � A � � je vhodn� kon�tanta� Hodnotu ha�ovacej funkcie h
k� tvor	 p najvy��	ch bitov
doln�ho slova s��inu�

Univerz�lne ha�ovanie
Pri doteraj�
ch met�dach ha�ovania je v najhor�om pr
pade mo�n� �e v�etk�ch n k���ov padne do
toho istho slotu� �o znamen�� �e priemern� �as vyh�ad�vania prvku s dan�m k���om bude ��n��
Vo�i takejto situ�cii nie je odoln� �iadna pevn� ha�ovacia funkcia� Jedin�m ��inn�m sp�sobom ako
zlep�i� tento stav je vybera� ha�ovaciu funkciu n�hodne bez oh�adu na hodnoty ukladan�ch k���ov�
T�to met�du naz�vame univerz�lne ha�ovanie� V priemere d�va dobr v�sledky nez�visle od
hodn�t ukladan�ch k���ov�

Hlavnou my�lienkou univerz�lneho ha�ovania je zaka�d�m po�as behu programu n�hodne vy�
bra� ha�ovaciu funkciu zo �peci�lnej triedy funkci
� Podobne ako v pr
pade quicksortu� zn�hodnenie
zaru�uje� �e neexistuje �iaden vstup� ktor� by v�dy sp�sobil najhor�ie mo�n spr�vanie algoritmu�
a naviac je zabezpe�en� jeho dobr� efekt
vnos� v priemernom pr
pade�

Nech H je kone�n� mno�ina ha�ovac
ch funkci
� ktor zobrazuj� dan univerzum U k���ov
do mno�iny f�� �� � � � �m � �g� Hovor
me� �e H je univerz�lna� ak pre ka�d� dvojicu navz�jom
r�znych k���ov x� y � U je po�et funkci
 h � H� pre ktor h�x� * h�y�� pr�ve jHj�m ���

Nasleduj�ca veta hovor
� �e univerz�lna trieda ha�ovac
ch funkci
 d�va v priemernom pr
pade
dobr v�sledky�

Veta �� Ak funkciu h z univerz�lnej mno�iny ha�ovac�ch funkci� pou�ijeme na ha�ovanie n k���ov
do tabu�ky ve�kosti m� kde n � m� o�ak�van po�et kol�zi� s danm k���om x bude men�� ako ��

D
kaz� Pre ka�d� dvojicu y� z navz�jom r�znych k���ov ozna�me cyz n�hodn� premenn�� ktor�
nadob�da hodnotu � ak h�y� * h�z� �t�j� y a z koliduj�� a hodnotu � inak� Ke �e dvojica k���ov
koliduje s pravdepodobnos�ou ��m� m�me

E"cyz# * ��m �

��In�mi slovami� ak ha�ovaciu funkciu vyberieme n�hodne z H� pravdepodobnos� kol�zie medzi x a y� pri�om
x �� y� je presne jHj�m� �o je pr�ve pravdepodobnos� kol�zie� ak by boli h�x� a h�y� n�hodne vybran� z mno�iny
f���� � � � �m� �g�
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Nech Cx je celkov� po�et kol
zi
 s prvkom x v ha�ovacej tabu�ke T ve�kosti m obsahuj�cej n k���ov�
Dost�vame tak

E"Cx# *
X
y�T
y ��x

E"cxy# *
n � �
m

�

z �oho� za predpokladu� �e n � m� m�me E"Cx# � �� �

Teraz uvedieme sp�sob ako navrhn�� univerz�lnu mno�inu ha�ovac
ch funkci
� Nech ve�kos�
m tabu�ky je prvo�
slo �podobne ako pri met�de delenia�� K��� x rozlo�
me na r % � bajtov tak�
aby x * hx	� x�� � � � � xri� pri�om xi � m� Nech a * ha	� a�� � � � � ari je postupnos� r % � prvkov
vybran�ch n�hodne z mno�iny f�� �� � � ��m��g� Zade�nujeme pr
slu�n� ha�ovaciu funkciu ha � H'

ha�x� *
rX

i�	

aixi modm � ����

Pod�a tejto de�n
cie m� mno�ina

H *
�
a

fhag ��	�

mr
� prvkov�

Veta �� Mno�ina H de�novan� vz�ahmi ���� a ���� je univerz�lnou triedou ha�ovac�ch funkci��

D
kaz� Uva�ujme dvojicu x� y navz�jom r�znych k���ov� Predpokladajme� bez �jmy na v�eobec�
nosti� �e x	 �* y	� Pre �ubovo�n pevn hodnoty a�� a�� � � � � ar existuje pr�ve jedna hodnota a	
tak�� �e h�x� * h�y�'

a	�x	 � y	� � �
rX

i��

ai�xi � yi� �mod m� �

Ke �e m je prvo�
slo� uveden� rovnos� m� pr�ve jedno rie�enie pre a	 modulo m� Preto ka�d�
dvojica k���ov x a y koliduje pr�ve pre mr hodn�t a� nako�ko x a y koliduj� pr�ve raz pre
�ubovo�n hodnoty ha�� a�� � � � � ari �pre jedin� hodnotu a	 uveden� vy��ie�� Ke �e existuje mr
�

mo�n�ch postupnost
 a� k���e x a y koliduj� s pravdepodobnos�ou mr�mr
� * ��m� �o znamen��
�e mno�ina H je univerz�lna� �

��� Otvoren� adres�cia

Pri otvorenej adres�cii s� v�etky prvky ulo�en v samotnej ha�ovacej tabu�ke� t�j� ka�d� polo�
�ka tejto tabu�ky bu obsahuje prvok dynamickej mno�iny alebo nil� Ak h�ad�me dan� prvok�
systematicky prech�dzame poz
cie tabu�ky pok�m ho nen�jdeme alebo nie je zrejm� �e v sa ta�
bu�ke nenach�dza� Ke �e nepou�
vame �iadne zoznamy ani nem�me �iadne prvky ulo�en mimo
tabu�ky� ha�ovacia tabu�ka sa m��e zaplni� tak� �e u� nebude mo�n do nej vklada�  al�ie prvky
�ukladac
 faktor � je teda v�dy men�
 alebo rovn� ���

V�hodou otvorenej adres�cie je� �e sa pri nej �plne predch�dza pou�itiu ukazovate�ov� Namiesto
toho vypo��tavame postupnos� poz
ci
 tabu�ky� ktor sa maj� presk�ma��

Pre vlo�enie prvku do tabu�ky pomocou otvorenej adres�cie� postupne vy�etrujeme alebo son�
dujeme ha�ovaciu tabu�ku a� pok�m nen�jdeme vo�n� poz
ciu� do ktorej je mo�n tento prvok
ulo�i�� Namiesto postupnho prech�dzania poz
ci
 tabu�ky� ich poradie z�vis
 od hodnoty vklada�
nho k���a� Aby sme mohli ur�i�� ktor sloty treba otestova�� roz�
rime domnu ha�ovacej funkcie
o �
slo testu� Teda ha�ovacia funkcia m� teraz tvar

h ' U � f�� �� � � ��m� �g � f�� �� � � � �m� �g �
Pri otvorenej adres�cii po�adujeme� aby pre ka�d� k��� k bola sondovacia postupnos�

hh�k� ��� h�k� ��� � � � � h�k�m� ��i
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permut�ciou h�� �� � � � �m��i� �o m� za �lohu zabezpe�i�� aby bola ka�d� poz
cia ha�ovacej tabu�ky
pr
stupn� pre �ubovo�n� vkladan� k���� V nasleduj�com k�de predpoklad�me� �e prvky ha�ovacej
tabu�ky T s� k���e bez satelitn�ch inform�ci
� Ka�d� slot teda obsahuje bu k��� alebo hodnotu
nil �ak je slot pr�zdny��

Hash�Insert�T� k�
� i� �
� repeat

� j � h�k� i�
� if T "j# * nil

� then T "j#� k
� return j
� else i� i % �
� until i * m
� error )hash table over0ow(

Algoritmus pre vyh�ad�vanie k���a k prech�dza tie ist poz
cie tabu�ky� ktor vy�etroval al�
goritmus vkladania po�as prid�vania k���a k� Preto sa vyh�ad�vanie m��e ukon�i� �ne�spe�ne��
ak sa n�jde pr�zdna poz
cia� Proced�ra Hash�Search vezme ako vstup ha�ovaciu tabu�ku T
a k��� k� pri�om vr�ti hodnotu j� ak n�jde poz
ciu j obsahuj�cu k��� k� alebo nil� ak sa k��� k
v tabu�ke T nenach�dza�

Hash�Search�T� k�
� i� �
� repeat

� j � h�k� i�
� if T "j# * k then return j
� i� i% �
� until �T "j# * nil� or �i * m�
� return nil

Vymaz�vanie z ha�ovacej tabu�ky s otvorenou adres�ciou je n�ro�nej�ie� Ke vymaz�vame
k��� zo slotu i� nem��eme ho jednoducho ozna�i� ako pr�zdny jednoduch�m ulo�en
m hodnoty
nil� Sp�sobilo by to toti�� �e by sa mohli znepr
stupni� aj  al�ie k���e tabu�ky� Jedn�m z rie�en

je ozna�enie slotu ulo�en
m �peci�lnej hodnoty deleted namiesto nil� Potom je v�ak treba
pozmeni� k�d proced�ry Hash�Search tak� aby pokra�ovala  alej ak n�jde hodnotu deleted�
a k�d Hash�Insert� aby takto ozna�en poz
cie uva�ovala ako vo�n� do ktor�ch mo�no nov� k���
vlo�i�� Ak budeme z tabu�ky vymaz�va� prvky t�mto sp�sobom� �asy vyh�ad�vania u� nebud�
z�visie� od ukladacieho faktoru �� Z tohto d�vodu sa preto �astej�ie pou�
va ha�ovanie s re�azen
m�

V na�ej anal�ze uva�ujeme uniformn	 ha�ovanie ' predpoklad�me� �e pre ka�d� k��� je
rovnako pravdepodobn� �ubovo�n� permut�cia f�� �� � � � �m� �g ako sondovacia postupnos�� Uni�
formn ha�ovanie je zov�eobecnen
m jednoduchho uniformnho ha�ovania de�novanho vy��ie�
Skuto�n uniformn ha�ovanie je �a�k implementova�� hoci v praxi pou�
vame ist pribl
�enia
�napr� dvojit ha�ovanie de�novan  alej��

N� v�po�et sondovac
ch postupnost
 sa pou�
vaj� tri techniky' line�rne sondovanie� kvad�
ratick sondovanie a dvojit ha�ovanie� Tieto techniky zaru�uj�� aby pre ka�d� k��� k bola
hh�k� ��� h�k� ��� � � �� h�k�m�i permut�ciou h�� �� � � � �m � �i� ale �iadna z nich nesp$,a podmienku
uniformnho ha�ovania �ani jedna nie je schopn� vygenerova� viac ako m� navz�jom r�znych
sondovac
ch postupnost
� namiesto potrebn�ch m.��

Line�rne sondovanie

Nech h� ' U � f�� �� � � � �m� �g je oby�ajn� ha�ovacia funkcia� Met�da line�rneho sondovania
pou�
va ha�ovaciu funkciu

h�k� i� * �h��k� % i� modm
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pre i * �� �� � � � �m � �� Pre dan� k��� k je T "h��k�# prvou sondovanou poz
ciou� 2al�ou poz
�
ciou je T "h��k� % �#� at � a� po T "m � �#� 2alej pokra�uje poz
ciami T "�#� T "�#� � � � � a� nakoniec
je to T "h��k� � �#� Ke �e po�iato�n� poz
cia ur�uje cel� sondovaciu postupnos�� celkov� po�et
sondovac
ch postupnost
 je preto iba m�

Line�rne sondovanie sa �ahko implementuje� ale vznik� pri ,om tzv� prim�rne clustrovanie
�prvky maj� sklon zhlukova� sa okolo prim�lnych k���ov� t�j� k���ov� ktor pri ich vlo�en
 nesp�so�
bili kol
ziu�� Pri pou�it
 tejto met�dy sa vytv�raj� dlh �seky obsaden�ch poz
ci
� �
m sa zvy�uje
priemern� �as vyh�ad�vania� Z tohto d�vodu line�rne sondovanie nie je vhodnou aproxim�ciou
uniformnho ha�ovania�

Kvadratick� sondovanie
Kvadratick	 sondovanie pou�
va ha�ovaciu funkciu tvaru

h�k� i� * �h��k� % c�i% c�i
�� modm �

kde �podobne ako pri line�rnom sondovan
� h� je pomocn� ha�ovacia funkcia� c� a c� �* � s�
kon�tanty a i * �� �� � � � �m � �� Po�iato�n� sondovan� poz
cia je T "h��k�#� pri�om  al�ie poz
cie
z�visia kvadraticky od poradia sondovania i� Hoci t�to met�da pracuje omnoho lep�ie ako line�rna�
vznik� miernej�ia forma clustrovania� tzv� sekund�rne clustrovanie� Podobne ako pri line�rnom
sondovan
� po�iato�n� sondovan� poz
cia ur�uje cel� postupnos�� teda celkov� po�et navz�jom
r�znych sondovac
ch postupnost
 je op!� iba m�

Dvojit� ha�ovanie
Dvojit ha�ovanie je jednou z najlep�
ch met�d pre otvoren� adres�ciu preto�e vytv�ran permu�
t�cie sa javia ve�mi n�hodn� Dvojit	 ha�ovanie pou�
va ha�ovaciu funkciu tvaru

h�k� i� * �h��k� % ih��k�� modm �

kde h� a h� s� pomocn ha�ovacie funkcie� Po�iato�n� sondovan� poz
cia je T "h��k�#� pri�om
 al�ie poz
cie s� posunut o h��k� modulo m� Teda sondovacia postupnos� z�vis
 od k dvoma
sp�sobmi' od po�iato�nej poz
cie a od posunu� Obr� �� zn�zor,uje vkladanie prvku do tabu�ky
pou�it
m dvojitho ha�ovania�

�
� ��
�
�
� ��
	 ��
�
� ��
�
� ��
��
�� 	�
��

Obr� ��' Vkladanie pomocou dvojit�ho ha�ovania� M�me tabu�ku pozost�vaj�cu z �� prvkov� pri�om
h�
x� � k mod �� a h�
k� � �  
k mod ���� Nako�ko �� � � 
mod ��� a �� � � 
mod ���� k��� �� bude
vlo�en� na pr�zdnu poz	ciu �� potom ako boli presk�man� sloty � a ��

Aby bolo mo�n v�dy preh�ada� cel� tabu�ku� mus
 by� hodnota h��k� nes�delite�n� s ve�kos�ou
tabu�ky m� Ak by toti� m a h��k� mali najv!��ieho spolo�nho delite�a d � � pre nejak� k��� k�
potom by vyh�ad�vanie k���a k otestovalo iba ��d celej ha�ovacej tabu�ky� Jednoduch�m sp�so�
bom� ako zabezpe�i� t�to podmienku� je polo�i� m rovn nejakej mocnine � a zostroji� funkciu h�
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tak� aby v�dy vracala nep�rnu hodnotu� 2al�
m sp�sobom je polo�i� m rovn nejakmu prvo�
slu
a navrhn�� h� tak� aby v�dy vracala celo�
seln� hodnotu men�iu ako m�

Dvojit ha�ovanie je v�razn�m zlep�en
m v porovnan
 s line�rnym alebo kvadratick�m sondo�
van
m najm! v tom� �e je pou�it�ch ��m�� sondovac
ch postupnost
 namiesto ��m�� V�sledkom
je� �e dvojit ha�ovanie m� vlastnosti bl
�iace sa ide�lnemu uniformnmu ha�ovaniu�

Anal�za otvorenej adres�cie
Na�a anal�za otvorenej adres�cie sa zaklad�� podobne ako anal�za ha�ovania s re�azen
m� na
hodnote ukladacieho koe�cientu � ha�ovacej tabu�ky� pri�om po�et n ulo�en�ch prvkov a ve�kos�
tabu�ky m sa bl
�ia nekone�nu� Ke �e pri otvorenej adres�cii pripad� na jednu poz
ciu nanajv��
jeden prvok� je n � m� z �oho vypl�va � � ��

Predpoklad�me� �e je pou�it uniformn ha�ovanie� t�j� �e sondovacou postupnos�ou hh�k� ���
h�k� ��� � � � � h�k�m� ��i pre �ubovo�n� k��� k je s rovnakou pravdepodobnos�ou hociktor� z mo��
n�ch permut�ci
 h�� �� � � � �m� �i�

Veta �
 Nech je dan� ha�ovacia tabu�ka s otvorenou adres�ciou� pri�om jej ukladac� koe�cient
je � * n�m � �� O�ak�van po�et pokusov ne�spe�n�ho vyh�ad�vania je nanajv� ���� � �� za
predpokladu uniformn�ho ha�ovania�

D
kaz� Nech pi je pravdepodobnos�� �e pri ne�spe�nom h�adan
 bolo obsaden�ch pr�ve i poz
ci
�
kde i * �� �� �� � � � � Pre i � n m�me zrejme pi * �� teda o�ak�van� po�et pokusov je

� %
�X
i�	

i pi �

Aby sme mohli vyhodnoti� tento v�raz polo�me qi rovn pravdepodobnosti� �e pri ne�spe�nom
h�adan
 bolo obsaden�ch aspo, i poz
ci
� Dost�vame tak

�X
i�	

i pi *
�X
i��

qi �

Pravdepodobnos�� �e prv� pokus prist�pi na obsaden� poz
ciu je n�m� teda

q� *
n

m
�

Pri uniformnom ha�ovan
 druh� pokus� ak je potrebn�� zasiahne jednu zo zvy�n�ch m� � poz
ci
�
z ktor�ch je n�� obsaden�ch� Druh� pokus vykon�me iba v pr
pade� �e prv� bol ne�spe�n�� teda

q� *
�
n

m

��
n� �
m� �

�
�

Vo v�eobecnosti je i�ty pokus vykonan� iba ak prv�ch i�� pokusov bolo ne�spe�n�ch a je rovnako
pravdepodobn� �e prist�pi ku ktorejko�vek zo zvy�n�ch m � i % � poz
ci
� z ktor�ch je n � i % �
obsaden�ch� M�me teda

qi *
�
n

m

��
n� �
m� �

�
� � �
�
n� i % �
m � i % �

�
�
�
n

m

�i

* �i

pre i * �� �� � � � � n� nako�ko �n� j���m � j� � n�m ak n � m a j � ��
Za predpokladu� �e � � � je priemern� po�et pokusov pri ne�spe�nom vyh�ad�van


� %
�X
i�	

i pi * � %
�X
i��

qi

� � % �% �� % �� % � � �
*

�
�� �

�
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Tento vz�ah mo�no intuit
vne interpretova� nasledovne' jeden pokus je uskuto�nen� v�dy� druh�
pokus treba vykona� s pravdepodobnos�ou pribli�ne �� tret
 s pravdepodobnos�ou ��� at � �

D�sledok �� Vlo�enie prvku do ha�ovacej tabu�ky s otvorenou adres�ciou a ukladac�m fakto	
rom � vy�aduje v priemernom pr�pade nanajv� ���� � �� pokusov za predpokladu uniformn�ho
ha�ovania�

Veta �� Majme ha�ovaciu tabu�ku s otvorenou adres�ciou a ukladac�m koe�cientom � � �� O�a	
k�van po�et pokusov pri �spe�nom vyh�ad�van� je nanajv�

�
�
ln

�
�� �

%
�
�
�

za predpokladu� �e ka�d k��� je h�adan s rovnakou pravdepodobnos�ou� pri�om sa op�� uva�uje
uniformn� ha�ovanie�

D
kaz� Vyh�ad�vanie k���a k sleduje t� ist� sondovaciu postupnos� ako ke bol k��� k vkladan��
Pod�a d�sledku ���� ak k bol �i%���v� k��� vlo�en� do ha�ovacej tabu�ky� o�ak�van� po�et pokusov
uskuto�nen�ch po�as h�adania k je nanajv�� �����i�m� * m��m�i�� Spriemerovanie cez v�etk�ch
n k���ov v tabu�ke n�m d�va priemern� po�et pokusov pri �spe�nom vyh�ad�van
'

�
n

n��X
i�	

m

m � i
*

m

n

n��X
i�	

�
m � i

*
�
�
�Hm �Hm�n� �

kde Hn *
Pn

i�� ��i je n�te harmonick �
slo� Pou�it
m ohrani�enia lnn � Hn � lnn%� dost�vame

�
�
�Hm �Hm�n� � �

�
�lnm % �� ln�m � n��

*
�
�
ln

m

m � n
%

�
�

*
�
�
ln

�
�� �

%
�
�

pre ohrani�enie o�ak�vanho po�tu pokusov v pr
pade �spe�nho vyh�ad�vania� �
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Bin�rne preh�ad�vacie stromy s� d�tov �trukt�ry podporuj�ce viacer oper�cie na dynamick�ch
mno�in�ch vr�tane Search� Minimum� Maximum� Predecessor� Successor� Insert a De�
lete� Mo�no ich preto pou�i� aj ako slovn
k alebo ako prioritn� frontu�

Z�kladn oper�cie na bin�rnom preh�ad�vacom strome trvaj� �as �mern� v��ke stromu� V pr
�
pade �plnho bin�rneho stromu s n uzlami tieto oper�cie trvaj� v najhor�om pr
pade �as ��lgn��
Ak ka�d� prvok v strome m� nanajv�� jednho potomka �strom je line�rny�� tie ist oper�cie
trvaj� v najhor�om pr
pade �as ��n��

��� Vlastnosti bin�rnych preh�ad�vac�ch stromov

Bin�rny preh�ad�vac
 strom je usporiadan�� ako nazna�uje jeho n�zov� bin�rny strom� Tak�to
strom mo�no reprezentova� pomocou sp�janej d�tovej �trukt�ry� ktor� v ka�dom svojom uzle
obsahuje d�ta� Okrem polo�ky key ka�d� uzol obsahuje polo�ky left� right a p� ktor ukazuj�
na jeho �avho potomka� pravho potomka� resp� jeho rodi�a� Ak potomok alebo rodi� ch�ba�
pr
slu�n� polo�ka obsahuje hodnotu nil� Kore, je jedin�m uzlom� ktorho polo�ka ukazuj�ca na
rodi�a obsahuje nil�
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Obr� ��' Bin�rne preh�ad�vacie stromy� Pre ka�d� uzol x s� k���e v jeho �avom podstrome men�ie alebo
rovn� key �x� a k���e v jeho pravom podstrome v%��ie alebo rovn� key �x�� R&zne bin�rne preh�ad�vacie
stromy m&�u reprezentova� rovnak� mno�iny hodn&t� Najhor�	 �as behu v%��iny oper�ci	 na preh�ad�vacom
strome je �mern� jeho v��ke� 
a� Bin�rny preh�ad�vac	 strom pozost�vaj�ci zo � uzlov� ktor� m� v��ku
�� 
b� Menej efekt	vny bin�rny preh�ad�vac	 strom v��ky �� ktor� obsahuje tie ist� k���e�

K���e bin�rneho preh�ad�vacieho stromu s� v�dy ulo�en tak�m sp�sobom� aby sp$,ali nasle�
duj�cu vlastnos�'

Nech x je uzol bin�rneho preh�ad�vacieho stromu� Ak y je uzol v �avom podstrome
x� potom key"y# � key "x#� Ak y je uzol v pravom podstrome uzla x� potom key "y# �
key"x#�

Vlastnos� bin�rnych preh�ad�vac
ch stromov n�m umo�,uje vyp
sa� v�etky k���e stromu v u�
triedenom porad
 jednoduch�m rekurz
vnym algoritmom inorder tree walk� N�zov tohto algorit�
mu je odvoden� z toho� �e hodnota k���a rodi�a podstromu je vyp
san� medzi hodnotami v �avom
podstrome a hodnotami v pravom podstrome� �Analogicky� preorder tree walk vyp
�e hodnotu
kore,a pred hodnotami v oboch podstromoch a postorder tree walk ju vyp
�e po hodnot�ch
v podstromoch�� Pre v�pis v�etk�ch prvkov bin�rneho preh�ad�vacieho stromu v utriedenom
porad
 treba vyvola� nasleduj�cu proced�ru s parametrom root�T��

Inorder�Tree�Walk�x�
� if x �* nil then

� Inorder�Tree�Walk�left"x#�
� print key"x#
� Inorder�Tree�Walk�right"x#�

Napr
klad pre obidva stromy na obr�zku �� proced�ra Inorder�Tree�Walk vyp
�e k���e v po�
rad
 �� �� 	� 	� ���� �as behu tejto proced�ry pre strom obsahuj�ci n uzlov je ��n��

��� Dotazy na bin�rne preh�ad�vacie stromy

Najbe�nej�ou oper�ciou vykon�vanou na bin�rnych preh�ad�vac
ch stromoch je vyh�ad�vanie
k���a ulo�enho v strome� Okrem oper�cie Search tieto stromy m��u podporova� tak dotazy
akoMinimum�Maximum� Successor a Predecessor� V tejto �asti sa budeme zaobera� t�mito
oper�ciami a uk��eme� �e ka�d� mo�no implementova� tak� aby �as jej behu bol O�h� na strome
v��ky h�

Vyh�ad�vanie
Na vyh�ad�vanie uzla s dan�m k���om pou�
vame nasleduj�cu proced�ru� Za predpokladu� �e
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Obr� ��' Dotazy na bin�rny preh�ad�vac	 strom� Aby sa v strome na�iel k��� ��� treba od kore�a prejs�
po ceste �� � � � � � ��� Najmen�ia hodnota k���a v strome je �� N�js� ju je mo�n� tak� �e od kore�a
sa v�dy budeme vybera� smerom v�avo� Najv%��ia hodnota je ��� a mo�no ju n�js� analogicky cestou
smerom vpravo� Nasledovn	k uzla s k���om �� je uzol s k���om ��� ke!�e je to minim�lny k��� v pravom
podstrome ��� Uzol s k���om �� nem� prav� podstrom� a teda jeho nasledovn	k je jeho najni��	 predok�
ktor�ho �av� potomok je tie� predok� V tomto pr	pade� je jeho nasledovn	kom uzol s k���om ���

m�me k��� k a ukazovate� na kore, stromu� Tree�Search vr�ti ukazovate� na uzol s k���om k�
ak existuje� inak vr�ti nil�

Tree�Search�x� k�
� if �x * nil� or �k * key "x#� then

� return x
� if k � key "x#
� then return Tree�Search�left"x#� k�
� else return Tree�Search�right"x#� k�

Proced�ra za�
na h�ada� v koreni a postupne prech�dza strom smerom dolu� ako mo�no vidie�
na obr� ��� Pre ka�d� uzol x� na ktor� naraz
� porovn� k��� k s k���om key "x#� Ak s� rovnak�
vyh�ad�vanie sa ukon�
� Ak je k men�ie ako key"x#� vyh�ad�vanie pokra�uje v �avom podstrome
x� nako�ko vlastnos� bin�rneho preh�ad�vacieho stromu zaru�uje� �e k nem��e by� v pravom pod�
strome x� Symetricky� ak k je v!��ie ako key "x#� vyh�ad�vanie pokra�uje v pravom podstrome x�
Uzly nav�t
ven po�as rekurzie tvoria cestu od kore,a smerom dolu� a teda �as behu Tree�Search
je O�h�� kde h je v��ka stromu�

T�to ist� proced�ru mo�no zap
sa� iterat
vne n�hradou rekurzie za cyklus while� Na v!��ine
po�
ta�ov je t�to verzia efekt
vnej�ia�

Iterative�Tree�Search�x� k�
� while �x �* nil� and �k �* key "x#� do

� if k � key "x#
� then x� left"x#
� else x� right"x#
� return x

Minimum a maximum
Prvok� ktorho hodnota k���a je minimum� mo�no v�dy n�js� sledovan
m ukazovate�ov na �av�ch
potomkov� a� pok�m nenaraz
me na nil� Nasleduj�ca proced�ra vracia ukazovate� na najmen�

prvok v podstrome s kore,om v uzle x�
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Tree�Minimum�x�
� while left"x# �* nil do

� x� left"x#
� return x

Vlastnos� bin�rnych preh�ad�vac
ch stromov zaru�uje� �e Tree�Minimum je korektn�� Ak
uzol x nem� �av� podstrom� potom minimum podstromu s kore,om x je key "x#� Ak naopak x m�
�av� podstrom� potom ke �e �iaden prvok napravo od neho nie je men�
 ako key "x# a ka�d� prvok
na�avo nie je v!��
 ako key "x#� potom najmen�
 k��� mo�no n�js� v podstrome s kore,om v uzle
left"x#� Pseudok�d pre Tree�Maximum je analogick�� Obe tieto proced�ry be�ia na strome v��ky
h v �ase O�h��

Nasledovn�k a predchodca

Pre dan� uzol bin�rneho preh�ad�vacieho stromu je niekedy potrebn n�js� jeho nasledovn
ka
v utriedenom porad
� �trukt�ra bin�rneho preh�ad�vacieho stromu n�m umo�,uje n�js� nasledov�
n
ka uzla bez akhoko�vek porovn�vania k���ov� Nasleduj�ca proced�ra vracia nasledovn
ka uzla
x strome� ak existuje� alebo nil� ak x m� najv!��iu hodnotu k���a v strome�

Tree�Successor�x�
� if right"x# �* nil then

� return Tree�Minimum�right"x#�
� y � p"x#
� while �y �* nil� and �x * right"y#� do

� x� y
� y � p"y#
� return y

K�d proced�ry Tree�Successor je rozdelen� na dva pr
pady� Ak prav� podstrom uzla x
je nepr�zdny� potom nasledovn
k x je naj�avej�
 uzol v pravom podstrome� ktor� mo�no n�js�
vyvolan
m Tree�Minimum�right"x#�� Ak� na druhej strane� je prav� podstrom x pr�zdny a x m�
nasledovn
ka y� potom je y najni��
 predok x� ktorho �av� syn je tie� predok x� Aby sme na�li y�
jednoducho ideme smerom hore od x a� pok�m nenaraz
me na uzol� ktor� je �av�m synom svojho
otca�

�as behu Tree�Successor na strome v��ky h je O�h�� nako�ko bu prech�dzame strom sme�
rom iba nahor alebo iba nadol� Proced�ra Tree�Predecessor� ktor� je symetrick� ku proced�re
Tree�Successor tie� be�
 v �ase O�h��

Veta �� Oper�cie Search� Minimum� Maximum� Successor a Predecessor mo�no imple	
mentova� tak� aby �as ich behu na bin�rnom preh�ad�vacom strome v�ky h bol O�h��

��� Vkladanie a vymaz�vanie

Oper�cie vkladania a vymaz�vania sp�sobuj�� �e dynamick� mno�ina reprezentovan� bin�rnym
preh�ad�vac
m stromom sa men
� D�tov� �trukt�ra mus
 by� v�ak modi�kovan� tak�m sp�sobom�
aby sa zachovala vlastnos� bin�rneho preh�ad�vacieho stromu�

Vkladanie
Pre vlo�enie novej hodnoty v do bin�rneho preh�ad�vacieho stromu T pou�ijeme proced�ru Tree�
Insert� Proced�re je predan� uzol z� pre ktor� key "z# * v� left"z# * nil a right"z# * nil� T�to
proced�ra potom modi�kuje T a niektor polo�ky z tak�m sp�sobom� aby z mohol by� vlo�en�
na pr
slu�n� poz
ciu v strome�
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Obr� ��' Vkladanie prvku s k���om �� do bin�rneho preh�ad�vacieho stromu� Uzly ozna�en� dvojit�mi
kru�nicami ozna�uj� cestu od kore�a smerom dole ku poz	cii� kam je polo�ka vkladan�� Pri vkladan	 bolo
vytvoren� spojenie medzi uzlami �� a ���

Tree�Insert�T� x�
� y � nil

� x� root"T #
� while x �* nil do

� y � x
� if key "z# � key "x#
� then x� left"x#
� else x� right"x#
� p"z#� y
� if y * nil

�� then root"T #� z
�� else if key "z# � key "y#
�� then left"y#� z
�� else right"y#� z

Tree�Delete�T� z�
� if �left"z# * nil� or �right"z# * nil�
� then y � z
� else y � Tree�Successor�z�
� if left"y# �* nil

� then x� left"y#
� else x� right"y#
� if x �* nil

� then p"x#� p"y#
� if p"y# * nil

�� then root"T #� x
�� else if y * left"p"y##
�� then left"p"y##� x
�� else right"p"y##� x
�� if y �* z then

�� key "z#� key"y#
�� � Ak m� y in polo�ky�
�� � treba ich tie� skop
rova��
�� return y

Obr�zok �� zn�zor,uje �innos� proced�ry Tree�Insert� Podobne ako proced�ra Tree�

Search� Tree�Insert za�
na v koreni a sleduje cestu smerom nadol� Ukazovate� x postupne
prech�dza t�to cestu� pri�om y je st�le nastaven� na jeho otca� Po inicializ�cii� cyklus while na
riadkoch �&� bude pohybova� ukazovate�mi x a y smerom nadol a� pok�m x nebude ma� hodnotu
nil� pri�om pokra�ovanie v �avom alebo pravom synovi bude z�visie� od v�sledku porovnania
k���ov key "z# a key"x#� Na riadkoch �&�� je prvok z vlo�en� do stromu jednoduch�m nastaven
m
ukazovate�ov�

Rovnako ako ostatn jednoduch oper�cie na preh�ad�vac
ch stromoch� aj proced�ra Tree�
Insert be�
 v �ase O�h�� kde h je v��ka danho stromu�

Vymaz�vanie
Proced�ra pre vymaz�vanie danho uzla z z bin�rneho preh�ad�vacieho stromu m� ako parameter
ukazovate� na z� T�to proced�ra uva�uje tri pr
pady� ako mo�no vidie� na obr� �	� Ak z nem�
potomkov� modi�kujeme jeho otca p"z# n�hradou ukazovate�a na z hodnotou nil� Ak m� vyma�
z�van� uzol iba jednho potomka� odstr�nime ho vytvoren
m spojenia medzi jeho rodi�om a jeho
synom� Nakoniec� ak m� uzol dvoch potomkov� odstr�nime nasledovn
ka y uzla z� ktor� ur�ite
nem� �avho syna� a nahrad
me obsah z obsahom uzla y�

K�d proced�ry Tree�Delete �uveden� u� vy��ie� organizuje tieto tri pr
pady trochu odli�n�m
sp�sobom� Na riadkoch �&�� algoritmus ur�
 uzol y� ktor� treba zo stromu odstr�ni�� T�mto uzlom
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Obr� ��' Vymaz�vanie uzla z z bin�rneho preh�ad�vacieho stromu� V ka�dom z pr	padov je vymaz�van�
uzol ozna�en� dvojitou kru�nicou� 
a� Ak z nem� potomkov� jednoducho ho vyma�eme� 
b� Ak z m�
jedin�ho potomka� odstr�nime ho tak� �e jeho syn bude teraz synom jeho otca� 
c� Ak m� z dvoch
potomkov� zo stromu odstr�nime jeho nasledovn	ka y� ktor� m� nanajv�� jedn�ho potomka� a potom
obsah z nahrad	me p&vodn�m obsahom uzla y�

je bu vstupn� uzol z �ak z m� nanajv�� jednho potomka� alebo nasledovn
k z �ak z m� dvoch
potomkov�� Potom� na riadkoch �&�� je x nastaven� na potomka uzla y alebo na nil� ak y nem�
potomkov� Uzol y je na riadkoch �&�� odstr�nen� zo stromu zmenou ukazovate�ov p"y# a x� Je
to v�ak trochu komplikovan� v pr
pade okrajov�ch podmienok� ktor nast�vaj� ke x * nil

alebo ke y je kore,� Nakoniec� na riadkoch ��&��� ak bol odstr�nen� nasledovn
k uzla z� je jeho
obsahom prep
san� p�vodn� obsah z� Uzol y je vr�ten� na riadku ��� teda volaj�ca proced�ra
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ho m��e op!� pou�i� �napr� zaradi� do zoznamu vo�n�ch prvkov�� Proced�ra Tree�Delete be�

v �ase O�h� na strome v��ky h�

Veta �� Oper�cie Insert a Delete na dynamickej mno�ine mo�no implementova� pomocou
bin�rneho preh�ad�vacieho stromu v�ky h tak� �e ich �as behu je O�h��


�
 �erveno�	ierne stromy

U� sme uk�zali� �e pomocou bin�rneho preh�ad�vacieho stromu v��ky h je mo�n implementova�
z�kladn oper�cie na dynamick�ch mno�in�ch s �asom behu O�h�� Teda� mno�inov oper�cie s�
r�chle ak v��ka preh�ad�vacieho stromu je mal�� ale ak je t�to v��ka ve�k� �relat
vne ku po�tu
prvkov stromu�� ich ��innos� nemus
 by� v�bec v!��ia ako pri pou�it
 oby�ajnho sp�janho zo�
znamu� V�hodou �erveno��iernych stromov je ich vyv��enos�� ktor� zaru�uje� aby boli �asy behu
t�chto oper�ci
 nanajv�� rovn O�lgn� v najhor�om pr
pade� kde n je po�et uzlov �erveno��ierneho
stromu�

��� Vlastnosti �erveno��iernych stromov

�erveno��ierny strom � alej RB�strom� je bin�rny preh�ad�vac
 strom� v ktorom ka�d� uzol
je roz�
ren� naviac o jeden bit inform�cie reprezentuj�ci farbu tohto uzla� ktor� m��e by� bu 
�erven� �red� alebo �ierna �black�� Zaveden
m ur�it�ch pravidiel� pod�a ktor�ch mo�no uzly
na �ubovo�nej z ciest od kore,a k listom ofarbi� iba ur�it�m sp�sobom� je mo�n zaisti�� aby
�iadna tak�to cesta nebola viac ako dvakr�t tak dlh� ako ktor�ko�vek in�� t�j� aby bol strom aspo,
pribli�ne vyv��en��

Ka�d� uzol teraz obsahuje polo�ky color� key � left� right a p� Ak potomok alebo rodi� uzla
neexistuje� pr
slu�n� polo�ka obsahuje hodnotu nil� Tieto hodnoty nil budeme ch�pa� ako uka�
zovatele na listy bin�rneho preh�ad�vacieho stromu� ktor v�ak neobsahuj� �iadne �daje�

Bin�rny preh�ad�vac
 strom je �erveno��ierny� ak sp$,a nasleduj�ce podmienky'

�� Ka�d� uzol je bu �erven� alebo �ierny�
�� Ka�d� list �nil� je �ierny�
�� Ak je uzol �erven�� obaja jeho synovia s� �ierni�
�� V�etky jednoduch cesty ved�ce od danho uzla k listu obsahuj� rovnak� po�et �iernych

uzlov�

Pr
klad RB�stromu je uveden� na obr� ���
Po�et �iernych uzlov na �ubovo�nej z ciest od uzla x k listu �uzol x nezar�tavame� naz�vame

�iernou v��kou uzla� Ozna�ujeme ju bh�x�� �iernu v��ku RB�stromu de�nujeme ako �iernu
v��ku jeho kore,a�

Lema �� �erveno	�ierny strom s n vn�tornmi uzlami m� v�ku nanajv� � lg�n % ���

D
kaz� Najprv uk��eme� �e podstrom s kore,om v �ubovo�nom uzle x obsahuje najmenej �bh�x���
vn�torn�ch uzlov� Toto pomocn tvrdenie dok��eme indukciou na v��ku x� Ak je t�to v��ka ��
potom x mus
 by� list �nil�� Strom pozost�vaj�ci z jedinho listu samozrejme obsahuje aspo,
�bh�x� � � * �	 � � * � vn�torn�ch uzlov� Uva�ujme teraz uzol x� ktor� m� kladn� v��ku�
a je vn�torn�m uzlom s dvoma potomkami� Obaja synovia maj� �iernu v��ku bu bh�x� alebo
bh�x�� �� v z�vislosti od ich farby� Ak je �erven�� �ierna v��ka syna je bh�x�� ak je �ierna� �ierna
v��ka syna je bh�x� � �� Nako�ko v��ka syna uzla x je men�ia ako v��ka x samotnho� m��eme
aplikova� indukt
vnu hypotzu� aby sme mohli tvrdi�� �e obaja synovia maj� aspo, �bh�x��� � �
vn�torn�ch uzlov� Teda podstrom s kore,om v uzle x obsahuje aspo, �bh�x��� � �� % ��bh�x��� �
�� % � * �bh�x� � � vn�torn�ch uzlov� �
m sme dok�zali pomocn tvrdenie�

Nech h je teraz v��ka stromu� Z vlastnosti � vypl�va� �e aspo, polovica uzlov na �ubovo�nej
jednoduchej ceste od kore,a k listu mus
 by� �ierna �samozrejme s v�nimkou kore,a�� Preto je
�ierna v��ka aspo, h��� teda n � �h�� � �� �o  alej d�va h � � lg�n% ��� �
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Obr� ��' �erveno �ierny strom� ktor�ho �ierne uzly s� ozna�en� oby�ajn�mi kru�nicami a �erven� uzly s�
ozna�en� dvojit�mi kru�nicami� Ka�d� uzol �erveno �ierneho stromu je bu! �erven� alebo �ierny� ka�d�
list nil je �ierny� synovia �erven�ho uzla s� �ierni a v�etky jednoduch� cesty od dan�ho uzla ku listu
obsahuj� rovnak� po�et �iernych uzlov� Ka�d� vn�torn� uzol je ozna�en� svojou �iernou v��kou� Listy
maj� �iernu v��ku ��

Priamym d�sledkom tejto lemy je� �e oper�cie Search� Minimum� Maximum� Successor
a Predecessor mo�no implementova� pomocou RB�stromov tak� �e �as ich behu je O�lgn�� kde
n je po�et uzlov stromu� �o vypl�va z toho� �e RB�strom pozost�vaj�ci z n uzlov je preh�ad�vac

strom v��ky O�lgn�� Hoci algoritmyTree�Insert a Tree�Delete be�ia v �ase O�lgn� pre dan�
RB�strom� nezaru�uj�� �e modi�kovan� bin�rny preh�ad�vac
 strom bude op!� �erveno��ierny�

��� Rot�cia

Oper�cie Tree�Insert a Tree�Delete be�ia na RB�strome o n uzloch v �ase O�lgn�� Ke �e
ale strom modi�kuj�� v�sledok nemus
 sp$,a� vlastnosti RB�stromu� Aby sme tieto vlastnosti
obnovili� mus
me zmeni� farby niektor�ch uzlov a taktie� upravi� �trukt�ru ukazovate�ov�

y

x

� 

�

Right�Rotate�T� y�

Left�Rotate�T� x�

x

� y

 �

Obr� ��' Rotuj�ce oper�cie na bin�rnom preh�ad�vacom strome� Oper�cia Right�Rotate
T� x� trans 
formuje kon�gur�ciu dvoch uzlov na�avo do kon�gur�cie napravo zmenou kon�tantn�ho po�tu ukazo 
vate�ov� Kon�gur�ciu napravo mo�no transformova� do kon�gur�cie na�avo inverznou oper�ciou Left�

Rotate
T� y�� Oba uzly sa m&�u nach�dza� kdeko�vek v strome� Symboly �� � a � reprezentuj� �ubovo�n�
podstromy� Rotuj�ce oper�cie zachov�vaj� inorder usporiadanie k���ov�

�trukt�ru ukazovate�ov men
me pomocou oper�cie rot�cia� ktor� je logickou oper�ciou na
bin�rnom preh�ad�vacom strome zachov�vaj�cou inorder usporiadanie k���ov� Obr� �� zn�zor,uje
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dva druhy rot�cie' rot�ciu v�avo a rot�ciu vpravo� Ak na uzle x vykon�vame rot�ciu v�avo�
predpoklad�me� �e jeho prav� syn nie je nil� T�to oper�cia (ot��a) strom okolo spojenia medzi
x a y� Uzol y sa st�va nov�m kore,om podstromu a uzol x sa st�va jeho �av�m synom� pri�om
p�vodn� �av� syn y je teraz prav�m synom x�

Left�Rotate�T� x�
� y � right"x# � Nastav y�
� right"x#� left"y# � 3av� podstrom y je teraz prav�m podstromom x�
� if left"y# �* nil then

� p"left"y##� x
� p"y#� p"x# � Otcom x bude teraz otec y�
� if p"x# * nil

� then root"T #� y
� else if x * left"p"x##
� then left"p"x##� y
�� else right"p"x##� y
�� left"y#� x � Uzol x je teraz �av�m synom y�
�� p"x#� y

K�d pre Right�Rotate je podobn�� Obe proced�ry Left�Rotate a Right�Rotate be�ia
v �ase O���� Po�as rot�cie sa menia iba ukazovatele� v�etky ostatn polo�ky uzlov zost�vaj�
nezmenen�

��� Vkladanie

Vlo�enie uzla do n�uzlovho RB�stromu mo�no uskuto�ni� v �ase O�lgn�� Na vlo�enie uzla x do
stromu T pou�ijeme proced�ru Tree�Insert� akoby to bol oby�ajn� bin�rny preh�ad�vac
 strom
a n�sledne x ozna�
me �ervenou farbou� Aby sme zaru�ili zachovanie vlastnost
 RB�stromu� uzly
prefarb
me a na strome vykon�me rot�cie� V!��ina k�du RB�Insert o�etruje r�zne pr
pady� ktor
nast�vaj� pri �prav�ch modi�kovanho stromu�

RB�Insert�T� x�
� Tree�Insert�T� x�
� color"x#� red

� while �x �* root"T #� and �color"p"x## * red� do

� if p"x# * left"p"p"x###
� then y � right"p"p"x###
� if color"y# * red

� then color"p"x##� black � pr
pad �
� color"y#� black � pr
pad �
� color"p"p"x###� red � pr
pad �
�� x� p"p"x## � pr
pad �
�� else if x * right"p"x## then
�� x� p"x# � pr
pad �
�� Left�Rotate�T� x� � pr
pad �
�� color"p"x##� black � pr
pad �
�� color"p"p"x###� red � pr
pad �
�� Right�Rotate�T� p"p"x##� � pr
pad �
�� else � rovnako ako vetva then iba�e
�� � treba vymeni� right s left
�� color"root"T ##� black

K�d proced�ry RB�Insert nie je a� tak� zlo�it� ako sa m��e na prv� poh�ad zda�� Anal�zu
tohto k�du rozdel
me na tri hlavn kroky� Najprv ur�
me� ktor vlastnosti RB�stromu mo�no
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naru�i� na riadkoch �����&� ke je do stromu vkladan� a zafarbovan� na �erveno prvok x� 2alej sa
budeme zaobera� �lohou cyklu while na riadkoch �&��� a nakoniec rozoberieme v�etky tri pr
pady�
ktor po�as vykon�vania tohto cyklu m��u nasta�� Obr� �� zn�zor,uje �innos� RB�Insert�
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Obr� ��' �innos� RB�Insert� 
a� Strom po vlo�en	 uzla x� Ke!�e x aj jeho otec p�x� s� �erven	� nast�va
poru�enie vlastnosti �� Nako�ko str�ko y uzla x je �erven�� mo�no aplikova� pr	pad �� �� V 
b� s� u� uzly
prefarben� a ukazovate� x je posunut� smerom nahor� Op%� s� x aj jeho otec �erven	� ale str�ko y je teraz
�ierny� Ke!�e x je prav�m synom p�x�� mo�no aplikova� pr	pad �� �� V 
c� je zn�zornen� strom u� po
vykonan	 rot�cie� Teraz je x �av�m synom svojho otca a mo�no aplikova� pr	pad �� �� Rot�ciou vpravo
dost�vame strom 
d�� ktor� u� je kone�ne �erveno �ierny�

Ktor z vlastnost
 RB�stromov m��u by� naru�en po vykonan
 riadkov �����&�- Vlastnos�
� ur�ite zost�va plati� i na alej� Podobne plat
 aj vlastnos� �� ke �e vlo�en� �erven� uzol m�
ako synov hodnoty nil� ktor s� �ierne� Vlastnos� �� ktor� hovor
� �e po�et �iernych uzlov je
rovnak� na ka�dej jednoduchej ceste od danho uzla k listom� je taktie� splnen�� lebo �erven� uzol
x s �iernymi potomkami nahr�dza �ierny nil� Teda jedinou vlastnos�ou� ktor� mo�no poru�i�� je
vlastnos� � ��erven� uzol nem��e ma� �erven�ch synov�� T�to vlastnos� je poru�en� pr�ve vtedy�
ak otec uzla x je �erven� �vi obr� ��a��

/lohou cyklu while na riadkoch �&�� je presun�� poru�enie vlastnosti � v strome smerom nahor
za s��asnho zachovania vlastnosti �� Na za�iatku ka�dej iter�cie cyklu ukazuje x na �erven�
uzol s �erven�m otcom� �o je jedin�m poru�en
m vlastnost
 RB�stromu� T�to situ�ciu mo�no
rie�i� dvoma sp�sobmi bu posun�� ukazovate� x smerom nahor alebo vykonan
m nejak�ch rot�ci

a ukon�en
m cyklu�

V skuto�nosti je � pr
padov� ktor treba v cykle while uva�ova�� ale tri z nich s� symetrick
ku zvy�n�m trom� v z�vislosti od toho� �i je otec p"x# uzla x �av�m alebo prav�m synom svojho
otca p"p"x##� Uviedli sme k�d iba pre ten pr
pad� v ktorom je p"x# �av�m synom� 2alej sme
zaviedli d�le�it� predpoklad� �e kore, stromu je �ierny �vi riadok ���� �o n�m teraz umo�,uje
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predpoklada�� �e uzol p"x# nie je kore,� a teda� �e p"p"x## v�dy existuje�
Pr
pad � mo�no odl
�i� od pr
padov � a � pod�a farby str�ka uzla x� Na riadku 	 je y nastaven�

na str�ka right"p"p"x## uzla x� pri�om test jeho farby je uskuto�nen� na riadku �� Ak je y �erven��
potom je vykonan� pr
pad �� Inak je riadenie predan pr
padom � a �� Ke �e je p"x# �erven�� vo
v�etk�ch troch pr
padoch je p"p"x## �ierny� a teda vlastnos� � je poru�ovan� iba medzi uzlami x
a p"x#�

Situ�cia v pr
pade � �riadky �&��� je zn�zornen� na obr� ��� Obsluha prvho pr
padu je
vykonan� ak obidva uzly p"x# a y s� �erven� Ke �e p"p"x## je �ierny� m��eme ofarbi� obidva tieto
uzly na �ierno� �
m odstr�nime problm� �e x a p"x# s� oba z�rove, �erven� a uzol p"p"x## na
�erveno� aby sme zachovali vlastnos� �� Jedin� problm� ktor� m��e nasta�� je� �e p"p"x## m��e
ma� �ervenho otca� Vtedy mus
me opakova� cyklus while s p"p"x## ako nov�m uzlom x�
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Obr� �	' Pr	pad � proced�ry RB�Insert� Vlastnos� � je poru�en� lebo x a jeho otec p�x� s� obidvaja
�erven	� �i u� je x 
a� prav� syn alebo 
b� �av� syn� je vykonan� rovnak� akcia� Ka�d� z podstromov ��
�� �� � a � m� �ierny kore� a rovnak� �iernu v��ku� K'd pre pr	pad � prefarbuje niektor� uzly� pri�om
zachov�va vlastnos� �� Cyklus while pokra�uje so star�m otcom p�p�x�� uzla x ako s nov�m x� Poru�enie
vlastnosti � m&�e teraz nasta� iba medzi nov�m uzlom x� ktor� je �erven�� a jeho otcom� ktor� je tie�
�erven��

V pr
padoch � a � je str�ko y uzla x �ierny� Tieto pr
pady s� rozl
�en pod�a toho� �i je x
�av�m alebo prav�m synom p"x#� Riadky ��&�� o�etruj� pr
pad �� ako je mo�n vidie� na obr� ���
kde je uveden� aj pr
klad o�etrenia pr
padu �� V pr
pade � je uzol x �av�m synom svojho otca�
Okam�ite je pou�it� rot�cia v�avo� aby sme dostali pr
pad � �riadky ��&���� v ktorom je uzol x
�av�m synom� Preto�e s� oba uzly x a p"x# �erven� rot�cia neovplyvn
 ani �ierne v��ky uzlov ani
vlastnos� �� �i nastane pr
pad � priamo alebo rot�ciou� cez pr
pad �� je str�ko y uzla x �ierny�
lebo inak by sme o�etrili pr
pad �� Niektor uzly prefarb
me a vykon�me rot�ciu vpravo� a potom�
ke �e u� nem�me dva susedn �erven uzly� �innos� je ukon�en�� Ke �e uzol p"x# je teraz �ierny�
telo cyklu while u� nie je treba znova vykon�va��

Ak� je �as behu proced�ry RB�Insert- Preto�e v��ka RB�stromu o n uzloch je O�lgn��
vyvolanie Tree�Insert trv� �as O�lgn�� Telo cyklu while sa opakuje iba v pr
pade �� pri�om
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Obr� �
' Pr	pady � a � proced�ry RB�Insert� Podobne ako v pr	pade �� je vlastnos� � poru�en� v oboch
pr	padoch � a � preto�e x a jeho otec p�x� s� obidvaja �erven	� Ka�d� z podstromov �� �� � a � m� �ierny
kore� a rovnak� �iernu v��ku� Pr	pad � je preveden� na pr	pad � rot�ciou v�avo� ktor� zachov�va vlastnos�
�� Rie�enie pr	padu � sp&sob	 prefarbenie niektor�ch uzlov a rot�ciu stromu vpravo� Cyklus while potom
skon�	� lebo je splnen� podmienka ��

sa ukazovate� x pohybuje v strome smerom nahor� Celkov� po�et vykonan
 cyklu while je teda
nanajv�� O�lgn�� Teda vykon�vanie RB�Insert trv� celkovo �as O�lgn�� Zauj
mav je� �e sa
nikdy nevykonaj� viac ako dve rot�cie �cyklus je ukon�en� hne po o�etren
 pr
padu � alebo ���

��� Vymaz�vanie

Podobne ako ostatn z�kladn oper�cie na n�uzlovom RB�strome� aj vymaz�vanie uzla trv� �as
O�lgn��

Pre zjednodu�enie hrani�n�ch podmienok v k�de pre strom T � na reprezent�ciu nil�ov pou�
�ijeme sentinel nil"T #� ktor� je objektom s rovnak�mi polo�kami ako oby�ajn� uzol stromu� ale
s t�m rozdielom� �e jeho farba je st�le �ierna� Namiesto ka�dho nil�u by sme mohli prida� jeden
sentinel� ale pr
li� by sme tak pl�tvali pam!�ou� Namiesto toho pou�ijeme jeden sentinel nil"T # na
reprezent�ciu v�etk�ch nil�ov� Preto� ak manipulujeme so synom uzla x� mus
me najprv nastavi�
p"nil"T ## na x�

RB�Delete�T� z�
� if �left"z# * nil"T #� or �right"z# * nil"T #�
� then y � z
� else y � Tree�Successor�z�
� if left"y# �* nil"T #
� then x� left"y#
� else x� right"y#
� p"x#� p"y#
� if p"y# * nil"T #
� then root"T #� x
�� else if y * left"p"y##
�� then left"p"y##� x
�� else right"p"y##� x
�� if y �* z then

�� key "z#� key "y#
�� � Ak m� y  al�ie polo�ky� treba ich tie� skop
rova��
�� if color"y# * black then

�� RB�Delete�Fixup�T� x�
�� return y
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Proced�ra RB�Delete je mierne modi�kovanou proced�rou Tree�Delete� Po odstr�nen
 uzla
zavol� pomocn� proced�ru RB�Delete�Fixup� ktor� prefarb
 niektor uzly a vykon� rot�cie� aby
obnovila vlastnosti RB�stromu� Medzi proced�rami Tree�Delete a RB�Delete s� tri rozdiely�

�� V�etky v�skyty nil v Tree�Delete boli v RB�Delete nahraden odkazmi na sentinel
nil"T #�

�� Test na riadku � Tree�Delete� �i m� x hodnotu nil� bol odstr�nen� a priradenie p"x#�
p"y# je tak vykon�van v�dy �riadok � RB�Delete�� Teda� ak x je nil"T #� jeho ukazovate�
na rodi�a ukazuje na rodi�a odstr�nenho uzla y�

�� Ak m� y �iernu farbu� je na riadkoch ��&�� vyvolan� proced�ra RB�Delete�Fixup� Ak je
y �erven�� �erveno��ierne vlastnosti nie s� jeho ostr�nen
m naru�en�

Uzol x predan� ako parameter proced�re RB�Delete�Fixup je bu jedin�m synom y e�te pred
vymazan
m uzla y� alebo je to sentinel nil"T #� ak y nemal potomkov� V druhom pr
pade priradenie
na riadku � zaru�uje� �e otec uzla x je teraz uzlom� ktor� bol predt�m otcom y� �i u� x je vn�torn�
uzol alebo sentinel nil"T #�

Teraz sa m��eme zaobera� t�m� ako proced�ra RB�Delete�Fixup obnovuje �erveno��ierne
vlastnosti preh�ad�vacieho stromu�

RB�Delete�Fixup�T� x�
� while �x �* root"T #� and �color"x# * black� do

� if x * left"p"x##
� then w � right"p"x##
� if color"w# * red then

� color"w#� black � pr
pad �
� color"p"x##� red � pr
pad �
� Left�Rotate�T� p"x#� � pr
pad �
� w� right"p"x## � pr
pad �
� if �color"left"w## * black� and �color"right"w## * black�
�� then color"w#� red � pr
pad �
�� x� p"x# � pr
pad �
�� else if color"right"w## * black then

�� color"left"w##� black � pr
pad �
�� color"w#� red � pr
pad �
�� Right�Rotate�T�w� � pr
pad �
�� w� right"p"x## � pr
pad �
�� color"w#� color"p"x## � pr
pad �
�� color"p"x##� black � pr
pad �
�� color"right"w##� black � pr
pad �
�� Left�Rotate�T� p"x#� � pr
pad �
�� x� root"T # � pr
pad �
�� else � rovnako ako vetva then� iba�e
�� � treba navz�jom zameni� right a left�
�� color"x#� black

Ak uzol y odstr�nen� proced�rou RB�Delete bol �ierny� jeho odstr�nenie sp�sobilo� �e ka�
�d� cesta� ktor� ho predt�m obsahovala m� teraz o jeden �ierny uzol menej� To znamen�� �e
vlastnos� � je teraz poru�ovan� ka�d�m predkom y� Tento problm m��eme odstr�ni� t�m� �e
budeme predpoklada�� �e uzol x m� o jednu �iernu farbu (viac)� Teda� ke odstra,ujeme uzol
y� jeho �iernos� pres�vame na jeho syna� Jedin�m problmom m��e by�� �e syn m��e by� takto
dvojn�sobne �ierny� �
m sa poru�
 vlastnos� ��
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Proced�ra RB�Delete�Fixup sa sna�
 obnovi� vlastnos� �� /lohou cyklu while na riadkoch
�&�� je pres�va� extra �iernu farbu v strome smerom nahor� a� pok�m nenastane jedna z nasle�
duj�cich podmienok'

�� x ukazuje na �erven� uzol� ktor� m��eme prefarbi� na �ierno�
�� x ukazuje na kore, stromu� kde �ierna farba m��e by� pohlten��
�� mo�no vykona� vhodn rot�cie alebo prefarbenia uzlov�

Vn�tri cyklu while x ukazuje v�dy na �ierny uzol� ktor� m� o jednu �iernu farbu viac �tento
uzol nie je nikdy kore,om�� Na riadku � ur�ujeme� �i je �av�m alebo prav�m synom svojho otca
p"x#� Ukazovate� na s�rodenca uzla x udr�iavame v premennej w� Ke �e uzol x je dvojn�sobne
�ierny� je zrejm� �e w nem��e by� nil"T #�

�tyri pr
pady� ktor k�d o�etruje� s� zn�zornen na obr� ��� Pred t�m ako sa nimi budeme
hlb�ie zaobera� uk��me� �e transform�cia v ka�dom z pr
padov zachov�va vlastnos� �� Hlavnou
my�lienkou je� �e vo v�etk�ch pr
padoch je po�et �iernych uzlov od kore,a �vr�tane neho� zn�zor�
nenho podstromu ku ka�dmu z podstromov �� � � � � � � transform�ciou zachov�van�� Napr
klad
na obr� ��a je po�et �iernych uzlov od kore,a ku podstromom � alebo  rovn� � ako pred� tak
i po vykonan
 transform�cie� Podobne� po�et �iernych uzlov od kore,a ku ktormuko�vek zo stro�
mov �� �� � a � je � pred aj po vykonan
 transform�cie� Na obr� ��b mus
me zar�ta� aj farbu c�
ktor� m��e by� bu �erven� alebo �ierna� Ak zade�nujeme black�red� * � a black�black� * ��
potom po�et �iernych uzlov od kore,a ku � bude �% black�c� pred aj po vykonan
 transform�cie�
Podobne mo�no overi� aj  al�ie pr
pady�

Pr�pad � �riadky 
!� a obr ��a� nast�va ke uzol w� t�j� s�rodenec x� je �erven�� Ke �e w
mus
 ma� �iernych synov� m��eme vymeni� farby w a p"x# a n�sledne na p"x# vykona�
rot�ciu v�avo bez poru�enia ktorejko�vek z �erveno��iernych vlastnost
� Nov� s�rode�
nec x �jeden zo synov uzla w� je teraz �ierny� a teda sme pr
pad � previedli na jeden
z pr
padov �� � alebo ��

Pr�pad � �riadky ��!�� a obr ��b� Pr
pady �� � a � nast�vaj� ak uzol w je �ierny� Rozl
�i�
ich mo�no pod�a farieb jeho synov� V pr
pade � s� obaja synovia uzla w �ierni� Ke �e je
w tie� �ierny� vezmeme obom uzlom x a w po jednej �iernej farbe� �
m x zostane �ierny
a w �erven�� pri�om t�to nadbyto�n� �iernu farbu prid�me uzlu p"x#� Potom opakujeme
cyklus while s uzlom p"x# ako nov�m x� V�imnime si teraz� �e ak pr
pad � nastane
tesne po pr
pade �� farba c novho uzla x je �erven�� ke �e p"x# bol �erven�� a teda sa
vykon�vanie cyklu skon�
�

Pr�pad � �riadky ��!�� a obr ��c� nast�va ak uzol w je �ierny� jeho �av� syn je �erven�
a jeho prav� syn je �ierny� Vtedy m��eme vymeni� farby uzla w a jeho �avho syna
left"w#� a n�sledne okolo w vykona� rot�ciu vpravo bez toho� aby sme poru�ili ktor��
ko�vek z �erveno��iernych vlastnost
� Nov� s�rodenec w uzla x je teraz �iernym uzlom
s �erven�m prav�m synom� teda sme pr
pad � previedli na pr
pad ��

Pr�pad � �riadky ��!�� a obr ��d� nast�va ak s�rodenec w uzla x je �ierny a jeho prav�
syn je �erven�� Prefarben
m niektor�ch uzlov a vykonan
m rot�cie v�avo okolo uzla
p"x# m��eme z uzla x odstr�ni� nadbyto�n� �iernu farbu bez poru�enia ktorejko�vek
z �erveno��iernych vlastnost
� Ak je uzol x kore,om stromu� vykon�vanie cyklu while

sa okam�ite po overen
 podmienky testu skon�
�

Ak� je �as behu proced�ry RB�Delete- Preto�e v��ka RB�stromu o n uzloch je O�lgn��
s� aj �asov n�roky tejto proced�ry bez vyvolania RB�Delete�Fixup rovn O�lgn�� Ak vn�tri
proced�ry RB�Delete�Fixup nastane jeden z pr
padov �� � alebo �� vykon� sa kone�n� po�et
prefarben
 a jej vykon�vanie sa skon�
� Pr
pad � je jedin�� v ktorom je mo�n opakovanie cyklu
while� pri�om sa ukazovate� x pohybuje v strome smerom nahor� Jeho pohyb je v�ak obmedzen�
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Obr� ��' Pr	pady v cykle while proced�ry RB�Delete� �ierne uzly s� ozna�en� oby�ajn�mi kru�nicami�
�erven� dvojit�mi kru�nicami a uzly� ktor� m&�u by� ako �erven�� tak aj �ierne s� ozna�en� �tvorcami
a znakmi c a c�� Symboly ���� � � � � 	 reprezentuj� �ubovo�n� podstromy� Vo v�etk�ch pr	padoch je kon 
�gur�cia na �avej strane preveden� na kon�gur�ciu vpravo prefarben	m uzlov alebo vykonan	m rot�cie�
Uzol� na ktor� ukazuje x� m� naviac jednu �iernu farbu� Jedin�m pr	padom� po ktorom sa pokra�uje
vo vykon�van	 cyklu� je pr	pad �� 
a� Pr	pad � je preveden� na pr	pad �� � alebo � v�menou farieb
uzlov B a D a vykonan	m rot�cie v�avo� 
b� V pr	pade �� je nadbyto�n� �ierna farba reprezentovan�
ukazovate�om x posunut� smerom nahor ofarben	m uzla D na �erveno a nastaven	m x na uzol B� Ak
po pr	pade � nastane pr	pad �� cyklus sa ukon�	� lebo farba c je �erven�� 
c� Pr	pad � je preveden� na
pr	pad � v�menou farieb uzlov C a D a vykonan	m rot�cie vpravo� 
d� V pr	pade �� mo�no nadbyto�n�
farbu reprezentovan� x odstr�ni� prefarben	m niektor�ch uzlov a vykonan	m rot�cie v�avo 
bez poru�enia
�erveno �iernych vlastnost	�� pri�om cyklus kon�	�

v��kou RB�stromu� ktor� je rovn� O�lgn�� To v�ak znamen�� �e vykon�vanie proced�ry RB�

Delete�Fixup trv� �as O�lgn�� pri�om sa uskuto�nia nanajv�� � rot�cie� Preto je celkov� �as
behu proced�ry RB�Delete taktie� rovn� O�lgn��



Pokro	cil�e techniky n�avrhu a anal�yzy algoritmov ��

� Pokro�cil�e techniky n�avrhu a anal�yzy algoritmov

V tejto �asti sa budeme zaobera� dvoma d�le�it�mi technikami pre n�vrh a anal�zu efekt
vnych
algoritmov' dynamick�m programovan
m a greedy algoritmami�

��� Dynamick� programovanie

Dynamick programovanie� podobne ako met�da divide � conquer� rie�i problmy sp�jan
m rie�
�en
 podproblmov ��� Divide � conquer algoritmus rozde�uje problm na nez�visl podproblmy�
rekurz
vne tieto podproblmy vyrie�i� a n�sledne ich rie�enia skombinuje� aby vyrie�il p�vodn�
problm� Naopak� dynamick programovanie je pou�ite�n vtedy� ak podproblmy nie s� na�
vz�jom nez�visl� t�j� ke problmy zdie�aj� podproblmy� Z tohto h�adiska vykon�va divide �
conquer algoritmus viacej pr�ce ako je treba & opakovane rie�i spolo�n podproblmy� Algoritmus
vyu�
vaj�ci techniku dynamickho programovania rie�i ka�d� podproblm iba raz� pri�om jeho
v�sledok uklad� do tabu�ky� aby predi�iel jeho op!tovnmu� u� zbyto�nmu� rie�eniu�

Dynamick programovanie sa zvy�ajne pou�
va na rie�enie optimaliza�n�ch probl	mov�
Optimaliza�n problmy m��u ma� viacero rie�en
� pri�om ka�dmu z rie�en
 mo�no nejak�m
sp�sobom priradi� hodnotu� Na�
m �elan
m je n�js� aspo, jedno rie�enie s optim�lnou �minim�lnou
alebo maxim�lnou� hodnotou� Takto rie�enie naz�vame optim�lne�
N�vrh DP�algoritmu mo�no rozdeli� do �tyroch krokov�

�� Charakterizuj �trukt�ru optim�lneho rie�enia�
�� Rekurz
vne de�nuj hodnotu optim�lneho rie�enia�
�� Met�dou bottom�up vypo�
taj ohodnotenie optim�lneho rie�enia�
�� Z vypo�
tanej inform�cie skon�truuj optim�lne rie�enie�

Kroky �&� tvoria z�klad rie�enia problmu pomocou dynamickho programovania� Ak n�m sta�

pozna� iba ohodnotenie optim�lneho rie�enia� mo�ene krok � vypusti�� Ak v�ak po�adujeme aj
samotn optim�lne rie�enie� mus
me krok � vykona�� pri�om je niekedy vhodn si u� po�as v�po��
tu v kroku � niekam uklada� pr
davn inform�cie� aby sa zjednodu�ila kon�trukcia optim�lneho
rie�enia�


�� N�sobenie mat�c

Typick�m pr
kladom pre vyu�itie techn
k dynamickho programovania je n�sobenie mat
c� Dan�
je postupnos� hA�� A�� � � � � Ani n mat
c� pri�om treba vypo�
ta� s��in A�A� � � �An� Tento v�raz
mo�no vyhodnoti� pou�it
m �tandardnho algoritmu pre n�sobenie dvoch mat
c hne po jeho
uz�tvorkovan
� ktor�m s� odstr�nen v�etky nejednozna�nosti vz�jomnho n�sobenia mat
c� S��in
mat
c je �plne uz�tvorkovan�� ak pozost�va iba z jednej matice alebo uz�tvorkovanho s��inu
dvoch plne uz�tvorkovan�ch s��inov mat
c�

N�sobenie mat
c je asociat
vne� t�j� v�etky mo�n uz�tvorkovania mat
c ved� k tej istej hodnote
s��inu� Napr
klad s��in A�A�A�A� mo�no �plne uz�tvorkova� piatimi r�znymi sp�sobmi'

�A��A��A�A���� �
�A���A�A��A��� �
��A�A���A�A��� �
��A��A�A���A�� �
���A�A��A��A�� �

Sp�sob ak�m matice uz�tvorkujeme v�razne ovplyv,uje �asov n�roky na vyhodnotenie s��
�inu� Najprv uva�ujme n�sobenie dvoch mat
c� Nasleduj�ci pseudok�d implementuje �tandardn�
algoritmus n�sobenia dvoch mat
c� Atrib�t matice rows� resp� columns je po�et jej riadkov� resp�
st$pcov�

��Programovanie sa v tomto kontexte nevz�ahuje na p�sanie k�du� ale na tabu
kov� met�du�




� Dynamick� programovanie ��

Matrix�Multiply�A�B�
� if columns"A# �* rows"B#
� then error )nekompatibiln rozmery mat
c(
� else for i� � to rows"A# do
� for j � � to columns"B# do

� C"i� j#� �
� for k � � to columns"A# do
� C"i� j#� C"i� j# % A"i� k# �B"k� j#
� return C

Dve matice A a B m��eme vyn�sobi� iba ak je po�et st$pcov A rovn� po�tu riadkov B� Ak A je
matica typu p � q a B typu q � r� v�sledn� matica je typu p � r� �as potrebn� na v�po�et C
je ur�en� najm! po�tom skal�rnych n�soben
 na riadku �� ktor� je pqr� V nasleduj�com budeme
�asy behu vyjadrova� na z�klade tohto po�tu�

Aby sme ilustrovali rozli�n �asov n�roky sp�soben r�znym uz�tvorkovan
m s��inu mat
c�
uva�ujme matice hA�� A�� A�i� Nech rozmery t�chto mat
c s� postupne ��� ���� ���� 	 a 	� 	��
Ak budeme po�
ta� ��A�A��A��� vykon�me �� � ��� � 	 * 	��� skal�rnych n�soben
 na v�po�et
s��inu A�A� plus  al�
ch �� �	 �	� * �	�� skal�rnych n�soben
 aby sme t�to maticu rozmeru ���	
vyn�sobili maticou A�� teda celkovo vykon�me �	�� skal�rnych n�soben
� Ak by sme namiesto
��A�A��A�� po�
tali �A��A�A���� museli by sme vykona� ��� � 	 � 	� * �	��� skal�rnych n�soben

na v�po�et s��inu A�A� plus  al�
ch �� � ��� � 	� * 	���� skal�rnych n�soben
 pre vyn�sobenie
A� touto maticou� teda celkovo by sme vykonali �	��� skal�rnych n�soben
� �o je ���kr�t viac ako
pri uz�tvorkovan
 v prvom pr
pade�

Probl	m n�sobenia postupnosti mat�c mo�no formulova� nasledovne' pre dan� postupnos�
hA�� A�� � � � � Ani n mat
c� kde pre i * �� �� � � � � n m�maticaAi rozmery pi���pi� �plne uz�tvorkuj
s��in A�A� � � �An tak� aby po�et potrebn�ch skal�rnych n�soben
 bol minim�lny�

V�po�et po�tu uz�tvorkovan�

Predt�m� ako za�neme problm rie�i� pomocou dynamickho programovania� by sme sa mali
presved�i�� �e preverovanie v�etk�ch mo�n�ch uz�tvorkovan
 nevedie ku efekt
vnemu algoritmu�
Ozna�me P �n� po�et mo�n�ch uz�tvorkovan
 postupnosti n mat
c� Ke �e postupnos� n mat
c
m��eme pre �ubovo�n k * �� �� � � � � n� � rozdeli� medzi k�tou a �k % ���vou maticou a n�sledne
obe v�sledn podpostupnosti nez�visle uz�tvorkova�� dost�vame rekurenciu

P �n� *

�	

� ak n * � �
n��P
k��

P �k�P �n� k� ak n � � �

Rie�en
m tohto rekurentnho vz�ahu je postupnos� Catalanov�ch ��sel '

P �n� * C�n� �� �

kde

C�n� *
�

n % �

�
�n
n

�
* ���n�n���� �

Po�et mo�n�ch uz�tvorkovan
 teda od n z�vis
 exponenci�lne� a preto met�da� pri ktorej over
me
v�etky mo�n sp�soby uz�tvorkovania� je pre ur�ovanie optim�lneho uz�tvorkovania nevhodn��

�trukt�ra optim�lneho uz�tvorkovania
Prv�m krokom paradigmy dynamickho programovania je charakterizovanie �trukt�ry optim�l�
neho rie�enia� Pre n�sobenie postupnosti mat
c m��eme tento krok uskuto�ni� nasledovn�m
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sp�sobom� Pre maticu� ktor� vznikne vyhodnoten
m s��inu AiAi
� � � �Aj� zavedieme ozna�e�
nie Ai � � j� Pri optim�lnom uz�tvorkovan
 rozdel
me s��in A�A� � � �An na k�tej poz
cii� kde k je
nejak cel �
slo z rozsahu � � k � n� na dve postupnosti mat
c A�A� � � �Ak a Ak
�Ak
� � � �An�
To znamen�� �e na v�po�et matice A� � � n mus
me najprv vyhodnoti� matice A� � � k a Ak
� � � n�
ktor n�sledne navz�jom vyn�sob
me� N�klady na optim�lne uz�tvorkovanie teda pozost�vaj�
z n�kladov na v�po�et mat
c A� � � k a Ak
� � � n a z n�kladov na ich vz�jomn vyn�sobenie�

V�imnime si� �e uz�tvorkovania podpostupnost
 A�A� � � �Ak a Ak
�Ak
� � � �An vn�tri opti�
m�lneho uz�tvorkovania pre A�A� � � �An musia by� taktie� optim�lne� Teda optim�lne rie�enie
problmu n�sobenia mat
c v sebe obsahuje optim�lne rie�enia podproblmov� Optim�lna pod�
�trukt�ra optim�lneho rie�enia je jednou z podmienok pou�itia dynamickho programovania�

Rekurz�vne rie�enie
Druh�m krokom paradigmy dynamickho programovania je rekurz
vne de�novanie ohodnotenia
optim�lneho rie�enia na z�klade optim�lnych rie�en
 podproblmov� Pre problm n�sobenia mat
c
si ako podproblmy vyberieme problmy stanovenia minim�lneho po�tu oper�ci
 potrebn�ch na
v�po�et AiAi
� � � �Aj� pri�om � � i � j � n� Nech m"i� j# je minim�lny po�et skal�rnych n�soben

potrebn�ch pre v�po�et matice Ai � � j &m"�� n# teda ozna�uje najmen�
 po�et n�soben
� ktor treba
vykona�� aby sme vypo�
tali A� � � n�

Hodnoty m"i� j# m��eme de�nova� rekurz
vne nasledovn�m sp�sobom� Ak i * j� postupnos�
pozost�va iba z jednej matice Ai � � i * Ai� teda na v�po�et s��inu netreba vykona� �iadne oper�cie
skal�rneho n�sobenia� M�me teda m"i� i# * � pre i * �� �� � � � � n� Aby sme mohli vypo�
ta� m"i� j#
pre i � j� vyu�ijeme �trukt�ru optim�lneho rie�enia z kroku �� Predpokladajme� �e optim�lne
uz�tvorkovanie rozdel
 s��in AiAi
� � � �Aj na k�tej poz
cii �i � k � j�� t�j� medzi maticami Ak

a Ak
�� Potom je m"i� j# rovn s��tu minim�lnych n�kladov na v�po�et mat
c Ai � � k a Ak
� � � j

a n�kladov na vz�jomn vyn�sobenie t�chto mat
c� Ke �e na v�po�et s��inu Ai � � kAk
� � � j po�
trebujeme pi��pkpj skal�rnych n�soben
� dost�vame rekurenciu

m"i� j# * m"i� k# %m"k % �� j# % pi��pkpj �

Tento rekurz
vny vz�ah v�ak predpoklad�� �e hodnotu k pozn�me pre ka�d i a j� O k vieme
iba to�ko� �e m��e nadob�da� jednu z j � i hodn�t� konkrtne k * i� i % �� � � � � j � �� Teraz
m��eme prejs� v�etky mo�nosti & dosadzovan
m i� i% �� � � � � j � � za k do v�razu na pravej strane
uvedenej rekurencie� H�adanou hodnotou k je t�� pre ktor� bude tento v�raz minim�lny� Teda
na�a rekurz
vna de�n
cia pre minim�lne n�klady na uz�tvorkovanie s��inu AiAi
� � � �Aj nadob�da
tvar

m"i� j# *

�	
� ak i * j �

min
i�k�j

�
m"i� k# %m"k % �� j# % pi��pkpj

�
ak i � j �

����

Hodnoty m"i� j# vyjadruj� n�klady optim�lnych rie�en
 podproblmov� Aby sme mohli vykon�
�truova� optim�lne rie�enie� zade�nujme s"i� j# ako poz
ciu k� na ktorej m��eme rozdeli� s��in
AiAi
� � � �Aj � aby sme dostali optim�lne uz�tvorkovanie� Teda s"i� j# sa rovn� hodnote k takej�
�e m"i� j# * m"i� k# %m"k % �� j# % pi��pkpj�

V�po�et optim�lnych n�kladov
Hoci by sme boli okam�ite schopn
 na z�klade rekurencie ���� nap
sa� funk�n� algoritmus� ktor�
po�
ta minim�lne n�klady m"�� n# na v�po�et A�A� � � �An� jeho �as behu v�ak bol st�le exponen�
ci�lny�

V�imnime si teraz� �e m�me relat
vne m�lo podproblmov' jeden problm pre ka�d� v�ber
hodn�t i a j tak�ch� �e � � i � j � n� t�j� celkovo

�
n
�

�
% n * ��n��� Rekurz
vny algoritmus

m��e na ka�d� podproblm mnohokr�t narazi� v r�znych vetv�ch jeho rekurz
vneho stromu� Toto
prekr�vanie podproblmov je  al�ou z podmienok pou�itia dynamickho programovania�

Namiesto rekurz
vneho v�po�tu rekurencie ���� vykon�me tret
 krok paradigmy dynamickho
programovania a vypo�
tame optim�lne n�klady pou�it
m met�dy bottom�up� Nasleduj�ci pse�
udok�d predpoklad�� �e maticaAi m� rozmery pi���pi pre i * �� �� � � � � n� Vstupom je postupnos�
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hp	� p�� � � � � pni� kde length"p# * n % �� Proced�ra pou�
va pomocn� tabu�ku m"� � � n� � � � n# pre
uchov�vanie n�kladov m"i� j# a tabu�ku s"� � � n� � � � n#� zaznamen�vaj�cu� ktor�m indexom k sa
dosiahli optim�lne n�klady na v�po�et m"i� j#�

Matrix�Chain�Order�p�
� n� length"p#� �
� for i� � to n do

� m"i� i#� �
� for l � � to n do

� for i� � to n� l % � do

� j � i % l � �
� m"i� j#�	
� for k� i to j � � do

� q � m"i� k# %m"k % �� j# % pi��pkpj
�� if q � m"i� j# then
�� m"i� j#� q
�� s"i� j#� k
�� return m and s

Algoritmus vypln
 tabu�ku m tak�m sp�sobom� ktor� prisl�cha rie�eniu uz�tvorkov�vacieho
problmu na postupnostiach mat
c rast�cej d$�ky� Vz�ah ���� ukazuje� �e n�klady m"i� j# na
v�po�et s��inu postupnosti j� i%� mat
c z�visia iba od n�kladov na v�po�et s��inov postupnost

mat
c d$�ok men�
ch ako j � i % �� T�j� pre k * i� i % �� � � � � j � � je matica Ai � � k s��inom
k � i% � � j � i % � mat
c a matica Ak
� � � j s��inom j � k � j � i % � mat
c�

Algoritmus najprv spo�
ta m"i� i# � � pre i * �� �� � � �� n �minim�lne n�klady pre postupnosti
d$�ky �� na riadkoch �&�� Potom pou�ije rekurenciu ���� na v�po�et m"i� i%�# pre i * �� �� � � � � n��
�minim�lne n�klady pre postupnosti d$�ok �� po�as prvho vykonania cyklu na riadkoch �&���
2al�
m priechodom cyklu sa spo�
ta m"i� i % �# pre i * �� �� � � � � n � �� at � V ka�dom kroku�
n�klady m"i� j# vypo�
tan na riadkoch �&�� z�visia iba na u� vypo�
tan�ch polo�k�ch tabu�ky
m"i� k# a m"k % �� j#�

Obr� �� zn�zor,uje t�to proced�ru na postupnosti n * � mat
c� Ke �e m�me de�novan
m"i� j# iba pre i � j� je pou�it� iba �as� tabu�ky m nad hlavnou diagon�lou� Obr�zok zn�zor,uje
tabu�ku oto�en� tak� aby hlavn� diagon�la bola umiestnen� horizont�lne� Postupnos� mat
c je
uveden� dole� Minim�lne n�klady na vyn�sobenie podpostupnosti AiAi
� � � �Aj mat
c mo�no
v tejto tabu�ke n�js� na poz
cii "i� j#� Ka�d� horizont�lny riadok v tabu�ke obsahuje polo�ky pre
postupnosti mat
c rovnakej d$�ky� Matrix�Chain�Order po�
ta riadky odspodu nahor a z�ava
doprava vn�tri ka�dho riadku� Polo�ka m"i� j# je vypo�
tan� pou�it
m s��inov pi��pkpj pre
k * i� i % �� � � � � j � � a v�etk�ch polo�iek juhoz�padne a juhov�chodne od m"i� j#�

Jednoduch� in�pekcia �trukt�ry vnoren�ch cyklov v proced�re Matrix�Chain�Order d�va
�as behu algoritmu O�n��� Mo�no uk�za�� �e tento �as je aj ��n��� To znamen�� �e Matrix�
Chain�Order je omnoho efekt
vnej�ia ako met�da enumeruj�ca a testuj�ca v�etky mo�n uz�t�
vorkovania� ktorej �as behu je exponenci�lny�

Kon�trukcia optim�lneho rie�enia
HociMatrix�Chain�Order stanovuje optim�lny po�et skal�rnych n�soben
 potrebn�ch na v�po�
�et s��inu mat
c� neukazuje priamo� ako matice vyn�sobi�� Krokom � paradigmy dynamickho
programovania je skon�truovanie optim�lneho rie�enia na z�klade vypo�
tanej inform�cie�

V na�om pr
pade pou�
vame tabu�ku s"� � � n� � � � n#� aby sme ur�ili najlep�
 sp�sob uz�tvor�
kovania mat
c� Ka�d� polo�ka s"i� j# zaznamen�va hodnotu k tak�� �e optim�lne uz�tvorkovanie
AiAi
� � � �Aj rozdel
 s��in medzi Ak a Ak
�� Teda vieme� �e �n�lne n�sobenie mat
c vo v�po�te
A� � � n optim�lne je A� � � s���n�As���n�
� � � n� Skor�ie n�sobenia mat
c mo�no rekurz
vne vypo�
ta��
nako�ko s"�� s"�� n## ur�uje posledn n�sobenie mat
c vo v�po�te A� � � s���n� a s"s"�� n#% �� n# ur�uje
posledn n�sobenie mat
c vo v�po�te As���n�
��n� Nasleduj�ca rekurz
vna proced�ra po�
ta s��in
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Obr� ��' Tabu�ky m a s vypo�	tan� proced�rou Matrix�Chain�Order pre n � � a rozmery mat	c(

matica rozmery
A� ��� ��
A� ��� ��
A� ��� �
A� �� ��
A� ��� ��
A� ��� ��

Tabu�ky s� oto�en�� aby bola hlavn� diagon�la umiestnen� horizont�lne� V tabu�ke m je pou�it� iba
hlavn� diagon�la a prvky le�iace nad �ou� pri�om v tabu�ke s s� pou�it� len prvky nad hlavnou diagon�lou�
Minim�lny po�et skal�rnych n�soben	 pre vyn�sobenie � mat	c je m����� � ������ Pri v�po�te m����� s�
pou�it� iba zv�raznen� polo�ky�

m��� �� � min

�	

m��� �� m��� ��  p�p�p� � �  ����  �� � �� � �� � ����� �
m��� �� m��� ��  p�p�p� � ����  ����  �� � � � �� � ���� �
m��� �� m��� ��  p�p�p� � ����  �  �� � �� � �� � �����

� ���� �

mat
c Ai � � j pre dan matice A * hA�� A�� � � � � Ani� tabu�ku s vypo�
tan� pomocou Matrix�

Chain�Order a indexy i� j� Po�iato�n volanie je Matrix�Chain�Multiply�A� s� �� n��

Matrix�Chain�Multiply�A� s� i� j�
� if j � i
� then X �Matrix�Chain�Multiply�A� s� i� s"i� j#�
� Y �Matrix�Chain�Multiply�A� s� s"i� j# % �� j�
� return Matrix�Multiply�X�Y �
� else return Ai

Na pr
klade obr�zku �� volanieMatrix�Chain�Multiply�A� s� �� �� vypo�
ta s��in mat
c prisl��
chaj�ci uz�tvorkovaniu

��A��A�A�����A�A��A��� �


�� Najdlh�ia spolo�n� podpostupnos�

Nasleduj�cim problmom� ktor�m sa budeme teraz zaobera�� je h�adanie najdlh�ej spolo�nej pod�
postupnosti� Postupnos� Z * hz�� z�� � � � � zki je podpostupnos�ou postupnosti X * hx�� x�� � � � �
xmi� ak existuje r�dzo rast�ca postupnos� hi�� i�� � � � � iki indexov X tak�� �e pre v�etky j *
�� �� � � � � k plat
 xij * zj� Pre dan dve postupnosti X a Y hovor
me� �e postupnos� Z je spolo��
nou podpostupnos�ou X a Y � ak je podpostupnos�ou X aj Y �

Problm najdlh�ej spolo�nej podpostupnosti �LCS� mo�no formulova� nasledovne' s�
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dan dve postupnosti X * hx�� x�� � � � � xmi a hy�� y�� � � � � yni� treba n�js� najdlh�iu spolo�n� pod�
postupnos� postupnost
 X a Y �

Charakteriz�cia najdlh�ej spolo�nej podpostupnosti
Jedn�m z mo�n�ch rie�en
 tohto problmu je op!� enumer�cia v�etk�ch podpostupnost
 X� Pre
ka�d� podpostupnos� X budeme overova�� �i je tie� podpostupnos�ou Y � pri�om si budeme ucho�
v�va� najdlh�iu n�jden� podpostupnos�� Ka�d� podpostupnos� X prisl�cha nejakej podmno�ine
indexov f�� �� � � ��mg postupnosti X� Celkov� po�et podpostupnost
 X je teda �m� z �oho vypl�va�
�e toto rie�enie vy�aduje exponenci�lny �as� a teda je nevhodn pre dlh�ie postupnosti�

Problm LCS sa vyzna�uje vlastnos�ou optim�lnej pod�trukt�ry �vi nasleduj�cu vetu�� Pre
dan� postupnos� X * hx�� x�� � � � � xmi a index i * �� �� � � � �m de�nujeme i�ty pre�x X ako
postupnos� Xi * hx�� x�� � � � � xii�

Veta 
� Nech X * hx�� x�� � � � � xmi a Y * hy�� y�� � � � � yni s� postupnosti a nech Z * hz�� z�� � � � �
zki je �ubovo�n� LCS postupnost� X a Y � Platia nasleduj�ce tvrdenia�

�� Ak xm * yn� potom zk * xm * yn a Zk�� je LCS pre Xm�� a Yn���
�� Ak xm �* yn� potom z zk �* xm vyplva� �e Z je LCS pre Xm�� a Y �
�� Ak xm �* yn� potom z zk �* yn vyplva� �e Z je LCS pre X a Yn���

D
kaz�

��� Ak by bolo zk �* xm� potom by sme ku Z mohli prida� xm * yn� aby sme dostali najdlh�iu
spolo�n� podpostupnos� X a Y d$�ky k % �� �o by bolo v spore s predpokladom� �e Z je
najdlh�ia spolo�n� podpostupnos� X a Y � Preto mus
 plati�� �e zk * xm * yn� Teraz� pre�x
Zk�� je spolo�nou podpostupnos�ou Xm�� a Yn��� Chceme uk�za�� �e je LCS� Predpokla�
dajme teraz� �e existuje spolo�n� podpostupnos� W postupnost
 Xm�� a Yn��� ktorej d$�ka
je v!��ia ako k��� Potom pridan
m xm * yn do W dostaneme spolo�n� podpostupnos� pre
X a Y � ktorej d$�ka je v!��ia ako k� �o je spor�

��� Ak zk �* xm� potom je Z spolo�nou podpostupnos�ou Xm�� a Y � Ak by existovala spolo�n�
podpostupnos� W postupnost
 Xm�� a Y � ktorej d$�ka by bola v!��ia ako k� potom by W
bola taktie� spolo�nou podpostupnos�ou Xm a Y � �o by bolo v spore s predpokladom� �e Z
je LCS pre X a Y �

��� Podobne ako pr
pad ���� �

Veta 	�� hovor
� �e LCS dvoch postupnost
 obsahuje LCS pre�xov t�chto postupnost
� To
znamen�� �e problm LCS sa vyzna�uje vlastnos�ou optim�lnej pod�trukt�ry�

Rekurz�vne rie�enie podprobl�mov
Z vety 	�� vypl�va� �e treba vy�etri� jeden alebo dva podproblmy ke h�ad�me LCS postupnost

X * hx�� x�� � � � � xmi a Y * hy�� y�� � � � � yni� Ak xm * yn� mus
me n�js� LCS pre Xm�� a Yn���
Pridanie xm * yn k tejto LCS d�va LCS pre X a Y � Ak xm �* yn� potommus
me vyrie�i� dva pod�
problmy' n�js� LCS pre Xm�� a Y a LCS pre X a Yn��� Najdlh�ou spolo�nou podpostupnos�ou
pre X a Y je t� dlh�ia z nich�

3ahko si mo�no v problme LCS v�imn�� vlastnos� prekr�vania podproblmov� Aby sme na�li
LCS pre X a Y � m��e by� treba n�js� LCS pre X a Yn�� a pre Xm�� a Y � Oba tieto problmy
m��u ma� spolo�n� podproblm n�jdenia LCS pre Xm�� a Yn���

Podobne ako pri problme n�sobenia mat
c� na�e rekurz
vne rie�enie vy�aduje n�js� rekurenciu
pre n�klady optim�lneho rie�enia� De�nujme c"i� j# ako d$�ku LCS postupnost
 Xi a Yj � Ak i * �
alebo j * �� jedna z postupnost
 m� nulov� d$�ku� teda LCS m� taktie� d$�ku �� Na z�klade
optim�lnej pod�trukt�ry problmu n�jdenia LCS m�me rekurentn� vz�ah

c"i� j# *

��	�

� ak i * � alebo j * � �
c"i� �� j � �# % � ak i� j � � a xi * yj �

max�c"i� j � �#� c"i� �� j#� ak i� j � � a xi �* yj �

����




� Dynamick� programovanie ��

V�po�et d"�ky LCS

Na z�klade vz�ahu �� m��eme �ahko nap
sa� rekurz
vny algoritmus s exponenci�lnym �asom behu�
ktor� po�
ta d$�ku LCS dvoch postupnost
� Ke �e pre postupnosti d$�ok m a n m�me iba ��mn�
r�znych podproblmov� na v�po�et rie�enia m��eme pou�i� dynamick programovanie�

Vstupom pre proced�ru LCS�Length s� dve postupnosti X * hx�� x�� � � � � xmi a Y * hy��
y�� � � � � yni� Hodnoty c"i� j# s� uchov�van v poli c"� � �m� � � � n#� a vyp$,an s� postupne po
riadkoch z�ava doprava� Pre zjednodu�enie kon�trukcie optim�lneho rie�enia je pou�it pole
b"� � �m� � � � n#� Polo�ka b"i� j# ukazuje na polo�ku prisl�chaj�cu optim�lnemu rie�eniu zvolenmu
pri v�po�te c"i� j#� Proced�ra vracia polia b a c �c"m�n# obsahuje d$�ku LCS pre X a Y ��

LCS�Length�X�Y �
� m� length"X#
� n� length"Y #
� for i� � to m do

� c"i� �#� �
� for j � � to n do

� c"�� j#� �
� for i� � to m do

� for j � � to n do

� if xi * yi
�� then c"i� j#� c"i� �� j � �# % �
�� b"i� j#� )� (
�� else if c"i� �� j# � c"i� j � �#
�� then c"i� j#� c"i� �� j#
�� b"i� j#� ) � (
�� else c"i� j#� c"i� j � �#
�� b"i� j#� )� (
�� return c and b

Obr�zok �� zn�zor,uje tabu�ku vytvoren� proced�rou LCS�Length pre postupnosti X *
hA�B�C�B�D�A�Bi a Y * hB�D�C�A�B�Ai� Ke �e na v�po�et ka�dej polo�ky tejto tabu�ky
treba �as O���� celkov� �as behu tejto proced�ry je preto O�mn��

Kon�trukcia LCS
Pole b vr�ten proced�rou LCS�Length m��e by� pou�it pre skon�truovanie LCS pre X *
hx�� x�� � � � � xmi a Y * hy�� y�� � � � � yni� Jednoducho za�neme v b"m�n# a budeme prech�dza�
po pol
�kach v smere �
piek� V�dy ke naraz
me na �
pku )� ( v pol
�ku b"i� j# je xi * yj
prvkom LCS� Prvky LCS touto met�dou prech�dzame v opa�nom porad
� Nasleduj�ca proced�ra
vyp
�e LCS postupnost
 X a Y v spr�vnom porad
� Po�iato�n volanie tejto proced�ry je Print�
LCS�b�X� length"X#� length"Y #��

Print�LCS�b�X� i� j�
� if �i * �� or �j * �� then return

� if b"i� j# * )�(
� then Print�LCS�b�X� i� �� j � ��
� print xi
� else if b"i� j# * )�(
� then Print�LCS�b�X� i� �� j�
� else Print�LCS�b�X� i� j � ��

Pre tabu�ku b na obr� �� t�to proced�ra vyp
�e )BCBA(� Jej �as behu je O�m%n�� ke �e v jednom
kroku rekurzie je dekrementovan� aspo, jeden index z i� j� Azda je e�te vhodn podotkn��� �e je
mo�n redukova� pam!�ov n�roky proced�ry LCS�Length� ke �e v danom okamihu potrebuje




� Greedy algoritmy ��

j � � � � � 	 �
i yj B D C A B A

� xi � � � � � � �
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Obr� ��' Tabu�ka 
polia c a b� vypo�	tan� proced�rou LCS Length pre postupnosti X � hA�B�C�B�D�
A�Bi a Y � hB�D�C�A�B�Ai� Pol	�ko na i tom riadku a j tom st#pci obsahuje hodnotu c�i� j� a pr	slu�n�
�	pku pre hodnotu b�i� j�� Hodnota � v c����� je d#�kou LCS pre X a Y � Pre i� j 
 � z�vis	 hodnota c�i� j�
iba na tom� �i xi � yi a hodnot�ch c�i��� j�� c�i� j��� a c�i��� j���� ktor� s� vypo�	tan� pred c�i� j�� Pre
rekon�trukciu prvkov LCS treba sledova� cestu tvoren� �	pkami b�i� j� od prav�ho doln�ho rohu � ka�d�
�	pka )� * na tejto ceste prisl�cha polo�ke 
vyzna�enej hrub�ie�� pre ktor� xi � yj je prvkom LCS�

pre svoju �innos� iba dva riadky po�a c' po�
tan� riadok a predch�dzaj�ci riadok� T�to �prava je
v�ak pou�ite�n� len v pr
pade� �e potrebujeme pozna� iba d$�ku h�adanej LCS�

��� Greedy algoritmy

Algoritmy pre optimaliza�n problmy zvy�ajne vykon�vaj� postupnos� krokov� pri�om v ka�dom
z t�chto krokov si vyberaj� z viacer�ch mo�nost
 ako pokra�ova�� V mnoh�ch pr
padoch optima�
liza�n�ch problmov m��e by� pou�itie dynamickho programovania nevhodnou vo�bou� nako�ko
m��u existova� e�te efekt
vnej�ie algoritmy� Greedy algoritmus si v ka�dom kroku v�dy vyber�
t� mo�nos�� ktor� vyzer� najlep�ie v danom momente ��� T�j� vyber� lok�lne najlep�iu mo�nos�
d�faj�c� �e bude vies� ku glob�lne najlep�iemu rie�eniu� Je zrejm� �e greedy algoritmy nepos�
kytuj� v�dy optim�lne rie�enia� ale v mnoh�ch pr
padoch problmov k optim�lnym rie�eniam
ved��


�� Probl�m v�beru aktiv�t

Predpokladajme� �e m�me mno�inu S * f�� �� � � � � ng n aktiv�t� Ka�d� aktivita i m� po�iato�n�
�as si a koncov� �as fi� kde si � fi� a �asov� interval� ktor� jej prisl�cha je hsi� fi�� Hovor
me�
�e aktivity i a j s� kompatibiln	� ak intervaly hsi� fi� a hsj � fj� sa neprekr�vaj�� Probl	mom
v�beru aktiv�t je z danej mno�iny aktiv
t vybra� najv!��
 po�et navz�jom kompatibiln�ch aktiv
t�

Greedy algoritmus pre problm v�beru aktiv
t je dan� nasleduj�cim pseudok�dom� Predpo�
klad�me� �e vstupn aktivity s� usporiadan pod�a ich koncov�ch �asov vzostupne'

f� � f� � � � � � fn �

V pseudok�de sa predpoklad�� �e vstupy s a f s� reprezentovan pomocou pol
�
��Greedy � pa�rav��




� Greedy algoritmy ��

Greedy�Activity�Selector�s� f�
� n� length"s#
� A� f�g
� j � �
� for i� � to n do

� if si � fj
� then A� A  fig
� j � i
� return A

Mno�ina A zhroma� uje vybran aktivity� Premenn� j obsahuje �
slo aktivity naposledy pri�
danej do tejto mno�iny� Ke �e aktivity s� prech�dzan pod�a koncov�ch �asov v neklesaj�com
porad
� fj je v�dy maxim�lnym koncov�m �asom aktiv
t v A� T�j�

fj * maxffk ' k � Ag �

Riadky �&� vyber� aktivitu �� inicializuj� A� aby obsahovala iba t�to aktivitu a nastavia na ,u
j� Cyklus na riadkoch �&� bude prech�dza� postupne v�etky aktivity� pri�om aktivitu i zarad

�riadky �&�� do A� v�dy ke je kompatibiln� so v�etk�mi zatia� vybran�mi aktivitami v mno�
�ine A �sta�
 porovna� jej za�iato�n� �as si s koncov�m �asom fj naposledy vybranej aktivity��
Proced�ra Greedy�Activity�Selector je celkom efekt
vna & n aktiv
t spracuje v �ase ��n� za
predpokladu� �e s� u� vopred utrieden pod�a ich koncov�ch �asov�

Aktivita vybran� v danom okamihu proced�rou Greedy�Activity�Selector je v�dy t��
ktor� m� najskor�
 koncov� �as a neprekr�va sa s doteraz vybran�mi aktivitami� Je to lok�lne
najlep�
 v�ber z h�adiska �asu ponechanho pre ostatn aktivity� ktor� je takto maximalizovan��

D�kaz spr�vnosti greedy algoritmu
Ke �e greedy algoritmy neposkytuj� v�dy optim�lne rie�enia� mus
me dok�za�� �e algoritmus
Greedy�Activity�Selector v�dy n�jde najlep�ie rie�enie pre dan� problm v�beru aktiv
t�

Veta 
� Algoritmus Greedy�Activity�Selector d�va pre probl�m vberu rie�enie maxim�l	
nej ve�kosti�

D
kaz� Nech S * f�� �� � � �� ng je mno�ina aktiv
t� Ke �e predpoklad�me� �e aktivity s� utrieden
pod�a koncovho �asu� aktivita �� � m� najskor�
 po�iato�n� �as� Chceme uk�za�� �e existuje
optim�lne rie�enie� ktor za�
na greedy v�berom� t�j� aktivitou �� ��

Predpokladajme� �e A � S je optim�lne rie�enie pre dan� problm v�beru aktiv
t� Aktivity
v A usporiadajme pod�a ich koncov�ch �asov� Predpokladajme naviac� �e prv� aktivita v A je
aktivita k� Ak k * �� potom A za�
na greedy v�berom� Ak k �* �� chceme uk�za�� �e existuje in
optim�lne rie�enie B ku S� ktor za�
na aktivitou �� �� Nech B * A n fkg  f�g� Ke �e f� � fk�
aktivity v B sa neprekr�vaj� a B ich obsahuje rovnak� po�et ako A� preto je B taktie� optim�lnym
rie�en
m pre S� ktor naviac za�
na greedy v�berom� T�mto sme uk�zali� �e ku problmu v�beru
aktiv
t v�dy existuje rie�enie za�
naj�ce greedy v�berom�

Naviac� po uskuto�nen
 v�beru aktivity �� � sa problm redukuje na n�jdenie optim�lneho
rie�enia pre aktivity v S kompatibiln s aktivitou �� �� To znamen�� �e ak A je optim�lnym
rie�en
m p�vodnho problmu S� potom A� * A n f�g je optim�lnym rie�en
m problmu S� * fi �
S ' si � f�g� Ak by sme toti� boli schopn
 n�js� rie�enie B� pre S� obsahuj�ce viac aktiv
t ako A��
pridanie aktivity �� � ku B� by viedlo ku rie�eniu B pre S s viac aktivitami ako A� �o v�ak nie
je mo�n� Indukciou na po�et uskuto�nen�ch v�berov mo�no uk�za�� �e greedy v�ber v ka�dom
kroku vedie ku optim�lnemu rie�eniu� �

Greedy algoritmus z
skava optim�lne rie�enie problmu tak� �e v ka�dom okamihu ke sa treba
rozhodn�� si vol
 cestu� ktor� vyzer� v danom momente najlep�ie� T�to heuristick� stratgia
nevedie v�dy ku optim�lnemu rie�eniu� ale ako bolo mo�n vidie� pri problme v�beru aktiv
t�




� Greedy algoritmy �


niekedy k nemu vedie & vtedy hovor
me� �e problm m� vlastnos� greedy v�beru� Vo v�eobecnosti
nie je mo�n jednozna�ne rozhodn��� �i greedy stratgia bude pre dan� problm �spe�n��

��� knapsack probl�m
Majme n predmetov� Nech vi je hodnota i�teho predmetu a wi jeho v!zba� /lohou je vybra�
predmety tak�m sp�sobom S � f�� � � � � ng� aby s��et

P
i�S

vi bol maxim�lny� pri�om
P
i�S

wi � W �
kde W je maxim�lna v!zba�

Zlomkov� knapsack probl�m

V zlomkovom knapsack problme sa predpoklad�� �e predmety mo�no deli�� Majme op!� n pred�
metov� Nech vi je hodnota i�teho predmetu a wi jeho v!zba� /lohou je vybra� predmety tak�m
sp�sobom S * fsigni��� kde si � h�� �i� aby s��et

P
i

sivi bol maxim�lny� pri�om
P
i

siwi � W � kde
W je maxim�lna v!zba�

Hoci sa oba knapsack problmy sa vyzna�uj� vlastnos�ou optim�lnej pod�trukt�ry� zlomkov�
knapsack problm je rie�ite�n� pou�it
m greedy stratgie narozdiel od ��� knapsack problmu� pri
ktorom greedy stratgia zlyh�va ��� Na vyrie�enie zlomkovho knapsack problmu najprv pre
ka�d� polo�ku vypo�
tame jej jednotkov� cenu vi�wi� Potom budeme vybera� najv!��ie mo�n
mno�stvo tej polo�ky spomedzi zvy�n�ch polo�iek� ktor� m� najv!��iu jednotkov� cenu� T�to
�innos� budeme vykon�va� a� pok�m celkov� v!zba nebude rovn� W alebo nevy�erp�me v�etky
polo�ky� �as behu tohto algoritmu spolu s utrieden
m polo�iek pod�a jednotkovej ceny je O�n lgn��


�� Hu#manov k�d

Hu�manov k�d je ��inn� technika pre kompresiu d�t pride�uj�ca krat�
 k�d znakom vstupnej
postupnosti� ktor maj� v!��iu po�etnos� v�skytov� ako znakom� ktor sa vo vstupnej postupnosti
vyskytuj� menej �asto�

a b c d e f

Po�etnos� �	 �� �� �� � 	
P�vodn� k�d ��� ��� ��� ��� ��� ���
Nov� k�d � ��� ��� ��� ���� ����

Obr� ��' Probl�m k'dovania znakov� Postupnos� ��� znakov z mno�iny a�f mo�no zak'dova� do postup 
nosti ��� bitov� ak ka�d�mu znaku prirad	me � bitov� k'dov� slovo� Pou�it	m uveden�ho k'du premenlivej
d#�ky mo�no t� ist� postupnos� zak'dova� do postupnosti ��� bitov�

Existuje mnoho sp�sobov ako zak�dova� postupnos� znakov� Budeme uva�ova� problm vytvo�
renia bin�rneho k�du� v ktorom je ka�d� znak reprezentovan� jedine�n�m bin�rnym re�azcom�
Ak pou�ijeme k�d pevnej d��ky� na reprezent�ciu � znakov potrebujeme � bity'�� a * ����
b * ���� � � � � f * ����

Pou�it
m k�du premenlivej d��ky m��eme dosiahnu� skr�tenie v�stupnej postupnosti prira�
den
m krat�ieho k�du znakom s �astej�
m v�skytom a dlh�ieho k�du znakom� ktor maj� men�iu
po�etnos� v�skytov� Na obr� �� je zn�zornen� pr
klad takhoto k�du�

Pre$xov� k�dy
K�dy� ktor sp$,aj� tzv� pre�xov� vlastnos�� t�j� �iadne k�dov slovo nie je pre�xom inho� sa
naz�vaj� pre�xov	 k�dy� Ke �e je mo�n uk�za�� �e pomocou pre�xovho k�du mo�no dosiahnu�
optim�lnu kompresiu prira uj�cu ka�dmu znaku jeho k�d vo v�stupnej postupnosti� m��eme
v nasleduj�com bez �jmy na v�eobecnosti uva�ova� iba pre�xov k�dy�

Pre�xov k�dy s� vhodn z h�adiska zjednodu�enia procesu dek�dovania �dek�dovanie bude
ur�ite deterministick�� Pou�it
m k�du premenlivej d$�ky z obr� �� zak�dujeme postupnos� znakov

��Pre ��� knapsack probl�m v�ak mo�no �spe�ne pou�i� dynamick� programovanie�
��Ak by sme pou�ili ��seln� s�stavu so z�kladom �� bolo by mo�n� znak zak�dova� do lg � � ��� bitu�




� Greedy algoritmy ��

aabc ako � � � � ��� � ��� * ��������� kde (�) ozna�uje oper�ciu zre�azenia� Ke �e �iadne k�dov
slovo nie je pre�xom inho� m��eme jednoducho identi�kova� po�iato�n k�dov slovo� prelo�i� ho
nasp!� na p�vodn� znak� odstr�ni� ho zo vstupnej postupnosti a tento proces opakova� na zvy�ku
tejto postupnosti� V na�om pr
klade mo�no re�azec �������� rozlo�i� jednozna�ne na ������������
�o po dek�dovan
 d�va op!� aabc�

Aby k�dov slov� mohli by� jednoducho rozpoznan� pri procese dek�dovania potrebujeme
vhodn� reprezent�ciu pre pre�xov� k�d� Vhodn�m rie�en
m je bin�rny strom� ktorho listy s�
dan znaky� Bin�rne k�dov slovo znaku interpretujeme ako cestu od kore,a ku tomuto znaku
tak� �e � znamen� (cho do�ava) a � znamen� (cho doprava)� Obr� �	 zn�zor,uje stromy pre
k�dy uveden vy��ie�
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Obr� ��' Stromy prisluchaj�ce k'dom na obr� ��� Ka�d� list je ozna�en� znakom a po�etnos�ou jeho
v�skytu� Ka�d� vn�torn� uzol je ozna�en� s��tom hodn&t listov jeho podstromu� 
a� Strom prisl�chaj�ci
k'du pevnej d#�ky a � ���� � � � � f � ���� 
b� Strom prisl�chaj�ci optim�lnemu pre�xov�mu k'du a �
��b � ���� � � � � f � �����

Optim�lny k�d pre postupnos� znakov je v�dy reprezentovan� �plnm bin�rnym stromom�
v ktorom ka�d� vn�torn� uzol m� dvoch synov� K�d pevnej d$�ky z obr� �� nie je optim�lny�
nako�ko jeho strom na obr� �	a nie je �pln�m bin�rnym stromom �je mo�n vytvori� k�dov slov�
za�
naj�ce ��� � � � ale nie ��� � � �� Ke �e sa teraz budeme zaobera� �pln�mi bin�rnymi stromami�
m��eme poveda�� �e ak C je abeceda vstupn�ch znakov� potom strom pre optim�lny pre�xov� k�d
m� presne jCj listov� jeden pre ka�d� znak tejto abecedy� a presne jCj � � vn�torn�ch uzlov�

Nech T je strom prisl�chaj�ci pre�xovmu k�du� Pre ka�d� znak c abecedy C ozna�me f�c�
po�etnos� jeho v�skytov vo vstupnej postupnosti a dT �c� h$bku listu prisl�chaj�ceho znaku c�
Po�et bitov potrebn�ch na zak�dovanie vstupnej postupnosti je rovn�

B�T � *
X
c�C

f�c�dT �c� � ����

�o de�nujeme ako cenu stromu T �

Kon�trukcia Hu#manovho k�du
Teraz pop
�eme greedy algoritmus� ktor� vytvor
 optim�lny pre�xov� k�d naz�van� Hu�manov
k�d� Algoritmus zostroj
 strom T prisl�chaj�ci optim�lnemu k�du sp�sobom zdola nahor� Za�
na
mno�inou jCj listov a vykon�va postupnos� jCj�� sp�jaj�cich oper�ci
� aby vytvoril �n�lny strom�

V nasleduj�com pseudok�de predpoklad�me� �e C je mno�ina n znakov� a �e ka�d� znak c � C
je objekt s de�novanou po�etnos�ou v�skytu f "c#� Prioritn� fronta Q k���ovan� na f je pou�it�
na identi�k�ciu dvoch objektov s najmen�ou frekvenciou v�skytu� ktor bud� zl��en do jednho�
V�sledkom zl��enia dvoch objektov je objekt� ktorho frekvencia v�skytu je s��tom frekvenci

v�skytov t�chto objektov�




� Greedy algoritmy ��

Huffman�C�
� n� jCj
� Q� C
� for i� � to n� � do

� z � Allocate�Node��
� x� left"z#� Extract�Min�Q�
� y � right"z#� Extract�Min�Q�
� f "z#� f "x# % f "y#
� Insert�Q� z�
� return Extract�Min�Q�
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Obr� ��' Kroky Hu+manovho algoritmu pre frekvencie v�skytov uveden� na obr� ��� V ka�dej �asti
obr�zku je zn�zornen� obsah prioritnej fronty utrieden� vzostupne pod�a frekvencie� V ka�dom kroku
s� zl��en� dva stromy s najmen�	mi frekvecniami v�skytov� Listy s� zn�zornen� ako obd#�niky obsa 
huj�ce znak a jeho po�etnos�� Vn�torn� uzly s� zn�zornen� kru�nicami obsahuj�cimi s��ty po�etnost	
ich potomkov� Hrana sp�jaj�ca vn�torn� uzol s �av�m potomkom je ozna�en� �� s prav�m potomkom
je ozna�en� �� K'dov� slovo pre dan� znak je postupnos� n�l a jednotiek na hran�ch sp�jaj�cich kore�
s pr	slu�n�m listom� 
a� Po�iato�n� mno�ina n � � uzlov� 
b��
e� ,al�ie �t�di� prioritnej fornty� 
f�
Fin�lny strom�

Pre postupnos� znakov s frekvenciami v�skytov uveden�mi na obr� �� je �innos� Hu�manovho
algoritmu zn�zornen� na obr� ��� Ke �e v abecede je � znakov� po�iato�n� ve�kos� fronty je n * �
a na vytvorenie stromu je potrebn�ch 	 zl��en
� Fin�lny strom reprezentuje optim�lny pre�xov�
k�d� K�dov slovo pre dan� znak je postupnos� n�l a jednotiek na hran�ch cesty od kore,a ku
tomuto znaku�

Prioritn� fronta Q je inicializovan� na riadku � vlo�en
m v�etk�ch znakov mno�iny C� Cyklus
for na riadkoch �&� opakovane z fronty vyber� dva uzly x a y� ktor maj� najmen�iu frekvenciu
v�skytu� a nahradzuje ich nov�m uzlom z� ktor� vznikol spojen
m x a y �v �ubovo�nom porad
��




� Greedy algoritmy ��

Frekvencia z je rovn� s��tu frekvenci
 x a y �riadok ��� Po n� � zl��eniach vo fronte zostane iba
jeden uzol & kore, stromu reprezentuj�ceho optim�lny k�d�

Anal�za �asu behu Hu�manovho algoritmu predpoklad�� �e Q je implementovan� ako bin�rna
halda� Pre mno�inu C obsahuj�cu n prvkov mo�no inicializ�ciu Q pou�it
m proced�ry Build�

Heap uskuto�ni� v �ase O�n�� Telo cyklu for na riadkoch �&� je vykonan� presne �jnj � ���kr�t
a ke �e ka�d� oper�cia na halde vy�aduje �as O�lgn�� tento cyklus prispieva �asom O�n lgn�
ku celkovmu �asu behu� Teda celkov� �as behu proced�ry Huffman na mno�ine n znakov je
O�n lgn��

Korektnos� Hu#manovho algoritmu
Aby sme mohli dok�za�� �e greedy algoritmus Huffman je spr�vny� najprv uk��eme� �e prob�
lm ur�enia optim�lneho pre�xovho k�du sa vyzna�uje vlastnos�ou greedy v�beru a optim�lnou
pod�trukt�rou�

Lema 
� Nech C je abeceda a ka�d jej znak c � C m� frekvenciu vskytu f "c#� Nech x� y s� dva
znaky v C� ktor� maj� najni��iu frekvenciu� Potom existuje optim�lny pre�xov k�d� pri ktorom
k�dov� slov� pre x a y maj� rovnak� d��ku a l��ia sa len v poslednom bite�

D
kaz� My�lienkou d�kazu je vzia� strom T reprezentuj�ci �ubovo�n� optim�lny pre�xov� k�d
a modi�kova� ho tak�m sp�sobom� aby na alej reprezentoval optim�lny pre�xov� k�d� ale aby
znaky x a y boli v novom strome s�rodencami maxim�lnej h$bky� Ak toto m��eme uskuto�ni��
potom ich k�dov slov� sa bud� ma� rovnak� d$�ku� pri�om sa bud� l
�i� len v poslednom bite�

Nech b a c s� dva znaky� ktor s� susedn�mi listami maxim�lnej h$bky v strome T � Bez �jmy
na v�eobecnosti predpokladajme� �e f "b# � f "c# a f "x# � f "y#� Ke �e f "x# a f "y# s� najni��ie
frekvencie a f "b# a f "c# s� �ubovo�n frekvencie� m�me f "x# � f "b# a f "y# � f "c#� Ako mo�no vidie�
na obr� ��� aby sme z
skali strom T � vymen
me v strome T poz
cie b a x� N�sledne vymen
me c
a y� aby sme dostali strom T ��� Pod�a vz�ahu �� je rozdiel cien T a T � rovn�

B�T � � B�T �� *
X
c�C

f "c#dT �c� �
X
c�C

f "c#dT ��c�

* f "x#dT �x� % f "b#dT �b� � f "x#dT ��x�� f "b#dT ��b�
* f "x#dT �x� % f "b#dT �b� � f "x#dT �b� � f "b#dT �x�
* �f "b#� f "x#��dT �b�� dT �x��
� � �

ke �e oba rozdiely f "b# � f "x# a dT "b# � dT "x# s� nez�porn� Presnej�ie� f "b# � f "x# je nez�porn
lebo x je list s minim�lnou frekvenciou a dT "b# � dT "x# je nez�porn lebo b je list maxim�lnej
h$bky v T � Z podobn�ch d�vodov� ke �e v�mena y a c nesp�sob
 n�rast ceny stromu� je rozdiel
B�T �� � B�T ��� taktie� nez�porn�� To znamen�� �e B�T ��� � B�T �� Ke �e T je optim�lny strom
m�me naviac nerovnos� B�T � � B�T ���� z �oho vypl�va� �e B�T ��� * B�T �� a teda strom T �� je
optim�lny strom� v ktorom sa x a y nach�dzaj� na najni��ej �rovni� pri�om s� potomkami toho
istho uzla� z �oho u� priamo vypl�va tvrdenie lemy� �

Z lemy 	�� vypl�va� �e proces vytv�rania optim�lneho stromum��e za�
na� greedy v�berom� t�j�
zl��en
m dvoch znakov s najmen�ou frekvenciou v�skytu� Nasleduj�ca lema ukazuje� �e problm
kon�trukcie optim�lneho pre�xovho k�du m� vlastnos� optim�lnej pod�trukt�ry�

Lema 
� Nech T je �pln bin�rny strom� ktor reprezentuje optim�lny pre�xov k�d nad abe	
cedou C� Uva�ujme �ubovo�n� dva znaky x a y� ktor� s� s�rodencami v T � a nech z je ich rodi��
Potom za predpokladu� �e f "z# * f "x#%f "y#� strom T � * T nfx� yg reprezentuje optim�lny pre�xov
k�d pre abecedu C � *

�
C n fx� yg�  fzg�
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Obr� ��' Ilustr�cia k���ov�ho kroku v d&kaze lemy ���� V optim�lnom strome T � listy b a c s� dva
z najhlb�	ch listov� pri�om s� s�rodencami� Listy x a y s� tie� ktor� Hu+manov algoritmus zl��i ako prv�-
nach�dzaj� sa na �ubovo�n�ch poz	ci�ch v T � Listy b a x s� vymenen�� aby sme z	skali strom T �� N�sledne
s� vymenen� listy c a y� aby sme z	skali strom T ��� Ke!�e �iadna z�mena nesp&sob	 n�rast ceny stromu�
v�sledn� strom T �� je preto optim�lny�

D
kaz� Najprv uk��eme� �e cenu B�T � stromu T mo�no vyjadri� na z�klade ceny B�T �� stromu
T �� Pre ka�d c � C n fx� yg m�me dT �c� * dT ��c�� a preto f "c#dT �c� * f "c#dT ��c�� Ke �e
dT �x� * dT �y� * dT ��z� % �� m�me

f "x#dT �x� % f "y#dT �y� * �f "x# % f "y#��dT � �z� % ��
* f "z#dT ��z� % �f "x# % f "y#� �

z �oho  alej
B�T � * B�T �� % f "x# % f "y# �

Ak by T � reprezentoval neoptim�lny pre�xov� k�d pre abecedu C�� potom by existoval strom T ���
ktorho listami s� znaky C�� tak�� �e B�T ��� � B�T ��� Ke �e z je znak z C�� nach�dza sa ako list
v strome T ��� Ak by sme pridali x a y ako synov uzla z v T ��� potom by sme z
skali pre�xov� k�d
pre C s cenou B�T ��� % f "x# % f "y# � B�T �� �o by bol spor s optim�lnos�ou stromu T � Teda T �

mus
 by� optim�lny pre abecedu C�� �

Veta 
� Proced�ra Huffman produkuje optim�lny pre�xov k�d�

D
kaz� Vypl�va priamo z liem 	�� a 	��� �

	 Pokro�cil�e d�atov�e �strukt�ury

V nasleduj�com sa budeme zaobera� B�stromami� B�strom je vyv��en� vyh�ad�vac
 strom navrh�
nut� �peci�lne pre ulo�enie na magnetickomdisku� Ke �e magnetick disky s� zna�ne pomal�ie ako
opera�n� pam!�� efekt
vnos� B�stromov ur�ujeme nielen na z�klade v�po�tovho �asu potrebnho
pre oper�cie na dynamick�ch mno�in�ch� ale aj na z�klade po�tu vykonan�ch pr
stupov k disku�
Pre ka�d� oper�ciu na B�strome sa po�et pr
stupov k disku zv!��uje s v��kou tohto B�stromu�
preto oper�cie na B�stromoch s� navrhnut tak�m sp�sobom� aby bola �o najmen�ia�

��� B�stromy

B�stromy s� vyv��en preh�ad�vacie stromy navrhnut pre ulo�enie na magnetick�ch diskoch�
Ist�m sp�sobom sa podobaj� RB�stromom �v��ka ka�dho uzla v n�uzlovom B�strome je O�lgn���
ale s� v�hodnej�ie z h�adiska minimaliz�cie diskov�ch oper�ci
� Uzly B�stromov m��u ma� mnoho
potomkov od nieko�k�ch a� po tis
ce� preto ich v��ka m��e by� zna�ne men�ia ako v��ka RB�
stromov s rovnak�m po�tom uzlov�

B�stromy s� zov�eobecnen
m bin�rnych preh�ad�vac
ch stromov� Pr
klad B�stromu je zn�zor�
nen� na obr� ��� Ak uzol x B�stromu obsahuje n"x# k���ov� potom m� n"x# % � potomkov� K���e
uzla x s� pou�it ako deliace body rozde�uj�ce mno�inu k���ov spadaj�cich pod x na n"x# % �
�ast
� Ak h�ad�me k��� v B�strome� z danho uzla x m��eme pokra�ova� v jednom z n"x# % �
synov uzla x� Rozhodn�� sa mo�no na z�klade hodn�t k���ov ulo�en�ch v uzle x�



�� B�stromy ��
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Obr� ��' Pr	klad B stromu� ktor�ho k���ami s� spoluhl�sky� Vn�torn� uzol x obahuje n�x� k���ov a m�
n�x� � potomkov� V�etky listy maj� rovnak� h#bku� Pri h�adan	 p	smena R s� nav�t	ven� uzly ozna�en�
�edou farbou�

��� De$n�cia B�stromov

Pre jednoduchos� budeme predpoklada�� �e podobne ako pri bin�rnych preh�ad�vac
ch stromoch�
s� v�etky satelitn d�ta ulo�en v tom istom uzle ako k���� V praxi by sme samozrejme spolu
s k���om ulo�ili iba ukazovate� na str�nku obsahuj�cu satelitn d�ta pre tento k���� 2al�ia be�ne
pou�
van� organiz�cia B�stromu uklad� v�etky satelitn d�ta v listoch a vo vn�torn�ch uzloch
uklad� iba k���e a ukazovatele na potomkov�
B�strom T je strom� ktor� sp$,a nasleduj�ce vlastnosti�

�� Ka�d� uzol x m� nasleduj�ce polo�ky'

a� n"x# & po�et k���ov pr�ve ulo�en�ch v uzle x�
b� samotn k���e ulo�en v neklesaj�com porad
' key�"x# � key�"x# � � � � � keyn�x�"x#�
c� leaf "x# & booleovsk� hodnota� ktor� je true ak x je list a false� ak x je vn�torn� uzol�

�� Ak x je vn�torn� uzol� obsahuje taktie� n"x# % � ukazovate�ov c�"x#� c�"x#� � � � � cn�x�
�"x# na
svojich potomkov� Listy nemaj� potomkov� preto s� hodnoty ich polo�iek ci nede�novan�

�� K���e key i"x# odde�uj� rozsahy k���ov ulo�en�ch v ka�dom podstrome' ak ki je �ubovo�n�
k��� ulo�en� v podstrome s kore,om ci"x#� potom

k� � key�"x# � k� � key�"x# � � � � � keyn�x�"x# � kn�x�
� �

�� V�etky listy maj� rovnak� h$bku� ktor� sa rovn� v��ke stromu h�
	� Po�et potomkov uzla je ohrani�en� zhora aj zdola� pri�om ho mo�no vyjadri� na z�klade

pevne zvolenho celho �
sla t � � naz�vanho minim�lny stupe� B�stromu'

a� Ka�d� uzol s v�nimkou kore,a mus
 ma� aspo, t�� k���ov� Ka�d� vn�torn� uzol okrem
kore,a m� teda aspo, t potomkov� Ak je strom nepr�zdny� kore, mus
 obsahova� aspo,
jeden k����

b� Ka�d� uzol m��e obsahova� nanajv�� �t � � k���ov� Vn�torn uzly m��u preto ma�
nanajv�� �t potomkov� Hovor
me� �e uzol je pln�� ak obsahuje presne �t� � k���ov�

Najjednoduch�
 pr
pad B�stromu ������ strom� nast�va� ak t * �� Ka�d� vn�torn� uzol potom
m� bu �� � alebo � potomkov� V praxi sa pou�
vaj� B�stromy pre omnoho v!��ie hodnoty t�

V��ka B�stromu
Po�et pr
stupov k disku potrebn� pre v!��inu oper�ci
 na B�strome je priamo �mern� v��ke tohto
B�stromu�

Veta �� Ak n � �� potom pre ka�d n	k���ov B	strom T v�ky h s minim�lnym stup�om t � �
plat�

h � logt
n% �
�

�



�� B�stromy ��

D
kaz� Ak B�strom m� v��ku h� potom po�et jeho uzlov je najmen�
� ak kore, obsahuje jeden
k��� a v�etky ostatn uzly obsahuj� t� � k���ov� V tomto pr
pade na prvej �rovni sa nach�dzaj�
� uzly� na druhej �rovni �t uzlov� na tretej �t� uzlov� at � a� po �rove, h� kde je �th�� uzlov�
Teda po�et n k���ov sp$,a nerovnos�

n � � % �t � ��
hX
i��

�ti��

* � % ��t� ��
�
th � �
t� �

�
* �th � � �

z �oho priamo vypl�va tvrdenie vety� �

Hoci je v��ka B�stromov aj RB�stromov rovn�O�lgn�� pre B�stromym��e by� z�klad logaritmu
omnoho v!��
� Po�et uzlov� ktor treba na�
ta� z disku pri v!��ine stromov�ch oper�ci
� je teda
pribli�ne �lg t��kr�t men�
 ako pre RB�stromy�

��� Z�kladn� oper�cie na B�stromoch

V tejto �asti prezentujeme oper�cie B�Tree�Search� B�Tree�Create a B�Tree�Insert� Pri
t�chto proced�rach si osvoj
me dve konvencie'

� Kore, B�stromu je v�dy v opera�nej pam!ti� tak�e ho nikdy netreba z disku �
ta� �Disk�
Read�� Zap
sa� �Disk�Write� ho treba v�dy po jeho modi�k�cii�

� Na v�etk�ch uzloch pred�van�ch ako parametre mus
 by� u� vopred vykonan� oper�ciaDisk�
Read�

Vyh�ad�vanie v B�strome
Vyh�ad�vanie v B�strome sa podob� vyh�ad�vaniu v bin�rnom preh�ad�vacom strome� s t�m roz�
dielom� �e namiesto v�beru jednej z dvoch mo�n�ch ciest m�me viac mo�nost
 v z�vislosti od
po�tu potomkov uzla�

B�Tree�Search je priamo�iarym zov�eobecnen
m proced�ry Tree�Search de�novanej pre
bin�rne preh�ad�vacie stromy� Vstupom proced�ry B�Tree�Search je ukazovate� na kore, x
podstromu a k��� k� ktor� v tomto podstrome h�ad�me� Volanie na najvy��ej �rovni je teda
B�Tree�Search�root"T #� k�� Ak sa k nach�dza v B�strome� B�Tree�Search vr�ti usporiadan�
dvojicu �y� i� pozost�vaj�cu z uzla y a indexu i takho� �e key i"y# * k� Inak je vr�ten� hodnota
nil�

B�Tree�Search�x� k�
� i� �
� while �i � n"x#� and �k � key i"x#� do

� i� i% �
� if �i � n"x#� and �k * keyi"x#�
� then return �x� i�
� if leaf "x#
� then return nil

� else Disk�Read�ci"x#�
� return B�Tree�Search�ci"x#� k�

Na riadkoch �&� je n�jden� najmen�ia hodnota i tak�� �e k � keyi"x#� alebo ak neexistuje�
tak premennej i je priraden� hodnota n"x# % �� Riadky �&	 overuj�� �i sme na�li h�adan� k����
Ak �no� beh proced�ry je ukon�en�� Riadky �&� bu ukon�ia h�adanie� pri�om indikuj� ne�spech
h�adania �ak x je list�� alebo rekurz
vne pokra�uj� v h�adan
 v pr
slu�nom podstrome x po vykonan

potrebnej oper�cie Disk�Read� Obr� �� zn�zor,uje �innos� proced�ry B�Tree�Search�
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Podobne ako pri proced�re Tree�Search uzly� ktor treba prejs� pri h�adan
 k���a� sa nach��
dzaj� na ceste od kore,a smerom nadol� Preto je po�et diskov�ch str�nok na�
tan�ch proced�rou
B�Tree�Search rovn� ��h� * ��logt n�� kde h je v��ka a n je po�et k���ov B�stromu� Ke �e
n"x# � �t� �as behu cyklu while na riadkoch �&� pre ka�d� uzol je O�t�� a teda celkov� v�po�tov�
�as je rovn� O�th� * O�t logt n��

Vytvorenie pr�zdneho B�stromu
Na vytvorenie B�stromu T najprv pou�ijeme B�Tree�Create� aby sme vytvorili pr�zdny kore,�
a potom budeme vyvol�va� B�Tree�Insert na vlo�enie nov�ch k���ov� Obe tieto proced�ry
pou�
vaj� pomocn� proced�ru Allocate�Node �s �asom behu O����� ktor� alokuje jednu diskov�
str�nku pre nov� uzol�

B�Tree�Create�T �
� x� Allocate�Node��
� leaf "x#� true

� n"x#� �
� Disk�Write�x�
� root"T #� x

Proced�ra B�Tree�Create vy�aduje O��� diskov�ch oper�ci
 a O��� �asu procesora�

Rozde�ovanie uzla v B�strome

Vkladanie k���a do B�stromu je zna�ne komplikovanej�ie ako vkladanie do bin�rneho preh�ad��
vacieho stromu� Z�kladnou oper�ciou pou�itou po�as vkladania je rozdelenie plnho uzla y
�obsahuj�ceho �t � � k���ov� okolo prostredn	ho k
��a keyt"y# na dva uzly po t � � k���och�
Prostredn� k��� je presunut� nahor do otca uzla y� ktor� nesmie by� pln�� Tento k��� je potom
pou�it� ako deliaci bod medzi nov�mi stromami� Ak y nem� otca� potom v��ka stromu narastie
o ��

Proced�ra B�Tree�Split�Child vezme ako vstup vn�torn� uzol� ktor� nie je pln �predpo�
klad�me� �e sa u� nach�dza v pam!ti�� index i a uzol y tak�� �e y * ci"x# je plnm synom uzla x�
Proced�ra potom tohto syna rozdel
 na dva uzly� pri�om pr
slu�ne modi�kuje uzol x�
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T� T� T� T� T� T� T� T�
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Obr� �	' Rozdelenie uzla pre t � �� Uzol y je rozdelen� na dva uzly y a z� pri�om jeho prostredn� prvok
je presunut� do jeho otca�

Tento proces je zn�zornen� na obr� ��� Pln� uzol y je rozdelen� okolo prostrednho prvku S�
ktor� je n�sledne presunut� do uzla x� ktor� je rodi�om y� K���e� ktor s� v!��ie ako tento
prostredn� prvok� s� premiestnen do novho uzla z� Tento uzol sa st�va nov�m synom x�



�� B�stromy ��

B�Tree�Insert�T� k�
� r � root"T #
� if n"r# * �t� �
� then s� Allocate�Node��
� root"T #� s
� n"s#� �
� c�"s#� r
� B�Tree�Split�Child�s� �� r�
� B�Tree�Insert�Nonfull�s� k�
� else B�Tree�Insert�Nonfull�r� k�

Riadky �&� o�etruj� pr
pad� v ktorom je kore, pln�� Kore,om sa st�va nov� uzol s� Rozdelenie
kore,a je jedin� sp�sob� ktor�m mo�no zv!��i� v��ky B�stromu� Tento pr
pad je zn�zornen� na
obr� ��� Proced�ra kon�
 vyvolan
m B�Tree�Insert�Nonfull� ktor vlo�
 k��� k do stromu

A D F H L N P

T� T� T� T� T� T� T� T�

r

A D F L N P

r

H

T� T� T� T� T� T� T� T�

root"T #

s

root"T #

Obr� �
' Rozdelenie kore�a pre t � �� Kore� r je rozdelen� na dve �asti� pri�om je vytvoren� nov�
uzol s� ktor� sa st�va kore�om� Nov� kore� obsahuje prostredn� prvok r� pri�om jeho synmi s� dve
polovice p&vodn�ho kore�a� Pri tejto oper�cii narast� v��ka B stromu�

s kore,om� ktor� nie je pln�� B�Tree�Insert�Nonfull prech�dza strom postupne nadol� pri�om
ka�d� pln� uzol� ktor� ide nav�t
vi�� rozdel
 vyvolan
m B�Tree�Split�Child�

Pomocn� rekurz
vna proced�ra B�Tree�Insert�Nonfull vlo�
 k��� k do uzla x� o ktorom
predpoklad�� �e nie je pln� v okamihu jej vyvolania�

B�Tree�Split�Child�x� i� y�
� z � Allocate�Node��
� leaf "z#� leaf "y#
� n"z#� t� �
� for j � � to t � � do

� keyj"z#� keyj
t"y#
� if not leaf "y# then

� for j � � to t do

� cj "z#� cj
t"y#
� n"y#� t� �
�� for j � n"x# % � downto i % � do

�� cj
�"x#� cj"x#
�� ci
�"x#� z
�� for j � n"x# downto i do

�� keyj
�"x#� keyj "x#
�� key i"x#� key t"x#
�� n"x#� n"x# % �
�� Disk�Write�y�
�� Disk�Write�z�
�� Disk�Write�x�

B�Tree�Insert�Nonfull�x� k�
� i� n"x#
� if leaf "x#
� then while �i � �� and �k � key i"x#� do

� keyi
�"x#� keyi"x#
� i� i� �
� key i
�"x#� k
� n"x#� n"x# % �
� Disk�Write�x�
� else while �i � �� and k � keyi"x# do
�� i� i� �
�� i� i% �
�� Disk�Read�ci"x#�
�� if n"ci"x## * �t� � then

�� B�Tree�Split�Child�x� i� ci"x#�
�� if k � key i"x# then
�� i� i % �
�� B�Tree�Insert�Nonfull�ci"x#� k�



�� B�stromy ��

Proced�ra B�Tree�Split�Child pracuje priamo�iaro met�dou (cut � paste)� Rozde�ovan�
uzol y je i�tym potomkom uzla x� Po�et jeho potomkov je vykonan
m tejto oper�cie zn
�en�
z �t � � na t � �� Najv!��
ch t � � synov uzla y je premiestnen�ch do uzla z �riadky �&��� ktor�
sa st�va nov�m potomkom x� Tento uzol je umiestnen� do tabu�ky potomkov uzla x hne za y
�riadky ��&���� Prostredn� k��� y je presunut� nahor do uzla x na poz
ciu medzi y a z �riadky ��&
���� Modi�kovan diskov str�nky s� zap
san na riadkoch ��&��� V�po�tov� �as spotrebovan�
proced�rou B�Tree�Split�Child je rovn� ��t��

�a� po�iato�n� strom

A C D E J K N O R S T U V Y Z

G M P X

�b� vlo�en B

A B C D E J K N O R S T U V Y Z

G M P X

�c� vlo�en Q

A B C D E J K N O Q R S U V Y Z

G M P T X

�d� vlo�en L

A B C D E J K L N O

G M

Q R S U V Y Z

T X

P

�e� vlo�en F

A B D E F J K L N O

C G M

Q R S U V Y Z

T X

P

Obr� ��' Vkladanie k���ov do B stromu� Minim�lny stupe� t tohto B stromu je �� teda uzol m&�e
obsahova� nanajv�� � k���ov� Uzly� ktor� s� modi�kovan� oper�ciou vkladania s� vyzna�en� �edou farbou�

a� Po�iato�n� strom� 
b� V�sledok vlo�enia B do po�iato�n�ho stromu� Bolo vykonan� jednoduch�
vlo�enie do listu� 
c� V�sledok vlo�enia Q do predch�dzaj�ceho stromu� Uzol RSTUV je rozdelen� na
dva uzly obsahuj�ce RS a UV � k��� T je premiestnen� do kore�a a Q je vlo�en� do uzla RS� 
d� V�sledok
vlo�enia L do predch�dzaj�ceho stromu� Kore� je rozdelen�� �	m v��ka stromu narastie o �� Potom je L
vlo�en� do listu obsahuj�ceho JK� 
e� V�sledok vlo�enia F do predch�dzaj�ceho stromu� Uzol ABCDE
je rozdelen� predt�m ako je F vlo�en� do jeho pravej polovice 
uzol DE��

Vkladanie k���a do B�stromu
Vkladanie k���a k do B�stromu T v��ky h mo�no vykona� na jeden priechod stromom smerom
nadol� �o vy�aduje O�h� pr
stupov k disku� Potrebn� v�po�tov� �as je rovn� O�th� * O�t logt n��
Proced�ra B�Tree�Insert pou�
va B�Tree�Split� aby bolo zaru�en� �e po�as rekurzie nenara�
z
me na pln� uzol�



�� B�stromy �


Proced�ra B�Tree�Insert�Nonfull pracuje nasledovn�m sp�sobom� Na riadkoch �&� je
o�etren� pr
pad� ke x je list� Vtedy je k��� k jednoducho do uzla x vlo�en�� Ak x nie je list�
potommus
mek vlo�i� do pr
slu�nho listu nach�dzaj�ceho sa v podstrome s kore,omv x� V tomto
pr
pade� riadky �&�� ur�ia syna x� v ktorom bude rekurzia pokra�ova�� K�d na riadku �� zist
� �i
sa jedn� o pln� uzol� Ak �no� tento uzol bude na riadku �� rozdelen� pou�it
m B�Tree�Split�

Child na dva uzly� ktor nie s� pln� N�sledne� na riadkoch �	&�� sa ur�
� v ktorom z t�chto uzlov
sa bude pokra�ova�� /�elom k�du na riadkoch ��&�� je teda zabezpe�i�� aby proced�ra na riadku
�� nenarazila na pln� uzol� Obr� �� zn�zor,uje r�zne pr
pady vkladania do B�stromu�

Po�et pr
stupov k disku vykonan�ch proced�rou B�Tree�Insert je O�h� pre B�strom v��ky h
nako�ko medzi volaniamiB�Tree�Insert�Nonfull je vykonan�ch iba O��� oper�ci
 Disk�Read
a Disk�Write� Celkov� pou�it� v�po�tov� �as je O�th� * O�t logt n�� Ke �e je proced�ra B�
Tree�Insert�Nonfull chvostovo�rekurz
vna� mo�no ju implementova� pomocou cyklu while�
To znamen�� �e po�et str�nok� ktor sa musia naraz nach�dza� v opera�nej pam!ti� je ohrani�en�
O����

�a� po�iato�n� strom

A B D E F J K L N O Q R S U V Y Z

C G M T X

P

�b� F odstr�nen' pr
pad �

A B D E J K L N O Q R S U V Y Z

C G M T X

P

�c� M odstr�nen' pr
pad �a

A B D E J K N O Q R S U V Y Z

C G L T X

P

�d� G odstr�nen' pr
pad �c

A B D E J K N O Q R S U V Y Z

C L T X

P

Obr� ��' Vymaz�vanie k���ov z B stromu� Minim�lny stupe� t tohto B stromu je �� teda uzol 
s v�nim 
kou kore�a� mus	 obsahova� minim�lne � k���e� Uzly� ktor� s� modi�kovan� oper�ciou vymaz�vania s�
vyzna�en� �edou farbou� 
a� B strom z obr� ��e� 
b� Odstr�nenie F � Pr	pad � � jednoduch� odstr�nenie
z listu� 
c� Odstr�nenie M � Pr	pad �a � predchodca L k���a M je presunut� nahor na p&vodn� poz	ciu M �

d� Odstr�nenie G� Pr	pad �c � G je premiestnen� nadol� aby bol vytvoren� uzol DEGJK� z ktor�ho je
n�sledne G vymazan��



�� B�stromy ��

�e� D odstr�nen' pr
pad �b

A B E J K N O Q R S U V Y Z

C L P T X

�e�� v��ka stromu
zn
�en�

A B E J K N O Q R S U V Y Z

C L P T X

�f� B odstr�nen' �a

A C J K N O Q R S U V Y Z

E L P T X

Obr� ��' Pokra�ovanie obr� ��� 
e� Odstr�nenie D� Pr	pad �b � rekurzia nem&�e pokra�ova� v uzle CL
lebo m� iba � k���e� Z tohto d&vodu je P presunut� nadol� zl��en� s CL a TX� �	m je vytvoren� uzol
CLPTX� ktor� u� obsahuje dostato�n� po�et k���ov na to� aby mohol by� D z neho odstr�nen� 
pr	pad
��� 
e��Pr�zdny kore�� ktor� vznikol v 
d� je odstr�nen�� �	m v��ka stromu klesne� 
f� Odstr�nenie B�
Pr	pad �a � C je presunut� na poz	ciu B a E je premiestnen� na p&vodn� poz	ciu C�

��� Vymaz�vanie k���a z B�stromu

Vymaz�vanie z B�stromu je trochu komplikovanej�ie ako vkladanie� preto nebudeme uv�dza� cel�
pseudok�d� ale len na�rtneme sp�sob� ak�m vymaza� dan� k��� z B�stromu� Predpokladajme�
�e proced�ra B�Tree�Delete m� vymaza� k��� k z podstromu s kore,om x� T�to proced�ra
je zostaven� tak� aby bolo v�dy zaru�en� �e v�dy ke je B�Tree�Delete vyvolan� na uzle x�
po�et k���ov x je aspo, t �t�j� o � k��� viac ako minim�lny po�et�� Preto niekedy treba vykona�
presun k���a do potomka e�te predt�m ako na, proced�ra rekurz
vne naraz
� T�to zosilnen�
podmienka n�m umo�,uje vymaza� k��� zo stromu na jeden priechod smerom nadol bez potreby
n�vratu �s jednou v�nimkou� ktor� vysvetl
me�� Ak niekedy nastane situ�cia� �e sa kore, x stane
vn�torn�m uzlom bez k���ov� potom ho zo stromu vyma�eme� pri�om jeho jedin� potomok c�"x#
sa stane nov�m kore,om stromu� �
m sa zn
�i celkov� v��ka stromu �vlastnos�� �e kore, stromu
obsahuje aspo, jeden k���� ak je tento strom nepr�zdny� zost�va po tejto oper�cii zachovan���
Obr� �� zn�zor,uje r�zne pr
pady� ktor m��u nasta� pri vymaz�van
 k���a z B�stromu�

�� Ak sa k��� k nach�dza v uzle x� pri�om x je list� jednoducho k z uzla x vyma�eme�
�� Ak sa k��� k nach�dza v uzle x� pri�om x je vn�torn� uzol� treba spravi� nasleduj�ce'

a� Ak potomok y� ktor� predch�dza k v uzle x m� aspo, t k���ov� potom n�jdi predchodcu
k� uzla k v podstrome s kore,om v uzle y� Rekurz
vne vyma� k� a uzol k nahra k� v x�
�N�jdenie a n�sledn vymazanie uzla k� mo�no uskuto�ni� na jeden priechod stromu
smerom nadol��

b� Podobne� ak potomok z� ktor� nasleduje k v uzle x m� aspo, t k���ov� potom n�jdi
n�sledovn
ka k� uzla k v podstrome s kore,om v uzle z� Rekurz
vne vyma� k� a uzol
k nahra k� v x� �N�jdenie a n�sledn vymazanie uzla k� mo�no uskuto�ni� na jeden
priechod stromu smerom nadol��

c� Inak� ak oba uzly y a z maj� iba t� � k���ov� pridaj k��� k spolu so v�etk�mi k���mi
z do y� pri�om z x odstr�nime k��� k aj ukazovate� na z� Uzol y teraz obsahuje �t� �
k���ov� Potom uvo�ni z a rekurz
vne vyma� k z y�



�� B�stromy ��

�� Ak sa k��� k nenach�dza vo vn�tornom uzle x� n�jdi kore, ci"x# pr
slu�nho podstromu�
ktor� mus
 obsahova� k za predpokladu� �e sa k v strome nach�dza� Ak ci"x# m� iba t � �
k���ov� vykonaj krok �a alebo �b� aby bolo zaru�en� �e zost�pime na uzol obsahuj�ci aspo, t
k���ov� Potom rekurz
vne pokra�uj v pr
slu�nom potomkovi uzla x�

a� Ak ci"x# obsahuje iba t�� k���ov� ale m� s�rodenca� ktor� obsahuje aspo, t k���ov� do
ci"x# presu, extra k��� z uzla x� N�sledne presu, k���a zo suseda uzla ci"x# �pravho
alebo �avho� nahor do x� �Treba presun�� aj pr
slu�nho potomka��

b� Ak ci"x# a obaja jeho susedia �za predpokladu� �e existuj�� obsahuj� t� � k���ov� zl��
ci s jedn�m z nich� �o umo�n
 presunutie k���a z x nadol do stredu novovzniknutho
uzla�

Ke �e preva�n� �as� k���ov B�stromov sa nach�dza v listoch� m��eme o�ak�va�� �e v praxi
s� oper�cie vymaz�vania naj�astej�ie pou�it na odstr�nenie k���ov z listov� Proced�ra B�Tree�
Delete potom pracuje na jeden priechod stromu smerom nadol� bez potreby n�vratu� Ke 
vymaz�vame k��� nach�dzaj�ci sa vo vn�tornom uzle� proced�ra prejde strom smerom nadol� ale
m��e sa potrebova� vr�ti� do uzla� z ktorho bol tento k��� odstr�nen�� aby ho nahradila jeho
predchodcom alebo nasledovn
kom �pr
pady �a� �b��

Hoci sa t�to proced�ra zd� by� komplikovan�� potrebuje iba O�h� diskov�ch oper�ci
 pre
B�strom v��ky h� ke �e medzi rekurz
vnymi vyvolaniami tejto proced�ry je vykonan�ch iba O���
volan
 Disk�Read a Disk�Write� Potrebn� v�po�tov� �as je O�th� * O�t logt n��


