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3. Diskrétna matematika. 

3.1. Základy kombinatoriky. 

3.1.1. Základné pojmy. 
Lema 3.1.1.1 (Pravidlo súþWX�� 

Nech A1 .. An sú disjunktné. Potom $


�
′′ �8 = $



�
=∑ � . 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Lema 3.1.1.2 (Pravidlo súþLQX�� 
∀A1..An : $ $�� × ×��� = $��

�
=∏ � . 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Lema 3.1.1.3 (Pravidlo mocniny). 
∀A,B je poþHW�]REUD]HQt�f : A→B rovný |B||A|. 

Dôkaz. 
Pre kaåGê�SUYRN�A môåPH�Y\EUD �MHKR�REUD]�VSRPHG]L�SUYNRY�B. 

Definícia. 
Zobrazenie v :  B→{1..n} sa nazýva variácia s opakovaním n-tej triedy prvkov B .  Triedu 

variácií s opakovaním oznaþXMHPH� V� ′ .  

OznaþHQLH� 
MnoåLQX�LQMHNWtYQ\FK�]REUD]HQt�] �A  do b oznaþtPH� , �

�
.  

Lema 3.1.1.4. 

Nech |A| = n a |B| = m. Potom , �
�

= Q N�� −
=

−∏ �
�

. 

Dôkaz. 
Obraz prvého prvku A vyberáme z n prvkov, druhého spomedzi n-1, ... . 

Dôsledok 3.1.1.1. 
, � � =0 ⇔ |A| > |B|. 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Definícia. 

Zobrazenia v∈ { }, ��  ! ! !  nazývame variácie  n-tej triedy z prvkov A .  Triedu variácií n-tej 

triedy oznaþX jeme Vn .  
Definícia. 

Ak |A | = n,  tak Vn  na A  nazývame permutácie  na A a oznaþXMHPH�Pn .  
Lema 3.1.1.5. 

PoþHW�XVSRULDGDQt�n-prvkovej mnoåLQ\�MH�n!. 
Dôkaz. 

Triviálne. 
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3.1.2. Relácia ekvivalencie. 
Definícia. 

ϕ  je relácia ekvivalencie  n A ,  ak  
• ∀x∈A :  (x,x)∈ϕ  (reflexívnos �  
• ∀x,y∈A  :  (x,y)∈ϕ  ⇔  (y,x)∈ϕ  (symetrickos �  
• ∀x,y,z∈A :  (x,y)∈ϕ  ∧  (y,x)∈ϕ  ⇒  (x,z)∈ϕ  (tranzitívnos �� 
 (x,y)∈ϕ  oznaþXMHPH�x∼y .  

Lema 3.1.2.1. 
KaåGi�UHOiFLD�HNYLYDOHQFLH�WYRUt�UR]NODG�PQRåLQ\�QD�WULHG\�HNYLYDOHQFLH� 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Definícia. 
Ak P(B) je mnoåLQD� SRGPQRåtQ� A ,  tak mnoåLQX� Ck(A) = {B∈P(A);  |B | = k} nazývame 

kombinácie  k-tej triedy nad A .  |Ck(A) | je kombinaþQp�þtVOR ,  ktoré zapisujeme 
Q
N



 .  

Veta 3.1.2.1. 
Q
N



 =

� " #
N Q M$

%
�

−
=

−∏ . 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Veta 3.1.2.2. 
Mohutnos �SRGPQRåtQ�NDåGHM�PQRåLQ\�A je 2|A|. 

Dôkaz. 
KaåGê�SUYRN�MH�DOHER�QLH�MH�Y�GDQHM�SRGPQRåLQH� 

3.1.3. Základné kombinatorické identity. 
Veta 3.1.3.1. 

Nech k, n, n1, n2 ∈N. Potom 

1. 
Q
N



 = 

Q
Q N N

�
� �� �−  

2. 
Q
N



 =

Q N
N
−



  

3. n < k ⇒ 
Q
N



 = 0 

4. 
Q
L

Q
N L&

' (
) *



 −




=∑ = 

Q Q
N
+ ,+



  

5. 
Q
N



 +

Q
N +





� =

Q
N

+
+






�
�  

6. ∀x∈R : (1+x)n = 
Q
N [ -.

/ 



=∑ 0  

7. � �− 



=∑ �1 23

4 Q
N = 0 

8. 
Q
L

Q L
N L3

2






−
−





=∑ 1 = 0. 
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Dôkaz. 
Zrejmé. 

Lema 3.1.3.1. 
Nech A je mnoåLQD�D�k∈N. Ak ϕ je taká relácia na Vk´(A), åH�∀f,g : {1..n}→A : (f,g)∈ϕ 

⇔ ∀x∈A : |f-1(x)| = |g-1(x)|, tak ϕ je relácia ekvivalencie. 
Dôkaz. 

Triviálne. 
Definícia. 

Triedy rozkladu relácie ϕ  z lemy 3.1.3.1 nazývame kombinácie s 
opakovaním  k-tej triedy na mnoåLQH�A .  MnoåLQX� NRPELQiFLt� V� RSDNRvaním k-
tej triedy na A  oznaþXMHPH�Ck´(A). 

Veta 3.1.3.2. 

|Ck´(A)| = # funkcií f : A→{1..|A|}, pre ktoré I D576
−

∈
∑

8 � � =k. 

Dôkaz. 
Triviálne.  

Veta 3.1.3.3. 

|Ck (́A)| = 
Q N

N
− +




�

, kde n je mohutnos � A. 

Dôkaz. 
Kaå GH M � N R P E L Q i F L L � M H GQ R ]Q D þ Q H � S UL V O~F KD � E L Q i UQ D � S R V WX S Q R V �� Y� N WR UH M � Q X O\� R GGH X M ~�

S R GS R V WX S Q R V WL � M H GQ R WL H N �� S UL þ R P � S R þ H W� M H GQ R WL H N � Y i-tej podpostupnosti je rovný poþ WX �
opakovaní i-teho prvku z A v kombinácii. D å N D � S R V WX S Q R V WL � M H � n-k+1, z þ R KR � M H � S Ui YH � n 

jednotiek. Poþ H W� N R UH N WQ êF K� S R V WX S Q R V Wt � WR KR WR � WYD UX � M H � S Ui YH � Q N
N

− +




�

. 

Veta 3.1.3.4. 

Nech A,B sú mnoå L Q \�� _A| = n, |B| = k, n = 9
:

9Q=∑ ; , A ={a1, .. , an}, B = {b1, .. , bk}. 

Oznaþ P H � 3<=<?>@ A poþ H W� WD N êF K� V X Ujekcií f : A→B, å H � ∀i∈1..k : |f-1(bi) = ni. Potom 3BCB?DE F = 

Q
QGG

H �
�

=∏ I . 

Dôkaz. 
Ak n = k, tak sú to permutácie a ∀i∈1..n : ni = 1. Tých je práve n!. Ak n > k, tak tento 

poþ H W� WUH E D � S R GH OL � S H UP X Wi F L D P L � Y� N D å GH M � ni (všetky permutácie urþ X M ~� UR YQ D N ~� V X UM H N F L X �� 
Veta 3.1.3.5. 

Nech |A| = k.d. Oznaþ P H � ρd poþ H W� UR ]N OD GR Y� A na d-prvkové mnoå L Q \�� 3R WR P � _ρd| = 
� � ��
�� ��
N G

N G J . 
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Dôkaz. 
Kaå Gi � S R V WX S Q R V � WUL H G� WD N pKR WR � UR ]N OD GX � X Uþ X M H � V X UM H N F L X � A→B takú, å H � ∀i∈1..k : |f-

1(bi) = ni. Pod D � YH W\� ��1.3.4 je týchto surjekcií
� � ��
��� �
N G
G GK� � �

. Toto þ t V OR � WUH E D � H ãWH � Y\GH OL �

permutáciami na triedach rozkladu, ktorých je k!. 

3.1.4. Polynomická veta. 
Veta 3.1.4.1 (Polynomická veta). 

Nech m,n∈N, x1, .. , xn∈C. Potom (x1, .. , xn)n = 
Q
Q

[LL
M L NL

M

N=N N=N OPN
Q

R R QQR
�

�SUT V V TXWYSUT V V TXW Z
=

=
∈ =


∏

∏∑
=∑ [ [\ \ \ . 

Dôkaz. 

(x1, .. , xn)n = � ���� �� � ���� �[ [ [ [] ]
]

^ ^������� �� � �� �� � � � . Po roznásobení dostáveme þ O H Q \ � W Y D U X � [ _ `_
a b
=∏ c , 

priþ R P � x1 vyberáme 
Q
Q d



 spôsobmi, x2 

Q Q
Q
−




e

f spôsobmi, at �� 6S R O X �
Q
Qgg

h �
�

=∏ i , pri þ R P �

Q jj
k
=∑ l  musí by �n. Priamoþ L D U H M ã t �G {N D ] �M H �P D W H P D W L F N i �L Q G X N F L D � 
Veta 3.1.4.2. 

Poþ H W � S H U P X W i F L t �� X U þ H Q ê F K � Y H N W R U R P � �x1, .. , xn), kde ∀i∈1..n je ki poþ H W � F \ N O R Y �
S H U P X W i F L H �G å N \ �i, je 

Q
L Nmonnprq�

=∏ s . 

Dôkaz. 

n! je poþ H W �Y ã H W N ê F K �S H U P X W i F L t ��ki! - poradie cyklov, L
tvu

- rotaþ Q ê �S R V X Q �Y �ki cykloch. 

3.2. Logicko - kombinatorické metódy. 

3.2.1. Princíp vypojenia a zapojenia. 
Veta 3.2.1.1. 

Nech M1 .. Mn sú kone þ Q p � P Q R å L Q \ �� 3 U H �  ∀k∈1..n : Sk= 0 wx
y

wzw {| =
≤ ≤ ≤
∑ }}�~ ,� . Potom 

0 ��
�
= �8 = � �− +

=∑ � �� � ��
� 6 . 

Dôkaz. 

Nech x∈ 0 ��
�
= �8 patrí do m mnoå t Q � � .R N R � N U i W � M H � x zarátaný do � �− +

=∑ � ��
� ��

� 6 ? Do S1 

m-krát, do Si 
P
L



 -krát, do 6 ��

�
=∑ �  2m-krát a teda do � �− +

=∑ � �� � ��
� 6  � �− 





+
=∑ � �� ��
� P

L = 1-krát. 

Tým je tvrdenie dokázané. 
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Veta 3.2.1.2. 

Nech 6 � �  je mnoå L Q D � V X U M H N F L t � ] � A do B, |A|=m a B = {b1, .., bn}. Potom 6 � � =

� � � �− 



 −

=∑ �� ��� �Q
N Q N  

Dôkaz. 
Od všetkých odpoþ t W D P H � Q H V X U M H N F L H � � 2] Q D þ P H � M(k) mnoå L Q X � IX Q N F L t � ] � A do B, ktoré 

å L D G H Q � S U Y R N � A nezobrazia na bk. Je zrejmé, å H � _M(i1, .. , ik)| = (n - k)m. Potom Sk = 
Q
N



 .(n - k)m 

a pouå L W t P � IR U P X O H � Y \ S R M H Q L D � D � ] D S R M H Q L D � G R V W i Y D P � S U H V Q H � W R � � þ R � S R W U H E X M H P �  
OznaþHQLH� 

Pre systém mno å t Q � M1  . .  Mn  budeme M(r) ozna þ R Y D � S R þ H W � S U Y N R Y � � N W R U p �
patria práve do r  mno å t Q � D � M (́r) po þ H W � S U Y N R Y � � N W R U p � S D W U L D � D V S R � G R � r  mno å t Q �  

Veta 3.2.1.3. 

Nech M1 .. Mn sú kone þ Q p � P Q R å L Q \ � � 3 R W R P � M(r) = � �− 





−
=∑ � ������� �N

U 6 , kde Sk=

0 � 
¡

�z� ¢£ =
≤ ≤ ≤
∑ ¤¤�¥ ,¦ . 

Dôkaz. 
Prvok z r mnoå t Q � G i Y D � Y N O D G � �� S R G D � Y H W \ � � � �� �� �� � 3 U Y N \ � ] � P H Q H M � P Q R å t Q � Q H G i Y D M ~ �

Y N O D G � � O H E R � N R P E L Q D þ Q p � þ t V O R � Y � V X P H � M H � S U H � Q H � Q X O D � � 3 R W U H E X M H P H � H ã W H � G R N i ] D � � å H � S U Y N \ � ] �
Y L D F � P Q R å t Q � W L H å � Q H G i Y D M ~ � Y N O D G � � Q H F K � x patrí do s > r mnoå t Q � � 3 R W R P � x dáva vklad 

� �− 










−
=∑ � §©¨§�¨ª N

U
V
N , priþ R P � N

U
V
N








 = 

N
N U U

V
V N N

�
� �� �

�
� �� �−

⋅
−  =

V
V U U

V U
V N N U

�
� �� �

� ��
� ��� ��−

⋅ −
− − =

V
U

V U
N U





−
−





 , takå H � � �− 










−
=∑ � «©¬«�¬­ N

U
V
N = � �− 





−
−







−
=∑ � ®�¯®�¯° V

U
V U
N U = 

V
U

V U
N U

±�²±�²³



 − −

−






−
=∑ � �� = (j 

= k-r) =
V
U

V U
M

´´
µ·¶



 − −



=

−∑ � ��¸ = 0 pod D � Y H W \ � � � �� � � �� R G V H N � ��  
Veta 3.2.1.4. 

Nech M1 .. Mn sú koneþ Q p � P Q R å L Q \ � � 3 R W R P � M´(r) = � �− −
−







−
=∑ � �

�
¹�º¹©º» ¹N

U 6 , kde Sk=

0 ¼½
¾

¼z¼ ¿À =
≤ ≤ ≤
∑ ÁÁ�Â ,Ã . 

Dôkaz. 

M´(r) = 0 LÄÆÅ
Ç � �
=∑ = � �− 





−
== ∑∑ � ÈÊÉ ÈÈ�ÉËÉÍÌË N

L 6 = 6 N
LÎÎ�ÏÐ Î�ÏÏÍÑÐ

=
−

=∑ ∑ − 



� �� = (j=k-i) =

6 N
N MÒÒ�ÓÔ ÕÕ Ô

Ó
= =

−∑ ∑ − −




� ��Ö  = 6 N

M××�ØÙ ÚÚ Ù
Ø

= =

−∑ ∑ − 



� ��Û = 6 N

M
N
MÜÜ�ÝÞ ßß Þ

Ý
= =

−∑ ∑ − −



 + −

−












� �� � �
�à =

6 Q
Láá�âã ã â

=
−∑ − −

−




� �� �

� . 
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3.2.2. Spernerova veta. 
Veta 3.2.2.1. 

Nech A1 .. An sú podmnoåLQ\� A, z ktorých åLDGQD� QLH� MH� SRGPQRåLQRX� LQHM�� 3RWRP�
�ä $
$å

å
æ







=∑ ≤ 1. 

Dôkaz. 
UvaåXMPH� UH D]HF�∅=C0⊂C1⊂ .. ⊂Cm=A, kde |A| = m. Takýchto re D]FRY�H[LVWXMH�m! 

(kaåGê� UH D]HF� XUþXMH� SHUPXWiFLX� A). Ak ∃i∈1..m ∃j∈1..n : Ci=Aj, hovoríme, åH� UH D]HF�
prechádza mnoåLQRX�Aj. Zárove � NH åH�A1 .. An sú do seba nezapadajúce, åLDGQ\� UH D]HF�
neprechádza viac ako jednou z nich. Ak |Aj| = rj, tak mnoåLQRX�Aj prechádza rj!(n-rj)! re D]FRY�
(rj! vchádza a (n-rj)! vychádza). Ale suma re D]FRY�� SUHFKiG]DM~FLFK� FH]�PQRåLQ\�A1 .. An 

musí by �PHQãLD�DNR�m!, takåH� P
P
Uç

ç
è �







=∑ é ≤ m!, þR�WYUGHQLH�GRND]XMH� 

Veta 3.2.2.2 (Sperner). 
Nech |A| = n a A1 .. Am sú koneþQp�QHSUi]GQH�SRGPQRåLQ\�A, z ktorých åLDGQD�QLH� MH�

podmnoåLQRX�LQHM��3RWRP�m ≤
Q
Q
�



















 . 

Dôkaz. 

Staþt�SUH�i∈1..n odhadnú �_Ai|≈
Q
�





 a pouåL �SUHGFKiG]DM~FX�YHWX�� �

�

ê Q
Q

ë
ì





















=∑ =
P
Q
Q
�





















≤ 

1 ⇔ m ≤
Q
Q
�



















 . 

3.2.3. Dirichletov princíp. 
Veta 3.2.3.1. 

Nech A,B sú mnoåLQ\�D�f : A→B zobrazenie. Ak |A| > |B|, tak ∃x,y∈A : f(x) = f(y). 
Dôkaz. 

Triviálne. 
Dôsledok 3.2.3.1. 

Nech A,B sú mnoåLQ\�D�f : A→B zobrazenie. Ak |A| > k.|B|, tak ∃x1..xk+1∈A ∀i,j∈1..k+1 : 
f(xi) = f(xj). 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Dôsledok 3.2.3.2. 
Nech A,B sú mnoåLQ\�D�f : A→B zobrazenie. Ak A je nekoneþQi�D�B je koneþQi��WDN�∃y∈

B : f-1(y) = {x∈A; f(x) = y} je nekoneþQi� 
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Dôkaz. 
Triviálne. 

3.3. Grafy. 

3.3.1. Königova lema. 
Lema 3.3.1.1 (König). 

V kaåG RP � QH NRQH þQRP � VWU RP H � V� NRQH þQê P � P D[ LP iOQ\P � VWX S RP � Y H WY H QLD� H [ LVWX M H �
QH NRQH þQi�Y H WY D� 

Dôkaz. 
Triviálne. 

Veta 3.3.1.1. 

Nech strom T má maximálny stupe � YHWYHQLD� k. Ak |T| > N íí
î
=

−∑ ï
ð

, tak existuje vetva 

d åN\�DVS R �n+1. 
Dôkaz. 

Úplný k-árny strom h EN\�n má N íí
î
=

−∑ ï
ð

 vrcholov. 

3.3.2. Ramseyove císla. 
Definícia. 

Ramseyovým þtVORP pre m  a n nazývame þtVOR�R(m ,  n) =  min{k∈N;  ∀G  :  
|G | ≥  k  ⇒  G  má m-kliku alebo G ḿá n-kliku}. 

Veta 3.3.2.1. 
∀2<m,n∈N : R(m, n) ≤ R(m, n - 1) + R(m - 1, n). 

Dôkaz. 
Indukciou na m+n. 2 = R(2,2) ≤ R(1,2) + R(2,1) = 1 + 1. Majme teraz G o aspo �R(m - 

1, n) + R(m, n - 1) vrcholoch. Nech v∈G. Ak degG(v) ≥ R(m - 1, n), tak bu �G[N(v)] alebo 
(G[N(v)])  ́má m-1-kliku. Spolu s v je to m-klika. Ak degG(v) < R(m - 1, n), tak degG´(v) ≥ 
R(m, n - 1) a postupujeme vyššieuvedeným spôsobom. 

Veta 3.3.2.2. 

∀m,n≥2 : R(m, n) ≤ 
P Q
Q
+ −

−





�

� . 

Dôkaz. 

1° R(m, 2) = 2 ≤
P
�





 = m. Rovnako R(2, n) = 2 ≤

Q
Q −





� = n. 

2° Pod D � Y H W \ � �� �� �� �� R(m, n) ≤ R(m, n - 1) + R(m - 1, n) ≤ 
P Q
Q
+ −

−





�

� +
P Q
Q
+ −

−





�

� = 

P Q
Q
+ −

−





�

� . 

Veta 3.3.2.3 (Ramsey). 

∀m,n≥2 ∀r≥ R(m, n) ∀rozklady 
U
�





 na R1 a R2 bu � R1 obsahuje všetky 

P
�





 alebo R2 

všetky 
Q�



 . 
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Dôkaz. 
Veta je iba preformulovaním definície Ramseyových þtVHO� 

3.3.3. Systémy reprezentantov mnRåtQ� 
Definícia. 

Nech S  =  6 ññ
ò
= ó8 .  Vektor (a1 ,  . .  ,  an), kde ∀i∈1..n :  a i∈S i  nazývame systém 

reprezentantov mno å tQ�S1 ,  . .  ,  Sn ,  ak ∀i≠j∈1..n  :  a i≠a j .  
Veta 3.3.3.1 (Hall). 

Nech S = 6 ôô
õ
= ö8 . Potom na S existuje systém reprezentantov práve vtedy, ke �∀k∈1..n 

∀i1..ik∈1..n : 6 ÷ø
ù

ú= û8 ≥ k. 

Dôkaz. 
Uvaå XMPH�ELSDUWLWQê�JUDI�G s partíciami A = { S1, .. , Sn) a B = {x∈S}. Na S existuje 

systém reprezentantov práve vtedy, ke � QD�G existuje párenie pokrývajúce partíciu A. Ale 
pod D� YHW\� ������� � �LQi � IRUPXOi FLD� +DOORYHM� YHW\�� WDNpWR� Si UHQLH� H[ LVWXMH� SUi YH� YWHG\�� NH �
∀M⊆A |N(M)| ≥ |M|, þR�MH�HNYLYDOHQWQp�Qi ãPX�WYUGHQLX� 

Definícia. 
St SFH�D�ULDGN\�ELQ i UQHM�PDWLFH�QD]êYDPH�l ínie .  

Veta 3.3.3.2 (König). 
Maximálny poþHW�QH]i YLVOêFK�MHGQRWLHN�NDå GHM�ELQi UQHM�PDWLFH� MH�URYQê�PLQLPi OQHPX�

SRþWX�OtQLt��NWRUp�PDWLFX�SRNUêYDM~� 
Dôkaz. 

Túto vetu sme (podobne ako predchádzajúcu) dokázali v jej grafovej podobe ako vetu 
5.2.2.2 teórie grafov. SkutoþQH� NDå G~� ELQi UQX� PDWLFX� PRå QR� UHSUH]HQWRYD � ELSDUWLWQêP�
grafom, kde partíciu A budú tvori � ULDGN\�PDWLFH� D�B jej st SFH�� KUDQ\�EXG~�PHG]L� OtQLDPL��
NWRUp�VD�NULå XM~�Y�MHGQRWNH��. önigova veta v tejto podobe hovorí, å H�PRKXWQRV �PD[ LPi OQHKR�
párenia bipartitného grafu je rovná mohutnosti jeho minimálneho vrcholového pokrytia. 
3iUHQLH� JUDIX� SULWRP� MHGQR]QDþQH� XUþXMH� PQRåLQX� QH]iYLVOêFK� MHGQRWLHN� PDWLFH�� ]DWLD � þR�
YUFKRORYp �SRNU\ WLH�PQRåLQX�Ot QLt ��WDNåH�WYUGHQLH�SODWt �  
3.3.4. Partície. 

Definícia. 

ýtVOD� a1 . .an  nazývame partícia þtVOD� a∈Z+ ,  ak D üü
ý
=∑ þ =  a.  ýtVORP� p(n ,  k) 

oznaþtPH�SRþHW�XVSRULDGDQêFK�SDUWtFLt� þtVOD�n o k  sþtWDQFRFK��p(n) bude potom 
celkový poþHW� XVSRULDGDQêFK� SDUWtFLt� þtVOD� n.  Podobne þtVORP� p (́n ,  k) 
oznaþtPH� SRþHW� QHXVSRULDGDQêFK� SDUWtFLt � þtVOD� n o k  þOHQRFK� D� p (́n) bude 
oznaþRYD �FHONRYê�SRþHW�QHXVSRULDGDQêFK�SDUWtFLt �þtVOD�n .  

Lema 3.3.4.1. 

∀n∈Z+ ∀k∈N : p(n, k) = 
Q
N

−
−






�
� . 

Dôkaz. 
Majme n za sebou idúcich jednotiek. Vloå H Q t P � k-1 núl medzi ne ur þ t P � S D U W t F L X � n. 

Medzier je n-1, takå H � S R þ H W � P R å Q R V W t � M H �
Q
N

−
−






�
� . 
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Dôsledok 3.3.4.1. 
∀n∈Z+ : p(n) = 2n-1. 

Dôkaz. 

∀n∈Z+ : p(n) = S Q Nÿ� � � �
=∑ � =

Q
Nÿ� −

−




=∑ �
�� = 2n-1. 

Lema 3.3.4.2. 

∀n∈Z+ ∀k∈N : p´(n, k) = ′ −
=∑ S Q N L�

�

� � �� . 

Dôkaz. 

Nech a1..ak je neusporiadaná partícia n. To znamená, å H � D ��

�

=∑ � = n a teda D ��

	
−

=∑ �
  = 

n - k, þR �]Q DP H Q i ��å H �a1-1, .. , ak-1 je neusporiadaná partícia n-k o najviac k þOH Q R F K �  
Dôsledok 3.3.4.2. 

∀n∈Z+ : p´(n) = ′ −
== ∑∑ S Q L M�

�

�




� � ��� . 

Dôkaz. 
Vyplýva priamo z lemy 3.3.4.2. 

3.3.5. Ferrersove diagramy. 
Definícia. 

Nech a1 . .ak  je usporiadaná partícia n .  Diagram 

RRR/ R� � �
RRR/ R/ R� �� ��
0 0 2
RRR/ R/ R/ R� ��� �� �

�

�

���

�

�

������� ������ nazývame 

Ferrersov diagram  partície. Diagram je v normálnom tvare ,  ak sú všetky jeho 
riadky rôzne. Duálny  diagram k Ferrersovmu diagramu vzniká zámenou jeho 
riadkov a st S F R Y �  

OznaþHQLH� 
R(m ,  n) je poþ H W � Q H X V S R U L D G D Q êF K � S D U W t F L t � þtVOD�m  o najviac n  sþt W D Q F R F K � �

Q(m ,  n) je poþH W � Q H X V S R U L D G D Q ê F K � S D U W t F L t � þtVOD�m ,  ktorých sþt W D Q F H � V ~ � P H Q ã L H �
rovné n .  Nemýli �V L � W R W R � R ] Q Dþ H Q L H �V �5D P V H \ R YêP L �þtVOD P L ��  

Veta 3.3.5.1. 
∀m,n≥1 : R(m, n) = Q(m, n). 

Dôkaz. 
Dulány  Ferrersov diagram kaå G H M � S DU W tF L H �]�R(m, n) jednoznaþQ H � L G H Q W L I L N X M H � S DU W tF L X �]�

Q(m, n). 
Veta 3.3.5.2. 

∀1≤m≤n∈N : Q(n, m) = Q(n, m-1) + Q(n-m, m). 
Dôkaz. 

Q(n-m, m) sú partície, ktorých sþtW DQ F H � �� m, takå H � S U L þtW DQ tP � M H G Q R W N \� N X � N Då G p P X �
VþtW DQ F X �G R VW i YDP �S DU W tF L X �]�Q(n, m). Q(n, m-1) sú partície o menej sþtWDQFRFK� 

Veta 3.3.5.3. 
∀1≤m≤n∈N : R(n, m) = p (́m+n, m). 
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Dôkaz. 
Pridaním st S F D� G R � )H U U H U VR YK R � G L DJ U DP X � S DU W tF L H � ]� R(m, n) sme jej jednoznaþQ H �

priradili partíciu z p (́m+n, m). 
Veta 3.3.5.4. 

∀1≤m≤n∈N : R(n, m) = p (́n+
P +




�

� , m), ktorých Ferrersove diagramy sú v 

normálnom tvare. 
Dôkaz. 

Nech a1< .. < am je partícia n a 

RRR/ R� � �
RRR/ R/ R� �� ��
0 0 2
RRR/ R/ R/ R� ��� �� �

�

�

���

�

�

������� ������ je jej Ferrersov diagram. Potom 

R
RR
R R
RRRRRRRRR� �� ��

RRR/ R� � �
RRR/ R/ R� �� ��
0 0 2
RRR/ R/ R/ R� ��� �� �

�

�

�

�

���

+




�

�

�

�

������� ������  je Ferrersov diagram v normálnom tvare, prislúchajúci partícii z 

p (́n+
P+




�

� , m). 

Veta 3.3.5.5. 
PoþHW�SDUWtF Lt�QD�SiUQH�VþtWDQF H� MH�URYQê �SRþWX�SDUWtF Lt�QD�VþtWDQF H��]�NWRUê F K�NDåGê � VD�

Y\VN\WXMH�SiUQ\�SRþHW�NUiW� 
Dôkaz. 

Bijekciu tvoria duálne Ferrersove diagramy. 
Veta 3.3.5.6. 

PoþHW�SDUWtF Lt�QD�QHSiUQH�VþtWDQF H�MH�URYQê �SRþWX�SDUWtF Lt�QD�VþtWDQF H��]�NWRUê F K�NDåGê �VD�
Y\VN\WXMH�SiUQ\�SRþHW�NUiW�D�QDMYlþãt�QHSiUQ\�SRþHW�NUiW� 

Dôkaz. 
Detto. 

3.3.6. Eulerova veta. 
Definícia. 

Riadky n  aå� rn+rn+k  Ferrersovho diagramu nazývame l ichobeåtN ,  ak 
∀i∈n . .n+k  :  |r i +1 | =  |r i | + 1. 

Poznámka. 
KaåGê �)HUUHUVRY�GLDJUDP�Y�QRUPiO QRP�WYDUH�VD�VNO DGi�]�S\UDPtG\�O LF KRE HåQtNRY� 

OznaþHQLH� 
D åNX� SUYpKR� ULDGNX� )HUUHUVRYKR� GLDJUDPX� R]QDþtPH� s .  Výšku spodného 

lichobeåQtND�R]QDþtPH�r .  
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Veta 3.3.6.1 (Euler). 

Nech x∈R. Potom v rade A tvaru An = � ��� −
=∏ [ �

�
�

sú nenulové iba þ OHQ\� WYDUX�

� �− ±� �
�
 

! N N
, kde k∈N. 

Dôkaz. 
Po roznásobení An dostávam rad, za þ tQDM~ FL�� ��- x - x2 + x5 + x7 - x12 - x15 + x22)(1 - x23)... 

. xm sa v tomto rade nachádza to NR�NUiW��NR NR�MH�SiUQ\FK�SDUWtFLt�QD�U{] QH�V þ tWDQFH��-xm to NR�
NUiW�� NR NR� MH� QHSiUQ\FK�SDUWtFLt�m na rôzne s þ tWDQFH� �8NiåHP H�� åH� DN� V D�x nedá napísa � Y�
tvare � �− ±� �

�
"

# N N
, potom poþ HW�SiUQ\FK�SDUWtFLt�m na rôzne s þ tWDQFH� MH�URYQDNê �DNR�SRþ HW�

QHSiUQ\FK�SDUWtFLt�QD�U{] QH�V þ tWDQFH� �8YDåXMP H�) HUUHUV RY�G LDJ UDP �QHMDNHM�SiUQHM�SDUWtFLH�x na 
rôzne s þ tWDQFH�� WDNåH�G LDJ UDP �MH�Y�QRUP iOQRP �WYDUH�� �0{åH�QDV WD �QLHNR NR�V LWXiFLt�� 

4. 'LDJ UDP � RE V DKXMH� YLDF� DNR� MHG HQ� OLFKRE HåQtN� D� s ≤ r. Potom transformáciou, pri 
ktorej odoberieme prvý riadok diagramu a pridáme ho k posledným s st SFRP ��
MHG QR] QDþ QH�XUþ tP H�QHSiUQX�SDUWtFLX�x na rôzne sþ tWDQFH�  

5. -HG LQê �OLFKRE HåQtN�D�s < r. Tá istá transformácia (ako v prípade 1.). 
6. Viac lichobeåQtNRY��s > r. Opa þ Qi�WUDQV I RUP iFLD�� ] �NDåG p KR�] �SRV OHG Qê FK�s-1 st SFRY�

odoberieme jeden prvok a vytvoríme z nich najvrchnejší riadok diagramu). 
7. -HG LQê �OLFKRE HåQtN��s > r+1. Opä �V SlWQi�WUDQV I RUP iFLD�� DNR�Y�SUtSDG H��� ��  

 
-HG LQH�Y� G YRFK�SUtSDG RFK�QHP RåQR�XYHG HQ~ �WUDQV I RUP iFLX�SRXåL �DQL�Y�MHG QRP � V P HUH�

� QHP RåQR�Y\WYRUL � E LMHNFLX�P HG ] L�SiUQ\P L�D�QHSiUQ\P L�SDWUtFLDP L�m a teda xm bude 
v rade A s nenulovým koeficientom). Ale 

9. Jediný lichobeåQtN��s = r ⇒ r2 + 
U U� �−�

� = 
�

�
$U U−

 a 

10.Jediný lichobeåQtN��V �= r + 1 ⇒ r(r + 1) + 

U U� �−�
� = 

�
�
%U U+

, þR�WYUGHQLH�GRND]XMH� 


