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3. Diskrétna matematika.

3.1. Zaklady kombinatoriky.

3.1.1. Zakladne pojmy.
Lema 3.1.1.1 (Pravidlo suctu).

Nech A; .. A, st disjunktné. Potom ‘quAi‘= Z,-:l

Doékaz.
Trividlne.
Lema 3.1.1.2 (Pravidlo suc¢inu).

VALA, : [Ax-x4 T[4l
Dékaz.
Trividlne.

Lema 3.1.1.3 (Pravidlo mocniny).
VA,B je pocet zobrazeni f: A—B rovny |IB

Dékaz.

Pre kazdy prvok A m6zme vybrat’ jeho obraz spomedzi prvkov B.

Definicia.

Al
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Zobrazenie v : B—{1..n} sa nazyva varidcia s opakovanim n-tej triedy prvkov B. Triedu

variacii s opakovanim oznacujeme

Oznacenie.

. . . , ’ w7 4
Mnozinu injektivnych zobrazeni z A do b oznacime Iy

Lema 3.1.1.4.

Vv

n,

Nech Il = n a 1Bl = m. Potom |1 | <[ Tion—k

Dékaz.

Obraz prvého prvku A vyberdme z n prvkov, druhého spomedzi n-1, ... .

Dosledok 3.1.1.1.
1] =0 < 141> 181,

Dékaz.
Trivialne.

Definicia.
A

Zobrazenia ve I{l...n} nazyvame varidcie n-tej triedy z prvkov A. Triedu varidcii n-tej

triedy oznadujeme V,,.
Definicia.

Ak IAl = n, tak V,, na A nazyvame permutdcie na A a oznacujeme P,.

Lema 3.1.1.5.

Pocet usporiadani n-prvkovej mnoziny je n!.

Dékaz.
Trivialne.
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3.1.2. Relacia ekvivalencie.
Definicia.
¢ je reldcia ekvivalencie n A, ak
e VxeA : (x,x)e @ (reflexivnost)
e Vx,yeA : (x,y)€0 & (y,x)€ ¢ (symetrickost)
® Vx,y,ze€A : (5, y)€QP A (¥,X)E @ = (x,2)€ @ (tranzitivnost).
(x,y)€ @ oznaCujeme x~y.
Lema 3.1.2.1.
Kazda relacia ekvivalencie tvori rozklad mnoZziny na triedy ekvivalencie.
Dékaz.
Trividlne.
Definicia.

Ak P(B) je mnozina podmnozin A, tak mnozinu Cy(A) = {BeP(A); |IB k} nazyvame

| =
n
kombindcie k-tej triedy nad A. |Cr(A)l je kombinacné cislo, ktoré zapisujeme (kj

Veta 3.1.2.1.

n 1 n—1 .

(i)
Dékaz.

Trividlne.
Veta 3.1.2.2.

Mohutnost podmnozin kazdej mnoziny A je 2.
Dékaz.

Kazdy prvok je alebo nie je v danej podmnozine.

3.1.3 Zakiadné kombinatorické identity.
Veta 3.1.3.1.
Nech k, n, n;, n, € N. Potom

n
3 n<k=>(kj:0
k[n n n+n
o TP Le)= ()
n n n+l
S50k ) k+1)=\k+1
n(n\
6. VxeR: (1+x)" = ,_O(ij

\]
s
IS

T
—
~
=
N
=S
N———
Il
()

o)
Jia
S
R
N.:
~
N
I
I
~. .
I

=
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Dékaz.
Zrejmé.
Lema 3.1.3.1.
Nech A je mnozina a ke N. Ak ¢ je takd reldcia na Vi (A), ze Vf,g : {1.n}>A : ()@
& VxeA: If] )l = Ig'l ()1, tak @ je relacia ekvivalencie.
Dékaz.
Trividlne.
Definicia.
Triedy rozkladu reldacie ¢ z lemy 3.1.3.1 nazyvame kombindcie s
opakovanim k-tej triedy na mnozine A. Mnozinu kombinécii s opakovanim k-
tej triedy na A oznaCujeme C; (A).

Veta 3.1.3.2.
IC"(A)l = # funkcif £: A—{1..|Al}, pre ktoré ZA|f _l(a)|=k.

Dékaz.

Trividlne.
Veta 3.1.3.3.

n—k+1 )

ICy"(A)l = k , kde n je mohutnost’ A.
Dékaz.

Ka d d z r lah r t t,v tr ly ddTI u
d t t dt , r t d t v ite podpostupnosti je rovny po t

opakovani i-teho prvku z A v kombindcii. DI t t n-k+1, z h rv n

. . n—k+1
jednotiek. Po t r tyh t ttht tvr rv k .

Veta 3.1.3.4.
k
Nech A,Bsi mno vy, |Al=n,I|Bl=k n= Z,-;l . A={ay .., a,}, B=1{by .., b}.

Ozna B, po tt yh rjekcii f: A—>B, Viel..k : If'(b;) = n;. Potom Binn =

n!
Hk " ' .
i=1 !
Dékaz.
Ak n =k, tak su to permuticie a Vie 1..n : n; = 1. Tych je prave n!. Ak n > k, tak tento
po ttr dit r t v d m(vSetky permuticieur Urv 0 r ).
Veta 3.1.3.5.

Nech Al = k.d. Ozna pspo trzldvAnadprvkovE mno y. Pt |pJd=
(k.d)!
k'(dh* -
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Doékaz.
Ka d t ttr dt éht rz1d r r A—B takau, Viel..k:|If

(k.d)!
"(b)) = ni. Podl' vty 3.1.3.4 je tychto surjekcii—q,b TR Toto 1 tr §t vyd 1t
k

permutaciami na triedach rozkladu, ktorych je k!.

3.1.4. Polynomicka veta.
Veta 3.1.4.1 (Polynomicka veta).

n! m o,
Nech m,neN, x;, .. , x,€ C. Potom (x, .. , x,)" = Z - 'H,:lx,' .
(m ,...n,”)e{(nl...,n,,,):z:ilal :n} Hi:l it
Dékaz.
(x7, o, x)" = (1x14--4x»42; 2"4({;1 ’4~’zﬁ4) . Po rozndsobeni dostdveme Hi:lxin ",
. n . n— nl . n! .
pri Xx; vyberdme |, |spOsobmi, x; n. | sposobmi, atd. S m , pri
1 2 H n!
— — i=1
Z,-:l % musi byt n. Priamo 0
Veta 3.1.4.2.
Po , (x7, .. , xp), kde Viel..n je k; po
i n!
| i, je no .k
H_ i"k,
i=1
Dékaz.
ik
n! je po , k;! - poradie cyklov, Lm- rota k; cykloch.

3.2. Logicko - kombinatoricke metody.

3.21. Princip vypojenia a zapojenia.
Veta 3.2.1.1.
k
Nech M; .. M, su kone . Vkel.n : S= 1<_§,<_ I =1 Mz,,‘. Potom
n i+l
YL M[-EL DS
Dékaz.
Nech xe Y,nzl M, patri do m mno KT x zardtany do Z,:l (_1)i+1 S 2Do S I

m n n i+ n i+1[ m
m-krit, do S; (,-j—krét, do XS 2"kt a teda do 2, ("D"'S Y} (=D l(ijz 1-krét.

Tym je tvrdenie dokdzané.
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Veta 3.2.1.2.

SA . ‘SA‘
Nech 2z je mno A do B, |Al=m a B = {b;, .., b,}. Potom [°B|=
o 0 (f ok
Dékaz.
Od vsetkych odpo 0] M(k) mno f A do B, ktoré
n
A nezobrazia na by. Je zrejmé,  M(iy, .., i)l = (n - k). Potom S, = (kj (n-k"
a pou f
Oznacenie.
Pre systém mno M; .. M, budeme M(r) ozna t
patria prave do r mno M’(r) po i ¥ mno
Veta 3.2.1.3.
. n _1 k—r k
Nech M; .. M, su kone M(r) :Zk:,( r P, kde Si=
k
1i <A <i, I =L
Dékaz.
Prvok z r mno 1 r 211
t’
x patri do s > r mno x dava vklad

L. ! k(f)(zj pri m: (k—kr!)!r!'(s—éij)!k! =(s—sr!)!r!'(s—(ks):(;)!—r)F
DI B v )-Xn e ()= DR e (i) )=
:k—r):(iij:;(_l)j [S;rj:Opodl’ I

Veta 3.2.1.4.
n (k-1
Nech M; .. M, sa kone M(r) :Zk:r(_l)k (r_ljsk, kde S;=

k

I j:lM

AN

1</, <A <iy

Dékaz.

M) =L MO=}, ¥ <-1)""(l§JSk =Y S, <-1)""(]§)= (j=k-i)
yLs (K] e e (f-zns e e (5 (4]
s (1)),
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322 Spermerova veta.
Veta 3.2.2.1.
Nech A; .. A, su podmnoZiny A, z ktorych ziadna nie je podmnozinou inej. Potom

ZTI(MJSL

14|

Dékaz.

Uvazujme retazec J=CycC,c .. cC,=A, kde |Al = m. Takychto retazcov existuje m!
(kazdy retazec urCuje permuticiu A). Ak Jie l.m FJjel.n : C=A;, hovorime, Ze retazec
prechddza mnoZinou A;. Zaroveii ked’ze A; .. A, si do seba nezapadajice, Ziadny ret'azec
neprechddza viac ako jednou z nich. Ak IA;l = rj, tak mnoZzinou A; prechddza rj!(n-rj)! retazcov
(rj! vchadza a (n-rj)! vychddza). Ale suma retazcov, prechddzajiucich cez mnoziny A; .. A,

n m'
musi byt menSia ako m!, takze Z;:1 m) < m!, ¢o tvrdenie dokazuje.
h
. |

Veta 3.2.2.2 (Sperner).
Nech IAl =n a A; .. A, si konecné neprazdne podmnoziny A, z ktorych Ziadna nie je
n
podmnoZzinou inej. Potom m < {QJ .
2

Dékaz.
1

3

IA

n m
Staci pre i€ 1..n odhadnut’ |A l= {EJ a pouzit’ predchadzajiicu vetu. Zm

B H

NS I

~__

Il
N\
—
NS I
| I

n

lem< {ﬁ J .
2
3.23. Dirichletov princip.
Veta 3.2.3.1.
Nech A, B st mnoziny a f : A—B zobrazenie. Ak |Al > |BI, tak Ax,ye A : fix) = f(y).
Doékaz.
Trividlne.
Désledok 3.2.3.1.
Nech A,B st mnoziny a f: A—B zobrazenie. Ak |Al > k.IBl, tak 3x;..x;. ;€ A Vije 1..k+1 :
Sx) = fixp).
Doékaz.
Trividlne.
Désledok 3.2.3.2.
Nech A,B st mnoziny a f : A—B zobrazenie. Ak A je nekonecnd a B je kone¢na, tak Jye
B :f](y) = {xeA; fix) =y} je nekonec€na.
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Dékaz.
Trivialne.

3.3. Grafy.

3.3.1. Kb nigova lema.
Lema 3.3.1.1 (Konig).
V kaz o n kon ¢no sto s kon ¢n ai alny st 1o t nia st
n kon ¢na t a.
Dékaz.
Trividlne.

Veta 3.3.1.1.

n-1_;
Nech strom 7" md maximalny stupefl vetvenia k. Ak I71 > Z,-:ok , tak existuje vetva

dizky as ofi n+1.
Dékaz.

. n-1,;
Uplny k-arny strom hlbky n ma Z,-:o k" vrcholov.
3.3.2 Ramseyove cisla.

Definicia.
Ramseyovym cislom pre m a n nazyvame Cislo R(m, n) = min{ke N; VG :
|Gl > k = G ma m-kliku alebo G'ma n-kliku}.
Veta 3.3.2.1.
V2<mneN : R(m,n) < R(m,n- 1)+ R(m - 1, n).
Dékaz.
Indukciou na m+n. 2 = R(2,2) £ R(1,2) + R(2,1) = 1 + 1. Majme teraz G o aspoil R(m -
1, n) + R(m, n - 1) vrcholoch. Nech ve G. Ak degg(v) = R(m - 1, n), tak bud’ G[N(v)] alebo
(GINW)])” ma m-1-kliku. Spolu s v je to m-klika. Ak degg(v) < R(m - 1, n), tak degg(v) 2
R(m, n - I) a postupujeme vysSieuvedenym spdsobom.
Veta 3.3.2.2.

m+n—2
Vm,n=2 : R(m, n) < n— .

Dékaz.

m n
1°R(m, 2)=2 S[ 1 j: m. Rovnako R(2, n) =2 S(I’l—lj: n.

m+n-—73 m+n—73
2° Podl 3321 Rm,n)<Rm,n-1)+Rm-1,n)<| »-2 |+ u=1 J=

m+n—2
n—1 .

Veta 3.3.2.3 (Ramsey).

r m
Vm,n=2 Vr> R(m, n) Vrozklady (2) na R; a R, bud’ R; obsahuje vSetky ( 2Jaleb0 R,

n
vetky (2) .
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Dékaz.
Veta je iba preformulovanim definicie Ramseyovych Cisel.

3.3.3 Systémy reprezentantov mnozin.
Definicia.
Nech § = Y;Si. Vektor (ay, .. , a,), kde Viel..n : a;€§; nazyvame systém

reprezentantov mno in Sy, .., S,, ak Vizjel..n : a;#a;.

Veta 3.3.3.1 (Hall).

Nech § = Y,ll S; . Potom na S existuje systém reprezentantov prave vtedy, ked’ Vke 1..n

Vi l.n ‘Yfl Sl;,‘z k.
Dékaz.

Uva ujme bipartitny graf G s particiami A = { S, .., S,) a B = {xeS}. Na § existuje
systém reprezentantov prave vtedy, ked’ na G existuje pdrenie pokryvajice particiu A. Ale
podla vety 5.2.2. (in formul cia Hallovej vety) takéto p renie e istuje pr ve vtedy, ked’
VMCcA IN(M)l = IM|, Co je ekvivalentné n Smu tvrdeniu.

Definicia.
Stipce a riadky bin rnej matice nazyvame linie.
Veta 3.3.3.2 (K6nig).

Maximalny pocet nez vislych jednotiek ka dej bin rnej matice je rovny minim Inemu

poctu linii, ktoré maticu pokryvaju.
Dékaz.

Tito vetu sme (podobne ako predchadzajicu) dokazali v jej grafovej podobe ako vetu
5.2.2.2 tedrie grafov. Skuto¢ne ka dii bin rnu maticu mo no reprezentovat bipartitnym
grafom, kde particiu A budd tvorit’ riadky matice a B jej stipce, hrany budu medzi liniami,
ktoré sa kri uji v jednotke. ©nigova veta v tejto podobe hovori, e mohutnost ma im Ineho
parenia bipartitného grafu je rovnd mohutnosti jeho minimalneho vrcholového pokrytia.
Parenie grafu pritom jednoznacne uréuje mnozinu nezéavislych jednotiek matice, zatial' ¢o
vrcholov pokr tie mnozinu I ni , takZe tvrdenie plat

3.34. Particie.
Definicia.

n
Cisla a;..a, nazyvame particia ¢isla aeZ*, ak Zi:lai: a. Cislom p(n, k)

oznaCime pocet usporiadanych particii ¢isla n o k s¢itancoch. p(n) bude potom
celkovy pocet usporiadanych particii ¢isla n. Podobne <¢islom p'(n, k)
oznacCime pocet neusporiadanych particii ¢isla n o k clenoch a p’(n) bude
oznacovat celkovy pocet neusporiadanych particii ¢isla n.

Lema 3.3.4.1.
n—1
VneZ VkeN : p(n, k) = (k—lj-
Dékaz.
Majme n za sebou iddcich jednotiek. Vlo k-1 ndl medzi ne ur n.
n—1
Medzier je n-1, tak (k - J .

-10 -
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Dosledok 3.3.4.1.
YneZ : p(n)=2"".

Dékaz.
n n [n—1
VneZ+ p(n) :Zkzlp(n k :Zk_l(k_l): 2n-1‘
Lema 3.3.4.2.
k , .
VneZ VkeN:pn, k)= Qo P’ (n—ki
Dékaz.
Nech aj;..a; je neusporiadana particia n. To znamena, Z,-=1 d=nateda L% -1 =
n-k¢ z a , a1, .., a-1 je neusporiadana particia n-k o najviac k ¢l
Désledok 3.3.4.2.
k i , ..
VneZ :p(n)= Zm P L]
Dékaz.
Vyplyva priamo z lemy 3.3.4.2.
3.3.5. Ferrersove diagramy.
Definicia.
poprg 0
PP g0
Nech aj;..ary je usporiadand particia n. Diagram M ai\/[ o nazyvame
90g4 940l 0

Ferrersov diagram particie. Diagram je v normdlnom tvare, ak su vSetky jeho
riadky rézne. Dudlny diagram k Ferrersovmu diagramu vznikd zdmenou jeho
riadkov a stl v

Oznacenie.

R(m, n) je po¢ S aay a 1 i Cisla m o najviac n s¢i a
Q(m, n) je poc S aay a i i ¢isla m, ktorych s¢i a S
rovné n. Nemylit s z ac sRa sy vy <¢cisla !

Veta 3.3.5.1.
Vm,n>1 : R(m, n) = Q(m, n).
Dékaz.
Dulény Ferrersov diagram ka a i zR(m, n)jednoznac ai z
Q(@m, n).
Veta 3.3.5.2.
V1<m<ne N : Q(n, m) = Q(n, m-1) + Q(n-m, m).
Dékaz.

Q(n-m, m) su particie, ktorych s¢i a < m, tak ¢ia i y a

sCi a s va a i zQn, m).Qn, m-1)su particie o menej s¢itancoch.
Veta 3.3.5.3.

V1<m<ne N : R(n, m) = p’ (m+n, m).

-11 -
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Dékaz. )
Pridanim stl a F SV a a ai z R(m, n) sme jej jednoznac
priradili particiu z p“(m+n, m).
Veta 3.3.5.4.
m+1 .
V1ism<neN : R(n, m) = p'(n+ , m), ktorych Ferrersove diagramy si v
|
normdlnom tvare.
Dékaz.
¢y 0
Pep g0
Nech a;< .. < a, je particia n a a je jej Ferrersov diagram. Potom
M M O
$0g4 9/\40l8
o pop/s 0
00 9oph g0
o(’“ 1)0 M ai\/[ je Ferrersov diagram v normdlnom tvare, prislichajici particii z
2

Q0RPq090  90a 20 ©

m+1
p’(n+( 2 ), m).
Veta 3.3.5.5.
Pocet parti ii na parne s¢itan e je rovn poctu parti ii na sCitan e, z ktor h kazd sa
vyskytuje parny pocet krat.
Dékaz.
Bijekciu tvoria dudlne Ferrersove diagramy.

Veta 3.3.5.6.
Pocet parti ii na neparne s¢itan e je rovn poctu parti ii na s€itan e, z ktor h kazd sa

.....

Dékaz.
Detto.

3.3.6. Eulerova veta.
Definicia.
Riadky n az r,+r,++ Ferrersovho diagramu nazyvame lichobezZik, ak
Yien.n+k :lris/l=1rjl + 1.
Poznamka.
Kazd Ferrersov diagram v norma nom tvare sa sk ada z pyramidy i ho eznikov.

Oznacenie.
Dlzku prvého riadku Ferrersovho diagramu oznac¢ime s. VySku spodného
lichobeznika oznacCime r.

-12 -
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Veta 3.3.6.1 (Euler).
n k
Nech xeR. Potom v rade A tvaru A, =Hk:1 1=x" §4 nenulové iba leny tvaru

Ly Ktk

( , kde ke N.

Dékaz.
Po rozndsobeni A, dostdvam rad, za inaj ci 1-x- A+ +x - x-x + HA- 5.
. X" sa v tomto rade nachddza tol'’ko krat, kolko je parnych particii nard ne itance, -x" tol'ko
krat, kol’ko je neparnych particii m na rozne s itance UkdZze e, Ze ak a x nedd napisat’ v

3kt k
k
tvare (=1 5 > potom po et parnych particii m na roézne s itance je rovnak ako po et

neparnych particii nar6 ne itance Uvazuj e errer ov ia ra nejakej parnej particie x na
rozne s itance takze ia ra jevnor alno tvare) MdZe na tat niekolko itudcii:

4. Dia ra o ahuje viac ako je en licho eznik a s < r. Potom transformaciou, pri
ktorej odoberieme prvy riadok diagramu a pridime ho k poslednym s stipco
je no na neur i e neparnu particiu x na rézne s itance

5. Je in licho eznik a s < r. T4 istd transformadcia (ako v pripade 1.).

6. Viac lichobeznikov, s > r. Opa natran or acia kaz ho po le n ch s-1 stipcov
odoberieme jeden prvok a vytvorime z nich najvrchnejsi riadok diagramu).

7. Je in licho eznik, s > r+1. Opit pétnatran or d4cia ako v pripa e 3)

Je ine v voch pripa och ne ozno uve en tran or d&ciu pouzit ani v je no ere
ne ozno vytvorit ijekciu e iparny ianeparny i patricia im a teda x” bude
v rade A s nenulovym koeficientom). Ale

rr=1 3r-r
9. Jediny lichobeznik, s = r = r* + =" a
r(r=1  3r+r

10.Jediny lichobeznik, =r+1=r{r+1)+ ;: ; ¢o tvrdenie dokazuje.

-13-



