5 Kombinatorické pocitanie

5.1 Kombinacie

Definicia 5.1. Nech M je Iubovolna n prvkovd mnozina. Kombindciou mnoziny M nazveme jej lubovolnu
podmnozinu. Ak je podmnozina k prvkova, hovorime o k-kombinécii, n, k € N.
Nech C(n, k) oznacuje pocet vSetkych k-kombindcii n prvkovej mnoziny.

Poznamka. Cislo C(n, k) sa obvykle zna¢i ako kombinaéné &slo (}) (alebo tiez binomicky koeficient) a

ma rozumnu kombinatorickt interpretaciu len pre n, k € N. Neskor si zobecnime tuto definiciu pre Sirsie
obory hodnét n a k.

Priklad 5.2. Ak M = {1,2,3,4,5}, potom existuje jedind 0-kombinécia a to (}, 5 roznych 1-kombinacii
{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, 10 roznych 2-kombinécii, . ..

Lema 5.3. Pre Iubovolné prirodzené ¢islo n plati:
i. C(n,0)=C(n,n)=1, C(n,1) =n apre k > n plati C(n, k) =0,
ii. C(n,k)=C(n,n—k)pre0<k<n.
iii. C(n,k)=C(n—1,k—=1)+C(n—1,k),pre 1l <k <n.

DOKAZ. Nech M je Tubovolnd n prvkova mnozina.

(i) Zrejmé z definicie.

(i) Ozna¢me A(k), resp. A(n—k) mnozinu vSetkych k-kombindcii mnoziny M, resp. (n—k)-kombindcii.
Definujme zobrazenie ¢ : A(k) — A(n — k) nasledujuco: ak X € A(k), potom ¢(X) = M \ X. Zrejme
p(X) € A(n — k) a definované zobrazenie je bijekciou. Potom nutne C'(n, k) = C(n,n — k).

(iii) Zvolme x € M pevne. Potom vSetky k-kombinécie mnoziny M mozme rozdelit do dvoch skupin:

(a) ktoré neobsahuju prvok z, tych je C'(n — 1,k);

(b) ktoré = obsahuju prvok z, tych je C(n — 1,k — 1).

Zrejme teda C(n,k) =C(n—1,k—1)+ C(n—1,k),pre 1 <k <n.O

Faktorial je definovany predpisom n! =n-(n—1)-----1 a kladieme 0! = 1.
Veta 5.4. Pre 0 < k < n plati

n!

C(n, k) = W)l

DOKAZ. Pre n = 0 tvrdenie zrejme plati.

Predpokladajme platnost tvrdenia pre n — 1 a vSetky k, 0 < k < n. Na zaklade predchadzajicej lemy
a indukéného predpokladu méame:

(n—1)! (n—1)!
Elln—1-k)!  (k—1)ln—k)!

B (n—1)! 11
= o Dlm—1—h) <k+nk>

C(n,k) = Cn—=1,k)+Cn—-1,k—-1)=




Poznamka. VSimnime si, Ze z vety vyplyva aj zaujimavy fakt, ze ﬁlk), je celé ¢islo pre lubovolné
prirodzené ¢islan a k, 1 < k <n.

5.2 Permutacie

Definicia 5.5. Permutdciou mnoziny M nazyvame jej bijekciu na seba. Pocet vSetkych permutéacii mno-
Ziny M oznac¢ujeme P(M).

Priklad 5.6. Vymenujme vSetky permuticie mnoziny M = {1,2,3,4}: 1234, 1243, 1324, 1342, 1423,
1432, . ... Pri vymenovéavani permutécii je vhodné zvolit si nejaky systém.

Veta 5.7. Pocet permutécii n prvkovej mnoziny je n!, n € N.

DOKAZ. Zrejme najjednoduchsi je dokaz matematickou indukciu. Pre n = 1 vzorec plati. Predpokladajme
platnost pre Iubovolni n prvkov mnoZinu.
Pre n + 1 prvkovi mnozinu M, 41 zrejme plati P(M41) = (n+1)- P(M,) = (n+ 1)!. O

5.3 Variacie

Definicia 5.8. Permutéacie k-kombinécii n-prvkovej mnoziny M sa nazyvaja k-varidcie mnoZiny M.
Pocet vsetkych k-variacii n-prvkovej mnoziny oznacujeme V' (n, k), n, k € N.

Priklad 5.9. Vymenujme v8etky 2-varidcie mnoziny M = {1,2,3,4}: 12, 21, 13, 31, 14, 41, 23, 32, 24,
42, 34, 43.

Zrejme kazda k-kombindcia mé k! roznych k-varidcii, t.j.

n! n!
V(n,k) =C(n,k)k! = k!(n—k‘)!k! = CE] =nn—-1)...(n—k+1).

Priklad 5.10. Kolko jedno az stvorcifernych ¢isel mozno zostavit pomocou cifier 0, 1, 2, 3 ak sa v ziadnom
z Cisel nijaka cifra neméa opakovat.

Keby medzi ciframi nebola 0, hladany podet by bol V(4,1) + V(4,2) + V(4,3) + V(4,4) = 64. Pocet
jedno- az $tvorcifernych ¢isel zostavenych z uvedenych cifier za¢inajucich 0 je: V(3,0)+V(3,1)+V (3,2)+
V(3,3) = 16, spolu teda 64 — 16 = 48.

5.4 Variacie a kombinacie s opakovanim

Definicia 5.11. Usporiadand k-tica prvkov n prvkovej mnoziny (prvky sa mozu aj opakovat) sa nazyva
k-varidcia s opakovanim. Podet k-varidcii s opakovanim oznacujeme V'(n, k).

Poznamka. Zrejme v tomto pripade moze byt aj k > n.

Priklad 5.12. Nech M = {1,2}. Potom existuje jedind 0-variicia a to @), dve 1-varidcie 1, 2; Styri
2-variacie 11, 12, 21, 22, ...

Veta 5.13. Pre n € N a k € Ny plati: V/(n, k) = n*.



DOKAZ. Urobime matematickou indukciou vzhladom na k. Pre kK = 0, 1 je tvrdenie pravdivé. Predpokla-
dajme, Ze plati V'(n,k — 1) = n*~1. Zrejme vietky usporiadané k-tice mozno vytvorit z (k — 1)-tic tak,
ze ku kazdej dodame jeden prvok na koniec, teda

V'(n,k) =nV'(n,k—1)=n-n*"1 =n*
g

Ozna¢me W (n,k) mnozinu vSetkych k-varicii s opakovanim z n prvkovej mnoziny. Na mnoZine
W (n, k) definujme reldciu R nasledovne: nech A, B € W (n, k), potom ARB prave vtedy, ked k-tice A a
B sa lisia len poradim prvkov.

Napriklad 122,212,221 € W (2,3), t.j. 122R212, kym 122R112.

Lahko sa mozno presvedéit, ze R je ekvivalencia na mnozine W(n, k), t.j. R indukuje na mnoZine
W (n, k) rozklad.

Definicia 5.14. Triedy rozkladu mnoziny W (n, k) indukovaného relaciou R nazyvame k-kombindciami
s opakovanim. Pocet k-kombin4cii s opakovanim pre n prvkovi mnozinu M budeme znacit C'(n, k).

Urcenie poctu vsetkych k-kombindcii s opakovanim je trochu zlozitejsie ako vo vSetkych predchadza-
jucich pripadoch. Nech z; oznacuje kolkokrat sa i-ty prvok n prvkovej mnoziny M nachédza v nejakej
k-kombinéacii s opakovanim. Pre takto definované ¢isla x; zrejme musi platit

1+ T2+, =k (1)

Uréit pocet vSetkych k-kombinécii n prvkovej mnoziny M s opakovanim znamené vlastne urcit pocet
vBetkych celo¢iselnych nezédpornych rieseni rovnice (1).

Majte spolu k guli¢iek umiestnenych v rade a n — 1 pali¢iek (oba druhy predmetov st nerozliitelné),
umiestiiujme palicky medzi gulicky. Zrejme kazdému rieSeniu rovnice (1) prislicha préve jedno rozmiest-
nenie pali¢iek medzi gulicky. Palicky umiestiiujeme na (n 4+ k — 1) miest a vyberdme (n — 1) pozicii, ¢o

mozme urobit (n:le) sposobmi. Dokazali sme teda:

Veta 5.15. Pre prirodzené ¢isla n, k, k < n plati
n+k—1 n+k-—1
C'(n, k) = = .
= (5 - ()

5.5 Polynomicka veta

Veta 5.16. Nech n a k st Iubovolné prirodzené &isla, x1, oo, ..., T Iubovolné komplexné éisla. Potom
plati
n!
n __ ny . .n2 Nk
(1 +x0 4 +a)" = Zim!ngl...nk!ml xy? ...,
kde sucet sa vztahuje na vSetky prirodzené k-tice nezdpornych celych éisel ny, ..., np pre ktoré plati
ny+ne+---+ng=n.
DOKAz. Skimajme vyraz
(1 4+xo+-Fap)(@r+ze+ - +ap)... (21 + 22+ + k) (2)

n-krat



Pri nésobeni zrejme dostaneme ¢leny tvaru 7 z5? ... a2 ", kde nq +ng + - - - + ng = n, pretoze kazdy
¢len je stc¢inom n Cisiel. Skiisme uréit aky bude v (2) koeficient pri ¢lene 7" z5? ... x;*. Aby sme dostali
n1-t4 mocninu éisla 1, musime v n; vyrazoch v zatvorkach vybrat prvy ¢len. To sa d4 uskutocénit prave
(TZ) spOsobmi.

Aby sme dostali no-t1 mocninu éisla z2, musime v ny vyrazoch v zatvorkach vybrat druhy ¢len; tento
vyber sa da uskutocnit v zvy$nych (n —n;) zatvorkach a to prave (”;;1) sposobmi. Celkove teda existuje

n\ (n—nmy A . ~ o«
(m)( s ) sposobov na vybratie ny ¢lenov x1 a ng ¢lenov xs.

n—nl—nz)

Postupujme dalej: treti ¢len 23 mozno vybrat ns-krat v zvy$nych n—mn; —ng zatvorkach, t.j. ( .

sposobmi, atd.
Pokracujic v tejto uvahe dojdeme k zaveru, Ze koeficient pri ¢lene x7*z5? ... x)

rovna ¢islu
n n—mny n—"n1 —Ng n—m;—nNg — - —Nk_—1
n na ns Nk )

Uvedené ¢islo mozno upravit nasledujicim spdsobom:

n n—mny n—nyp — Ny n—mp—nNg — - —Nk_1
ni n2 ns ng

n! (n—mnq)! (n —mny —ng)! (n—mp—-—np_q)!

* vo vyraze (2) sa

nil(n —n)! nal(n —ny —na)!ngl(n —ny —na —nzg)! " ngln—ng —ng — -+ —ny)!
n!
nilna!. .. ng!

O

Poznamka. Vyraz ~ sa nazyva multinomicky koeficient a niekedy sa zapisuje v tvare:

n!
nilng!l...ng!
( ) )
ny, N2, ..., Nk

D4 sa nahliadnut, Ze dané ¢islo odpovedd pocétu roznych zoradeni n predmetov, pricom méme k dispo-
zicii ny nerozlisitelnych predmetov prvého druhu, no nerozlisitelnych predmetov druhého druhu, ..., ny
nerozlisitelnych predmetov k druhu, pricom ny +no + -+ + ng = n.
Zrejme kazdy vyraz x7'z3? ... x.* sa v mocnine objavuje s celo¢iselnym koeficientom a preto z poly-
nomickej vety vyplyva, ze |
n!

nl!n2! . .nk!

je vzdy celé cislo, kde nq, ..., ng st nezdporné celé ¢isla, pre ktoré plati ny +ne + --- + nx = n.
Dosledok 5.17. Ak v polynomickej vete poloZime z1 = a9 = --- = x; = 1, dostdvame zaujimavi
identitu:
St =¥
711!77,2! .. .nk!
kde stdet sa vztahuje na vsetky k-tice nezdpornych celych ¢isel ny, ..., ng pre ktoré plati n; +ng +---+
ne = n.



Déosledok 5.18. 1. Ak v polynomickej vete polozime k = 2, dostaneme tzv. binomicka vetu (preto sa
kombinaénym ¢islam hovori aj binomické koeficienty):

(1 +22)" = Z —— Tt ag?,

n1,m22>0,n1+n2=n

N P
¢o moézme prepisat do tvaru:
n
n . .
(w1 +a2)" = < '>$le§ "
i
i=0

2. Ak v predchadzajicom pripade polozime x; = x5 = 1, dostavame

50)-

=0

¢o méa vela kombinatorickych interpretdcii: napr. pocet vSetkych podmnozin n prvkovej mnoziny je 2"
alebo Ze stcet ¢isel v riadku Pascalovho trojuholnika je prave 27.
3. Ak v pripade pre k = 2 polozime z1 = —1, x5 = 1 dostdvame

Zn:(—l)i (?) =0, 3)

¢o mé mozno interpretovat napr., Ze parnych podmnozin n prvkovej mnoziny je prave tolko, kolko ne-
parnych podmnozin alebo ze alternujici stcet ¢isel v riadku Pascalovho trojuholnika je prave 0.

Prave odvodena rovnost (3) je jadrom ddkazu jednej zo zékladnych kombinatorickych metdd, tzv.
principu zapojenia a vypojenia.

5.6 Princip zapojenia a vypojenia

Priklad 5.19. Majme danti mnozinu X o 98 prvkoch. Nech A, B a C su jej podmnoziny a nech plati:
|A| =72, |B] =48, |C| =20, |ANB| =30, |[ANC| =15, |BNC| =13, |[AN BN C| = 10. Uréte pocet
prvkov mnoziny X, ktoré nepatria ani do jednej z podmnozin A, B, C.

Riesenie: 98 — (72 + 48 4+ 20) + (30 + 15 + 13) — 10 = 156 — 150 = 6.

Princip inkluzie a exkluzie je vzfah, podla ktorého je mozné riesit lohy podobného typu obecne.

Majme danych m objektov a k vlastnosti (oznacme ich aj, as, ..., ax), kde m a k st prirodzené
¢isla. Ozna¢me M (a;) (¢ = 1,2,..., k) pocet tych objektov, ktoré maju vlastnost a;; M (a;, a;) pocet tjch
objektov, ktoré maju sicasne vlastnost a; aj vlastnost a; (i # j); M(a;aja¢) pocet tych objektov, ktoré
maju sicasne tri vlastnosti a;, aj, as, atd. Kone¢ne, znakom M (0) ozna¢me pocet tych objektov, ktoré
nemaju ani jednu z danych vlastnosti.

Veta 5.20. Pre vysSie opisané symboly plati rovnost:

k k k
M©O)=m=Y M)+ Y  M(aa;)— > Mai,a5,a0)++(=1)"M(ar,a2,...,ax). (4)
i=1 i,j=1;i<j i, t=1<j<t



DOKAz. Objekt, ktory nemé ani jednu z vlastnosti a; prispieva jednotkou k ¢islu M (0) aj k m, ale vo
zvysnych s¢itancoch vzfahu (4) sa nevyskytuje. Ak nejaky objekt m4 ¢ vlastnosti, ¢ > 1, potom prispieva
jednotkou k &fslu m, ¢ jednotkami k sume > M(a;), (3) jednotkami k sume > M (a;a;), atd. Teda objekt
s t vlastnostami (¢ > 1) prispieva k pravej strane

1—t+ (;) —---+(—1)t(§>

jednotkami, ale podla (3) toto ¢islo sa rovnd nule pre kazdé ¢. Zhrnutie: objekt, ktory nem4 nijakua z
vlastnosti a; prispieva k obidvom strandm vztahu (4) jednou jednotkou, kym prispevok objektu s aspoii
jednou vlastnostou je k obidvom strandm nulovy. Tym je dokaz ukonceny. [

Poznamka. Predchédzajice tvrdenie sa niekedy zvykne formulovat aj v nasledujicom tvare, ak A;
oznacduje mnozinu objektov s vlastnostou a;, potom

k k k
|[A1UA2U- - -UA| ZZM(%‘)— Z M(a;a;)+ Z M(a;,a;,a;)— - +(=1)FM(ay, ag,. .., ax).
i=1 i,j=1;i<j ,,t=1;4<j <t

Priklad 5.21. (Problém Satnarky) Ctihodni panovia v poéte n pridu na zhromazdenie, vSetci v klobtikoch
a odlozia si svoje klobiiky do Satne. Pri odchode roztrzita Ssatnarka da kazdému panovi ndhodne jeden z
klobuikov. Ak4 je pravdepodobnost, Ze ziadny pan nedostane od Satnarky spit svoj klobuk?

Tento problém sformulovany ako hracka je pozoruhodny a svojho ¢asu zamestndval matematickych
géniov tej doby. Najprv ho preformulujme pomocou permutacii. Oc¢islujme panov 1, 2, ..., n a ich
klobuky tiez. Potom ¢innost Satnarky vedie k ndhodnej permutacii 7 mnoziny {1,2,...,n}, kde 7 (i) je
¢islo klobuku vratenému i-temu panovi. Otazka znie, s akou pravdepodobnostou plati 7 (i) # 4 pre vSetky
i€ {1,2,...,n}. Nazveme index i spliiajici 7 (i) = i pevnym bodom permutécie 7. Pytame sa teda, aka
je pravdepodobnost, Ze ndhodne zvolend permutéicia nemd ziadny pevny bod. Ak oznaéime s(n) podet
permutdcii bez pevného bodu, bude skiimand pravdepodobnost s(n)/n!.

Pomocou principu inklizie a exklizie sa déd odvodif vzorec pre s(n). Budeme hladat pocet ,zlych
permutécii, t.j. permutécii s asponl jednym pevnym bodom. Nech S(n) oznacuje mnoZinu vSetkych per-
mutacii mnoziny {1,2,...,n} aprei=1,2,...,n definujme 4; = {7 € S,;7(i) = i}. Z1é permutécie su
prave zjednotenia vSetkych A;.

Aby sme mohli aplikovat princip inklazie a exklizie, musime vyjadrit velkost [-n4dsobnjch prienikov
mnozin A;. Lahko je vidiet, ze |A;] = (n — 1)!. Aké permuticie si napriklad v A; N As? Prave tie,
ktoré maji 1 a 2 ako pevné body, takych je (n — 2)!. Obecne pre lubovolné i; < iy < --- < 4; mame
|Ai; N A, NN A; | = (n—1)! a preto dosadenim do principu inklazie a exklizie vyjde

n n
= " Dl = — l—lﬁ!
A1 U U A, =) (-1) <l>(n D= (-1 T
=1 =1
Dané ¢islo udava pocet permutdcii s aspon jednym pevnym bodom, podet s(n) je teda rovny
! ! !
s(n)=nl—]A;U---UA,| :n!—&—i—&—u-—i—(—l)”n—;,
! n!
¢o modzme prepisat na tvar

Stcet rady v zatvorke konverguje pre rastice n k e~ !, celkova pravdepodobnost preto konverguje k e~!.



5.7 Odhady kombinaénych ¢isel a faktorialu
5.7.1 Odhad faktorialu

Zrejme pre kazdé n > 1 plati n! < n™, ako je vidiet z definicie faktorilu.
Presnejsi odhad dokazal Gauss peknym trikom. .. Najskor vSak potrebujeme nasledujticu lemu:

Lema 5.22. Pre kazdu dvojicu kladnych redlnych ¢isel a, b, geometricky priemer v ab je rovny nanajvys

aritmetickému “TH’ .

DOKAZ. Zrejme (v/a — \/5)2 > 0. Po rozpisani Tavej strany méme: a — 2v/ab + b > 0, ¢im dostdvame
%’b > vab. O

Veta 5.23. Pre kazdé prirodzené ¢islo n, n > 1 plati

n"?2 < pl < (n;l) .

DOKAZ. Plati

(n!)Q = 1-2-----(n=1)-n-n-(n—-1)-----2-1
= (L-n)-(2-(n=1))-(n=1)-2)(n-1)

= JJitn+1-9).
i=1

Ak v predchadzajucej lemme zvolime a = i, b = n + 1 — ¢, dostavame:

t+n+1—1 n+1

x 1—i)< _
i-(n+ i) < 5 5
¢ize
L tn41 n+1\"
| = A1 1—-4)< = .
n 11 i-(n+ z)_ll;[l 5 ( 5 )

Pre dokaz druhej strany nerovnosti sa dd vyuzit saéin: i- (n +1—14). Prei=1a¢=mn je rovny n a
pre 2 < i < n — 1 mame sucin dvoch ¢isel, z ktorych je jedno aspon Z a mensSie je aspon 2 a teda sucin

2
je aspon n. Dostavame:
n

()2 =JJitn+1-i) >

=1 2

a preto n! > /n" =n?, ako sme chceli dokézat. O

n=n"

—-

1

Presnejsi odhad faktoridlu je zndmy pod menom Stirlingova formula. Ak definujeme funkciu:

f(m) = vamn (2)",

e

potom plati
lim M =1.



5.7.2 Odhady binomickych koeficientov
Podobne ako sme vySetrovali chovanie funkcie n!, budeme sa teraz zaoberat odhadmi kombina¢nych ¢isel

<n) =1 (n-k+1) _Tyn-i

1.2 k 11—
=0

Je hned viediet, ze

a pre mnoho pouziti s danym odhadom vystacime.
Aby sme odvodili dolny odhad, pozrieme sa na definiciu binomického koeficientu zapisani ako siucin
zlomkov tak ako v horeuvedenom vzorci. Pre n > k > ¢ > 0 plati (n —4)/(k — i) > n/k a preto

n n\k
> (3) -
k k
Nasledujuci vylepSseny horny odhad je podobného tvaru a na jeho dokaze predvedieme este jednu
dalsiu metddu.

Poznamka. Lahko sa nahliadne nasledujuci fakt: pre kazdé realne ¢islo z plati
14+ 2 <e”.
Oznacme f(z) = e* — 1 — z, zrejme f'(z) = e — 1. Funkcia f’(x) ma minimum v z = 0, pretoze
f'(z) <0 pre x € (—00,0) (t.j. f je klesajuca) a f'(x) > 0 pre z € (0,00) (t.j. f je rastica).

Pretoze f(0) =0 a v 0 ma funkcia minimum, zrejme f(z) > 0.

Veta 5.24. Pre kazdé prirodzené ¢islo n a k, 1 < k < n, plati

(1)=(5)"

DOKAZ. Dokdzeme v skutocnosti silnej$iu nerovnost:

@)+ (1) ()

Vyjdeme z binomickej vety, ktora hovori o platnosti

(g) +®x+ (Z)xz+...+(z)xn=<1+x>n.

Predpokladajme teraz, ze 0 < z < 1. Potom vynechanim niektorych s¢itancov na lavej strane dosta-

neme (g> N (TDHH_ (Z>x2 +oeet (Z)x’f <(1+2)"



a vydelenim obidvoch stran éislom z* méame

HO) () () <05

.....

() ()=5

Cislo z z intervalu (0,1) moézeme zvolit podla potreby a urobime to tak, aby bola prava strana ¢o
najmensia. Vhodn4 hodnota je x = % Dosadenim tohoto vyrazu do pravej strany mame

(Z)+(?)++(Z> < (Hi)(@k

Konec¢ne s vyuzitim zndmeho faktu vychédza

.....

a z toho uz méme tvrdenie vety. [

Z definicie kombina¢ného ¢&isla Tahko vyplyva nasledujtci vzorec:

Preto pre k < § méme (Z) > (kﬁl) a naopak pre k > & dostaneme symetricky (Z) > (kil) Teda pre

dané n st medzi kombina¢nymi ¢islami (2) najvicsie tie prostredné: pre n parne je (n72 VVVV
, s . o sevve . v s wvr n n
ostatné, pre n neparne sit dve najvicsie kombinacné Cisla (Ln /2 j) a (M /21>'

Chovanie kombinaénych ¢isel (:) pre dané velké n a pre premenné k blizke n/2 pripomina ,hada,
ktory zozral slova z rozpravky o malom princovi“. Vyska tejto krivky je prave (fn721) a §irka zvonovitého
tvaru je priblizne 24/n.

Aké velké je kombinacné &islo (Ln72 J)? Jednoduchy, ale ¢asto dostato¢ne presny odhad je

T (LnT/L2J) =2

Druhé nerovnost je zrejmé zo suétu kombinaénych ¢isel v riadku Pascalovho trojuholnika. Analogicky
prva, (Ln72 j) je najvicsie medzi n + 1 kombina¢nymi ¢islami, ktorych sacet je 2™.
Teraz ukazeme podstatne presnejsi odhad:

Veta 5.25. Pre kazdé prirodzené ¢islo m, m > 1, plati

22m <2m> 22m
< < .
2v/m m V2m



DOKAZ. Obe nerovnosti dokédzeme podobne. Uvazujme ¢islo
1-3:5---. (2m —1)

P=
2. 4-6----- om
Pretoze
P—l 3-5 2m—1) 2-4-----(2m)  (2m)!
- 2-4-6 2m 2-4.----(2m)  22m(m!)2’
dostavame, ze
P 1 <2m>
22m \ m

Chceme teda ukézat 1

Pre horny odhad uvadzme stcin

(-3)(-4) - (at)

ktory moézeme ekvivalentne prepisat na tvar:

(5) () - (2482) <

PretoZe hodnota ¢initelov v stéine je zrejme < 1, dostavame (2m + 1)P? < 1 a teda P <

1
2m

S

Pre dolny odhad podobne uvazime stcin

1 1 1
1-=)(1-5)...(1- —+
(%) (-5) - (-aw)
2-4 4-6 (2m —2)(2m)\ 1
32 52 )7\ 2m—-12 ) 202m)P%’
Poznamka. Ak aproximujeme (2m)! a m! pomocou Stirlingovej formule, dostavame este lepsi vysledok
2m 22m
m Jrm'
Poznamka. Odhady uvedenych kombina¢nych ¢isel maji zaujimavé stvislosti napr. s teériu ¢isel. Jednou

z najslavnejsich matematickych viet je tvrdenie o hustote prvoéisel. Ak oznacime 7(n) pocet prvodéisiel
neprevysujucich n, potom

ktory prepiseme na

¢o dava dolny odhad. O

n
m(n) ~ —.
(n) Inn
UZ v minulom storo& dokazal Cebysev slabgie tvrdenie:

w(n) =20 (L)

Inn

ale prave odhadmi kombinaénych &isiel. Cebysev tiez dokézal Bertrandov postulat, ze pre kazdé prirodzené
¢islo n existuje prvoéislo p, ktoré splia: n < p < 2n. Dnes najjednoduchsi dokaz Bertrandovho postuldtu
je tiez zalozeny na odhadoch kombina¢nych cisel.
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5.8 Zobecnené kombinacéné ¢isla

Kombinacné ¢islo (Z) ma rozumny kombinatoricky zmysel, udava pocet réznych k prvkovych podmnozin
n

z n prvkovej mnoziny (n € N), t.j. pre k > n plati (}}) = 0 a in4¢

n n-n—1)...(n—k+1)
Q): k(k—1)...1 yIsksn.

Kombinaéné ¢isla maji vyznam aj inde ako v kombinatorickej interpretécii, preto je snaha rozsirit defi-

k (r = —
e re(r—1)...(r k+1),akk20

N )R 1-2...k
L) =

0,ak k < 0.

Poznamka. Pozor na zmeny platnosti vSeobecne zauzivanych vlastnosti kombinaénych ¢isel:

C):l o n>0,
n
<n)_0 < n<0.
n

Priklad 5.26. Spocitame si nejaké kombinac¢né ¢islo so zapornymi hodnotami:

-1
3
Zobecnené kombina¢né ¢isla modzme zapisovat do rozsireného Pascalovho trojuholnika, ako je ukdzané
v tabulke 1.

5.9 Kombinatorické identity

St zname doslova tisicky roznych vztahov a identit pre kombina¢né ¢isla, dokonca st im venované i celé
knihy. My sme sa uz zoznamili s nejakymi zdkladnymi (séitacia identita, symetrickd identita, stcet ¢i
alternujuci stcet ¢isel v riadku Pascalovho trojuholnika).

Priklad 5.27. Hexagondlna vlastnost. Vyberte si lubovolné &islo v rozsirenom Pascalovom trojuholniku a
ocislujme po rade jeho 6 susedov, ktoré lezia v smeroch: SV, V, J, JZ, Z, S. Potom plati, ze st¢in prvého,

tretieho a piateho suseda sa rovnd stéinu druhého, stvrtého a Siesteho. (Dokazte si to!)

V dalSom si rozsirime platnost spominanych identit aj pre zobecnené kombina¢né éisla a pridame si
niektoré dalSie a to hlavne tie, ktoré maji pekny kombinatoricky dokaz. Zacnime s jednou so zékladnych:
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(n\kJ[-1fof 1 2] 3 [4][5 [6]7]
6 |0|1]6 |15] 2 [15] 6 [1]0
5 o1 5|10/ 10 [5] 1 [0]0
a ffof1|af6| 4|1 0 |o]o
s lof1l3 3] 1]o] 0 lolo
2 lof1l 21| o0 fo] 0o lolo
1 fof1]1]o] o o] o |o]o
o loj1lo|o| 0o ]o] o |00
ST T T (R O O A R
2 |[o|1]|-2|3]|-a|5]|-6]7
30 |1]-3|6|-10]15]-21
4|0 1]-4|10]-20]35
5 01]-5]|15]-35

Tabulka 1: Rozsireny Pascalov trojuholnik

5.9.1 Symetricka identita

Pozor, plati len pre r > 0, 7, k € Z:
r\ r
k) \r—k)

DOKAZ. Pre k < 0 je lava strana rovna 0 podla definicie. V ¢itateli pravej strany je sac¢in r-(r—1)...(r—
(r — k) + 1), ktory urcite obsahuje 0 a teda pravé strana je tieZ rovna 0.

Ak je k > r > 0, potom v ¢itateli lavej strany je sa¢in r - (r — 1) ... (r — k 4+ 1), ktory ur¢ite obsahuje
0 a teda Tava strana je rovna 0. Dolny koeficent kombinacného ¢isla na pravej strane je zaporny a také
kombinac¢né ¢islo sa rovna 0 podla definicie.

Pre 0 < k < r rovnost uz bola dokazovana a da sa ukézat priamo Upravami kombina¢nych ¢isel. O

5.9.2 Absorpéna identita
Pre k # 0, k,r € Z plati:
ry_r(r— 1
k) k\k—1)
¢o sa niekedy vyjadruje aj v tvare (s platnostou aj pre k = 0):
r r—1
) =)

DOKAZ. Pre k < 0 binomicky koeficent na pravej strane je rovny 0, na lavej strane pre k < 0 tiez, pre
k = 0 mame stéin s nulou.
Pre k£ > 0 tpravami dostavame:

(1) -7 -G
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5.9.3 Séitacia identita
Pre r, k € Z plati:
ry (r—1 n r—1
k) \ k k—1)
DOKAZ. Pre k < 0 podla definicie st vSetky s¢itance rovné 0, pre k = 0 nerovnost zrejme plati.
Pre k > 0 mozme previdzat nasledujtice Gpravy:

(r—1E  (r—1EL  (r—1)E4k(r—1)=L

R CE i
_(r—l)k;l-(r—k—i—k‘)_rﬁ_ r
N k! _k!_<k)'

O

5.9.4 Sumaéacia podla oboch indexov

Pouzijeme predchadzajice vzfahy na ziskanie dalSich identit s peknou interpretéciou v rozSirenom Pas-
calovom trojuholniku.
Pre r, k € Z tpravami dostavame:

() = ()65
()53
- ()5 (05755

Ak sa pozrieme na posledny binomicky koeficient, zrejme bude existovat nejaka hodnota, od ktorej vSetky
dolné ¢asti binomickych koeficientov budt zédporné (a teda binomické keoficienty st rovné 0).

Dostavame teda: L
r+k+ r+m
(-2 )

m<k

<

5.9.5 SumaAcia podla horného indexu

Pre n,k > 0 tpravami dostavame:
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V takomto pripade nemoézme uvazovat nekoneény sucet ako v predchadzajicom pripade, lebo ¢leny
nebudi nulové, mozme teda s¢itovat len pre horny index v binomickom koeficiente nenulovy, t.j.

<k +1 0o<m<n k
Predchadzajuci vztah mé peknt kombinatoricki interpretaciu: vyberame (k+1)-tice z (n+1) prvkovej

mnoziny prvkov {0,1,2,...,n} a pytame sa, kolko I-tic ma najviiési prvok m — préave (7}:), kde 0 <m < n.

Poznamka. Specidlnymi volbami hodnét dostdvame stéet pre postupnost za sebou idicich prirodzenjch

©+()+ Q)+ ()= 1)

5.9.6 VsSeobecné pravidlo

Pre r, k € Z plati nasledujtca rovnost:

DOxkAz. Pre k > 0 plati
k= e =) (r k) = (=D (=) (—r+1) - (—r+ k1)
= (-DF(—r+k-1k
O

Poznamka. Podla predchadzajiceho vztahu sme schopni odvodit ¢iastoény alternujuci stcet cisel v

Pascalovom trojuholniku.
Z k—r—1\ [(-r—14+m+1
k B m
kE<m

_ (—r;—m) :(_1>m(m+r7;m—1> :(_1)7”(7*;1).

5.9.7 Vandermondova konvoliicia

= ()=

Pre n; = no = n a vyuzitim symetrickej identity mézme horeuvedeny vztah prepisat na tvar:

= (-0

DOxAzZ. Predpokladajme, ze mame n; chlapcov a no dievéat. Potom prava strana nam udéava pocet
moznych n-tic. Lava strana v stéte to isté: kazdy ¢len suctu totiz udéva pocet moznych vyberov pre k
chlapcov a (n — k) dievéat. O

N\
> 3
N~
—
—_
SN—
>
Il

Pre ni,n9,n € N plati
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