1 Zakladné pojmy

VidSinu objektov, s ktorymi sa budeme v matematike a informatike stretdvat moZno chapat ako mnoZiny
prvkov istych vlastnosti. Pod mnoZinou si predstavujeme stbor objektov, ktoré maji nejaka spolo¢na
vlastnost (napr. mnoZina vSetkych znakov slovenskej abecedy, mnoZina prirodzenych &isel — oznacujeme
N, ...). Objekty, ktoré tvoria mnoZinu nazyvame prokami danej mnoziny. Viac o mnozindch si povieme
v dalej kapitole, zatial ndAm postadi takato intuitivna predstava.

Matematika ¢asto ndraba s nekoneénym, resp. velmi velkym po¢tom objektov, ktoré st idealizované
a abstraktné (napriklad mnozina v8etkych prirodzenych ¢&isel). Preto v matematike na rozdiel od injych
vied nemame moZnost overovat pravdivost matematickych tvrdeni experimentalne na zdklade empirickych
poznatkov.

Ak chce matematik zarudit platnost nejakého matematického tvrdenia, musi ho dokdzat, t.j. zostrojit
matematicky dokaz tohto tvrdenia. Napriklad v pripade, ked chce matematik dokazat existenciu objektu
s nejakymi vlastnostami z malej mnoziny, t.j. z nie velmi velkého po¢tu objektov (napriklad mnoZiny
prirodzenych ¢isel mensich ako 100), moZe postupne prebrat vietky prvky danej mnoZiny a overit, ¢
niektory z nich nem4 poZadované vlastnosti. Tdto metdda je vSak nepouZitelnd pre mnoziny s nekoneénym
poc¢tom objektov, ale i pre mnoZiny s velkym po¢tom objektov.

Matematicky dokaz je deduktivny, t.j. vychadza z pravdivych tvrdeni (alebo z tvrdeni, ktoré sa pova-
7ujt za pravdivé) a vedie s pouZzitim vyluéne logickych pravidiel k tvrdeniu, ktoré je nutne a za kazdych
okolnosti pravdivé. Matematické ddkazy nie st zaloZené na nazoroch, ktoré sa modZu menit, alebo na
skisenostiach (experimentoch), ktoré mozno zlep3ovat alebo vyvracat. Ked je matematické tvrdenie raz
korektne dokdzané, nie je mozné ho viac vyvréatit a jediné, ¢o ho modZze postihnit je, Ze sa stane zvla§tnym
pripadom v§eobecného tvrdenia.

Ak chceme porozumiet matematike, musime sa naucit rozumiet ddkazom matematickych tvrdeni.
Preto sa v ivode zozndmime s vystavbou matematickych tedrii, jazyku matematiky a metédam mate-
matickych dékazov.

1.1 Vystavba matematickej tedrie

Co je to matematicka tedria? Pozrime sa napriklad na tedriu mno#in, s ktorej zakladmi ste sa u zoznamili.
Zistujeme, 7e v kazdej matematicke] tedrii mozno vyclenit dve ¢asti:

1. logické zaklady tedrie,
2. vlastni matematickt tedriu.

Logické zdklady tedrie predstavuje logika (logicky aparat), ktory dand matematickd tedria pouziva.
Logické zaklady matematicke] tedrie nemusia byt uvedené explicitne, matematici vedia, aky logicky aparat
treba pouzit. Aby sme si utvorili ur¢ita predstavu ako vyzeraji zdklady matematickych tedrii, predpokla-
dajme, Ze pouZivame vyrokovi logiku. Vyrokovi logiku zaddvame stiborom zdkladnych logickych pravd
(logickych axiém) a odvodzovacich pravidiel. Odvodzovacie pravidlad st predpisy umoZzhujtce odvodit
z pravdivych tvrdeni dal§ie pravdivé tvrdenia. Neskdr uvidime, Ze vietky pravdivé tvrdenia vyrokovej
logiky moZzno odvodit z relativne malého po¢tu axiém pomocou jediného odvodzovacieho pravidla.

Samotné logické zaklady hovoria o tom, ako moZno od pravdivych tvrdeni prejst opit k pravdivym
tvrdeniam, ale Ziadne nové poznatky napr. o0 mnoZinach z nich odvodit nemoZno. Aby sme vybudovali
napriklad tedriu mnoZzin, musime zaviest pojmy mnoZina, podmnoZina, byt prvkom mnoZiny, zjednotenie,
.... Pojmy matematickej tedrie sa delia na dve skupiny:

e zdkladné pojmy - tieto v tedrii zavddzame bez toho, aby sme ich popisovali (napr. mnoZina, byt
prvkom mnoziny);

e odvodené pojmy tieto mozno definovat pomocou zdkladnych pojmov (napr. podmnoZina, zjedno-
tenie).

KaZzda matematicka teériu mozo pokladat za ststavu vyrokov o nejakych matematickych objektoch.
Je zrejmé, Ze pri deduktivnje metdde, ktort matematika uplatiiuje pri ziskavani novych poznatkov, nie
je moné kazdy poznatok (tvrdenie) odvodit z iného (povedzme jednoduchgieho) poznatku. Ukazuje sa,
Ze treba vychddzat z istych tvrdeni, ktoré prehldsime za pravdivé a priori (tzv. axiémy), a z nich odvo-
dzovat dalsie poznatky pripustnymi logickymi prostriedkami. Takymto spdsobom mozno vybudovat celt
tedriu. Axiémy formulujii v konetnom désledku isté vlastnosti zdkladnych pojmov, ktoré nedefinujeme,
pokladdme za hotové, dané (napr. v axiomatickej geometrii st takymi pojmami bod a priamka).

Vlastné axiémy danej matematickej teérie mozno spravidla vybrat viacerymi spdsobmi. Existuja viak
(nagtastie) aj kritérid, ktoré umoziuji posudit, ¢ bol vyber ,dobry“, alebo nie.

V modernej axiomatickej tedrii nechdpeme axiémy ako akési ,samozrejmosti“, ale pokladdme ich za
vychodiské celej tedrie.

Okrem vlastnych axiém existuja v matematickej tedrii aj tzv. logické axiémy, ktoré st spoloéné pre
viacero matematickych tedrii pouZivajtcich tie isté logické zaklady.

Z vlastnych i logickych axiém moZno potom pomocou odvodzovacich pravidiel odvodzovat tvrde-
nia, ktorych pravdivost je rovnaka ako pravdivost vychodiskovych axiém. Tieto tvrdenia sa nazyvaja
teorémami danej matematickej tedrie.

Vybudovat nejaki axiomaticki tedriu nie je spravidla jednoduch4 tloha. Nasim cielom bude len naudit
sa pracovat s tvrdeniami matematickych tedrii, t.j. naudit sa rozpoznavat logicka $truktiru matematic-
kych tvrdeni a zdkladné typy dokazov matematickych tvrdeni.

1.2 Vyroky

Vyrok je tvrdenie, o ktorého pravdivosti alebo nepravdivosti ma zmysel uvaZovat. Vyrok je bud pravdivy
alebo nepravdivy (princip dvojhodnotovosti); t.j. nemdZe byt sGlasne pravdivy i nepravdivy (zdkon o
vyladeni sporu), ale plati aspon jedna z tychto moznosti (zdkon vyladenia treticho).

Pravdivostnd hodnota ,pravdivy“ sa oznacuje symbolom 1 alebo T (true); pravdivostnd hodnota
ynepravdivy“ sa oznacuje symbolmi 0 alebo F (false). Pri rozhodovani, & nejaké tvrdenie je vyrokom,
t.j. ¢i mé pravdivostn hodnotu 0 alebo 1 z hladiska vyrokového poétu nazéleZi na tom, akym sposobom
zistime pravdivostn hodnotu daného tvrdenia, dokonca ani na tom, ¢i vobec vieme pravdivostni hodnotu
tvrdenia urdit.

Priklad 1.1.

A. Uvedme nejaké priklady vyrokov s udanim ich pravdivostnej hodnoty:

(T): Cislo —3 je mensie ako 0. (F): Macka nie je cicavec. (T): Kazdy ¢lovek je smrtelny.

(T): Pre lubovoIné prirodzené ¢&islo n, n > 3 nasledujtca rovnica nem4 rieenie v prirodzenych &islach
z,y, 2

z" 4yt = 2"

Slavna Fermatova veta dokdzand iba nedavno.

B. Nasledujice tvrdenia st tieZ vyrokmi, aj ked ich pravdivostna hodnota nie je zatial znidma.

(7): Kadé péarne &islo vidsie ako 2 moZno rozloZit na stlet dvoch prvoéisel (Goldbachova domnienka).



A | non A
0 1
1 0

Tabulka 1: Pravdivostné hodnoty negécie

(7): Na Marse existuje 7ivd hmota.

C. Vyrokmi nie s nezmyslené tvrdenia, ale napr. i opytovacie vety, rozkazovacie vety. Nasledujtce
tvrdenia nie s vyrokmi:

Tato veta je zelend. Stcasny kral USA je ¢ernoch. Kolko je hodin? Zavrite dvere!

D. Vyrokmi nie st ani nasledujice tvrdenia, pretoZe im nemoZno priradit pravdivostn hodnotu:

Této veta je nepravdiva. Vetci Krétania vzdy klama (hovori Krétan).

Vyroky oznacujeme velkymi pismenami latinskej abecedy: 4, B, C, ..., nazyvame ich tieZ vyrokovymi
premennymi. Pravdivostn hodnotu vyroku A budeme oznacovat symbolom h(A).

Ak st A, B lubovolné vyroky, tak z nich pomocou logickych spojok mozno vytvarat nové vyroky.
Najjednoduch§i spdsob ako zmenit vyrok je zrejme popretie skutocnosti, ktortt vyjadruje, t.j. stihlas
s protikladnou skuto¢nostou. Vyrok B, ktory je protikladom vyroku A nazveme negdciou vjroku A a
budeme ho oznadovat —A (niekedy sa pouZiva aj oznacenie A’, 4, non A, alebo v programovacich jazykoch
NOT A). Pravdivostnt hodnotu vyroku —A4 popisuje pravdivostnostna tabulka ¢islo 1:

Konjunkcia spaja vyroky A, B do nového vyroku ,A4 a B“. Konjunkciu oznatujeme vyrazom A A B
(alebo AB, resp. A AND B). Konjunkcia A A B je pravdivé prave vtedy, ak st pravdivé vyroky A4, B.

Disjunkciu vyrokov A, B znamend vyrok, ktory ¢itame , A alebo B“. Disjunkciu vyrokov A, B zapi-
sujeme vyrazom AV B (alebo A OR B). Disjunkcia A V B je pravdiva prave vtedy, ak je pravdivy aspoi
jeden z vyrokov A alebo B. Okrem disjunkcie sa nickedy pouZiva tzv. alternativa (s¢itanie podla modulo
2 alebo XOR spéjanie), ktort ¢itame ,bud plati A alebo plati B, ale A a B neplati st¢asne“. Alternativu
vyrokov A, B zapisujeme vyrazom A& B a je pravdivy prave vtedy, ak je pravdivy prave jeden z vyrokov
A, B.

V matematickych dokazoch zohrava velmi dolezitG Glohu implikdcia. Implikacia vyrokov A, B sa
oznatuje symbolicky ako A = B a ¢ita sa ,ak A, tak B¢, , A implikuje B“, ,z A vyplyva B. Vyrok A sa
v implikicii nazyva predpoklad — premisa a vyrok B uzdver — conclusio, ktory sa v matematike nazyva
aj tvrdenim. Implikicia je nepravdiva v pripade, ked predpoklad je pravdivy a dosledok nepravdivy. V
ostatnych pripadoch je implikacia pravdiva.

FEkvivalenciu vyrokov A, B zapisujeme vyrazom A ~ B (alebo A = B) a ¢itame ako ,,A je ekvivalentné
s B¢, A préave vtedy ked B, A vtedy a len vtedy, ked B“. Ekvivalencia A = B plati vtedy, ak maji
vyroky A, B rovnaki pravdivostnt hodnotu. V takomto pripade sa vyroky nazyvaja logicky rovnocenné
(ekvivalentné). To, ze vyroky maji rovnakia pravdivostni hodnotu znamend, Ze jeden z nich méze byt
napriklad v zloZenom vyroku nahradeny druhym bez toho, aby sa zmenila pravdivostna hodnota zloZeného
vyroku. Na druhej strane viak logicky ekvivalentné vyroky nemusia maf rovnaky zmysel. (Napriklad
vyroky ,11.9.2000 bol pondelok® a ,m > 3“ st pravdivé a teda ekvivalentné vyroky, ktoré viak maja
rozliény zmysel.)

Nahrddzanie vyrokov ekvivalentnymi vyrokmi vyuZivame pri zjednoduSovani zloZenych vyrokov.

Ak je pravdivostnd hodnota vyroku identicky rovna 1, t.j. vyrok je pravdivy pre vietky mozné kom-
binécie pravdivostnych hodndt vyrokov, ktoré obsahuje, nazyvame ho tautoldgia. Vyrok, ktorého pravdi-
vostnad hodnota sa identicky rovna 0 sa nazyva kontradikciou.

A|B|AAB | AvVB | A=>B | A®B | A=B
0|0 0 0 1 0 1
0|1 0 1 1 1 0
1|0 0 1 0 1 0
1)1 1 1 1 0 1

Tabulka 2: Pravdivostné hodnoty zloZenych vyrokov

Uvedme niektoré vyznamné logické tautolégie, ktoré budeme v dalom vyuZivat.

Veta 1.2. Nech 4, B, C st lubovolné vyroky (vyrokové premenné), symbol 0 (resp. 1) oznaéuje lubovolné
kontradikcie (resp. tautoldgie). Potom st nasledujtce vyroky tautolégie:

i. (AvA)=A4, (AN A) = A (idempotentnost),
ii. (AANB)=(BAA),(AVB)=(BVA), (A=B)=(B=A) (komutativnost)

ili. (AV(BVC)=((AVvB)VvVC), (AN(BAC)) =((AAB)AC) (asociativnost)
iv. (AV(BAC))=(AVB)A(AVC),(AAN(BVC)) = (AAB)V (AAC) (distributivne zdkony)
v. (AA(BV A)) = A, (AV (B A A)) = A (absorpéné zékony)
vi. (-A4) = A (z8kon dvojitej negacie)
vii. AV (—A) (zdkon vylacenia treticho)
viii. (=(AAB)) = ((—A4) V (~B)), (~(4V B)) = ((~A) A (—B)) (de Morganove zakony)
ix. (nA = =B) = (B = A) (kontrapozicia negécie)
x. (A=B)=((A= B)A(B = 4))
xi. (AAB) = (~((-4) v (-B))
xii. (AV B) = (~((~A) A (-B))
xiii. (4= B) = (-AV B))
xiv. A= (B= A)
xv. ((—4) = A) = A (reductio ad absurdum)
xvi. (A= (B=2C))=>(A=>B)=(4=>0))
xvii. (A= -B)= ((-4= B)=> A)
xviii. (AAB) = A, (AAB)= B
xix. A= (AVB), B= (AV B)



xx. (AAN-4)=0,(Av-4)=1
xxi. (AN1)= A, (AN0D)=0
xxil. (AV0)=A4

xxiii, (A=0)= -4, (A=1)=1
xxiv. (1=>4)=4

1.3 Vyrokové formy

Niekedy sa v matematike stretdvame s formalnymi vyrazmi (formulami), ktoré obsahuji nejaky symbol
(napr. z) a maju ta vlastnost, Ze ak za = dosadime vhodny objekt, dostaneme vyrok. Takéto formuly
nazyvame vijrokovymi funkciami alebo vijrokovymi formama.

Priklad 1.3. Nasledujice tvrdenia st vyrokovymi formami: z je prvoéislo, = je vi¢sie ako 3, z nema
vytah.

Ku kazdej vyrokovej forme existuje nejakd mnozina M objektov, ktoré ma zmysel do vyrokovej formy
dosadzovat. Oznaéme A(z) vyrokovi formu definovant na mnozine prirodzenych &sel napriklad takto:

A(z) : z je viicsie ako 3.

Dosadzovanim prirodzengch ¢isel do formuly A(z) dostdvame vyroky, t.j. tvrdenia s pravdivostnou hod-
notou:

a(l) : 1>3 F
a2 : 2>3 F
a3) : 3>3 F
ad) : 4>3 T

Z vyrokovej formy moZeme dostat vyrok nielen dosadenim vhodného objektu, ale aj tym, Ze uré¢ime
(kvantifikujeme), pre kolko (aké mnoZstvo) prvkov z mnoziny M déva dana vyrokova forma vyrok.
Kuvantifikované vijroky vytvarame pomocou dvoch typov kvantifikitorov:

e pre vietky“ — oznalujeme V — vieobecny (velky) kvantifikdtor,
e ,existuje“ — oznacujeme 3 — existenény (maly) kvantifikdtor.

nych &isel. Potom tvrdenie ,existuje z tak, Ze plati A(z)“ oznaluje (pravdivy) vyrok, ktory zapiSeme

nasledovne:
Jz ((z € N) A (z > 3)).

Tvrdenie ,pre vietky z plati A(z)“ ozna¢uje (nepravdivy) vyrok, ktory zapiSeme nasledovne:
Vz ((z € N) = (z > 3)).
Ak je zrejmé, pre ktoré hodnoty je definovana vyrokova forma A(z), pouZzivame aj skrateny zapis:

Vz A(z) alebo 3z A(z).

Poznamka. Predpokladajme, Ze vyrokova forma A(z) je definovana na konetnej mnozine N,, = {0,1,...,n]

Potom kvantifikované vyroky Vo A(z) a 3z A(z) moZno vyjadrit aj takto:
Vz A(z) a(0) Aa(l)A...Aa(n) Al,
dz A(z) = a(0)Va(l)V...Va(n)VO0.

Pomocou takéhoto zapisu moZeme lahko uréit pravdivostné hodnoty formil Vz A(z) a 3z A(z) aj v
pripade, ked je mnoZina hodndt premennej z prazdna.

Kvantifikované vyroky moézme spajat pomocou logickych spojok. Zvla§tnu pozornost si zasluhuje
negovanie kvantifikovanych vyrokov.

-(Vz A(z)) = 3z (-A(z))
=(3z A(z)) = Vz (-A(z)).

Priklad 1.5. Nech A(z) oznaduje vyrokovi formu ,z je prvodislo® definovant na prirodzenych &slach.
1. Uvazujme kvantifikovany vyrok 3z A(z), t.j.

dz A(z) : 3z [(z € N) Az je prvodislo)].
Postupnou negaciou dostavame:
-3z [(z € N) A (z je prvodislo)] = Vz —[(z € N) A (z je prvotislo)]
¢o uplatnenim de Morganovho zdkona moZeme upravit na tvar
Vz —[(z € N) A (z je prvoéislo)] = Vz [-(z € N) V =(z je prvotislo)].

Vzhladom k defini¢nému oboru je posledna disjunkcia ekvivalentnd s vyrokovou formou Vz[—=(z je prvodis
2. UvaZujme kvantifikovany vyrok

Vo A(z): Vz[(z € N) = (z je prvodislo)].
Negujeme tento vyrok a postupnymi Gpravami dostdvame:
—Vz [(z € N) = (z je prvoéislo)] = 3z [(z € N) A ~(z je prvotislo)].

Doteraz sme pouZivali vyrokové formy s jednou premennou, podobnym spdsobom mozme zaviest
vyrokové formy viacerych premennych, napr. b(z,y) bude oznafovat vyrokovi formu dvoch premennych
z, y: ¢ > y. Pomocou kvantifikdtorov mozno z danej vyrokovej formy vytvorit 8 vyrokov.

1.4 Matematické dokazy

Z doterajSieho §tudia matematiky mame aspon intuitivnu predstavu o tom, ako vyzerd matematicky
dokaz. Ak nie, tak pre naSe potreby aplne postadi, ak si pod matematickym dokazom tvrdenia B budme
predstavovat postupnost tvrdeni A4y, ..., A, = B, kde A; s nejaké vyroky alebo vyrokové formy a pre
vetky 4,4 =1,...,n — 1 st implikicie A; = A;;1 tautoldgie.

Jednym z naSich cielov bude upresnit tito predstavu a naudit sa §tandardnym postupom, ktoré sa pri
dokazoch matematickych tvrdeni pouZivaja.

Zékladné typy matematickych dokazov:



1. priame dokazy,
2. nepriame dokazy,

3. dokazy matematickou indukciou.

Vo vietkych typoch deduktivnych dokazov potrebujeme mat k dispozicii odvodzovacie pravidla, ktoré
niam umoZnia prejst od pravdivych tvrdeni k novym pravdivym tvrdeniam. NajdoleZitej§im odvodzova-
cim pravidlom, ktoré budeme pouZivat, je tzv. pravidlo odla¢enia, modus ponens, ktoré zapisujeme v
nasledujticom tvare:

A= BA
B .

Zmysel tohoto pravidla je nasledujtci — ak platia vyroky napisané nad ¢iarou (predpoklady), tak
potom musi platit aj zaver, t.j. vyrok B.

Pravidlo modus ponens moZno napisat aj v nasledujicom tvare:

~B= -4,-B
-4

Ak ma implikdciu v predpoklade pouZijeme pravidlo kontrapozicie negacie dostavame pravidlo nazy-
vané modus tolens:

A= B,-B
—-A ’
Dalgie dolezité pravidlo je pravidlo sylogizmu, ktoré umoziuje skracovat dlhé retazce implikécii v
dokaze:
A= B,B=C
A=C

1.4.1 Priamy dokaz

Priamy dokaz matematického vyroku, tzv. tvrdenia spoéiva v tom, e z uz dokdzanych vyrokov (viet)
ziskame tvrdenie po konefnom pocéte korektnych tsudkov.

Schématicky (zjednoduSene) vyzerd priamy dokaz asi takto: je dany predpoklad A, potrebujeme do-
kazat dosledok B. Postupne odvodzujeme tvrdenia A = A;, A1 = Ay, Ay = Az, ..., An—1 = Ap,
Ap = B, kde 44, ..., A, st nejaké vyroky. Pouzitim pravidla sylogizmu dostdvame:

A:>A1,A1:>A2 A2:>A3,A3:>A4
AéAQ ’ A2:>A4 T

Tento postup budeme opakovat dovtedy, kym ndm nezostane jedind implikdcia A = B. KedZe sme
predpokladali platnost A, mdZeme pouZit pravidlo modus ponens a dostdvame potrebny zaver, t.j. platnost
B.

Priklad 1.6. DokdZeme priamo nasledujtce tvrdenie o prirodzenych &islach: ak z je parne prvoéislo,
potom nie je delitelné 3.

Ak z je parne prvodislo, potom nutne z = 2. Cislo 2 nie je delitelné 3. PouZitim sylogizmu na
predchddzajice 2 vyroky dostdvame poZadované tvrdenie.

1.4.2 Nepriamy dokaz

Predpokladame, Ze je pravdivy predpoklad A. Potrebujeme odvodit B. Ak by sa ndm podarilo odvodit
A = B, tak mdZeme pouzit pravidlo modus ponens a odvodime platnost B. S odvodenim implikdcie
A = B v8ak mozu byt tazkosti.

Pravdivost implikidcie A = B mdZeme nepriamo dokazat tak, Ze dokazuje platnost jej kontrapozicie
—B = —A, alebo predpokladdme platnost opaéného tvrdenia —(4 = B), t.j. (A A =B) a snaZime sa
odvodit spor.

V pripade sporu mdZe nastat jeden z tychto troch pripadov:

1. dostaneme spor s predpokladom A: t.j. dokdZeme platnost implikicie =(A4 = B) = -4, t.j. platnost
A= (A= B) az platnosti A vyplyva platnost A = B.

2. dostaneme spor s predpokladom —B: t.j. dokdZeme platnost implikacie —=(4 = B) = B. PouZitim
tautolégie B = (A = B) a pravidla sylogizmu dostdvame: =(4 = B) = (A = B) a z predpokladov
platnosti —(4 = B) dostdvame platnost (4 = B).

3. dostaneme dva navzdjom si odporujice vyroky S a —S: t.j. dokdZeme platnost implikdcie =(4 =
B) = (S A—S). Pouzitim kontrapozicie negécie a de Morganovych zédkonov (—=(S A—S) = (=SVS))
dostavame:

(-SVvS)= (A= B),

pri¢om lavd strana je tautoldégia a teda dostavame platnost A = B pouZitim pravidla modus ponens.

Utinnost nepriamych dokazov zavisi podstatne na tom, e okrem danych predpokladov sa naviac ako

Vdaka tomu sa mnohé tvrdenia dokazuja lahSie nepriamo, ako keby sa mali dokazovat priamo.

Priklad 1.7. DokdZeme tvrdenie z predchadzajiceho prikladu nepriamo (sporom): Predpokladame, ze
plati: ,z je parne prvoéislo a zaroven z je delitelné tromi.“ To ale znamend, %e = m4 delitelov 1, 2, 3 (a
z), a teda nie je prvotislom (spor).

1.4.3 RozliSovacia metéda

Ak je mnoZina hodndt, ktoré moZno dosadzovat do vyrokovych funkcii kone¢nd, potom moZno overit
pravdivost kvantifikovanych vyrokov dosadenim konetného poctu prvkov. Takéto dokazy sa nazyvaja
verifikdcie. Ked sa vietky moZnosti rozdelia do rozli¢nych skupin a dokaz sa spravi pre kaZda skupinu,
hovorime o rozliSovani pripadov alebo o rozliovacej metéde. Podstatné je, aby sa pri rozdeleni nezabudlo
na 7iaden pripad.

Tato metéda v8ak uZ aj pri niektorych pomerne jednoduchych tlohach vedie k tazkostiam, spoijenych
s velmi velkym pottom prvkov, ktoré treba uvazovat. Ako priklad uvedme Zachy, & je Cislo 22 D41
prvodislo, ...

Vyrok kvantifikovany v8eobecnym kvantifikitorom moZno vyvrétit jedinym pripadom, tzv. kontrap-
rikladom.

Tvrdenie Vz (z € M = z ma vlastnost A) vyvratime, ak nidjdeme prvok zg, ktory patri do M, ale
vlastnost A nem4.

Metdda kontraprikladu patri k zdkladnym prostriedkom price matematika: matematik najskor pre-
skima nezname skuto¢nosti pomocou prikladov a kontraprikladov a az potom za¢ne ziskané skuto¢nosti
zoveobeciiovat tak, aby neboli logicky napadnutelné.



Priklad 1.8. (a) Kazdé neparne ¢islo je prvoéislo. Tvrdenie neplati, kontraprikladom je 9.
(b) Kazdé prvocislo je nepérne ¢&islo. Tvrdenie neplati, kontraprikladom je 2.

1.4.4 Matematickd indukcia

V niektorych (viiéSine) matematickych disciplin sa veci poéitajia a vyslovuji sa vyroky na prirodzenych
¢islach. Mimoriadnu doleZitost mé preto metdda, nazyvana metddou tiplnej alebo matematickej indukcie,
ktord umozihuje ukazat pravdivost vyrokovej formy kvantifikovanej vieobecnym kvantifikdtorom, ktorej
premenné nadobtdaji hodnoty z mnoziny prirodzenych ¢isel.

Princip matematickej indukcie Nech je dand vyrokova formula A(n) definovand pre vSetky priro-
dzené c¢isla n a nech plati:

1. A(1) je pravdivy vyrok (baza indukcie)
2. pre kazdé n z platnosti vyroku A(n) vyplyva platnost vyroku A(n + 1) (indukény krok)

Potom plati A(n) pre vietky prirodzené é&isla.
Princip matematickej indukcie je jednou z axiém matematickej tedrie, nazyvanej formdlnou aritmeti-
kou.

Poznamka. Iny variant metSdy tplnej indukcie méZeme dostat nasledovnou modifikdciou kroku 2 v
predchddzajom principe: pre kazdé n z platnosti vyrokov A(1), ..., A(n) vyplyva platnost vyroku A(n+1)
(indukény krok).

Poznamka. V niektorych pripadoch je vyhodné pouZivat modifikovany princip matematickej indukcie,
v ktorom sa v prvom kroku (t.j. v baze indukcie) predpoklada platnost formuly A(i) pre nejaka hod-
notu i = ng. Je zrejmé, Ze princip matematickej indukcie v povodnej podobe je $pecidlnym pripadom
modifikovaného principu matematickej indukcie (pre ng = 1).

Priklad 1.9. Matematickou indukciou dokaZeme, %e pre stdet geometrickej rady 2¢ plati nasledujaci
vzorec: 1,28 = 2.

1. Vztah 37 2% = 27+1 — 1 je spravny pre n = 1, ako sa presved&ime dosadenim.

2. Predpokladajme, %e uvedeny vztah plati pre nejakt hodnotu n = ng. DokdZeme, Ze plati aj pre

n = ng + 1. Skutolne,
no+1

ng

D oi= (Z 2") +2nett

i=0 i=0

suma v zatvorke je podla predpokladu rovna 270+1 — 1, takze
no+1
Z 9t —9notl _ 1 + gnot+l — 9, gnotl _ | — 9not2 _ 17
i=0

¢o je pozadovany vztah pre n = ng + 1.

Nasledujuci priklad ukazuje, Ze pri ddokaze matematickou indukciu nemozno vynechat Ziaden z pred-
pokladov:

Priklad 1.10. DokaZeme, 7e sti¢et geometrického radu 1+ q + ¢ + ...+ " sa pre g # 1 rovna:
' —q
g—1

Vynechdme dokaz bazy indukcie a prejdeme hned k dékazu indukéného kroku. Ak pre Iubovolné

prirodzené ¢islo n plati
n+1 _

q q
1+‘1+~~+‘1"=qi—1a (a#1),
potom
n+l _ n+l _ n+2 _ n+l n+2 _
1 n nt1 _ 4 q nt1 _ 4 q 9 q _4q q.
+q+...+40"+q 1 ta po P P

t.j. ak saltovy vzorec plati pre n, plati aj pre n + 1.
Napriek tomu uvedeny rad nem4 taky slet, pretoze neplati baza indukcie (overit)!

Matematickt indukciu nemozno pouzivat bezmyslienkovite, mechanicky. Nasledujtci priklad ukazuje,
aké problémy moZu nastat, ked nevhodne zvolime hodnotu pre bazu indukcie:

Priklad 1.11. Nedoslednou matematickou indukciu dokdZeme, Ze kaZdych n prirodzenych ¢&isel je zhod-
nych. V pripade n = 1 nie je ¢o dokazovat (zaliatok indukcie). Predpokladajme, Ze kazdych n ¢isel je
rovnakych. UkdZeme, 7e potom aj kazdych n + 1 isel je rovnakych. Vezmime &isla z1, 22, ..., Zpt1.
Najprv vy§krtnime 21, zostdva ndm n Cisiel a podla indukéného predpokladu

29 =23 =24 = ...= 2Zn = Zp41-
Podobne po vyskrtnuti z,1; mame
21 =22=23=...=2p = 2n-
Z toho vyplyva
21 =22 =23=24= ...= 2Zn = Zp41-

Kde je chyba? Chyba ndm zadiatok indukcie, pripad n = 1 je len zdanlivy zadiatok. Princip porovnavania
mozno pouzit len pre n > 2 a zadiatok indukcie je teda n = 2.
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