2 Zaklady tedrie mnozin

2.1 Z&akladné pojmy

Je pozoruhodné, ako vela matematickych pojmov je moZné vyjadrit pomocou mnoZin a rozli¢nych mno#i-
novych konstrukcii. Je to nielen pozoruhodné, ale aj prekvapivé, lebo tedria mnoZin a dokonca i samotny
pojem mnoZiny st zaradené do matematiky vlastne neddvno a este pred 100 rokmi bola teéria odmietand
i niektorymi poprednymi vedcami. Dnes sa v8ak tedria mnoZin stala stcastou beZného matematického
vyjadrovania, stala sa jazykom matematiky (a matematikov). Jazyk tedrie mnozin napomohol chépat
stasnt matematiku pri vSetkej jej roznorodosti ako jeden celok majici spolo¢né zéklady.

Tedria mnoZin je postavend na dvoch zdkladnych pojmoch ,mnoZina“ a ,,byt prvkom mnoZiny“. Pod
mnozinou si predstavujeme siibor objektov, ktoré maji nejaki spolo¢ni vlastnost. MnoZiny budeme
oznalovat velkymi pismenami A, B, C, ..., pripadne velkymi pismenami s indexami A4;, Az, ..., 4,

Objekty, ktoré tvoria mnozinu nazyvame prvkami danej mnoZziny. Prvky mnoZiny ozna¢ujeme malymi
pismenami a v pripade potreby ich tieZ indexujeme. Skuto¢nost, Ze prvok z patri do mnoZiny A zapisujeme
symbolicky z € A a hovorime, Ze prvok z je elementom mnoZiny A. Ak z nie je prvkom A, zapisujeme
to: z ¢ A alebo —(z € A).

Zadat mnoZinu moZno v podstate dvomi spésobmi a to bud vymenovanim jej prvkov (ak mnoZzina
obsahuje koneny a nie prili§ velky pocet prvkov), alebo charakterizaciou jej prvkov pomocou nejakej
spolo¢nej vlastnosti. Tri bodky v zdpise mnoZiny znamenaju ,a dalej podobne podla rovnakej zdkonitosti“
(zdkonitost by mala byt zrejma na prvy pohlad).

Pre niektoré nekone¢né ¢iselné mnoziny je zauzivané znacenie: N — mnoZina prirodzenych ¢isel, Z —
mnozina celych ¢isel, Q mnoZina raciondlnych ¢isel, R mnoZina redlnych ¢isel, C mnoZina komplex-
nych ¢isel.

Viacnéasobny vyskyt toho istého prvku v mnoZine sa ignoruje (berie sa do Givahy len jeden vyskyt).

Priklad 2.1. A, = {1,2,3,4,5}; Ay = {z | (z € Z)A(z > 5)}; A3 = {z | (z € N)A(z je delitelné dvoma)},
A = {1a2:314)5} = {2137354:3: 175}3 As = {214)678) o }) 45 = {21722)235 i }

Ak zovSeobecnime prechddzajtce priklady vidime, Ze mnoZiny moZno zadat nasledujtcim spdsobom:
A={z|P)},

ktory oznatuje, Ze A je mnoZina v8etkych tych prvkov, ktoré maja vlastnost P a neobsahuje Ziadne prvky,
ktoré nemajt vlastnost P.

Nekladli sme Ziadne podmienky na to, aké objekty moéZzu byt prvkami mnoZin. To znamen4, e mnoziny
mdZzu byt prvkami inych mnoZin, napr.

we{z}, {z}e{{z}}, =e{{{z}};}.

Ako sa ukézalo zaliatkom storodia, ak sa pouZiva pojem mnoZiny celkom slobodne a bez obmedzeni,
mdze dojst k réznym podivnym situdciam, tzv. paradoxom.

Priklad 2.2. Paradox holi¢a: vojensky holi¢ ma holit vSetkych vojakov, ktori sa neholia sami — m4 sa
tento holi¢, ako jeden z vojakov holit alebo nie?

Priklad 2.3.(Russellov paradox) Nech {1} je jednoprvkovad mnoZina obsahujica &islo 1. Zrejme 1 # {1},
a teda ani {1} ¢ {1}. To znamen4, Ze existuje mnoZina X, ktord m4 vlastnost P: X nie je prvkom seba
samej. Vlastnost P je na prvy pohlad rozumnd, moZ?no ju ale pouZit na definovanie mnoZiny?

Skitisme vytvorit mnozinu vietkych mnozin, ktoré maja vlastnost P:

M={X|X¢X}

Je zrejmé, 7e do M patria vietky ndm zatial znAme mnoZiny: N, A4y, .... Co viak samotn4 mno¥ina M?

St dve moZnosti: bud M € M, alebo M ¢ M.

Nech M € M. MnoZina M je viak ,mnoZinou“ v8etkych mnoZin X, pre ktoré plati X ¢ X. Ak teda
M € M, nutne musi platit M ¢ M a to je spor.

Skasime druhtt moznost. Nech M ¢ M. Potom podla definicie M (M obsahuje vSetky mnoZiny X s
vlastnostou X ¢ X) musi platit M € M a to je opiit spor s predpokladom. To znamen4, %e stbor mnoZin
s vlastnostou P nemdZe byt mnoZina.

Vyhntt sa Russelovmu paradoxu, ¢ inym problémom a nejasnostiam vyplyvajacim z intuitivneho
pojmu mnoZziny mozno pomocou axiomatickej vystavby tedrii mnoZin. Toto v8ak nebude ni§ smer. Ale
pre ukludnenie duse, v naom vyklade budii mnoZiny rozumné a postupy na vytvaranie mnozin ndm buda
vytvérat len mnoZziny.

Podet prvkov, alebo mohutnost mnoZiny X budeme oznacovat symbolom |X|. Cudzim slovom sa
mohutnosti hovori tieZ kardinalita. Mohutnost sa definuje aj pre nekone¢né mnoZiny.

2.2 Zakladné mnoZinové vztahy a operacie

Definicia 2.4. Nech A4, B st [ubovolné mnoziny. Hovorime, Ze mnoZina A sa rovnd mnoZzine B (ozna-
tujeme A = B) prave vtedy, ak kazdy prvok mnoZiny A je sGasne prvkom mnoZiny B a kazdy prvok
mnoZiny B je stifasne prvkom mnoziny A.

Symbolicky zapisané:

[=%
S

€

A=B E Vz[(z€A4)= (z€B)|A[(z € B)= (z € A, resp.
di

@
[N

Vz [(z € A) = (z € B)].

Definicia 2.5. Nech A, B st [ubovolné mnoziny. Ak pre kazdy prvok z € A plati, Ze z je prvkom B,
potom hovorime, Ze mnoZina A je podmnoZinou mnoZiny B, ¢o symbolicky zapisujeme A C B.

Ak A C B a existuje prvok mnoZiny B taky, ktory nepatri do mnoZiny A (t.j. neplati B C A),
hovorime, Ze A je vlastnd podmnoZina mnoZiny B, ¢o zapisujeme A C B.

Formalny zapis vztahu A C B vyzera nasledujtco:

AcBYVe(ce )= e B

Z porovnania predchédzajicich dvoch definicii vidime, Ze rovnost mnoZin A a B moZno zapisat aj
pomocou vztahu inklazie:
A=B=((ACB)A(BCA)).

V dalgom budeme predpokladat, Ze mnoziny, s ktorymi pracujeme tvoria podmnoziny nejakej univer-
zélne] mnoziny U. Niektoré vztahy medzi podmnoZinami a mnoZinové opericie moZno velmi efektivne
reprezentovat pomocou tzv. Vennovych diagramov.



Definicia 2.6. Nech A a B st lubovolné mnoZiny. Zjednotenim mnoZin A, B nazveme mnoZinu vietkych
prvkov, ktoré patria aspont do jednej z mnoZin A, B:

AUB=A{z|(z € A)V (z € B)}.

Definicia 2.7. Nech A a B st Iubovolné mnoziny. Prienikom mnoZzin A, B nazveme mnoZinu vietkych
prvkov, ktoré patria sifasne do oboch mnozin A, B:

ANB=A{z|(z € A) A (z € B)}.

Co v pripade, ked mno#iny A, B nemajt spolo¢ny prvok. Mo¥no takito ,mno#inu“ povazovat za
mnoZinu? Samozrejme, %e 4no. Jednd sa o tzv. prazdnu mnoZinu.

Definicia 2.8. Prdzdna mnoZina je mnozina, ktord neobsahuje ziaden prvok. Oznac¢ujeme ju symbolom

¢ alebo {}.

Priklad 2.9. Prizdnu mnoZinu mo?no definovat pomocou Iubovolnej nesplnitelnej podmienky, napr.:

0 = {z]zeNAz <0},
0 = {z|zeRAsinz>1}.

Dve mnoziny, ktorych prienikom je prazdna mnoZina sa nazyvaja disjunktnymi.

Veta 2.10. (a) Prazdna mnoZina je podmnoZinou lubovolnej mnoZiny.
(b) Existuje prave jedna prizdna mnoZina.

DOKAZ. Tvrdenie (a) dokdZeme sporom. Predpokladajme, %e tvrdenie (a) vety neplati. To znamen4, ze
plati negécia tohoto tvrdenia:
VX (0 C X);t.j. 3X (0 C X),

tize existuje takd mnozina X, %e @) nie je podmnoZzinou X. Ale to znamen4, %e mnoZina ) musi obsahovat
prvok, ktory nepatri do X. To viak nie je mozné, lebo () neobsahuje Ziaden prvok. Dostali sme spor a to
znamend, %e predpoklad (—VX (§ C X)) neplati, ale plati jeho negécia VX (# C X), €o sme mali dokazat.

Pri dokaze tvrdenia (b) budeme postupovat taktiez sporom. Nech teda existuja dve rozli¢né prazdne
mnoziny By, Bs. VyuZijeme dokdzané tvrdenie (a). KedZze obe mnoZiny By a B, st prazdne, podla (a)
plati By C B, ale aj By C Bj. Z toho vyplyva, Ze By = Bs. To znamend, Ze fubovolné dve prizdne
mnoZiny sa rovnaji, ¢o je spor s predpokladom existencie dvoch réznych prazdnych mnozin. OO

Definicia 2.11. Nech A je Iubovolnd mnoZina, A C U. Doplnkom mnoZiny A vzhladom na mnoZzinu U
nazyvame mnoZinu vietkych tych prvkov U, ktoré nepatria do mnoZiny A:

A ={z |z €UA(z € A)}.

Ked uvaZzujeme doplnok vzhladom na univerzalnu mnoZinu U, ¢asto pouZivame skriteny zapis A° =
{z | = ¢ A}. Doplnok mnoZiny moZno vyjadrit nielen vzhladom na univerzalnu, ale aj vzhladom na
Tubovoln mnoZinu. Na to ndm slaZi dalfia mnoZinova operdcia rozdiel mnozin.

Definicia 2.12. Nech A, B st Iubovolné mnoZiny. Rozdielom mnoZin A, B nazveme mnoZinu vetkych
tych prvkov mnoZiny A, ktoré nepatria do B:

A\B={z|ze€ AN—(z € B)}.
Rozdiel mnoZin méZzeme vyjadrit pomocou prieniku a doplnku nasledovne:
A\ B=ANB".
Doplnok A€ nie je teda ni¢ iné, ako U\ A = U N A°.

Definicia 2.13. Nech A, B st Iubovolné mnoziny. Symetrickou diferenciou mnozin A, B nazveme mno-
Zinu

A=B=A{z|[(z€ A)A~(z € B)]V|[(z € B) A~(z € A)]}.

Symetricka diferenciu mnoZin A, B moZno vyjadrit pomocou rozdielu a zjednotenia mnoZin nasle-
dovne:
A=B=(4\B)U(B\4).
2.3 Zakladné mnoZinové identity

TG istd mnoZinu moZno vyjadrit rozliénymi spdsobmi pomocou inych mnoZin. Je pochopitelné, Ze sa
budeme snazit ziskat vyjadrenie mnoZiny v ¢o najjednoduchgom tvare. Na to budeme vyuzivat mnozinové
identity vychddzajice z vlastnosti mnoZinovych operacii.

Veta 2.14. Nech A, B, C st Iubovolné mnoziny. Potom plati:
i. AUA = A, An A = A (idempotentnost)
ii. AUB=BUA, An B = BN A (komutativnost)
iii. AU(BUC)=(AUB)UC, An(BNC)=(ANB)nNC (asociativnost)
iv. AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N (AUC) (distributivne zdkony)
v. ACAUB,BCAUB, ANBCA, ANBCB
vi. (AU B)¢ = (4°N B°), (AN B)¢ = (A°U B®) (de Morganove zékony)
vii. (A9)°=4
vii. ANP=0,Auf=4
ix. ANA°=0,AuA°=U
x. AN(AUB) = A4, AU (AN B) = A (absorpéné zikony)

DOKAZ. Vo vietkych pripadoch mozno pouZit priamy dokaz podla nasledujtcej schémy, v ktorej dokdZeme
platnost jedného z asociativnych zakonov (iii):

1.z€ AU(BUCQC)



(3]

.(zeA)vze(BUC)

3. (z€ A)V[(zeB)V(zel)

4. [(z € A)V (z € B)]V (z € C) disjunkcia je asociativna logickd operacia
(ze0)

C

ot

z€(AUB)V
6. z€ (AUB)U

Na vyber prvku z sme nekladli Ziadne obmedzenia. Z toho vyplyva, Ze kazdy prvok z A U (B U C)
patri aj do (AU B) U C. Naviac pri dokaze sme pouZivali len ekvivalentné tipravy vyrokov a tym sme
dokazali aj tvrdenie, Ze kazdy prvok z (AU B) U C patri do mnoziny A U (B U C). Dokdzali sme teda, ze

AU(BUC) C (AuB)UC a
(AUB)UC C AU(BUCQ), dize
(AUB)UC = AU(BUC).

Zhrnieme cely postup: vybrali sme lubovolny prvok x z mnoZiny leZiacej na lavej strane identity.
VyuZili sme definicie mnoZinovych operécii a vyrok ,z patri do zloZenej mnoZiny“ sme rozpisali na
zlozeny vyrok o prislusnosti z do mnozin A, B. Tento zloZeny vyrok sme upravili vyuZivajic poznatky
z vyrokovej logiky (ekvivalentné Gpravy). ZloZeny vyrok sme potom, pouZijic definicie mnoZinovych
operdcii, upravili na vyrok o prislu§nosti prvku do ,zloZenej“ mnoZiny z pravej strany identity. Ak sme
pri Gpravach vyrokov pouZili ekvivalentné Gpravy, dokdzali sme tymto rovnost mnoZin; ak sme pou#ili
neekvivalentné Gpravy, dokdzali sme len mnoZinovi inklaziu.

Dokaz (iv):

l.lzeAn(BUQC) =[(z e A) Az e (BUC)],

2. [(zed)nz e (BUC)|=[(z€ A)A((z € B)V (z € O))],

3. [(zedA)A((zeB)V(zeO)]=[((z€A)V(zeB)A((ze )V (zel))
4 [(zeA)V(EeB)A(z€AV(Tel)=[(z€ AUB)A(z € AUC)],
5. [(z€e AUB)A(z € AUC) =[ze (AUB)N(z € AUC)].

V krokoch 1, 2, 4 a 5 sme pouzili definiciu prieniku a zjednotenia, v kroku 3, ktory je klacovy pre
dokaz identity, sme vyuZili distributivny zakon pre konjunkciu a disjunkciu z vyrokovej logiky.
Dokazeme inklaziu (v). VyuZijeme tautolégiu p = (p V q). Predpokladdme, Ze

1l.zeA,

2. (z € A) = [(z € A) V (z € B)], (vyuzitie tautolégie p = (pV q)),
3. [(ze A)V(z e B)|=z€ (AUB),

4. (z € A) = (z € AU B) (pravidlo sylogizmu).

Pretoze tvrdenie plati pre lubovolné z, dostdvame
ACAUB.
Dokaz nemozno oto€it, v druhom riadku je namiesto ekvivalencie implikécia. O
V nasledujtcej vete uvedieme niektoré vlastnosi rozdielu mnoZin.

Veta 2.15. Nech A, B, C si Iubovolné mnoziny, potom platia nasledujice vztahy:

i. (ANB)\C=ANn(B\C),

ii. (ANB)\C=(A4\C)n(B\O),

iii. (AUB)\C =(A\C)U(B\O),

iv. C\(ANB)=(C\ A)U(C\ B), (de Morganove pravidla)
v. C\(AUB)=(C\A)n(C\B),

vi. A\B=A\(ANB) =(AUB)\B,
vii. A\ (B\C)=(A\B)U(ANC),
vii. (A\B)\C =4\ (BUC).

DOKAZ. Pri dokazov tychto identit vyuZijeme uz dokdzané mnozinové identity. Ekvivalentnymi tpravami
sa snazime jednu stranu identity upravit na vyraz leZiaci na druhej strane. Pri dpravach najprv nahradime
rozdiel mnozin X \Y prienikom X NY*¢. Ak Y je v tvare zjednotenia alebo prieniku mnozin, vyuzijeme de
Morganove zakony a upravime vyraz na taky tvar, v ktorom vystupuji uZ len doplnky ,jednoduchych®
mnozin. Potom pouZijeme distributivny zdkon, vyuZijeme asociativny, komutativny a absorp¢ny zdkon,
resp. zakon idempotentnosti a upravime na potrebny tvar:

Dokaz (iv):

(C\A)u(C\ B) (CNA)U(CNBY) =Cn(A°UBY) =Cn (AN B)

= C\(4ANB).

Dokaz (viii):

(A\B)\C (ANB)NC*=ANn(B°NnC°) =An(BUC)®

= A\(BUC).

Pozrime sa teraz na zdkladné vlastnosti symmetrickej diferencie mnozin:

Veta 2.16. Nech 4, B, C st Iubovolné mnoziny. Potom platia nasledujtce vztahy:
i. A= B = B = A (komutativnost)



ii. A=B=(AUB)\ (AN B),
ili. 4= (B =C) = (A4 = B) = C, (asociativnost)

iv. Rovnica X = A = B m4 jediné rieSenie X = A = B.
DOKAZ. (i) Vyplyva priamo z definicie symetrickej diferencie.
Dokaz (ii):

(AuB)\ (AN B) AUB)N(ANB) = (AUuB)N(A°UB°)
(AUB)NAJU[(AUB)N B = [(ANA°)U(BNA9)U[(ANB°) U (BN B°)
UBNA)U[(ANB)UR = (BN A°)U (AN B°)
\4)U(A\B)=4=B.

(
[
[
(B
(iv) Najskor dokdzeme, Ze mnozina A = B je rieSenim rovnice X = A = B:

(A=B)=A=(B=A)=A=B=(A=A)=B=0=B.

Teraz ukazeme, 7e riefenie X = A = B je jediné. PouZijeme dokaz sporom. Predpokladajme, Ze pre
mnozinuY # A=BplatiY = A=B. PotomY =Y =(A=4)=(Y =A)=A=B=Aatoje
hladany spor. O

Mame uZ dost Siroky repertodr mnoZinovych identit a isté skiisenosti s dokazovanim rovnosti mnozin.
Na dokézanie toho, %e dve mnoZiny st vo vztahu inklazie v8ak doposial musime namédhavo dokazovat,
7e kaZzdy prvok prvej mnoziny je st¢asne prvkom druhej mnoZiny. Nasledujica veta ukazuje, ako mozno
previest zistovanie mnoZzinove] inklGzie na overenie, ¢i sa dve mnoZiny rovnaja:

Veta 2.17. Nech A, B st lubovolné podmnoZiny mnoZiny U. Potom st nasledujtce vyroky ekvivalentné:

i ACB,
ii. ANB= A,
ii. AUB =B,
iv. A\B=19,

v. A°UB=U,

vi. A=B=B\A.
DOKAZ. Mame dokézat, %e Tubovolné tvrdenia st ekvivalentné. V takychto pripadoch sa zvycajne dokéze,
ze (i) = (ii) = (iii) = (iv) = (v) = (vi) = (i) a platnost ostatnych dostdvame pomocou pravidla
sylogizmu. Napriklad implikicia (ii) = (vi) vyplyva z implikdcii:
(12) = (#41), (¢13) = (iv), (iv) = (v), (v) = (vi)
(22) = (vi)

a opa¢nd implikécia z:
(vi) = (i), (1) = (i)

(vi) = (i7)

(sylogizmus).

(i) = (ii): Nech A C B. Potrebujeme dokazat dve inklazie: ANB C A a A C ANB. Prv4 inkltzia plati
pre lubovolné mnoziny A, B (veta 2.3). Platnost druhej inklazie dokdZeme sporom. Nech teda A C B,
ale nech st¢asne =(A4 C AN B) (predpoklady).

Rozpi$me druhy predpoklad:

-(AC AN B) V(zeA=>ze AnNB)=3dz~(z€ A=>z€ ANB)

= Jz(z€ AN-(z € ANB).

To znamen4, %e existuje prvok a, ktory patri do mnoZziny A, ale nepatri do mnoZiny A N B; t.j.

(ae A)A-[(a€ A)A(a€ B)]=(a€ A)A[~(a € A)V —(a € B)]
= [(e€AAN—-(a€ A)]V[(a€ A)A—(a€ B)=|[(a € A)A—~(a € B)].

Predpokladali sme vSak, ze A C B, t.j. podla definicie inkltzie Vz (z € A = z € B) a teda aj pre
prvok a plati (a € A) = (a € B). Tvrdenie, ktoré sme odvodili [(a € A) A =(a € B)] je negéciou
tvrdenia [(a € A) = (a € B)]. Dostali sme spor, ktory dokazuje, Ze za predpokladu A C B musi platit aj
ACANB.

(ii) = (iii):

Predpokladdme, Ze plati AN B = A. DokdZeme platnost tvrdenia AU B = B:

AUB=(ANB)UB=B

na zéklade absorp¢ného zdkona. (iii) = (iv):
Predpokladdme, Ze plati AU B = B. Potom

A\B=A\(AUB)=AN(AUB)*=ANn(A°NB°) = (AN A°)nB° =.
(iv) = (v):

Tato ¢ast dokdZeme sporom. Nech A\ B = @, ale A°U B # U. Ked%e U je univerzdlna mnoZina,
nutne existuje prvok a, ktory patri do U ale nepatri do A°U B. To znamen4, 7e —((a € A°)V (a € B)) =
“(~(a€eA)V(aeB))=((ac A)A~(a€B))=[(a € A)A(a€ B°)| =[a€ ANB|=a € A\ B. Kedze
podla predpokladu A \ B = §§, prvok a s uvedenou vlastnostou nemédZe existovat. Dospeli sme k sporu.

(v) = (vi):

Predpokladdme, Ze plati A°U B = U. Ak ma platit (4 = B) = (B \ A), potom mnoZina A\ B musi
byt prazdna, pretoZe vo vieobecnom pripade (A = B) = (A\ B)U (B \ A) a mnoZiny (A\ B) a (B\ 4)
st zrejme disjunktné. Predpokladajme, Ze mnoZina A \ B # (. Potom existuje prvok a € A\ B; t..
(a € A) A =(a € B). Tento prvok nepatri ani do mnoZiny A¢, ani do mnoZiny B, t.j. nemdZze patrit ani
do mnoziny A°U B. Ale A°U B = U, a to znameni, %e —(a € U). Spor.

(vi) = (i):

Opit pouzijeme dokazom sporom. Nech A = B = B\ A4 a stasne (A4 C B). To znamen4, %e existuje
prvok a € A, ktory nepatri do B; t.j. ~(a € B). Ale tento prvok patri do mnoZiny A\ B (a nepatri do
mnoziny B\ A.) To znamen, 2e A = B # B\ A. Spor. O

Poznamka. Pri vietkych matematickych tvrdeniach st doleZité predpoklady, pri ktorych tvrdenia platia.
Napriklad vo v8eobecnom pripade plati: (4 = B) = (A\ B)U(B\A). Ak v8ak pripustime platnost dal$ich
predpokladov, napriklad A° U B = U, dokdzeme (A = B) = (B \ A), ktora vSak vo vSeobecnom pripade
neplati.



Veta 2.18. Nech A, B, C st [ubovolné mnoZiny.
(a) Inkltzia C C AN B plati prave vtedy, ak C C A a C C B.
(b) Inklazia AU B C C plati prave vtedy, ak AC C a BC C.

DOKAZ. Vetu mozno dokézat viacerymi sposobmi. Najskor si v8ak viimnime $truktaru jej tvrdeni:
p oznaluje vyrok: C C AN B,
q oznacuje vyrok: C C A,
r oznaluje vyrok: C C B,
s oznaluje vyrok: A, B, C st lubovolné mnoZiny
Potom tvrdenie moZno schématicky zapisat takto:

s (predpoklad)
p = (g Ar) (tvrdenia, ktorQ treba dokizat)

Dokézat ekvivalenciu znamend dokazat konjunkciu dvoch implikécii, t.j.

(p=(gAr) A ((gAT) = p).

Prejdime k dokazu tvrdenia (a). Implikdciu (p = (¢ A r)) dokdZeme sporom. Nech C C AN B a
—(C C AAC C B). To znameni, 7e plati tvrdenie =(C C A) V —~(C C B) a teda bud existuje prvok a,
a€C\Aalebobe C\B. KedzeC\ACC,C\BCCaCCANB, potomajC\ACANB a
C\ B C AnB. Co viak s prvkom a (resp. b)? Prvok a nepatri do A a teda nepatri ani do mnoziny AN B
(podobne pre prvok b). To znamend, ze C nemdZze byt podmnoZinou A N B. Spor.

Implikiciu (¢ A r) = p dokdzeme priamo. Nech plati C C A a C C B, To znamend, ze CN A = C,
CNB=C. Ale potom aj (ANB)NC =AnN(BNC)=ANC =C,ateda C C ANB.

(b) Tvrdenie sa dokazuje analogicky. O

2.4 Potenénia mnoZina

Definicia 2.19. Nech je dand mnoZina M. Potenc¢nou mnoZinou mnoZiny M nazveme mnoZinu vietkych
podmnozin mnoziny M:
PM)=4{X|X CM}.

Poten¢na mnoZina sa niekedy oznaduje aj symbolom 2M.
Priklad 2.20. Nech M = {1,2}, potom P(M) = {0, {1}, {2},{1,2}}.
Veta 2.21. Cubovolna n prvkov4d mnoZina m4 prave 2" podmnoZin.

DOKAZ. Dékaz urobime matematickou indukciou. Oznaéme X Iubovolnt n prvkovit mnozinu. Pre X = ()
existuje jedind podmnoZina, a to prazdna, o stihlasi s po¢tom 2° = 1. Ak mame (n + 1)-prvkovia mnoZinu
X, zvolme jeden jej prvok, a, a rozdelme podmnoZiny X do dvoch typov: tie, ktoré neobsahuja a, a
tie, ktoré ho obsahuji. Prvého typu st prave vietky podmnoziny n-prvkovej mnoziny X \ {a}, a podla
indukéného predpokkladu ich je 2". Pre kazdd podmnozinu A druhého typu uvdzme mnozinu A = A\{a}.
To je podmnoZina X \{a}. Zrejme kaZda podmnozina A' C X \{a} sa takto dostane prave z jednej mnoziny
A, totiz z A'U{a}. Preto podmnoZin A druhého typu je tiez 2", a celkom mame 2" +2" = 2"*! podmnoZin
(n + 1)-prvkovej mnoziny, ako ma byt. O

Veta 2.22. Nech n > 1. Kazd4 n-prvkovd mno¥ina m4 prave 27! podmnoZin parnej velkosti a 27!
podmnoZin neparnej velkosti.

DO6KAZ. Ozna¢me X Tubovolni n-prvkovd mnoZinu. Zvolme nejaky prvok a € X. Lubovolnt podmnoZinu
A C X \ {a} mdZeme doplnit na podmnozinu A’ C X s neparnym poc¢tom prvkov: ak je |A| neparne,
polozme A" = A; ak je |A| parne, polozme A’ = AU {a}. Je dolezité si uvedomit, Ze sme tym nasli
bijekciu medzi mnoZinou vietkych podmnoZin X neparnej velkosti a mnoZinou vietkych podmnoZin
X \ {a}, ktorych je prave 2"~ podla predchadzajicej vety.

Parnych podmno#in je doplnok do celkového poétu podmnozin, t.j. 27~ 1. O
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