3 Relacie

Ukézeme si, ako pomocou najjednoduchsich mnoZinovych prostriedkov moézeme definovat dalsie matema-
tické pojmy.

3.1 Usporiadana dvojica

Ak @ a b st prvky nejakej mnoziny, potom symbol {a, b} ozna¢uje mnozinu obsahujtcu prave prvky a a b
a nazyva sa neusporiadand dvojica prvkov a a b. Pripominame, ze {a,b} je to isté ako {b,a} a ak a = b,
potom {a,b} je len jednoprvkovd mnozina.

V mnohych pripadoch je vSak poradie prvkov pre pochopenie vyznamu rozhodujice (napr. poradie
udajov v dédtume tvaru 1.4.). Stanovenie pevného poradia prvkov realizujeme pojmom usporiadanej
dvojice a pri takejto konstrukeii zavisi na poradi prvkov.

Definicia 3.1. Mnozinu {{a}, {a, b}} nazgvame usporiadanou dvojicou a oznacujeme ju symbolom (a, b).
Prvok a sa nazjva prvym prvkom (prvou stradnicou), prvok b druhym prvkom (druhou stradnicou)
usporiadanej dvojice (a,b).

Nasledujtca veta hovori, Ze takto chdpana usporiadana dvojica je naozaj to, ¢o si pod tymto pojmom
intuitivne predstavujeme.

Veta 3.2. Usporiadana dvojica (a,b) sa rovna usporiadanej dvojici (¢, d) prave vtedy, ked a =ca b=d.

DoOKAz. Nech (a,b) = (¢, d), teda
{{a}, {a,b}} = {{c}. {c,d}}. o))
Rozlisujme dva pripady: (i) a = b a (ii) a # b.
V pripade (i) sa rovnost (1) zmeni na rovnost

{{a}} = {{c} {c,d}}

a hned dostavame, ze c=d a a = c.

V pripade (ii) je zrejmé, ze musi platit ¢ # d. Potom ale z (1) dostdavame {a} = {c}, a teda a = c.
Dalej {a,b} = {c,d} a pretoZe a = ¢, musi platit b = d.

Obrétend implikdcia je zrejma: ak a = ¢ a b = d, tak plati (1), t.j. (a,b) = (¢,d). O

Poznamka. Vsimnime si, Ze predchadzajiica veta by neplatila, keby sme usporiadant dvojicu definovali

vztahom (a,b) = {a,b}.

3.2 Karteziansky sucin

Pomocou pojmu usporiadanej dvojice zavedieme teraz pojem kartezidnskeho sucinu.

Definicia 3.3. Nech A, B st mnoziny. Kartezidnskym sic¢inom mnozin A, B nazveme mnozinu
AxB={(a,b)|ac AN be B}

Poznamka. Nézov kartezidnsky sicén pochddza z geometrickej interpretéacie: ked napriklad A = B = R,
potom A X B mdzeme interpretovat ako vSetky body roviny a v tomto pripade a a b st (kartezidnske)
stradnice bodu (a, b) roviny.
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Tabulka 1: Tabulka reprezentujtca kartezidnsky su¢in mnozin A x B.

Priklad 3.4. Nech A = {a,b,¢,d} a B = {1, 2,3}. Kartezidnsky s¢in A x B sa d4 vhodne reprezentovat
tabulkou, ktora ma v tomto pripade 4 riadky a 3 stipce. Riadky st oznacené a, b, ¢ a d a stipce 1, 2, 3
(pozri tabulku 3.2).

Poznamka. V pripade, Ze uvazujeme A x B a A = B, oznacujeme kartezidnsky sicin symbolom A x A =
A2,

Nasledujtca veta ukazuje niektoré zakladné vlastnosti kartezianskeho stéinu:
Veta 3.5. Nech A, B, C st lubovolné mnoziny, potom platia nasledujtce tvrdenia:
i. Ax(BUC)=(AxB)U(Ax(O),
ii. Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)
iii. Ax (B\C)=(AxB)\(AxC),

iv. ak A, B, C, D st neprazdne mnoziny, tak

AxB=CxD=A=CAN B=D.

DOKAz. DokédZeme si prvii vlastnost.
(z,y) € Ax(BUC)=(@ze€eA) A (ye(BUC))=(x€A) A [(yeB)V(yel)
= [@e) A weB)]VzeA) A (yeO) =y € AxB]V[(z,y) € Ax ]
(z,y) e [AXx BUAXC]|

O

3.3 Relacie

Velky vyznam v stGcasnej matematike ma pojem reldcie, ktory zahfiia ako Specidlne pripady pojmy
zobrazenie a usporiadanie.

Definicia 3.6. Bindrnou reldciou R medzi prvkami mnozin A, B (v takomto poradi) nazjvame lubovolnt
podmnozinu kartezianskeho stc¢inu A x B, t.j. R C A x B. Ak A = B, tak hovorime o reldcii na mnozine
A (alebo medzi prvkami mnoziny A).

Ak dvojica (a,b) patri do R, t.j. (a,b) € R, hovorime tiez, Ze prvky a, b st v relacii R a zapisujeme
tiez aRb.
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Tabulka 2: Reprezentacia relacie R

Poznamka. Slovo bindrna z predchadzajtucej definicie znamena, ze relacia je definovana medzi dvoma
mnoZzinami. MoZeme vSak zaviest aj m-arne relcie, ktoré st podmnozinami kartezidnskeho stcinu n
mnozin Ay, As, ..., A,. My sa budeme vyluéne zaoberat bindrnymi reldciami a preto slovo binirny
budeme vynechévat.

Poznamka. S podobne zadefinovanymi reldciami sme sa uz stretli. Napriklad = (rovnost), < (neostra
nerovnost) s prikladmi relacii na mnozine vSetkych prirodzenych ¢isel. Prva z nich pozostava z dvojic
(1,1), (2,2), (3,3), ..., druhé z dvojic (1,1), (2,1), (2,2), (3,1), ....

Dolezité je uvedomit si, Ze pri relaciach musime povedat tiez mnozinu, na ktorej je reldcia uvazovana.
Napr. v druhom pripade by na mnozine vSetkych redlnych ¢isel boli prvkami aj iné dvojice.

Poznamka. Slovo reldcia pochddza z koretia znamenajiceho pribuzensky vztah. Pribuzenské vztahy
(napr. byt matkou) su tiez prikladmi reldcii na mnozine Iudi.

Relécia R z mnoziny A do mnoziny B (resp. na mnozine A) sa d4 okrem vymenovania prvkov mno-
ziny R znézornif prehladnejsie tabulkou (maticova reprezentécia) alebo orientovanym grafom (grafova
reprezentacia).

Priklad 3.7. Nech A = {a,b,c,d}, B = {1,2,3} a R C A x B je zadefinovana nasledovne: R =
{(a,1),(a,3), (¢ 3), (d, 2)}.

Tabulkova reprezentacia je dand v tabulke 3.3:

Pri grafovej reprezentacii prvky mnozin znazornime kruzkami, ktoré sa nazyvaju vrcholmi. Usporia-
danu dvojicu zndzornime orientovanou hranou (Sipka), ktora ide z vrchola odpovedajiceho prvému prvku
dvojice k vrcholu, ktory odpoveda druhému prvku dvojice.

3.3.1 Skladanie relacii

UvaZzujme o nasledujticej situdcii: nech ma Peter syna Juraja a Daniel je Petrovym bratom. Potom lahko
ustdime, Ze Juraj je Danielovym synovcom. ZloZenim dvoch relacii na mnozine Iudi ,byt synom* a ,byt
bratom* v tomto poradi sme dostali novi relaciu ,byt synovcom*.

Definicia 3.8. Ak R je relacia z mnoziny A do mnoziny B a S je reldcia z mnoziny B do mnoziny C'
potom hovorime, ze usporiadana dvojica relacii (R, S) sa da zlozit. Ak sa (R, S) da zlozit, tak kompoziciou
(zlozenim) RS relacii R, S je relacia T'= RS z mnoziny A do mnoziny C:

T=RS={(a,c)|Fbe B A (a,b) € R A (bc)e S}

Kompozicia RS sa nazjva zloZenou reldciou a niekedy sa oznacuje aj ako S o R (pripadne Ro S v
zévislosti od pouzitej literatury).

Kompozicia Iubovolnych relacii nemusi vzdy existovat.

Priklad 3.9. Nech A = {a1,az2,a3}, B={b1,ba}, C = {c1,c2,c3} arelacie RC Ax B, S C B x C nech
st definované nasledovne:

R = {(a1,b1), (a2, b2), (a3,b1)},
S = {(b,a1), (b2, c3)}-

Potom S o R je relacia z mnoziny A do mnoziny C nasledujtco:
SoR={(a1,c1), (az,c3), (as, c1)}.

Poznamka. V maticovej reprezentacii relacii maticu zlozenej relacie dostaneme vynasobenim matic jed-
notlivych relacii.

Poznamka. Opericia kompozicie sa moze opakovat za sebou a zlozit moézme postupne i viacero relacii,
napriklad: nech st dané mnoziny A, B, C, D a tri reldcie RC Ax B; SC Bx C; T C C x D. Potom
existuje kompozicia R(ST), ale i (RS)T. Nasledtca veta hovori o tom, Ze obe vzniknuté kompozicie st
rovnaké, t.j. ze skladanie relacii je asociativne.

Veta 3.10. Nech st dané mnoziny A, B, C, D a relacie RC Ax B; S C Bx C; T C C x D. Potom
(RS)T = R(ST).

DOKAz. Mame ukéazat, ze kazda usporiadana dvojica (a,d), a € A, d € D, ktora patri do (RS)T, patri
aj do R(ST) a obratene. Ak (a,d) € (RS)T, potom existuje ¢ € C také, ze (a,c) € RS A (¢, d) € T. Ak
viak (a,c) € RS, potom existuje b € B také, ze (a,b) € R A (b,c) € S, t.j. existuje c € C a b € B také,
ze

(a,b) € R A (bye) €S A (c,d)eT.

To znamend, ze (a,b) € R A (b,d) € ST a teda (a,d) € R(ST).
Opacné tvrdenie sa dokazuje analogicky. O

Definicia 3.11. Nech je dana bindrna relacia R C A x B. Opacnou reldciou alebo inverznou relaciou k
relacii R budeme nazyvat reldciu

R7' ={(y,2)|(z,y) € R}.

Veta 3.12. Nech su R, Ry, R relacie z A do B a S relicia z B do C. Potom plati:

ii. ak Ry C Ry, tak R C RyY,
. (RiNRy) ' =R{'NRyY,
. (RiURy) ' =R{'URyY,
v. (Ri\ Ry)™! R11\R2 )
(BT =(RTYS

(

vii. (RS)™!' =S 1R}



DOKAz. Dokdzeme si pripad (iii) a (vii) ostatné zostavaju na cvidenie.
Dokaz (iii):

(r,y9) €(RiNR)™ = (y,x) ERINRy=(y,z) € Ry A (y,7) € Ry
(@.y) € B{' A (w,y) € Ry = (w,y) € RO Ry
Dokaz (vii):

(z,2) €(RS)™ = (2,2)ERS=Fy[yeBA (z,9) €ERA (y,2) €S|
Jylye B A (y,2) ERIA (2,9) € ST =(z,2) € STIR™

O

3.4 Vlastnosti relacii na mnoZine

Bindrne relacie maji mnoho zaujimavych vlastnosti. My budeme Studovaft tie, ktoré sa vyuZivaji naj-
Castejsie:

Definicia 3.13. Nech A je mnozZina a R reldcia na mnozine A4, t.j. R C A x A. Relaciu R nazyvame
a. reflexivnou, ak Va [a € A = (a,a) € R],
b. symetrickou, ak (a,b) € R = (b,a) € R,
c. antisymetrickou, ak [(a,b) € R A (b,a) € R] = (a =b),
d. tranzitivnou, ak [(a,b) € R A (b,c) € R] = [(a,c) € R],
e. trichotomickou, ak Va,b [(a € A) A (be A) A a#b] = (a,b) € RV (b,a) € R.

Priklad 3.14. Uvazujme 6 prvkovii mnozinu B = {1,2,3,4,5,6}. Rel4cia < je prikladom tranzitivnej
relacie na B. Relacia x deli y je prikladom reflexivnej, antisymetrickej a tranzitivnej relacie na B. Relacia
= je prikladom reflexivnej, symetrickej a tranzitivnej relacie na B. Relacia < je prikladom reflexivnej,
antisymetrickej a tranzitivnej relacie na B.

V tabulkovej reprezentacii relacie reflexivita znamena 1 na diagonéle, v grafovej reprezentacii pre
kazdy vrchol existenciu smycky. Symetria v grafovej reprezentécii znamena vzdy existenciu orientovanej
hrany v oboch smeroch, tranzitivita existenciu ,skracujicej“ orientovanej hrany pre vietky cesty dizky
aspoi 2.

Poznamka. Uvedomme si, Ze reldcia R na mnoZine A je symetrickd prave vtedy, ked R~! C R. Relécia
R na mnozine A je tranzitivna prave vtedy, ked R? C R.

3.4.1 Relacia ekvivalencie a rozklad mnozZiny
Pomocou zékladnych typov relacii mozno definovat isté typy relacii:

Definicia 3.15. Relacia R na mnozine A sa nazyva reldcia ekvivalencie na A, ak je reflexivna, symetrickd
a tranzitivna.

Ak R je relacia ekvivalencie na mnozine A, potom namiesto (z,y) € R sa zvykne pouzivat aj znacenie
TNy, =Y, N, R
Relécia ekvivalencie na mnozine tizko suvisi s rozkladom danej mnoziny.

Definicia 3.16. Nech A je mnoZina. Systém S C P(A) sa nazjva rozklad mnoziny A, ak kazda mnozina
systému S je neprdzdna a S je systém po dvoch disjunktnych mnozin s vlastnostou UpresM = A.

Teda rozklad mnoziny A je taky systém neprazdnych podmnoZin mnoziny A, Ze kazdy prvok z € A
patri prave do jednej mnoziny toho systému.

Priklad 3.17. Nech m je prirodzené ¢islo a Z nech oznacuje mnozinu vSetkych celych ¢isel. Oznacme
symbolom 7 (0 < r < m) zvyskovt triedu modulo m, t.j. mnozinu vsetkych tych celych &isel a, ktoré
majt tvar a = km +r, pre k € Z. Potom S = {0,1,..., (m — 1)} je zrejme rozklad mnoZiny Z.

Nasledujtica veta ukazuje stivis medzi relaciou ekvivalencie a rozkladom prislusnej mnoziny.

Veta 3.18. Nech R je relacia ekvivalencie na mnozine A # ). Pre x € A ozna¢me Rlz]| = {y € A |y ~ z}.
Potom systém mnozin S = {R[z] € P(A) |« € A} je rozklad mnoziny A (rozklad mnoZiny A indukovany
ekvivalenciou R alebo patriaci k ekvivalencii R).

DoOKAz. Kazdd mnozina R[z] € S je neprazdna, pretoze = € R[z].

Dalej ukazeme, ze ak © ~ ', tak R[x] = R[z']. Nech y € R[z]. Potom y ~ z a ked%e = ~ 2/, tak y ~ '
a teda y € R[2’]. To znamend, Ze R[z] C R[z']. Podobne sa dokaze, ze R[z'] C R|z].

Obrétene, ak x # 2/, tak R[z] N R[z'] = (). Ak by totiZ nejaké y patrilo do R[z] N R[z’], tak by platilo
r~yay~a', preto aj x ~ a’, €o je v spore s predpokladom.

Teda mnoziny R[z] (x € A) st navzajom disjunktné a kedZe x € R[z] pre kazdé = € A, plati US = A.
Teda S je rozklad mnoziny A. O

Priklad 3.19. Nech m (m > 1) je prirodzené ¢islo. Hovorime, Ze a € Z je kongruentné s ¢islom b modulo
m (v oznadeni a = b(mod m)), ak m deli rozdiel a — b. Oznacme

R={(a,b) € Zx Z| a=bmod m)}.

Lahko zistime, Ze R je relacia ekvivalencie na Z a 1iou indukovany rozklad bol uvedeny v prechddzajicom
priklade.

Veta 3.20. Nech A je neprazdna mnozina a S jej rozklad. Definujme na mnozine A relaciu R takto:
R={(z,y) e AxA|IMeS N zeMANyeM}.
Potom R je relacia ekvivalencie na mnozine A a S je 1iou indukovany rozklad.

DOKAz. Lahko mozno overit, Ze R je reflexivna, symetrick4 a tranzitivna relacia.

Ozna¢me znakom Sy rozklad mnoziny A indukovany relaciou ekvivalencie R. Dokazeme, ze S = S.
Nech R[z] € Sp. Potom x patri do nejakej mnoziny systému S, povedzme z € M, M € S. Nech y € M.
Potom zrejme y € R[z]. A obratene, ak y € R[z], tak y patri do tej istej mnoziny ako z, t.j. y € M. Teda
Rlz] = M a tak R[z] € S.

Nech obratene H € S. Potom H # () a tak existuje x € H. Na zaklade definicie relacie R potom plati
H =Rz]atak HeS. O



Priklad 3.21. Nech A = {0,1,2}. Zostrojme vSetky rozklady mnoziny A a najdime k nim prislusné
relacie ekvivalencie.
Existuje zrejme 5 roznych rozkladov mnoziny A:

S o} {1142}, S ={{0,1},{2}}, Ss={{0,2},{1}},
Sy = {{172}7 {0}}7 S5 = {{07 1’2}}'

Prislusné relacie ekvivalencie vyzeraju takto:

Ry = Ia= (0’0)7(171)7(272)}7

Ry = 1,U{(0,1),(1,0)},
Ry = I,U{(0,2),(2,0)},
Ry = LiU{(L2),(21)},
Ry = AxA.

3.4.2 Usporiadanie a ¢iastoéné usporiadanie

V tejto casti sa zozndmime s dal$im délezitym typom reldcii — usporiadanim. Na mnozine sa velmi
Casto zavadza reldcia usporiadania, ktord umoziuje prvky mnoziny nejakym spdsobom porovnavat alebo
usporiadat. Pre &selné mnoziny st takéto relacie dobre zname (usporiadanie &isel podla velkosti). Casto
vSak potrebujeme usporiadat prvky mmnoZin, pre ktoré neexistuje také prirodzené usporiadanie ako pre
¢isla. Aby sme pre ne vedeli zaviest vhodné usporiadanie, popiseme teraz zdkladné vlastnosti relacie
usporiadania a uvedieme niekolko délezitych reldcii usporiadania.

Definicia 3.22. Ciastocné usporiadanie na nejakej mnozine A je kazd4 reldcia na A, ktord je reflexivna,
antisymetricka a tranzitivna. Usporiadand mnozZina je dvojica (4, R), kde A je mnozina a R usporiadanie
na A.

Poznamka. Niekedy sa vynechéva slovo ¢iastoéné a hovori sa len o usporiadani na mnozine, niekedy sa
pouziva skratka CUM.

Priklad 3.23. Nasledujiice mnoziny su ¢iasto¢ne usporiadané:
1. Mnozina prirodzenych ¢isel s relaciou <.
2. P(A) s relaciou C.

Pre relacie usporiadania sa ¢asto pouzivaji symboly =< alebo <. Prvy z nich je uzito¢ny, ak chceme
napr. hovorit este o nejakom inom usporiadani mnoziny prirodzenych ¢isel, nez je obvyklé usporiadanie
podla velkosti.

Definicia 3.24. Ak plati a < b alebo b < a, prvky a, b nazgvame porovnatelngmi v (A, <). Ak st
lubovolné dva prvky usporiadanej mnoziny porovnatelné, t.j. relacia usporiadania je navyse trichotomicka,
nazyvame ju dplne (linedrne) usporiadanou mnozinou (LUM).

Priklad 3.25. Nasledujice mnoziny st linearne usporiadané:

1. Mnozina prirodzenych ¢isel s relaciou <.

2. Na lubovolnej mnozine A mézeme definovat reldciu S, v ktorej je kazdy prvok z v reldcii len sam
so sebou, t.j. S = {(z,x);x € S}. Je zrejmé, Ze mnozina A s takouto relaciou je CUM, ale nie je linedrne
usporiadanou mnozinou.

Definicia 3.26. Ak mame nejaké ¢iastoéné usporiadanie <, definujeme odvodent reldciu ostré usporia-
danie <: a < b prave vtedy, ked a < b a a # b. Dalej moézeme definovat ,,obratenti nerovnost®, t.j. relaciu
=, vztahom a = b < b < a.

Koneéné CUM mozeme znézoriiovat pomocou §ipok, ako ktorékolvek relacie. V takjchto obrazkoch
vSak typicky bude vela sipok (napr. pre 10 prvkovii LUM by sme museli nakreslit 45 sipok a 10 smy¢iek).
Vela $ipiek sa da ale zrekonstruovat z tranzitivity: ak napriklad vieme, Zze © < y a y < z, potom uz tiez
2 < z asfpku z x do z mdZeme vynechat. Podobne smycky nie je treba kreslit. Pre koneéné CUM zachycuje
vSetku potrebni informéciu reldcia ,byt bezprostrednym predchodcom®, ktort teraz definujeme.

Definicia 3.27. Nech (4, <) je CUM. Hovorime, 7e prvok = € A je bezprostrednym predchodcom prvku
y € A, ak plati:

e x<ya

e neexistuje ziadne ¢t € A také, ze x <t <y

Prave zavedent relaciu bezprostredného predchodcu mozeme oznacit napriklad <.
Ukazeme si, ze usporiadanie < je mozné zrekonstruovat z reldcie <.

Lema 3.28. Nech (4, <) je kone¢na usporiadand mnozina, <1 je prislusna reldcia bezprostredného pre-
chodcu. Potom pre lubovolné dva prvky z,y € A plati < y prave ked existuja prvky z1, za, ..., zp € A
také, ze v <9z <... <z <y (pripadne méze byt i k = 0, t.j. priamo = < y.)

DOKAZ. Jedna implikicia je zrejmé: ak mame z<x1 <...<zj, <y, potom podla definicie bezprostredného
predchodcu je iz < zy < ... <z <y a z tranzitivity relacie < vyplyva z < y.

Opa¢ntt implikdciu budeme dokazovat indukciou. Budeme dokazovat nasledujice: nech z,y € A,z <y
st také dva prvky, Ze existuje najviac n prvkov ¢t € A spliiajicich # < ¢t < y. Potom existuju z1, zo, ...,
zp € Ataké, ze x Az ... <a <y.

Pre n = 0 predpoklad tohoto tvrdenia hovori, ze neexistuje ziadne ¢, z < t < y a preto = <y, ¢ize
tvrdenie plati.

Nech sformulované tvrdenie plati pre vietky n az do ng a majme x =< y také, ze mnozina M,, = {t €
A |z <t <y} médng+1 prvkov. Vyberme jeden prvok v € M, a uvazujme mnoziny My, = {t €
A |z <t < u} apodobne My,. Z tranzitivity < vyplyva, ze My, C Myy, My, C Myy. Mnoziny My,
a M,, maju o jeden prvok menej nez M,, (pretoze u ¢ My, Myy,) a podla indukéného predpokladu
najdeme prvky 1, ..., zp ayi, ...,y také, ze x < z1 < ... Dy <uau<y; <...<y <y. Spojenim
oboch prechadzajucich ,retiazok“ dostaneme pozadovant postupnost spajajicu z a y. O

Pre znézornenie koneénej CUM teda staci nakreslif sipkami len reléciu bezprostredného predchodcu.
Ak prijmeme konvenciu, ze v obrazku podjdu vSetky sipky smerom hore (t.j., ak je < y, bude = nakreslené
vyssie ako y), nemusime ani zakreslovat smer $ipiek, sta¢i kreslit spojnice bodov. Takémuto zndzorneniu
CUM sa hovori Hassov diagram.

Priklad 3.29. 1. Hassov diagram pre vSetky podmnoziny poten¢nej mnoziny A = {1, 2,3} usporiadany
relaciou inklazie vyzera ako model kocky otoceny jedinym vrcholom dolu. V najspodnejSom vrchole kocky
je 0, v najvrchnejSom mnozina A. Vo vrcholoch vo vzdialenosti 1 od zédkladného vrcholu st jednoprvkové
podmnozZiny, v ostatnych troch vrcholoch st 2-prvkové podmoziny patricne umiestnené vzhladom na
inkltziu. Z uvedeného diagramu je napr. vidief, ze mnoziny {1,2} a {1,3} st vzhladom na uvedent
relaciu neporovnatelné.

2. Nakreslite si Hassov diagram pre relaciu delitelnosti na mnozine {1,2,...,10}.



Teraz, ked vieme graficky zobrazif usporiadantt mnozinu, nebude problém pochopit podstatu dalsich
dolezitych pojmov, ktoré suvisia s usporiadanim.

Definicia 3.30. Nech (A, <) je usporiadana mnozina a nech relécia < je ostré usporiadanie zodpovedajice
usporiadaniu <. Prvok a € A nazyvame
a) minimdalnym prokom mnoziny A, ak nie je pravda, ze

dz [(z € A) A (z < a)],
b) najmensim prvkom mnoziny A, ak

Vo [(z € A) = (a 2 2)],
¢) mazimdlnym prvkom mnoziny A, ak nie je pravda, ze

Jdz [(z € A) A (a < z)],
d) najvicsim prukom mnoziny A, ak

Vo [(z € A) = (z < a)].

Poznamka. Struéne povedané, na mnozine (A, R) neexistuje mens§i prvok ako minimdlny, viési ako
maximélny prvok a vSetky prvky A (okrem najvécsicho) st mensie nez najvicsi a s vynimkou najmensieho

To znamend, ze (A, R) moze mat viacero maximalnych a viacero minimalnych prvkov, ale najviac

jeden najvicsi a najviac jeden najmensi prvok.

3.5 Funkcie (zobrazenia)

Zobrazenia (funkcie) st ,len* zvlastnym pripadom reldcii. V matematike vSak zohravaju velmi dolezitt
tlohu. Trvalo vsak dlho, az sa dospelo k dnesnému chapaniu funkcie; napriklad v dobe objavenia diferen-
cidlneho poctu sa uvazovali len redlne alebo komplexné funkcie a ,,poctiva® funkcia musela byt vyjadrend
nejakou formulkou. To, Ze napr. redlna funkcia moze priradovat kazdému redlnemu éislu nejaké celkom

Tubovolné redlne &islo, je celkom moderny vynalez.

Definicia 3.31. Funkcia z mnoziny X do mnoziny Y je relacia f C X x Y, spliiujica dodato¢ni pod-
mienku, ze pre kazdy prvok z € X existuje prave jediny prvok y € Y tak, ze z fy.

Pre funkcie sa ovSem nepouZziva znacenie, ktoré bolo zavedené pre relacie. Ak je f C X x Y relacia,
ktora je funkciou, f(z) oznacuje to jediné y € Y, pre ktoré x fy. Prvok f(z) sa nazyva obrazom prvku x
v zobrazeni f (alebo hodnotou funkcie f v prvku z). Dalej mnozinu {f(z) | z € X} oznacujeme f(X).

To, Ze f je funkcia z mnoziny X do mnoziny Y, zapisujeme takto: f : X — Y, X sa nazyva tiez
defini¢ny obor, Y je obor hodnét.

Pri grafickom znazorneni reldcie predchadzajica definicia znamend, ze z kazdého bodu mnoziny X
vychadza préave jedna Sipka.

Priklad 3.32. 1. Konstantnd funkcia f : R — R, napr. pre Vz € R f(z) = 3.
2. Postupnost prvkov ay, ..., a, z A mozno chapat ako zobrazenie f : N — A také, ze f(i) = a;.

V definicii zobrazenia sa ni¢ nehovorilo o tom, kolko prvkov z X sa moZe zobrazit na nejaky prvok z Y,
resp. ¢i sa na kazdy prvok mnoziny Y zobrazi nejaky prvok mnoziny X. Ak priddme vhodné podmienky,
dostaneme délezité triedy zobrazeni.

Definicia 3.33. Zobrazenie f: X — Y sa nazjyva
i. injektivne (prosté), ak pre x # y je f(z) # f(y),
il. surjektivne (na), ak pre kazdé y € Y existuje aspoii jedno = € X spliiajice f(z) =y,
iii. bijektivne (vzéjomne jednoznacné, jedno-jednozna¢né), ak f je injektivne a zaroven surjektivne.
V obréazkovom znézorneni funkcie pomocou §ipiek sa tieto druhy funkeii rozlisujt nasledujtco:
i. v pripade injektivnej funkcie vchadza do kazdého bodu y € Y najviac jedna Sipka,
ii. pre surjektivnu funkciu vchadza do kazdého bodu y € Y aspoii jedna Sipka,
iii. pre bijekciu vchadza do kazdého bodu y € Y préave jedna sipka.
Funkcie mozeme skladat analogicky ako reldcie.
Lema 3.34. Nech f: X - Y ag:Y — Z su funkcie. Potom plati:
i. Ak st f a g prosté funkcie, je tiez g o f prosté funkcia.
ii. Ak st f a g funkcie na, je tiez g o f funkcia na.
iii. Ak st f a g vzadjomne jednozna¢né funkcie, je tiez g o f vzadjomne jednozna¢né funkcia.

iv. Pre kazdu funkciu f : X — Y existuje mnozina Z, prosta funkcia h : Z — Y a funkcianag: X — Z
tak, ze f = hog. (Teda kazda funkciu je mozné napisat ako zlozenie funkcie prostej a funkcie na.)

DokAz. Casti (i), (ii), (iii) sa dostant ako priame overenie definicie. DokdZeme napr. (iv). Zvolme z € Z,
hladdme = € X spliiajice (go f)(x) = 2. Pretoze g je funkcia na, existuje najprv y € Y tak, ze g(y) = .
A pretoze f je funkcia na, existuje tiez tiez € X splhajice f(z) = y. Néjdené z je hladany prvok
splitajtci (g o f)(x) = 2.

Najzaujimavejsi je bod (iv). Zrejme staci zobrat Z = f(X) = {f(z) : € X} (je teda Z C Y).
Definujme zobrazenie g : X — Z a h: Z — Y predpisom: g(z) = f(z) pre z € X a h(z) = z pre z € Z.
Zrejme ¢ je funkcia na, h je funkcia prostd a f = hog. O

Lema 3.35. Nech X je nejaka n-prvkova mnozina, Y je nejakd m-prvkova mnozina, m,n > 0.
(a) Pocet vSetkych zobrazeni f : X — Y je m" (predpokladdme m > 1).
(b) Pocet vsetkych prostych zobrazeni f: X — Y je prave

n—1

m(m—1)...(m—-n+1)= H (m —1).

i=0

(c) Ak n = m, potom poéet vSetkych bijektivnych zobrazeni f: X — Y je prave ml.
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DOKAZ. (a) Lemétko si dokdzeme indukciou podla n.

Pre n = 0 uvazujme zobrazenie prazdnej mnoziny. Ak sa pozrieme na definiciu zobrazenia, je to relacia
(teda podmnozina X x Y, ¢ize v nasom pripade podmnozina prazdnej mnoziny) spliiajica istt podmienku
— pre kazdy prvok a € X existuje v relacii prave jedna dvojica tvaru (a,b). kde b € Y. V naSom pripade
X ziadny prvok nem4 a preto uvedend podmienka ni¢ nepozaduje, ¢ize jedind mozna relacia je prazdna
je tiez zobrazenim X — Y. Dokazované tvrdenie plati pre n = 0.

Predpokladajme, ze sme tvrdenie dokazali pre kazdé n < ng a pre kazdé m. Teraz mame n = ng + 1,
n-prvkovit mnozinu X a m-prvkovi mnozinu Y. Zvolme Iubovolne jeden prvok a € X. Zadat zobrazenie
f:X =Y je to isté, ako zadat hodnotu f(a) € Y a zobrazenie f': X \ {a} — Y zostavajucich prvkov.
Hodnotu f(a) mdzeme zvolit m sposobmi a pre volbu f/ mame podla indukéného predpokladu m™~?
moznosti. Kazda volbu f(a) mozeme skombinovat s lubovolnou volbou f’, takze celkovy pocet moznosti
pre f je rovny m -m"~! = mn.

(b) Dokaz budeme zase robit indukciou podla n. Pre n = 0, prazdne zobrazenie je prosté, teda existuje
jediné. Pre n > m ziadne prosté zobrazenie neexistuje, ¢o sa prejavi aj na sucte, lebo jeden cinitel je
rovny 0.

Majme n-prvkovi mnozinu X, n > 1 a m-prvkovi mnozinu Y, m > n. Vyberme prvok ¢ € X a
zvolme jeho funkéna hodnotu f(a) € X Iubovolne, jednym z m sposobov. Zostava proste zobrazit prvky
X \ {a} do Y \ {f(a)}, pre ¢o existuje podla indukéného predpokladu (m — 1)(m —2)...(m —n + 1)
moznosti. Celkom dostaneme

m(m—1)(m—-2)...(m—n+1)

prostych zobrazeni X — Y.
(c) Analogicky ako v predchadzajicom pripade. O
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