4 Mohutnosti mnozin

Ako sme si v8imli, pri niektorych mnozinach je moznost uréit (aspon teoreticky) pocet prvkov v mnozine.
K takymto mnoZzindm patri napriklad pocet posluchacov na tejto prednéaske, pocéet obyvatelov zemegule,
pocet vSetkych atémov v slnecnej ststave. Kazda z tychto mnozin obsahuje koneény, aj ked mozno
pre nas neznamy pocet prvkov. Naproti tomu existuji nekoneéné mnoziny, ako napr. mnozina vsetkych
prirodzenych ¢isel, realnych ¢isel, atd. Ak hovorime, Ze mnozina obsahuje nekoneény pocet prvkov (alebo
7e je nekoneénd) myslime tym, Ze ak vyberame postupne po jednom rozliéné prvky danej mnoziny, po
kazdom vybere v tejto mnozine este zostanu prvky.

Ak potrebujeme porovnat dve koneéné mnoziny, mdzeme porovnavat ich poéty prvkov a posudit, ¢i
maju rovnaky pocet prvkov, alebo ¢i je v jednej mnozine vicsi pocet prvkov ako v druhej.

Co viak s nekone¢nymi mnozinami? M4 zmysel pytat sa, ¢i je viac prirodzengch, celych, alebo realnych
Cisel?

Na to, aby sme porovnali dve koneéné mnoziny A, B, nepotrebujeme poéitat pocty ich prvkov. Staci,
aby sme sa pokusili vytvorit bijekciu z A do B. Ak sa nam to podari, priradili sme kazdému prvku mnoziny
A préve jeden prvok z B a opacne. Ak takdto bijekcia medzi kone¢nymi mnoZinami A, B existuje, potom
A a B maju rovnaky pocet prvkov.

Tento sposob porovnavania mnozin mozno pouzit aj pre nekoneéné mnoziny.

4.1 Spocitatelné mnoziny
Najjednoduchsou nekoneénou mnozinou je mnozina prirodzenych ¢isel N.

Definicia 4.1. Mnozinu A nazveme spocitatelnou, ak existuje bijekcia medzi A a N.
Koneéné a spocitatelné mnoZiny budeme oznacovat spoloénym ndzvom nanajvys spocitatelné mnoziny.
Nekone¢nd mnoZina, ktord nie je spocitatelnd, sa nazjva nespocitatelnd.

In4¢ povedané, spocitatelnd mnozina je takd mnozina, ktorej prvky mozno oéislovat pomocou priro-
dzengch ¢isel; t.j. vytvorif postupnost navzajom réznych prvkov mnoziny A
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Priklad 4.2. (i) Mnozina v8etkych celjch ¢isel Z je spocitatelnd. Hladana bijekcia je f(x) = 2z — 1, ak
z>0a f(z)=2|z|, ak 2 <0.
(i) Mnozina vSetkych parnych nezédpornych ¢isel. Hladana bijekcia je f(2z) = .

Ukazeme si nejaké vSeobecné vlastnosti spoéitatelnych mnozin. Nasledujica veta hovori, ze spocita-
telné mnoziny st v istom zmysle ,najmensie“ nekone¢né mnoziny:

Veta 4.3. Lubovolna nekoneéna mnozina M obsahuje spocitatelntt podmnozinu.

DOKAz. Kedze M je nekoneéna mnozina M # () a teda z M mozeme vybrat nejaky prvok. Ozna¢me
tento prvok symbolom a;. Z toho, Ze mnozina M je nekoneénd vyplyva, ze M \ {a1} # 0 a teda v M
existuje aspoi jeden prvok. Vyberieme ho a ozna¢ime symbolom as. Takto moZeme postupovat dalej a
postupne vytvorime mnozinu

A={ay,az,...,an,...},

ktord je spocitatelna. O

Veta 4.4. Lubovolnd podmnozina spocitatelnej mnoziny je nanajvys spocitatelnd mnozina.

DOKAzZ. Nech je A spocitatelnd mnozina. To znamend, Ze vSetky prvky mnoziny A mozno oéislovat
prirodzenymi ¢éslami a samotnii mnoZinu mozno reprezentovat nekoneénou postupnostou

a1,a2,...,0n; ...

Nech je B lubovolna podmnozina mnoziny A a nech je a,, prvy prvok v hore uvedenej postupnosti,
ktory patri do B; ay, je druhy takjto prvok, atd. St mozné dva pripady: bud po koneénom poéte krokov
vyCerpame celit mnozinu B a to znamend, Ze B je konecnd, alebo dostaneme nekone¢nii postupnost
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pozostévajicu zo vietkych prvkov mnoziny B. Ak ozna¢ime a,,, symbolom by, vidime, Ze B je spo¢itatelna
mnozina. [J

Veta 4.5. Zjednotenie nanajvys spocitatelného systému nanajvys spoéitatelnych mnozin je nanajvys
spoditatelnd mnoZina.

DOKAz. Predpokladajme najprv, Ze mnoZin tvoriacich systém je spocitatelne vela, ze kazd4 z nich je
spocitatelna a Ze s po dvoch disjunktné:

Ay = {ar1,012,013,. .51, -5}
Ay = {a2,1:a2‘2:a2‘31-4-7a2,n7---a}
An = {am,l«, Am,2,Am 35+, Amny -+ - }

Potom mézeme prvky mnoziny A = (J,,, A, usporiadat do postupnosti nasledujtcim sposobom:
a1,1,01,2,02,1,01,3,022,031,01,4,023,. ...

Ak by systém obsahoval len koneéne vela mnozin (napr. m), z horeuvedenej postupnosti by vypadli vetky
prvky aj;, j > m, i € N. Ak mnozina Aj, obsahuje len konetne vela prvkov (napr. r), tak z uvedenej
postupnosti vypadnd prvky ag;, ¢ > r. A napokon, ak mnoziny A; nie si disjunktné, v postupnosti
ponechame z viacerych vyskytov toho istého prvku vzdy len jeden.

Vo vsetkych troch pripadoch dostdvame podpostupnost horeuvedenej postupnosti, ktora je podla
vety 4.4 bud kone¢nd alebo spocitatelna. O

K pojmu spoéitatelnych mnozin sme dospeli porovnavanim nekoneénych mnozin s mnozinou priro-
dzenych ¢isel. Porovnavat medzi sebou vSak mézeme Iubovolné dve mnoZiny.

Definicia 4.6. Dve mnoziny A a B sa nazyvaji ekvivalentné, ak medzi nimi existuje bijekcia. Ekviva-
lentnost mnozin A, B sa zapisuje A ~ B.



Ekvivalenciu mozno aplikovat na lubovolné mnoZiny a to tak kone¢né, ako aj nekonecné. Dve koneéné
mnozZiny st ekvivalentné, ak maji rovnaky pocet prvkov. Mnozina je spocitatelnd, ak je ekvivalentna s
mnozinou prirodzenych ¢isel.

Z tranzitivnosti vzfahu ~ vyplyva, Ze ak st dve mnoziny ekvivalentné s trefou mnozinou, potom st
ekvivalentné aj medzi sebou.

Priklad 4.7. (i) Interval (a,b), (a # b) redlnej osi je ekvivalentny s lubovolnym intervalom (c, d), (¢ # d)
realnej osi. Hladana bijekcia je linedrna funkcia

_(c—=d)-x  ad—bc
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(if) Mnozina vSetkych realnych ¢isel z otvoreného intervalu (0,1) je ekvivalentnd s mnozinou vsetkych
bodov y reélnej osi. Bijekciu mozno definovat napr. pomocou funkcie:

1 1
y = —-arctge + -.
m 2

V prechadzajucich prikladoch sme mohli pozorovat zaujimavi vlastnost nekoneénych mnozin: mnozina
je ekvivalentna so svojou vlastnou podmnozinou, napr. (0,2) ~ (0,1), (0,1) ~ R. Podobne tomu je aj v
pripade spoéitatelnych mnozin (napr. Z ~ Q, Z ~ N). Tato vlastnost je charakteristickd pre nekone¢né
mnoziny, ale neplati pre kone¢né mnoziny.

Veta 4.8. Kazda nekoneénd mnozina M je ekvivalentna s niektorou svojou vlastnou podmnozinou.

DOKAz. Podla vety 4.3 mozno z mnoziny M vybrat spocitatelnt podmnozinu A = {a1,...,an,...}.
MnoZinu A rozloZime na dve spo¢itatelné mnoZiny
Ay = Aag,as,.. 0},
A2 = {(12,0,4,...}.
Medzi mnozinami A a A; zostrojime bijekciu, napr. f : A — Ay; f(a;) = agi—1. Zobrazenie f rozsirime
na bijekciu medzi mnozinami (M \ A)U A a (M \ A)U A;:
f(x) = x prexeM\A
fla;)) = az-1 prea; € A,

kde (M \ A)UA; = M \ Ay. Zostrojili sme teda bijekciu medzi M a jej vlastnou podmnozinou M \ Ay. O

Nekone¢ntt mnozinu mozeme teraz definovat takto: mnoZina je nekoneéna prave vtedy, ak je ekviva-
lentna s niektorou svojou vlastnou podmnozinou.

4.2 Nespoéitatelné mnoziny

Dosial sme sa zaoberali len spocitatelnymi nekoneénymi mnoZinami a ukazali sme, Zze pomocou zjed-
notenia spocitatelného systému spocitatelnych mnozin dostdvame opif len spocitatelntt mnozinu a ani
karteziansky stéin spocitatelnych mnozin nedéva viac nez spocitatelnii mnozinu. Vznikd otézka, ¢i exis-
tuji nespocitatelné (nekoneéné) mnoziny. V dalSom si ukdzeme, ze tomu tak skutocne je.

Veta 4.9. Mnozina Y{0,1} je nespoéitatelna.

DOKAZ. Predpokladajme, ze N{0, 1} je spoéitatelnd mnozina. Je to mnoZina postupnosti, ktorych ¢lenmi
st &isla 0 a 1. Zrejme V{0, 1} je nekone¢na mnozina. Preto podla nasho predpokladu mozno vietky jej
prvky zoradit do prostej postupnosti

kde
1)
1 = a(l)vag)v"'%a(nl)w s
2 = a?,a?,. . a?,.
T = agm,agk),...,asf),“.,

pri¢om a(nk) =0 alebo 1 pre kazdé n, k € N.

Ak sa ndm podari zostrojit takt postupnost ¢isel 0, 1, ktora by bola rézna od kazdého . (k = 1,2,...),
dospejeme ku sporu.

Zvolme b, = 1 — a™ (n =1,2,...). Zrejme y = {b,}7° je postupnost ¢isel 0, 1 a b, # o™ (n =
1,2,...). Preto postupnost y je rozna od kazdého z (k=1,2,...). O

Sposob, akym sme zostrojili novii postupnost sa nazyva Cantorova diagonalizaénd metdda.
Inym prikladom nespocitatelnej mnoziny je mnoZina R vSetkych realnych ¢isel.

Veta 4.10. Mnozina vietkych redlnych ¢isel leziacich v intervale (0,1) je nespoéitatelna.

4.3 Cantorova-Bernsteinova veta

Dokézat ekvivalenciu mnozin A, B tak, Ze sa konstruuje bijekcia ¢ : A — B nebyva vzdy jednoducha
tloha. Jednoduchsi postup umoziuje nasledujtica veta.

Veta 4.11. Nech A, B st lubovolné mnoZiny. Ak existuje injektivne zobrazenie f : A — B a injektivne
zobrazenie g : B — A, potom mnoziny A, B st ekvivalentné.

4.4 Kardinalne é&isla

Ak st dve koneéné mnoZiny ekvivalentné, tak obsahuji rovnaky pocet prvkov. Ak st ekvivalentné dve
nekoneéné mnoziny, hovorime, ze maj rovnaki mohutnost. Pojem mohutnosti pre koneéné mnoziny sa
zhoduje s pojmom poctu prvkov.

Mohutnost mnoziny prirodzenych ¢isel ozna¢ime symbolom R (X je hebrejské pismeno alef, Xy symbol
sa Cita alef nula). To znamend, ze vSetky spocitatelné mnoziny majt mohutnost Ro.

Mnozina realnych ¢isel ma mohutnost kontinua. Podobne ako v pripade spo¢itatelnych mnozin, maji
vietky mnozZiny ekvivalentné s mnozinou redlnych ¢isel mohutnost kontinua. Mohutnost kontinua ozna-
¢ujeme symbolom c.



Mohutnosti mnozin sa nazyvaju kardindlnymi ¢islami. Zatial pozname kardinalne ¢isla 0, 1, 2, ..., n,
..., Ng a ¢ a zakratko ukaZeme, Ze existuju aj dalsie kardindlne ¢isla.

Mohutnosti koneénych mnozin vyjadrujeme pomocou prirodzenych ¢isel. Kedze mnozina prirodzenych
éisel je usporiadand, pre Tubovolné dve koneéné mnoziny A, B moZno povedaf, ktord z tjchto troch
moznosti nastava:

|l <|B

1Al > |BI,|Al = |B.

Pomocou nasledujicej metédy vSak mozno porovnéavat aj mohutnosti nekone¢nych mnozin:

Nech A, B st Iubovolné mnoziny a nech |A| = «, |B| = 8 st kardinalne ¢isla (mohutnosti) mnozin A,
B.

St mozné 4 pripady:

1. Existuju injekcie f: A —- Bag: B— A. Potom A~ Baa=0.

2. Existuje injekcia f : A — B, ale neexistuje injekcia g : B — A. Potom « < f3.

3. Existuje injekcia g : B — A, ale neexistuje injekcia f : A — B. Potom 3 < .

4. Neexistuje Ziadna injekcia f : A — B ani g : B — A. Potom st kardinélne ¢isla «, 3 neporovnatelné.

Posledny pripad vSak neméze nastat (vyplyva to zo Zermelovej vety). To znamend, ze pre Iubovolné
kardinalne ¢isla «, § plati jedna z troch moznosti:

a=p0,a<fa>p.

Vieme, Ze spocitatelné mnoZiny st ,najmensie“ nekoneéné mnoziny a ze okrem nich existuji mnoziny
mohutnosti kontinua. Existuji vSak mnoziny vii¢sej mohutnosti ako je ¢? Existuje ,najvicsie kardinalne
¢islo?

Veta 4.12. Nech je M Tubovolnad mnozina a P(M) jej potenénd mnozina. Potom
M| < |P(M)|.

DoOKkAZ. Injekciu f : M — P(M) zostrojime Tahko: prvku x priradime jednoprvkovii mnozinu {z}.
Dokazat neexistenciu injekcie g : P(M) — M bude zlozitejsie. Predpokladajme, Ze injekcia g :
P(M) — M existuje. Ukdzeme, Ze existuje aspon jedna mnozina X, ktord sa nemd na ¢o zobrazit,
Nech
X={aeMl|a¢g (a)}

Na ¢o sa zobrazi mnozina X?

Nech g(X) =z, t.j. X = g~ (2). Patri  do mnoziny X? Ak plati ¢ X, potom podla definicie X by
malo platit z € X. Ak viak z € X, potom € g~!(=) a to je spor s definiciou mnoziny X. To znamen4,
ze taky prvok x € M, pre ktory g(X) = z, neexistuje. Tym je veta dokdzana. O

Z predchadzajucej vety vyplyva, Ze k mnozine lubovolnej mohutnosti mozno zostrojit mnozinu vidésej
mohutnosti. To znamend, Ze mozno zostrojit zhora neohranicent rasticu postupnost kardinalnych ¢isel.

V matematickej analyze sa budeme najcastejsie stretdvat s mnozinami mohutnosti Xo a c. Uk4Zeme,
aky je medzi nimi vztah. Nech je M n-prvkovd mnozina. Potom poten¢nd mnozina P(M) bude mat 2"
(= 2!M1) prvkov. Zovieobecnime toto znadenie aj pre nekoneéné mnoziny a oznacme |P(A)| = 24,

Veta 4.13. 2% =¢.



