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1. Paralelné modely

Algoritmické modely, ktoré moézu byt pouZité ako vSeobecné systémy pre popis a analyzu pa-
ralelnych algoritmov. Poziadavky (konfliktujtce):

e Jednoduchost

- popisat paralelny algoritmus lahko
- analyzovat miery vykonu (rychlost, komunikécia)

- byt natolko hardwarovo nezévisly, ako je to mozné
e Implementovatenost

- byt Tahko implementovatelny na paralelnych pocitacoch

- analyza by mala vyjadrovat aktudlny vykon algoritmov na paralelnych poéita¢och

Ziadny jednotlivy model sa neukazal byt dost dobry pre vi&inu vyskumov v paralelnom spra-
ctvani. Hojné mnozstvo Specifickych architektar a paralelnych strojov, ale malo zjednoducujtcich
technik a metdd v litearire.

1.1 Orientované acyklické grafy

Zavedieme oznatenie DAG pre orientovany acyklicky graf. Nech Vi (alebo len V) je mnoZina
vrcholov (uzlov) DAGu G a Eg (alebo len E) je mnoZina hrdn (liniek) DAGu G.

S vhodné pre analyzu numerickych vypoctov. Algoritmus je reprezentovany triednou DAGov
{Gr}:} s velkostou vstupu n. Implementéacia algoritmu moze byt $pecifikovand naplanovanim kaz-
dého uzla na procesor.

Nech je danych p procesorov. S kazdym vnatornym uzlom asociujeme dvojicu (j;,t —4); j; <p
je index procesora; t; je ¢asova jednotka.

(1) Ak ¢t; =ty pre i # k, potom j; # ji. (Kazdy procesor modZe vykonat jedint opericiu v jednej
¢asovej jednotke.)

(2) Ak (i, k) je hrana v DAGu, potom t; > t; + 1. (Operécia reprezentovand uzlom k by mala

byt planovand po tom, ako sa vykonala operécia reprezentovana uzlom 1i.)
Cas t; vstupu i je 0. Pldnovanie je {(ji,t;) | i € V'} pouzivajtce p procesorov. Cas je dany ako
max t;. Paralelnd zloZitost DAGu je
1€
T, = mi axt;
, = min{maxt:},
kde minimum je vzaté zo vSetkych planovani pouzivajicich p procesorov.
Priklad 1.1.1: Nech A, B st n x n matice. Uvazujme Standardny algoritmus na vypoditanie C' =
AB. Kazdé Cy; je vypocitané podla
n
Cij = ZAMB@J'.
=1

S n3 procesormi mdzu byt operacie naplanované po Grovniach, s n procesormi na vypodet kazdého
C;j; teda DAG mdze byt napldnovany na vypocet C v ¢ase O(logn). A
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KAPITOLA 1. PARALELNE MODELY

1.2 Shared-memory model
Dva zakladné mdédy:

- synchrénny — SIMD (PRAM)

- asynchrénny — MIMD

Priklad 1.2.1: (N4sobenie matice a vektora na Shared-Memory modeli)
Nech A je n xn matica, z je vektor rddu n a oba s ulozené v zdielanej paméti; p < n, r = [%J ;

uvazujeme asynchronny méd. Nech

Ay
a=|
Ap
kde A; je velkosti r x n. Problém teraz je vypocitat y = Ax. A

Algoritmus 1.2.1:

vstup: n X n matica A, vektor x rddu n, ulozené v zdielanej pamiti. Inicializované lokédlne

premenné sa: rad n, Cislo procesora ¢, pocet procesorov p (p < n) ar = [%J

vystup: Komponenty (i — 1)r + 1,...,4r vektora y = Az uloZené v zdielanej premennej y.

begin

1: global read (z,2);

2: global read (A((i —1)r+1:ir,1:n),B);
3: compute w = Bz;

4: global write (w,y((i—1)r+1:ir);

end.

Concurrent read premennej x je pozadované vSetkymi procesormi v kroku 1. Ezclusive write do
toho istého pamitového miesta.
krok 3: O("Tf) aritmetickych operécif

kroky 1+2: O(%Q) prenosov
krok 4 [%J uloZeni
Dolezita ¢rta algoritmu: procesory sa nepotrebuja synchronizovat. Na druhej strane, ak A =
(A1, ..., 4p), & = (21, ..., 2p), potom y = A1 21 + ...+ Apxp. Ale vipolet sumy 21 +...+2p, 2; = Aiz;
musi byt explicitne synchronizovany.
PRAMy:
e EREW PRAM - exclusive read, exclusive write
e CREW PRAM - concurrent read, exclusive write

e CRCW PRAM - concurrent read, concurrent write

- common (oby¢ajny) CRCW - vSetky procesory zapisuji rovnak hodnotu
- arbitrary (Tubovolny, svojvolny) CRCW — lubovolny procesor uspeje

- priority (prioritny) CRCW — uspeje procesor s minimélnym indexom



1.2. SHARED-MEMORY MODEL

pozn.: Zvycajne piSeme A := B + C namiesto global read (B,z); global read (C,y); set
z:=x+y; global write (z,A);

Algoritmus 1.2.2: (Nésobenie matic na PRAM)

vstup: Dve n x n matice A, B ulozené v zdielanej pamiiti, kde n = 2*. Inicializované lokalne
premenné s n a trojica indexov (4, 4,1) identifikujtcich procesor.

vystup: Produkt C' = AB ulozeny v zdielanej pamiiti.

begin

1: compute C'(i,4,€) = A(i,5)B(¢,5);
2: for k=1 to logn do

if £ < 5% then set C'(i,4,0) := C'(4,5,2¢ — 1) + C'(4, 4, 20);

3: if £=1 then set C(i,j) :=C'(i,j,1);

end.

n? procesorov, O(logn) paralelnych krokov; vyZaduje concurrent-read (krok 1) CREW PRAM

Priklad 1.2.2: Méme dané pole A n = 2 ¢isiel a PRAM s n procesormi { P, ..., P,}, poéitame
S = A(1) + ... + A(n). Kazdy procesor vykona rovnaky algoritmus. [ )

Algoritmus 1.2.3:
vstup: Pole A rddun = 2F ulozené v zdielanej paméiti PRAMu s n procesormi. Inicializované

lokélne premenné st n a ¢islo procesora 4.

vystup: Suma poloZiek A uloZené v zdielanej premennej S. Pole A obsahuje svoje povodné
hodnoty.

begin

1: global read (A(i),a);
2: global write (a,B(i));

3: for k=1 to logn do
if ¢ < g& then begin

global read (B(2i—1),x);

global read (B(2i),y);
set z: =z 4 y;

global write (z,B(i));

end

4: if i =1 then global write (z,5);

end.



KAPITOLA 1. PARALELNE MODELY

1.3 Sietovy model

1.3.1 Linearne procesorové pole a kruh

Algoritmus 1.3.1: (Aynchrénny siéin matica—vektor na kruhu)

vstup: (1) Cislo procesora i (2) pocet p procesorov (3) i-ta podmatica B = A(1 : n, (i —
1)r +1:ir) velkosti n x r, kde r = [%J (4) i-ty podvektor w = z((i — 1)r + 1 : ir)

velkosti r.

vystup: Procesor P; vypocita vektor y = Ajzy + ... + A;z; a posle vysledok napravo. Ked

algoritmus skonéi, P; bude poznat Azx.
begin
1: Vypo&itaj su&in z = Bw matice B a vektora w;
2: if =1 then set y:=0 else receive (y,left);
3: set y:=y+2;
4: send (y,right);

5: if ¢ =1 then receive (t,left);
end.

1.3.2 Mriezka

Priemer (p = m?)-procesorovej mriezky je \/p; max. stupeft lubovolného uzla je 4; takmer kazdy

netrividlny vypocet vyzaduje Q(,/p) paralelnych krokov.

Priklad 1.3.1: (Systolicky sG¢in matic na mriezke)

Pozri obrizok 77?7 [

Systolické algoritmy operuji plne synchrénnym spdsobom, kde v kaZdej ¢asovej jednotke pro-
cesor dostane data od nejakych susedov, potom vykond lokilnu operaciu a nakoniec posle data

niektorému zo svojich susedov.

1.3.3 Hyperkocka

Algoritmus 1.3.2: (Suma na hyperkocke)

vstup: Pole A n = 2¢ provkov, kde A(i) je ulozené v lokélnej pamiiti procesora uzla P;
n-procesorovej synchrénnej hyperkocky, kde 0 <¢ <n — 1.
vystup: StGlet S = )" n — 1A(() ulozeny v F.
i=0
Nasledujtci algoritmus je pre procesor P;.

begin
1: for £=d—1 to 0 do

if 0<i<20—1 then set A(i):= A(i) + AGEO!

lpozn.: i) je i s negovanym £-tym bitom; INF: i) := i xor (1 shl £)

10



1.4. POROVNANIE PARALELNYCH MODELOV

end.
Koniec po logn paralelnych krokoch.
Algoritmus 1.3.3: (Broadcast z jedného procesora po hyperkocke)

vstup: Procesor Py p = 2%-procesorovej synchrénnej hyperkocky drzi informéciu X vo svo-
jom registri D(0).
vystup: X je vyslané v8etkym procesorom tak, 7e D(i) = X, kde 1 <i<p-1.
Algoritmus je pre procesor P;.
begin
1: for £=0 to d—1 do

if 0<i<2¢ then set D(i¥):= D(i)
end.

Broadcast potrvd O(logn) paralelnych krokov.

Priklad 1.3.2: (Nédsobenie matic na hyperkocke)

C = AB na synchrénnej hyperkocke s p = n® procesormi, kde C, A, B st rddu n x n. Nech
n = 27 a teda p = 2%¢. Indexujeme procesory podla (¢,i,j) tak, Zze Py ;; reprezentuje P, kde
r = fn? +in + j. Ak upevnime fubovolna dvojicu indexov ¢, i, j a budeme menif ten ostavajtci
index, dostaneme podkocku rozmeru gq.

A je ulozené v Py, 0 < £, <n—1 tak, ze A(i,l) je v Py p.

B je ulozené v Py, 0 < ¢,j <n —1tak, ze B({,j) je v Ppo,;.

n—1
Vypotitame C(i,5) = > A(i,£)B(£,j) pre 0 <i,j <n —1.
=0
(1) Vstupné data st distribuované tak, ze P; ;, obsahuje A(i,£) a B(¢,j) pre 0 < £,4,j <n—1.
(2) Pu,j vypotita C' (4,1, ) = A(i, () B(L, j).

n—1
(3) Pre Vi, j;0<4i,j <n—1procesory P,;; (0 < <n-—1)vypotitaja C(i,j) = Y C'(£,1,J).
=1

Broadcast A(i,£) z Py vietkym Py ; ;
Broadcast B({,j) z Py,; vietkym Py ; ;

krok 1 } O(logn) krokov.

krok 2 Vykon4 sa 1 nsobenie v kazdom P ; ;.

krok 3 Vypodita san? sam C(i, j); vyrazy (terms) C' (4,1, j) kazdej sumy spoéivaji v g-rozmernej
hyperkocke {P;;; | 0 < £ < n — 1}. Pouzije sa algoritmus 1.3.2. Kazd4 suma moZe byt
vypoditand v O(log n) paralelnych krokoch.

Teda C' = AB mdze byt vypocitana v ¢ase O(logn) na n®-procesorovej hyperkocke. A

1.4 Porovnanie paralelnych modelov

1.4.1 Orientované acyklické grafy (DAG model)

Tento model sa pouZiva na $pecializovand triedu problémov; trpi niekolkymi nedostatkami.
Predstavuje iba ¢iasto¢nl informéciu o paralelnom algoritme (musi byt vyrieSeny problém plano-

vania + problém alokécie). Nie je (it is no) prirodzeny mechanizmus na zvladdnutie komunikécie

medzi procesormi a alokécii a pristupu do pamiite.
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KAPITOLA 1. PARALELNE MODELY

1.4.2 Shared-memory model

Je najvhodnejsi pre vSeobecnd prezentaciu paralelnych algoritmov.

1.4.3 Sietovy model

Je primeranejsi na rieSenie vypoctovych a komunika¢nych otdzok ako DAG model. M4 dva

hlavné nedostatky:
(1) Je vyznamne zloZitejsi na popis a analyzu algoritmov.
(2) Silne zavisi na ¢iastotnej topoldgii. Rozne topoldgie modzu vyZzadovat Uplne rozdielne algo-

ritmy na vyrieSenie toho istého problému (ako v probléme nésobenia matic).

1.4.4 PRAM model
Je najvhodnejsi algoritmicky model:
e FExistuju techniky a metédy na zvladdnutie problémov na PRAM.

e PRAM odstrafiuje detaily tykajice sa synchronizécie a komunikécie (dovoluje zameraft sa na

Strukturalne vlastnosti problému.

e PRAM vyjadruje niekolko dolezitych parametrov paralelnych vypoctov (explicitnd alokécia

procesorov a pochopenie operécii).

e PRAM-néivrhové-paradigmy st robustné. Sietové algoritmy modzu byt odvodené od PRAM

algoritmov. PRAM algoritmy mdZzu byt zobrazené na siete (ohrani¢eného stupiia).

1.5 Zlozitost paralelnych algoritmov

Je dany problém Q; PRAM algoritmus pre @ v ase T'(n) pouzijic P(n) procesorov. Sacin
Cas-Procesor C(n) = T(n)P(n) je cena paralelného algoritmu. Paralelny algoritmus moze byt pre-

vedeny na sekventny algoritmus beziaci v ¢ase O(C(n)). Pouzijic p < P(n) procesorov, simuldcia

T(n)P(n)
p

skonzumuje celkovo O( ) Casu.

Styri spdsoby merania zloZitosti paralelnych algoritmov: (asymptoticky ekvivalentné)
(1) P(n) procesorov a T'(n) Cas.
(2) C(n) = P(n)T(n) cena a T(n) Cas.
(3) 0(%) ¢as pre p procesorov; p < P(n).
(4) 0(% + T'(n)) ¢as pre lubovolny podet p procesorov.
PRAM aloritmus na vypocet sumy n prvkov:
(1) n procesorov a O(logn) Cas.
(2) O(nlogn) cena a O(logn) Cas.
(3) O("—l‘;)g—") ¢as pre p < n procesorov.
(4) O("l‘;# + logn) ¢as pre Tubovolné p.

PRAM algoritmus pre nisobenie matic:

12



1.6. WORK-TIME PREZENTACNY SYSTEM PARALELNYCH ALGORITMOV

(1) n3 procesorov a O(logn) ¢as.
(2) O(n®logn) cena a O(logn) ¢as.
(3) O(Tﬁ—lggﬂ) ¢as pre p < n® procesorov.

(4) O(”h% +logn) ¢as pre lubovolné p.

1.6 Work-Time prezentacny systém paralelnych algoritmov

Work-Time (WT) paradigma poskytuje neformélne voditko pre dvojiroviiovy top-down popis
paralelnych algoritmov. Vrchnd Groven utajuje detaily algoritmu. Spodné uroven sleduje vSeobecny

planovaci princip v plnom popise PRAMu.

1.6.1 Vrchna uroven (WT prezentacia algoritmu)

Popisuje algoritmus v pojmoch postupnosti ¢asovych jednotiek, kde kazda casova jednotka
moZe zahfhat lubovolny pocet konkurentnych operécii. Prdca vykonané paralelnym algoritmom je

celkovy pocet pouzitych operacii.
Algoritmus 1.6.1: (Suma)

vstup: n = 2F &siel ulozenych v poli A.

vystup: Suma S = Y A(i).
i=1

begin

2: for k=1 to logn do

for 1 <4< g5 pardo

set B(i):= B(2i — 1) + B(2i);
3: set S:=B(1);
end.

T(n)=logn+2=0(ogn); W(n)=n+ > & +1=0(n)

1.6.2 Spodna vrstva (planovaci princip WT)

Nech W;(n) je poet vykonanych operacii v ¢asovej jednotke i, kde 1 < 4 < T'(n). Simulujme
kazdi mnozinu W;(n) operécii v najviac [W'T(")-‘ paralelnych krokoch p procesormi, pre kazdé

1< i <T(n). Ak je simuldcia Gspesnd, odpovedajici p-procesorovy PRAM pouzije najviac
> [Wi(n)l <y ({Wi(n)J 4 1) < {W(H)J +T(n)
~| p - p p
paralelnych krokov, ako sme pozadovali.
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KAPITOLA 1. PARALELNE MODELY

Algoritmus 1.6.2: (Suma pre procesor P;)

vstup: Pole A velkosti n = 2% uloZené v zdielanej pamiiti. Inicializované lokdlne premenné
st (1) n rdd pola A; (2) polet p procesorov, p =29 < n; (3) s islo procesora P;.

vystup: Suma prvkov A ulozen4 v zdielanej premennej S. Pole A si ponechd svoje povodné
hodnoty. Nech h = [gJ

begin
1: for j=1 to h do

set B(k(s—1)+j):= A(k(s —1) +j);

if h—k—¢>0 then
for j=2"F4(s—1)+1 to 295 do
set B(j) := B(2j — 1) + B(2j)
else
if s < 2" — k then set B(s):= B(2s— 1) + B(2s);

3: if s =1 then set S:= B(1);

end.

logn
n n n
T,=0 <—+Z [—-D =0 <—+logn).
p h=1 2hp p

1.6.3 Predstava optimalnosti

Je dany vypoltovy problém @ sekvneénej ¢asovej komplexnosti 7*(n). Paralelny algoritmus

riefiaci @ (dany vo vrchnej WT drovni) je optimdlny, ak W (n) = ©(T*(n)). Zryjchlenie dosiahnuté

paralelnym algoritmom s p procesormi je Sp(n) = ?f ((Z)) je ¢as paralelného algoritmu s p procesormi
p

riesiaci Q. Optimélny paralelny algoritmus v ¢ase T'(n) mdéZe byt simulovany na p-procesorovom
PRAMe v ¢ase Tp(n) = O (% + T(n)) (pouzitim WT principu).

ttonio 5 —q [T\ _ o pT*®)
Zrychlenie S, = Q (M) =0 (W)

Optimaélne zrychlenie (napr. S, = ©(p)) sa dosiahne, ked p = O (7;(%))

OptimAlny paralelny algoritmus je WT-optimdlny (optimélny v silnom zmysle), ak moze byt
ukézané, ze T'(n) nemdze byt vylepSené Ziadnym inym optimélnym algoritmom.
Priklad 1.6.1: (PRAM algoritmus na vypocet sumy vo WT kongtrukcii)
T(n) = O(logn) a W(n) = O(n). Pretoze T*(n) = n, tento algoritmus je optimdlny. Ziska
logn /°

optimélne zrychlenie vzdy, ked p = O (L) A

Cubovolny CREW PRAM bude potrebovat Q(logn) éasu na vypodet sumy, bez ohladu na podet
procesorov. WT-optimdlny algoritmus pre CREW PRAM?

2pozn.prekl.: 77?7
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2. Zakladne techniky

2.1 Vyvazené stromy

2.1.1 Optimalny algoritmus prefixovych suétov

Postupnost n prvkov {z1,...,2,} C S (s bindrnou asociativnou operéciou *). Prefixové sicty
Si =Ty *...xx;, 1 <1< n.
Trividlny sekvenény algoritmus: s; = s; — 1 x x; pre 2 < i < n. Zlozitost O(n).

Algoritmus 2.1.1: (Rekurzivne prefixové sumy)
vstup: Pole n = 2* prvkov (1, ...,,); k je nezdporné celé.
vystup: Prefixové sumy s; pre 1 <i¢ <n.
begin

1: if n =1 then begin

set 81 :=o1;
halt;

end;

2: for 1 <4< § pardo
set y; 1= Taj—1 * T2;;

3: Rekurzivne pocitaj prefixové sumy z {yl,...,y%} a uloZz ich do 21y ey 22
4: for 1 <4 <n pardo
if ¢+ =1 then
set s1 1=
else if 4 >1 je parne then
set s§; 1= 2:
2

else if % >1 je neparne then

set §;:=z2i—1 *xT;;
I 3

end.

Veta 2.1.1: Algoritmus na prefixové sumy pocita prefixové sumy n prvkov v éase T'(n) = O(logn)

pouzivajic celkovo W(n) = O(n) operdcii.
Dékaz 2.1.1: Spravnost dokaZeme indukciou na k, kde velkost vstupu je n = 2F.

1° k=0 krok 1
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KAPITOLA 2. ZAKLADNE TECHNIKY

2° Predpokladajme platnost pre n = 2*. Podla indukéného prepokladu premenné zy, ..., 2z (krok
3) obsahujt prefixové sumy od {y1,...,yn}, kde y; = @2; 1 * Zo; & 2; = y1 * ... xy; a teda

Zj = T1 * To **.’1,'2]

krok 4 1=2j: 8i =23
i=2j+1: Si282j+1=82j*$2j+1:zi—71*mi
T(n) =T(2) +a; W(n) = W(2) +bn. EREW PRAM

O

2.1.2 Nerekurzivny algoritmus na prefixové sumy

Nech A(i) = z;, 1 < i < n. Nech B(h,j), C(h,j) si pomocné premenné (0 < h < logn,
1 <j < 5&) na zaznamendvanie informécie pocas dopredného prechédzania stromu (B) a spétného

prechadzania stromu (C).
Algoritmus 2.1.2: (Nerekurzivne prefixové sumy)
vstup: Pole A velkosti n = 2%, kde k je nezdporné celé.
vystup: Pole C také, ze C(0, j) je j-ta prefixovd suma, 1 <i < n.
begin
1: for 1 <j <n pardo
set B(0,j) := A(j);
2: for h=1 to logn do
for 1< j
set B(h,j):= B(h—1,2j — 1)« B(h — 1,2j);

3: for h=1logn to 0 do

set C(h,1) := B(h,1)
else if j > 1 je parne then

set C(h,j):=C(h+1,1)
else if j > 1 je neparne then

set C(h,j):=C(h+1,55) « B(h,j);

end.

2.2 Pointer jumping

Zakoreneny (orientovany) strom T je orientovany strom s koretiom r. Technika Pointer jumping

dovoluje rychle spracovanie dat ulozenych v zakorenenych stromoch.
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2.3. DivibE & CONQUER

2.2.1 Najdenie korenov lesa

Nech F je les zakorenenych stromov $pecifikovany polom P takym, ze P(i) = j prave vtedy,
ked (i,j) € F a P(i) = i pre koreii i. Problém je uréit koreh S(j) stromu obsahujiceho vrchol j.

Jednoduchy sekven¢ny algoritmus: identifikovat korene; reverzné hrany; BFS ... ¢as O(n).
Algoritmus 2.2.1: (Pointer Jumping)

vstup: Les zakorenenych stromov, kazdy so samo-slu¢kou v koreni také, Ze kazdy oblak je
$pecifikovany podla (i, P(i)), 1 <i < n.

vystup: Pre Vi: korefi S(i) stromu obsahujtceho i.
begin
1: for 1 <i<n pardo
begin

set S(i) := P(i);
while S(i) # S(S(i)) do set S(i) := S(S(i));

end

end.

T(n) = O(logn); W(n) = O(nlogn) CREW PRAM

Specialny pripad: kazdy strom je spijany zoznam. Prefixov4 suma na sp4janych zoznamoch sa

nazyva, paralelny prefiz.

2.3 Divide & Conquer

Divide & Conguer (DnC) stratégia pozostava z troch hlavnych krokov:
(1) Rozdelenie vstupu do inekolkych tried rozkladu priblizne rovnakych velkosti.
(2) Rekurzivne rieSenie podproblému pre kazda triedu rozkladu vstupu.

(3) Skombinovanie alebo spojenie riefeni roznych podproblémov do rieSenia celkového problému.

2.3.1 Problém konvexného obalu

Nech S = {p1, ..., pn} je mnozina n bodov v rovine, reprezentovanych stradnicami (z,y). Pla-
ndrny konvexny obal mnoziny S je najmensi konvexny polygén obsahujiaci S. Polygén @ je kon-
verny, ak pre dané p, ¢ € @) priamkovy segment, ktorého koncové body st p, ¢ lezi cely v Q). Problém
konvezného obalu (CHP!) je uréit usporiadany (povedzme v smere hod. ruéi¢iek) zoznam CH(S)
bodov S definujtcich hranice konvexného obalu S.

Jednoduchd DnC stratégia riesi CHP v O(nlogn) sekvenénom &ase. Triedenie moze byt redu-
kované na CHP. Teda T*(n) = O(nlogn).

Pozn.: Utriedenie n &isiel mdze byt vykonané v ¢ase O(logn) na EREW PRAM pouZitim
celkovo O(nlogn) operacii. (Teraz vyuzijeme tGto skutoénost.)

1rroM ENGLISH: Convex-Hull Problem
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KAPITOLA 2. ZAKLADNE TECHNIKY

2.3.2 Paralelny algoritmus pre Problém konvexného obalu

Nech p,q € S s body s najmensou a najvicSsou z-ovou suradnicou, resp. p,q sa v CH(S) a
rozkladaji CH(S) na vrchnij obal UH(S) a spodnyj obal LH(S). Prepokladajme, 7e n = 2* a ziadne
dva body nie st totozné.

Predpriprava: V case O(logn) a s O(nlogn) opericiami utriedime body p; podla z-ovej st-
radnice: z(p1) < z(p2) < ... < z(pn). Nech S1 = (p1,...,pz) a S2 = (pz, ..., pn). Predpokladajme,
7e UH(S1) a UH(S2) boli uréené. Spoloénd vrchnd dotycénica medzi UH(S1) a UH(S2 je spo-
lo¢nd doty¢nica taka, ze oba UH(S;) a UH(S2) st pod fiou. Horné spolo¢nd doty¢nica mdze byt
zostrojend v ¢ase O(logn) (sekvenéne) metédou bindrneho vyhladavania.

Ked st dané UH(S1) a UH(S), uréenie hornej spolo¢nej doty¢nice medzi nimi: konstrukcia
UH(S) v tase O(1) a celkovo O(n) operécii. CREW PRAM
Algoritmus 2.3.1: (Jednoduchy vrchny obal)

vstup: Mnozina S bodov v rovine (Ziadne dva nemaji rovnaki z-ovi alebo y-ovi siradnicu)

takd, ze z(p1) < z(p2) < ... < z(pn), kde n je mocnina 2.

vystup: Vrchny obal S.
begin
1: if n <4 then
PouZi brute-force algoritmus na uré&enie UH(S) a skonii;

2: Nech §; = (p1,---,;0g) a Sy = (p%+1,...,pn).
Rekurzivne po&itaj UH(S;) a UH(S2) paralelne;
3: Najdi vrchni spolo&ni doty&nicu bedzi UH(S;) a UH(S:) a odvod vrchny
obal S;
end.
Veta 2.3.1: Algoritmus spravne vypodita vrchny obal n bodov v rovine. Tento algoritmus zbehne
v ¢ase O(log® n) s pouzitim celkovo O(nlogn) operdcif.

Dokaz 2.3.1: Jednoduchou indukciou na n s predpokladom spravnosti spolo¢nej vrchnej doty¢-
nice. O

Tn)<T <g) + alogn = O(log® n)W(n) < 2W (g) +bn = 0(nlogn)
Algoritmus potrebuje CREW PRAM (cvidenie: adaptovat na EREW PRAM). V Time-

Processor systéme: T'(n) = O ("—l‘;g—" + log? n) Tento algoritmus dosiahne optimélne zrychlenie

n

pre p < logn*

2.4 Rozkladanie

Stratégia rozkladania pozostava z

(1) Rozbitia problému do p nezavislych podproblémov rovnakych velkosti.
(2) VyrieSenia p podproblémov stlasne.

Spojenie dvoch utriedenych postupnosti:
— S s Ciastoénym usporiadanim <
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2.4. ROZKLADANIE

— S s linearnym usporiadanim <

Nech A = (a1, ...,an), B = (b1, ..., b,) s dve beklesajice postupnosti. V nasledujicich ¢astiach

uveieme nejaké sekvencéné algoritmy rie§iace problém spdjania.

2.4.1 Jednoduchy spajaci algoritmus

Nech X = (1, ..., %,) je postupnost. Nech z € S. rank(z : X) je polet prvkov X mengich alebo
rovnych ako z. Umiestnenie Y = (yi,...,ys) v X: (rank(Y : X) = (r1,...,75), kde r; = rank(y;, X)).
Prepokladajme, Ze A, B s rozne. Problém spojenia je pre vSetky © € AU B ur€it rank(z : AUB).

Vieme riesit tento problém uréenim rank(A : B) arank(B : A). rank(A : B) mdZe byt paralelne

vypoditany v ¢ase O(logn). Celkovy polet operacii je O(nlogn) — neoptimélne riesenie.

2.4.2 Optimalny spajaci algoritmus
Algoritmus 2.4.1: (Rozdelenie)

vstup: Dve polia A = (a4, ...,a,), B = (b1, ...,by) v rastcom usporiadani, kde aj logm aj

k(m) = Togm SU celé.
vystup: k(m) dvojic (A;, B;) podspostupnosti A a B takych, Zze (1) |B;| = logm;
(2) Y |Ai| = n; (3) kazdy prvok A; a B; je vacsi ako kazdy prvok A; ;1 a B;_1 pre

véetkgf 1<i<k(m)-1.
begin

1: set j(0) :=0,j(k(m)) :=n;

2: for 1 <4< k(m)—1 pardo
Umiestni bjlogm V A pouzijic bindrne vyhladdvanie a nech
J(i) = rank(biiogm : A);

3: for 0 << k(m)—1 pardo
begin

set B;:= (bilogm+1,-->D(i+1)logm) }

set A; = (aj(i)41, -+ Bj(it1)) 5
// A; je prazdna, ak j(i) =j(i+1)

end
end.
Algoritmus rozdeli A a B do dvojice podpostupnosti (4;, B;) takych, Ze | B;| = O(logm), > |Ai| =
i
n. Utriedend postupnost C = (Cy, C1, ...), kde C; sme ziskali spojenim A; a B;, jde skonStruovans

v &ase O(logn) pouzitim celkovo O(m + n) operacii.

krok 1: sekvenény ¢as O(1)

krok 2: ¢as O(logn) a praca je O(logni2) = O(m +n), pretoze mll‘(’)gg’g < mlogl(()g;m) <n+m

pre n,m > 4.
krok 3: paralelny ¢as O(1) pouzZitim linedrneho poctu operAcii.

Veta 2.4.1: Nech A, B st utriedené postupnosti dlzky n. Spojenie A a B moze byt vykonané v

dase O(logn) pouzijiic celkovo O(n) operédcii.
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KAPITOLA 2. ZAKLADNE TECHNIKY

Doékaz 2.4.1: Uvazujme spdjanie (A;, B;) pre |B;| = logn. Ak |4;| = O(logn), potom spojime
kazdé (A;, B;) v sekvenénom &ase O(logn) pouzitim optimélneho sekvenéného algoritmu.

Inak pouZijeme algoritmus 2.4.1 na rozdelenie A; do blokov velkosti O(logn) (v tomto pripade
A; hré Glohu B a B; tlohu A). Tento krok zoberie O(loglogn) €asu pouzijac celkovo O(]A;|)
operacii.

Nakoniec, optimalny sekvenény algoritmus pre spdjanie mdze byt pouzity na kazdd dvojicu
podpostupnosti.

Krok 2: A sa umiestni do B stGdasne. CREW PRAM

O

2.5 Pipelining

2-8 strom je strom, v ktorom kazdy vnutorny vrchol mé prave dvoch alebo prave troch po-
tomkov. Utriedeny zoznam A = (aq,...,ay), kde a1 < as < ... < a, modze byt reprezentovany 2-3
stromom tak, Ze kazdy vnttorny vrchol v obsahuje L(v), M (v), R(v) — najvéicsiu hodnotu v Tavom,

strednom a pravom podstrome.

2.5.1 Zakladné operacie na 2-3 stromoch

Sekventné Search, Insert, Delete v Case O(logn). VloZenie postupnosti k prvkov b; < by <
< bg do 2-3 stromu T by pomocou predchadzajicich elementirnych sekvenénych operéacii
potrebovalo O(k logn) operécii v ¢ase O(logn).

Pipelining:
e Vlozit by a by, do T pouzitim sekvenéného vkladacieho algoritmu v sekvenénom ¢ase O(logn).

e Stacasne urdit polohu vetkych b; v T pomocou vyhladévacej procediry v O(logn) paralelnych

krokoch pouzitim celkovo O(klogn) operéacii.

e CREW PRAM; (vyhladanie vietkych b; potrebuje concurrent-read)

Cvicenie: Ukazat, ako dosiahnut rovnaky vykon na EREW PRAM.

Retaz je usporiadand mnozina prvkov b;, ktoré pasuji medzi a; a a;41 (vyjadruje B; (777)).
Nech |B;| = ki, 1 < i < n — 1. Zretelne Y k; = k — 2. Specidlny pripad: k; < 1 pre vietky
1<i<n-—L. '

Jednoduchy paralelny algoritmus na paralelné vkladanie: Stcasne vlozit vSetkych k prv-
kov. Vnatorné vrcholy na vyske 1 m6zu mat 3..6 potomkov. Teda mozno rozdelit rodicovsky vrchol
na dva také, ze kazdy bude mat majviac 3 potomkov. Toto moZzno vykonat siiasne pre vSetky vni-
torné vrcholy na vygke 1 s viac ako 3 potomkami. Toto moZno opakovat aZ po koreii. — O(logn)

¢asu pouzitim O(klogn) operacii.

Vseobecny pripad: UvaZujme |B;| = k;; zoberme stredny prvok B; a pouZijeme jednoduchy

vkladaci algoritmus. Opakujeme tento proces pre nové retaze. — O(log klogn) Casu.
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2.6. ACCELERATED CASCADING

Pipelining: KaZzd4 aplikicia jednoduchého vkladacieho algoritmu sa nazyva tsek. Na tsek i sa
mozno pozerat ako na vlnu vystupujicu na T; (??7). Rozne viny modzu byt pipelined jedna za
druhou nahor po strome. — O(logn + log k) = O(logn) ¢asu a O(klogn) operacii.

CREW PRAM

2.6 Accelerated Cascading

2.6.1 Pocitanie maxima v konstantom ¢ase
Algoritmus 2.6.1: (Zikladné maximum)
vstup: Pole A p roznych prvkov.
vystup: Boolean pole M také, ze M (i) = true préve vtedy, ked A(7) je maximum z A.
begin
1: for 1<4,j <p pardo
if A(i) > A(j)

then set B(i,j) := true
else set B(i,j) := false;

2: for 1< i< p pardo
set M(i) := B(i,1) A B(i,2) A ... A B(i, p);
end.

Maximum z p prvkov mozno vypocitat na common CRCW PRAM v ¢ase O(1) pouzitim celkovo
O(p?) oper4cii.

2.6.2 Dvoj-logaritmicky algoritmus

Urovei vrchola w je jeho jeho vzdialenost od koreha. Prepokladajme, ze n = 22" Strom s dvog-
logaritmickou hibkou (DLDT?) s n listami je taky, 7e korei ma 22"~ potomkov (napr. \/n) a kazdy
z jeho potomkov m4 22"~ potomkov, etc. Teda kazdy vrchol na trovni i ma 22"~ potomkov
a vrchol na Grovni k£ mé 2 potomkov. Pocet vrcholov na trovni i je 22"=2""" 3 na Grovni k je
pLa— 2. Hibka takéhoto stromu je k + 1 =loglogn +1 (0 <i < k).

DLDT podita maximum n prvkov v ¢ase O(loglogn) nasledovne:
e Kazdy vnutorny vrchol obsahuje maximum prvkov vo svojom podstrome.

e Algoritmus 2.6.1 is using in bottom-up, at any level needs ¢as O(1).

e Podet operécii na firovni i je O((22°~")2) na jeden vrchol (0 < i < k)
Celkovy pocet operacii je O((22"~71)2(22"~2"7")) = 0(22") = O(n) operécii na jednu trovei.

W(n) = O(nloglogn) nie je optimélny !!

2rrOM ENGLISH: Doubly Logarithmic-Depth Tree
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KAPITOLA 2. ZAKLADNE TECHNIKY

2.6.3 Rychly algoritmus spravime optimalnym

Accelerated cascading:
(1) Zagneme s optimalnym algoritmom pokial velkost problému nezredukujeme na ist prahovia
hodnotu.

Pouzijeme algoritmus s bindrnym stromom, za¢neme od listov, moving [logloglogn] (27?)3,

pretoze pocet kandidatov sa redukuje o 1 na trovei, maximum je medzi n' = O(

Togioan)
2 loglogn

prvkami.
T(n) = O(logloglogn); W(n) = O(n).
(2) Potom sa presunieme na rychly ale neoptimdlny algoritmus.

Pouzijeme DLDT na n' prvkoch.
T(n) = O(loglogn') = O(loglogn); W(n) = O(n'loglogn’) = O(n).

2.7 Lamanie symetrie

Nech G = (V, E) je orientovand kruznica. k-farbenie G je zobrazenie ¢ : V. — {0,1,....k — 1}
také, ze c(i) # c(j), ak (¢,5) € E. Uréime 3-farbenie G.

2.7.1 Priamociary algoritmus (sekvencny)

Traverzujeme cyklus G z lubovolného vrchola a pouZijeme striedavo farby 0 a 1 na susedné

vrcholy. Tretia farba moze byt potrebné na zakondéenie kruznice ... optimélny sekvenény algoritmus.

2.7.2 Zakladny farbiaci algoritmus
Algoritmus 2.7.1: (Zékladné farbenie)
vstup: Orientovand kruznica velkosti n; hrany $pecifikované polom S; vrcholové farbenie c.
vystup: Dalsie farbenie ¢’ vrcholov kruZnice.
begin
1: for 1<i<n pardo
begin
set k:= pozicia najniZZieho bitu, v ktorom sa c(i) a ¢(S(i)) lisia;
set (1) := 2k + ¢(i)g;

// ¢(i)r je k-ty najnizsi (najmenej vyzmany) bit c(i)
// inak, c(i)g := (c(i) and (1 shl k)) shr k

end

end.

Veta 2.7.1: Vystupng funkcia ¢' generovand algoritmom 2.7.1 je platné farbenie vZdy, ked c je
platné farbenie. Algoritmus bezi v ¢ase T'(n) = O(1) a pouziva W (n) = O(n) operdcii.

3pozn.prekl.: nevedel som preéitat
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2.7. LAMANIE SYMETRIE

Dokaz 2.7.1: Index k musi vidy existovat, pretoze c¢ je farbenie.

Ak (i) = d(j), potom ' (i) = 2k + c(i)r, = ' (§) = 20+ ¢(j)¢; teda k = £ a (i), = ¢(j)x, Co je
spor. Teda /(i) # ¢'(j)-

Pozicie najnizgich bitov, v ktorych sa dve bindrne &isla liSia mozno najst v ¢ase O(1) sekvenéne

vzdy, ked kazdé z tych dvoch bindrnych &isiel je velkosti O(logn) bitov. O

2.7.3 Optimalny 3-farbiaci algoritmus
Utriedenie n celych &isiel z intervalu (0, O(logn)) mozno vykonat v ase O(logn) pouzitim
lineadrneho poc¢tu operacii. (Kombinécia algoritmov radiz-sort a prefix-sums).
Algoritmus 2.7.2: (3-farbenie kruznice)
vstup: Orientovana kruznica dlzky n, ktorej hrany s $pecifikované polom S.
vystup: Vrcholové 3-farbenie kruznice.
begin

1: for 1 <i<n pardo

2: Pouzijeme algoritmus 2.7.1 raz;
3: Utriedime vrcholy podTa ich farby;
4: for i =3 to [logn] do
for vsetky vrcholy v farby ¢ pardo
Zafarbi v najmenSou farbou z {0,1,2} réznou od farieb jeho dvoch
susedov;
end.

Veta 2.7.2: MozZeme zafarbit vrcholy orientovanej kruznice tromi farbami v éase O(logn) pou-
Zitim celkovo O(n) operdcii. EREW PRAM

Dokaz 2.7.2:
krok 142: O(1) ¢asu a O(n) operacii;
krok 3: O(logn) ¢asu, O(n) operacii;

krok 4: Vsetky vrcholy s rovnakou farbou v naslednych pamétovych miestach; pozndme miesta
prvého a posledného vrchola. Prefarbenie potrva O(1) paralelného ¢asu a O(n;) operacii (n;
je po&et vrcholov farby 7).

2.7.4 Superrychly 3-farbiaci algoritmus

Nech t > 3 je pocet bitov preprezentujici farby v podiato¢nom farbeni c¢. Potom ¢’ modZe byt
reprezentované s [logt] + 1 bitmi. Teda ak ¢ je pocet farieb v ¢, potom ¢’ pouziva O(log q) farieb.
Procedira 2.7.1 moZe byt opakovane pouzita (pokialt > [logt]+1 také, ze t > 3). Algoritmus 2.7.1
pre t = 3 d4 farbenie s 6 (???) farbami. Poget iteracif 2.7.1 je log* # = min{i | log'® z < 1}. Pocet

farieb bude zredukovany na menej ako 6 po O(log* n) iterdcidch. Zredukujeme pocet farieb na 3:
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pre kazdé 3 < £ < 5: pre kazdy vrchol i farby £ prefarbime i s najmenSou moznou farbou z

{0,1,2} (napr. roznou od predchodcu a nasledovnika)
Lema 2.7.3: Vrcholy orientovanej kruznice mozno zafarbit tromi farbami v ¢ase O(log* n) pou-
Zitim O(nlog™* n) operécii.
EREW PRAM: Simultdnnemu pristupu k ¢() sa mozno vyhnit vytvorenim képie ¢ a pristu-

povanim ku képii farby nasledovnika.

2.8 Resumé

‘ Algoritmus H Cas ‘ Praca ‘ Metdéda PRAM
Prefixové sumy O(logn) O(n) VyvéZzeny bin. strom EREW
Nerekurzivne prefix. sumy O(logn) O(n) Vyvézeny bin. strom EREW
Pointer Jumping O(log h) O(nlogh) Pointer Jumping CREW
Paralelny prefix O(log h) O(nlogh Pointer Jumping CREW
Zakorenené stromy
Vrchny obal O(log® n) O(nlogn) Divide & Conquer CREW
Rozdelenie O(logn) O(n + m) Rozkladanie CREW
Spojenie O(logn) O(n) Rozkladanie CREW
Zékladné maximum 0(1) O(n?) Porovnanie V dvojic | Cmn. CRCW
Rychle/Opt. maximum O(loglogn) O(n) Accel. Cascading Cmn. CRCW
Zakladné farbenie 0(1) O(n) Lamanie symetrie EREW
Rychle farbenie O(log*n) | O(nlog"n) | Lémanie symetrie EREW
3-farbenie kruZznice O(logn) O(n) Lémanie symetrie EREW

Integer Sort

2.9 Cvicenia

(1) Nech A = (a1, ..., a,) je pole prvkov. ”Sufixové minimum” je minimum spomedzi {a;, ..., an}
pre vietky 1 < 4 < n. Vymyslite algoritmus pracujici v ¢ase O(log n) pre suxixové a prefixové
minimum A pouZitim O(n) operéicii na EREW PRAM.

(2) Nech A je boolean pole velkosti n.

(a) Vymyslite algoritmus pracujici v ¢ase O(1) na CRCW PRAM, ktory ndjde najmensi
index k taky, ze A(k) = 1. Celkovy poéet operécii musi byt O(n). HINT: Pouzite 1/n
Divide&Conquer stratégiu. Zacnite rieSenim podproblémov.

(b) V akom ¢ase mozno rieSit tento problém na CREW PRAM ? V&3 algoritmus musi

pouZivat O(n) operacii.

(3) Nech T je 2-3 strom s n listami. Chceme vyhladat dand mnozinu k prvkov v T, kde k < n.
Ukézte, ako toto dosiahnut v ¢ase O(logn) na EREW PRAM.

(4) Nech T = (V, E) je zakoreneny strom 3pecifikovany (i, p(i)), 1 < i < |V| = n, kde p(i) je rodi¢
i. Ukdizte, ze T moze byt vidy 2-zafarbeny. Vymyslite algoritmus pracujici v ¢ase O(logn)
na CREW PRAM, ktory nijde takéto farbenie.

(5) Je danych n nezdvislych tloh s ¢asmi vykondvania {ti,...,t,}, ktoré uréuji rozvrh kazdej
tilohy na mnozine m strojov tak, Ze ¢as ukondenia je maximum. Uloha méZe byt rozdelens

na rozne stroje. V4§ algoritmus by mal beZat v ¢ase O(logn) pouzitim celkovo O(n) operécii.

24



3. Zoznamy a stromy

3.1 List-ranking

Nech L je spdjany zoznam n uzlov, $pecifikovany polom S(i). List-ranking problém je uréit
vzdialenost kazdého uzla ¢ od konca zoznamu.
RieSenie pomocou techniky Pointer-Jumping: T'(n) = O(logn), W(n) = O(nlogn).

3.1.1 Jednoduchy optimalny list-ranking algoritmus
Algoritmus 3.1.1: (List-ranking s pouzitim Pointer-Jumping)

vstup: Spéjany zoznam n uzlov taky, ze (1) nasledovnik kazdého uzla i je dany S(i) (2) S

hodnota posledného uzla zoznamu je 0.
vystup: Pre kazdé 1 < i < n vzdialenost R(7) uzla i od konca zoznamu.
begin
1: for 1 <4 <n pardo
if S(i) #0

then set R(7):
else set R(i):

1

0;

2: for 1 <4< n pardo
begin

set Qi) :=S(i);
while (Q(i) #0) and (Q(Q()) #0) do begin

set R(i) := R(i) + R(Q(i));
set Qi) == Q(Q7));
end
end
end.
Cas O(log n), pocet operacii O(nlogn). EREW PRAM

3.1.2 List-ranking stratégia

n
logn

(1) Zmengime spajany zoznam L aZ pokial neostane O(:-2-) uzlov.
(2) Pouzijeme techniku Pointer-Jumping na kratky zoznam ostavajicich uzlov.

(3) Obnovime pdvodny zoznam a ohodnotime vSetky vrcholy odstrdnené v kroku 1.

3.1.3 Nezavislé mnoziny
Mnozina Z vrcholov je nezdvisld, ak vzdy ked i € Z, tak S(i) € T.

Algoritmus 3.1.2: (Odstranenie uzlov z nezédvislej mnoZiny)
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vstup: (1) Polia S a P dlzky n reprezentujtce rel4cie nasledovnika a predchodcu spajaného
zoznamu (2) nezavisla mnozina Zg také, ze P(i),S(i) # 0 (3) hodnota R(i) pre kazdy

vrchol 3.
vystup: Zoznam ziskany po odstraneni vSetkych uzlov v Z s aktualizovanymi R hodnotami.
begin
1: Prirad postupné sériové &isla N(i) prvkom Z, kde 1< N(i) < |Z| =n';
2: for Vi € 7 pardo
begin
set U(N(i)) := (i, 5(i), R(i));
p .

set R(P(i))
set S(P(i)) := 5(i);
set P(5()) == P(i);

end

end.

Cas O(logn), podet operécii O(n).

3.1.4 Urcenie nezavislej mnoziny

Je dané k-farbenie zoznamu L. Vrchol u je lokdlne minimum (lokdlne mazimum), ak farba u je

menSia (vi¢sia) ako farby predchodcu aj nasledovnika uzla u.

Lema 3.1.1: Nech je dané k-farbenie zoznamu L velkosti n. MnoZina T lokalnych minim (maxim)

je nezdvislda mnozina velkosti (7). Mnozina 7 moze byt identifikovand v c¢ase O(1) pouZitim

linearneho poctu operacii.

e u,v su susediace lokalne minimd. Maximalny pocet uzlov medzi u,v je 2k — 3.
e MnoZina lokdlnych minim m4 velkost Q(%) > %.
e 7 moéze byt identifikovand v ¢ase O(1) (kontrolovanim farby predchodcu a nasledovnika,).

Algoritmus 3.1.3: (Jednoduchy optimélny List-Ranking)
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vstup: Spéjany zoznam s n uzlami taky, Ze nasledovnik kazdého uzla i je dany S(4).
vystup: Pre kazdy uzol i jeho vzdialenost od konca zoznamu.
begin

1: set ng:=mn;

set k:=0;

2: while nj > logn do

begin

2.a: set k:=k+1;
2.b: Zafarbi zoznam 3 farbami a identifikuj mnoZinu 7 lok&lnych

minim;

2.c: Odstrah uzly v 7 (algoritmus 3.1.2);

2.d: Nech nj je velkost ostdvajiiceho zoznamu. Stla& tento zoznam do
po sebe nasledujicich pamdtovjch miest;

end

3: Pouzi techniku Pointer-Jumping na vjysledny zoznam;



3.2. TECHNIKA EULEROVSKYCH TAHOV

4: Obnov povodny zoznam a ohodnot vSetky odstrdnené uzly postupom z kroku

2, ale obratene;
end.
Veta 3.1.2: Algoritmus 3.1.3 ohodnoti spédjany zoznam L s n uzlami v ¢ase O(logn loglogn)
pouzitim linedrneho poctu operacii.

Dokaz 3.1.2: npy1 < gnp = ny < (%)k n = podet iteracif na redukovanie velkosti zoznamu
pod 2 je O(loglogn).
7| > 25
Cas O(lognloglogn).

W(n) =0 (Zk:nk) =0 (E (g)’“n) =0(n). O

k

3.2 Technika Eulerovskych tahov

Nech T' = (V, E) je strom. T' = (V', E') je orientovany graf. (u,v) v T zamenime za {(u, v), (v, u)
v T'. T' je eulerovsky graf.

Eulerovsky tah grafu T' = (V', E') je definovany funkciou nasledovnika s zobrazujicou hrany
e € E' do hran s(e) € E'. Pre kazdy vrchol v € V stanovime usporiadanie susednych vrcholov:
adj(v) = (uo,ut, ..., ug—1)- s({ts,v)) = (v, U(i+1)moda) Pre 0 < i < d —1.

Lema 3.2.1: Je dany strom T = (V, E) a usporiadanie mnoziny vrcholov susednych s kazdym
vrcholom v € V. Funkcia s definovand vysSie urcuje eulerovsky tah v T' = (V'  E').

Lema 3.2.2: Je dany strom T = (V, E) definovany zoznamom susednosti jeho vrcholov s ”pri-
davnymi ukazovatelmi”. MéZeme zostrojit eulerovski kruznicu v T' v dase O(1) pouzZitim O(n)
operdcii, kde n = |V|. EREW PRAM

3.2.1 Vypocty na stromoch
Zakorenenie stromu

Algoritmus 3.2.1: (Zakorenenie stromu)

vstup: (1) Strom T definovany zoznamami susednosti jeho vrcholov (2) eulerovsky tah

definovany funkciou nasledovnika s (3) $pecidlny vrchol r.
vystup: Pre kaZzdy vrchol v # r rodi¢ p(v) vrchola v v strome s korefiom 7.
begin
1: Identifikuj posledny vrchol u objavujici sa na zozname susednosti 7;
set s((u,r)) = 0;

2: Prirad vahu 1 kaZdej hrane (z,y) a pouZi "paralelnj prefix" na zoznam

hran definovany funkciou s;
3: Pre kaZdd hranu (z,y) poloZ z = p(y) vzdy,
ked prefixsum({z,y)) < prefixsum({y,z));
end.

Lema 3.2.3: Je dany strom T = (V, E) reprezentovany cyklickymi zoznamami susednosti s pri-
davnymi ukazovatelmi (popisanymi vysSie) a Specidlny vrchol r. Mozeme zakorenit strom T tak,
Ze ur¢ime rodica p(v) kazdého vrcholav € V' v ¢ase O(logn) a O(n) operdciami, kde n = |V|.
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Post-orderové ocislovanie

Algoritmus 3.2.2: (Post-orderové ocislovanie)

vstup: (1) Zakoreneny strom T s korefiom r (2) odpovedajici Eulerovsky tah definovany

funkciou s.
vystup: Post-orderové &islo post(v) kazdého vrchola v.
begin
1: Pre kazdj vrchol v # r prirad vahy w({(v,p(v))) =1 a w({p(v),v)) =0;
2: Vykonaj "paralelny prefix" na zoznam hréan definovany funkciou s;
3: Pre kazdj vrchol v #r set post(v) := prefixsum({v,p(v)));

Pre v =71 set post(r) =n, kde n=|T|;

end.

Vypocet urovne vrchola
e Prirad w((p(v),v))) = +1 a w((v,p(v))) = -1

e level(v) = prefixsum((p(v),v))

Vypocet poctu potomkov

Veta 3.2.4: Nech T je strom s n vrcholmi, zakoreneny v r, dany zoznamami susednosti. Kazdy
vypocet moze byt vykonany optimalne v ¢ase O(logn) na EREW PRAM:

(1) Vypodet post-orderového ¢isla kazdého vrchola.

(2) Vypodet trovne kazdého vrchola.

(3) Vypodet pre-orderového disla kazdého vrchola.

(4) Vypodet pocétu potomokov kazdého vrchola.

Paralelny prefix EP; w({p(v),v)) = 0, w({v, p(v))) = 1;
size(v) = prefixsum({v,p(v))) — prefixsum({p(v),v))

3.3 Kontrakcia stromu

Problém vyhodnocovania vyrazov.

3.3.1 Operacia Rake

Nech T' = (V, E) je zakoreneny bindrny strom s korefiom r taky, Ze p(v) reprezentuje rodi¢a
v. Rake pouzitd na u (p(u) # r) pozostdva z odstranenia u a p(u) z T a pripojenia strodenca u
oznateného sib(u) k p(p(u)).

Algoritmus 3.3.1: (Kontrakcia stromu)

vstup: (1) Zakoreneny bindrny strom T taky, ze kazdy vrchol m4 prave dvoch potomkov
(2) pre kazdy vrchol v # r rodi¢ p(v) a strodenec sib(v).

vystup: T skontrahovany na binarny strom s tromi vrcholmi.
begin

1: Postupne oznalime listy v poradi zTava doprava, vyjmic najlavejsi a

najpravej8i list a uloZime oznalené listy do pola A velkosti n;
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2: for [log(n + 1)] iteracii do

begin
2.a: PouZijeme rake operdciu sulasne na vSetky prvky Anepsrne, Ktoré

st Tavymi potomkami;

2.b: PouZijeme rake operdciu sicasne na ostatok prvkov Aneparne;
2.c: set A:= Apsime;
end
end.
O(logn) éas na EREW PRAM:; /) m 2R m s e potet Tistov.
W(n) = O(L,; ) = O(n) /1 VApime| < 5!

3.3.2 Vyhodnocovanie aritmetickych vyrazov

S kazdym vrcholom v € V asociujeme névestie (a,, b,) reprezentujice linedrny vyraz a, X + b,.
Invariant (I): Nech w je vnttorny vrchol aktualneho stromu taky, Ze u obsahuje operator e € {+, x}
a mé potomkov v, w, ktorych névestia st prislusne (a,, by) a (ay,byw). Potom hodnota podvyrazu
u je val(u) = (a,val(v) + b,) e (a,val(w) + bw).

Veta 3.3.1: Je dany bindrny strom T reprezentujici aritmeticky vyraz. Algoritmus 3.3.1 so zvéc-
Senou rake operdciou moZe byt pouZity na vypocet val(T) v ¢ase O(logn) pouZitim linedrneho
poctu operacii.

Zvicsend rake operdcia: Hodnota u je dand podla val(u) = (aycy + by) @y (@ X + by); (X je
neznama hodnota (?7?)) Prispevok val(u) k uzlu p(u) je dany podla

E = ayval(u) + by = auf[(avcy + by) 84 (@ X + by)] + by

3.3.3 Vypocet stromovych funkcii

Nech (U, *) je komutativny monoid® s jednotkou e. T = (V, E) je strom, v ktorom kazdy vrchol
je oznageny navestim L(v) € U.

Problém: Pre kazdy v vypoéitat L(v) € U ktoré je vysledkom pouzitia * na vetky prvky v

zakorenenom podstrome na v.

Cv.(?): Nech # je operdtor minima. Potom L(v) je minimélny prvok v podstrome zakorenenom

VO v.

Veta 3.3.2: Je dany Iubovolny strom T = (V, E) taky, ze kazdy vrchol je oznaceny s prvkom z li-
nedrne usporiadanej mnoziny. Potom moéZeme vypoditat minimélne ngvestie v strome zakorenenom

vo v pre kazdy v € V v ¢ase O(logn) pouZijic linedrny pocet operdcii.
e 7 Tubovolného stromu skon$truujeme bindrny strom:
e S kazdym novym vndtornym vrcholom asociujeme navestie e (jednotku monoidu).

e Vyhodnotime v3etky podvyrazy asociované so v8etkymi tymi vrcholmi (pouzitim algoritmu
3.3.1 s rake. item Cas O(logn), praca O(n).)

Ipologrupa s jednotkou
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3.4 Najnizsi spoloc¢ni predkovia

Najnizsi spolocny predok (LCA2) dvoch vrcholov u,v (1ca(u,v)) je vrchol w taky, Ze predok
u,v je najdalej od korena.

LCA problém: Specidlne pripady: cesta a kompletny binirny strom.

Cesta: Vypoditat vzdialenost vetkych vrcholov od korefia. Odpoved na fubovolni otédzku lca(u, v)

ziskame v Case O(1) vypoc&itanim vzdialenosti u,v od koreha.

Kompletny bindrny strom: Predpocditat inorderové ¢islo kazdého vrchola stromu 7. Potom
lca(z,y) mdZze byt vypoclitané: vyjadrit x,y ako bindrne &isla, nech 4 je prva pozicia zlava

takd, Ze x,y nesuhlasia. 1ca(z,y) je rovné ¢islu vyjadrenému bindrnym zapisom
2122 ... Zi_110. . 0,
kde z1 ... z;_1 je najlavejsich i — 1 bitov, na ktorych st z,y identické.

Priklad 3.4.1: 9 = (1001),, 13 = (1101), ... teda 1ca(9,13) = (1100), = 12 A

RiesSenie LCA problému: opatrne zobrazit T do bindrneho stromu s logaritmickou hibkou.

3.4.1 Redukcia na problém minima intervalu

Vstupny strom T'. Skonstruujeme eluerovsky tah v T'. Vymenime kazdé (u,v) za v. Definujeme
Eulerovské pole A ako odpovedajice usporiadané vrcholy s korefiom na zadiatku. Ak n = |V|,
potom velkost |A| = 2n — 1. Pole B je Groveh kazdého prvku A.

Priklad 3.4.2: A= (1,2,3,2,4,5,4,6,4,7,4,2,1,8,1,9,1)
B=(0,1,2,1,2,3,2,3,2,3,2,1,0,1,0,1,0) o
£(v) a r(v) st indexy najlavejsieho a najpravejsieho vyskytu v v A. (pozn.: prvok a; = v je

najlavejsi vyskyt v v A <= level(a;—1) = level(v) — 1; prvok a; = v je najpravejsi vyskyt v v
A <> level(a;tr1) = level(v) +1.) £(v), r(v) mdzu byt vypodcitané v ¢ase O(1) pouZijic lindrny
pocet operacii.
Lema 3.4.1: Je dany zakoreneny strom T = (V, E). Nech A, level(v), {(c), r(v) (pre v € V) st
ako definované vysSie. Nech u,v € V. Potom platia nasledovné tvrdenia:

(1) u je predok v préave vtedy, ked £(u) < £(v) < r(u);

(2) u,v nie su pribuzni; t.j. u nie je potomok v a v nie je potomok u prave vtedy, ked bud

r(u) < £(v) alebo r(v) < £(u);
(3) Ak r(u) < £(v), potom lca(u,v) je vrchol s miniméalnou troviiou nad intervalom [r(u), £(v)]

Dokaz 3.4.1:

d

(1) u je predok v => u je navstiveny pred v = podstrom zakoreneny vo v je Gplne prehladany
pred poslednym vyskytom v v DFS (t.j. eulerovskom tahu) = £(u) < £(v) < r(u).

£(u) < £(v) < r(u) a u nie je predkom v = podstrom zakoreneny v u je kompletne spraco-

vany pred prvou navstevou v = r(u) < £(v), o je spor.

(3) r(u) < £(v) = vrcholy s Groviou v [r(u),£(v)] sG na ceste u — v alebo ich nasledovnikov

(?7??). TakZze vrchol s minimalnou troviou je lca(u,v).

2rrROM ENGLISH: Lowest Common Ancestor
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3.4.2 Problém minima intervalu

B = level(A). Je dany lubovolny interval [k,j], kde 1 < k < j < n. Najdime minimum
{bk, ..., b;}.

Zakladny problém minima

Prefizové minimum z B = (b1, ..., by) st prvky pola (ci,...,c,) také, ze ¢; = min{by, ..., b;} pre
1 < i < n. Podobne definujeme sufizové minimum z B. Prefixové a sufixové minima mozu byt
vypocitané v Case O(logn) a praci O(n) pomocou algoritmu pre prefixové sicty.
Algoritmus 3.4.1: (Z&kladné minimum intervalu)
vstup: Pole B velkosti n = 2¢, kde ¢ je kladné celé &slo.
vystup: Uplny binirny strom s pomocnymi premennymi P(h,j) a S(h,j), 0 < h < logn,
1 < j < g takymi, 7Ze P(h,j) a S(h,j) reprezentuji prefixové a sufixové minim4
podpola definovaného listami podstromu zakoreneného v (h, j).
begin
1: for 1 <j <n pardo
begin
set P(0,j) := B(j);
set S5(0,7) == B(j);
end
2: for h=1 to logn do
for 1 <j < g% pardo
begin
Spoj P(h—1,2j—1) a P(h—1,25) do P(h,j);
Spoj S(h—1,2j—1) a S(h—1,2j) do S(h,j);

end

end.

Cas O(logn) pouzitim O(nlogn) operécii.

B =(5,10,3,4,7,1,8,2) P(2,1)=(5,5,3,3) P(2,2) =(7,1,1,1)
Priklad 3.4.3: 5(2,1) = (4,3,3,3) 5(2,2) = (2,2,1,1)
P(3,1)=(55,3,3,3,1,1,1) S(3,1)=(2,2,1,1,1,1,1,1)
A

Je dand poziadavka (query) minima z intervalu [¢,j]. Nech v = 1lca(i, ). Vrchol v moZno najst
v sekvenénom ¢ase O(1). Nech u,w st lavy a pravy potomok vrchola v. Potom min{a;,...,a;}
je minimom dvoch prvkov: sufixového minima prislichajiceho prvku ¢ v S poli w a prefixového
minima prisliachajiceho prvku j v P poli w.

Priklad 3.4.4: 1 =2,j =15 ateda B(2) =10 a B(5) = 7. 1ca(2,5) je koreti (3,1) s potomkami
(2,1) a (2,2). S(2,1) = (4,3,3,3) a P(2,2) = (7,1,1,1). Teda min{3, 7} = 3. o
Lema 3.4.2: Algoritmus 3.4.1 spracuje vstupné pole B v dase O(logn) pouZitim celkovo
O(nlogn) operdcii. Kazd4 otdzka minimélneho intervalu (minimum-range) mézZe byt zodpovedand
v sekvenénom dase O(1). (CREW PRAM)

Modifikécia pre EREW PRAM bez asymptotického zhorSenia v hraniciach zloZitosti.?

3pozn.prekl.: 77?7
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3.4.3 Optimalny zakladny algoritmus minima intervalu

Predspracovanie: EREW PRAM
(1) Rozdel B do blokov B; rovnakej velkosti logn.

(2) Predspracuj kazdy blok B; osobitne pre problém minima intervalu pouZitim optiméalneho
sekvenéného algoritmu. Teda otazka, ktoré dva prvky patria do toho istého bloku B; moze

byt spracovand v sekvenénom ¢ase O(1).
(3) Pre kazdé B; vypo¢itaj minimdalny prvok z; a jeho prefixové a sufixové minimum.

(4) Predspracuj pole (21, ...,z _»_) ako v algoritme 3.4.1.

ogn

Teraz modzeme zodpovedat otdzku minima intervalu v kon§tantnom céase:

Predpokladajme, Ze mame dand otdzku na minimum intervalu nad intervalom [é, j], 1 <i <

Jj < n.Nech i, j' st indexy blokov obsahujtcich a;,a;. Uvazujme tieto pripady:

i' = j'+ Otézka minima intervalu je redukovand na otazku na jedinom B;. Cas O(1)

j' =4’ + 1: Odpoved je minimum dvoch prvkov: sufixového minima v B prislachajtceho k
a; a prefixového minima v Bjs prisltchajtceho k a;. Cas O(1).

j' > i + 1: Pouzijeme bindrny strom na minimalnych prvkoch z; (krok 4). Zodpovieme
otdzku prislachajtcu k [¢' + 1,5' — 1] ako v algoritme 3.4.1. Odpoved na otazku je
minimum troch prvkov: prvku ziskaného pouZitim bindrneho stromu (alg.3.4.1), sufixo-
vého minima prislichajiceho k a; v By a prefixového minima prislichajiceho k a; v

le. Cas O(].)

3.5 Resumé

‘ Algoritmus H Cas ‘ Praca ‘ PRAM
3.1.1 List-ranking s pouzitim Pointer Jumping O(logn) O(nlogn) | EREW
3.1.2 Odstranenie uzlov z nezdvislej mnoziny O(logn) O(n) EREW
3.1.3 Jednoduchy optimélny list-ranking O(lognloglogn) O(n) EREW

Kontrakcia zoznamu* (jedna troven) 0(1) O(iz7) | EREW
List-ranking O(logn) O(n) EREW
Konstrukcia Eulerovského tahu o) O(n) EREW
3.2.1 Zakorenenie stromu O(logn) O(n) EREW
3.2.2 Post-orderové ¢islovanie
Vypodet tirovne vrchola O(logn) O(n) EREW
Vypocet poctu potomkov
3.3.1 Kontrakcia stromu O(logn) O(n) EREW
Vyhodnocovanie aritmetickych vyrazov O(logn) O(n) EREW
Vypocet stromovych funkcii O(logn) O(n) EREW
3.4.1 Zakladné minimum intervalu O(logn) O(nlogn) | CREW
Minimum intervalu O(logn) O(n) CREW
LCA O(logn) O(n) CREW
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3.6.
3.6
(1)

CVICENIA
Cvicenia
Prepokladajme, Ze pouZijeme O(log" n)-¢asovy algoritmus pre 3-farbenie na identifikiciu vel-

kej nezavislej mnoziny potrebnej v algoritme 3.1.3. Viete printtit vysledny list-ranking algo-

ritmus bezat v ¢ase O(logn) s O(nlog* n) operdciami ? Zdovodnite svoju odpoved !

T = (V,E) je zakoreneny strom. UkaZte, ako ziskat preorderové &islovanie kazdého vrchola
v optimdlne v ¢ase O(logn) na EREW PRAM modeli, kde n = |V].

Nech T' = (V, E) je lubovolny strom s |V | = n. Vrchol v je tazisko T, ak odstranenie v generuje
podstromy kazdy velkosti men3ej alebo rovnej %. Vyrobte optimédlny O(logn)-¢asovy EREW
PRAM algoritmus na najdenie taziska 7T'.

(a) Navrhnite O(1)-Casovy algoritmus pre vypoclet prefixového a sufixového minima n-
prvkového pola A pouzijtc celkovo O(n?) operécii.

(b) Pouzite v/n DnC stratégiu na ziskanie O(loglogn)-Casového algoritmu. Celkovy podet
pouzitych operacii musi byt O(n). Specifikujte pouzity PRAM model.

Pouzitim O(log log n)-¢asového algoritmu na vypocet prefixového minima pola velkosti n (cvi-
enie 3.(4) (b)) vyrobte algoritmus na rieSenie problému minima intervalu v ¢ase O(log logn).
Aky je celkovy pocet pouzitych operacii ? Viete spravit vas algoritmus optimédlnym ? Vy-
svetlite svoju odpoved ! Specifikujte pouzity PRAM model !
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4. Vyhladavanie, spajanie a triedenie

4.1 Vyhladavanie

X = (z1,.--,2Zn) je n roznych prvkov z linedrne usporiadanej mnoziny (S, <) takych, ze z; <
2o < ... < Zy. Je dané y € S. Problém vyhladéavania je urcit ¢ také, ze z; < y < 2541 (kde

g = —00, Tpt1 = +00).
Algoritmus 4.1.1: (Paralelné vyhladavanie pre procesor P;)

vstup: (1) Pole X = (z1,...,z,) také, 7e x; < ... <z, (2) prvok y (3) polet p procesorov,
kde p < n (4) &islo procesora j, kde 1 < j < p.

vystup: Index i taky, ze x; <y < Zjy1-
begin
1: if j=1 then begin

set £:=0; set r:=n+1; set xy:= —00; set Tpy1 :=+00; set ¢y :=0;

set cpp1 =15

end;

2: while r —{>p do begin

2.a: if j =1 then begin

set qo:=/{; set gpy1:=7;

end;
2.b: set gj :=€+j;;f;
2.c: if y =1z, then begin

return(g;); exit;

end else

set ¢;:=0 if y >z, and ¢;:=1 if y < zy;;

2.d: if ¢; <c¢jy1 then begin
set {:=gq;; set 7:=gjt1;

end;
2.e: if j=1Ac¢p <c; then begin

set £:=qo; set r:=gqi;
end;
end;
3: if j <r —{ then begin
3.a: if y = xy,; then begin
return(f + j); exit;
end else

set ¢; :=0 if y > x4, and set ¢;:=1 if y < wpq4;;
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3.b: if ¢j_1 < ¢; then return(f{+j—1);
end;

end.

Priklad 4.1.1: X = (2,4,6,...,30) a y = 19. Predpokladajme, Zze p = 2.
while slucka:

iteracia 2 3
qo 0 5 7
gl 5 6 8
Q2 10 7 9
q3 16 10 10
Co 0 0 0
c1 0 0 0
C2 1 0 O
c3 1 1 1
12 5 7 9
r 10 10 10

o

Veta 4.1.1: Je dané pole X = (21, ...,2p) s 1 < 22 < ... < Tp, a prvok y. Algoritmus 4.1.1 uréi
index i taky, 7e x; <y < z;41. Potrebny paralelny cas je

<log(n + 1))
O\v=—/ >
log(p + 1)
Dokaz 4.1.1: sq:=n+1;s; < (p”+—+11),- +p+ 1= podet operacii je
(log(n +1) )
o ——=
log(p +1)!

Kazd4 operécia trvé ¢as O(1). p-procesorovy CREW PRAM
O

kde p je cislo pouzitého procesora.

4.2 Spajanie

Spéajaci algoritmus zaloZzeny na stretégii rozkladania v ¢ase O(logn) s pracou O(n). Teraz
O(loglogn)-¢asové spajanie na CREW PRAM. (pozn.: vypodet maxima vyZaduje ¢as Q(logn) na
CREW PRAM)

4.2.1 Ohodnotenie kratkej postupnosti v utriedenej postupnosti

X je utriedend postupnost s n rdznymi prvkami; V' je postupnost velkosti m = O(n®), 0 <
s < 1. Algoritmus 4.1.1 méZe byt pouZity na ohodnotenie kazdého prvku V' v X osobitne. Nech
p=[2] = Q(n'"*). Potom kazdy prvok V moZe byt ohodnoteny v X v ¢ase O (IIEEEZE))) =0(1).
Celkovy pocet operécii pouzitych na ohodnotenie kazdého takého prvku je O(;%), pretoze p = L%J .

Lema 4.2.1: Nech V je Iubovolnd postupnost s m prvkami a nech X je utriedend postupnost s
n réznymi prvkami takd, Ze m = O(n®) pre nejaki konStantu 0 < s < 1. Potom vSetky prvky V
moézu byt ohodnotené v X v ¢ase O(1) pouzijiic celkovo O(n) operécii.
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4.3 Rychly spajaci algoritmus

Algoritmus 4.3.1: (Ohodnotenie utriedenej postupnosti v dalsej utriedenej postupnosti)

vstup: Dve polia A = (a4, ...,a,) a B = (by,...,b,) vo vzostupnom usporiadani. Prepokla-
dajme, ze v/m je celé; inak zamenime /m vidy, ked sa vyskytne, za |/m].

vystup: Pole rank(A : B).
begin
1: Ak m <4, potom ohodnotime prvky B pouZitim algoritmu 4.1.1 s p=mn;
exit;

2: StZasne ohodnotime prvky b /m,bs s biy/ms ey bm v A pouZitim algoritmu
4.1.1 s p=+/m. Nech rank(b; s : A) = j(i) pre 1<i < /m;
set j(0):=0;

3: Pre 0<4i<+/m—1 nech B; = (b;/my1,-b(i41)ym_1) @ nech

Ai = (@) 415 - Bjit1)) 5
if j(i) =j(i+1) then

set rank(B;: A;) =(0,...,0)
else
Rekurzivne po&itaj rank(B;: A;);

4: Nech 1 <k <m je TubovoIny index, ktorj nie je ndsobkom /m a nech
i= [LJ . Potom rank(by : A) = j(i) + rank(by : A).

N
end.
B bla"'ab\/m—lab\/mab\/r_n+1a"'ab2\/m—lab2\/ma"'abi\/ﬁ-}—l: ....... Jb(i-}—l)\/’f_n—l?b(i-f—l)\/m? e
4 +
A Alyeene cnnnnns ,aj(l), aj(l)_H, ............ 5 aj(z) geere e ,aj(i)_i_l, ............ 5 aj(i_,_l) g eene

4.4 Optimalne rychly spajaci algoritmus

Predpokladajme m = n. Rozdelime A a B do blokov velkosti aspon [loglogn], napr.
A = (Ay,As,...) a B = (B1,Bs,...). Nech A’ = (p1,p2,...), kde p; je prvy prvok A;. Nech
B' = (q1,¢2, ---), kde g; je prvy prvok B;.

AI — n BI — n
4l O(loglogn) =4 0<loglogn>

(1) Spoj A’ = (p1,p2,...) a B' = (q1, 42, ...) pouZitim algoritmu 4.3.1.

Vysvetlenie: Algoritmus 4.3.1 vykondva spédjanie A’, B’ v ¢ase O(loglogn) pouzijuc cel-
kovo O(n) operacii. Na tomto mieste sme vypocitali rank(A' : B') a rank(B' : A’).

(2) Urdi rank(A’ : B) a rank(B' : A).

Vysvetlenie: Nech rank(p; : B') = r;. Teda p; pasuje do B,,, pretoZe ¢, < p; < ¢r;+1. Pre
Vp; uréi jeho umiestnenie v B,, sekvenénym algoritmom (napr. bindrnym vyhladdvanim).
-| prvkov, rank(A’ : B)

mozno ur¢it v ¢ase O(loglogn) pouzitim O(n) operacii. Podobne uréime rank(B' : A).

Potrva to O(loglogn) ¢asu za kazdy prvok. PretoZe existuje < [

_n
loglogn
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(3) Pre Vi uréi rank(A4; — {p;} : B) a pre Vk urdi rank(Bj — {qx} : A).

Vysvetlenie: Nech rank(p; : B) = j(i) a rank(qx : A) = j(k). pi, qr s prvé prvky A;, By, a
|Ai|,|Bk| st velkosti < [loglogn]. V kroku (3) uréime ranky ostavajicich prvkov v kazdom
Ai a Bk

Lema 4.4.1: Nech A a B st utriedené postupnosti také, Ze |A| = n, |B| = m. Potom algoritmus
4.3.1 vypocita pole rank(B : A) v ¢ase O(loglogn) pouzijic O((n + m)loglogm) operédcii.
Dokaz 4.4.1: Dokéazeme spravnost ... indukciou na m.

(baza) m = 3: ohodnotenie (by, ba,b3) v A (krok (1)).

indukény predpoklad pre vietky m' < m: ukdzeme, Ze vSetky prvky v B; st presne medzi a;;)
& Aj(it1)+1-

Vp € Bi : by sm < p < b(it1)m- Pretoze j(i) = rank(b; m : A),j(i + 1) = rank(b;y1)/m * 4),
dostavame ;i) < b;/ms biiv1)ym < @jit1)+1- Teda ajiy < p < @jip1)41- Preto rank(p : 4) =
j(i) + rank(p : 4;). A teda dokazu spravnosti vyplyva z indukcie. O

Dékaz 4.4.1: Dokézeme zloZitost ...
krok (2):

&as: /m volani algoritmu 4.3.1 pre p = y/n. Cas je O (%) =0(1).

praca: O(y/m+/n) = { pretoze 2¢/my/n <n+m} = O0(n +m).
krok (3)+(4):

¢as: Okrem rekurzivnych volani budd volania trvat O(1) ¢asu a O(n + m) operécii. Nech
|4;] = n;. Rekurzivne volania pre (B;, 4;) potrvaja T(n;,+/m) éasu. T(n,m) =
max; T'(n;,v/m) + O(1); T(n,3) = O(1) = T(n,m) = O(loglogm).

praca: Pre kazdé rekurzivne volanie je O(n +m) = W(n,m) = O((n + m) loglogm).

O

Dosledok 4.4.2: Nech A, B sti utriedené postupnosti dlzky n. Spojenie A a B méze byt vykonané

v ¢ase O(loglogn) pouzijic celkovo O(nloglogn) operdcii.

Lema 4.4.3: Problém spojenia dvoch utriedenych postupnosti dlzky n mozno vyriesit v Case
O(loglogn) pouzitim O(n) operdcii. CREW PRAM

Spravnost: Vsetky prvky A; musia lezat medzi bj(;) a bj(iy1)41-

Predpokladajme j(i + 1) > j(i). Ak pocet prvkov bj(;), ..., bj(i+1) je mensi ako loglogn, potom
spojime A; a B, v sekventnom case O(loglogn). Inak existuji g, ..., qr+s, ktoré lezia medzi
bii)+1 @ bj(i41). Pretoze ranky j~(k), veey T(k + 8) prvkov g, ..., qk+s SU jasne zndme, nds problém
sa zredukuje na spojenie nie viac ako s + 2 dvojic podpostupnosti velkosti najviac O(loglogn).
Podpostupnosti sa disjunktné.

V skratke ... optimalny spajaci algoritmus:

(1) Rozdel A,B na A = (A1,A,,...) a B = (By,Bs,...) také, Ze velkost kazdého bloku je <
[loglogn]. PouZi algoritmus 4.3.1 na spojenie A’ = (p1,p2,...) a B' = (q1,¢2, ...)-

(2) Pre Vp umiestni p; v By,, kde |B,,| < [loglogn]. ranky prvku p; s uréené sti¢asne. Podobne

pre Yg; umiestni g; v A.
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(3) Problém spéajania je redukovany na mnoZinu neprekryvajacich sa spajacich podproblémov;
kazdd z odpovedajtcich dvojic postupnosti zahfha (involves) O(loglogn) prvkov. Vietky
spajacie podproblémy moézu byt vyrieSené siéasne v ¢ase O(loglogn) pouzijic linedrny podet

operacii.

4.5 Triedenie

4.5.1 Jednoduchy optimalny triediaci algoritmus

Dvojcestny merge-sort algoritmus:

(1) rozdel vstupni postupnost X na X; a X» rovnakej velkosti;
(2) utried X5 a X» oddelene;

(3) spoj dve utriedené postupnosti;

N43 problém mo#no preformulovat nasledovne: Pre kazdy vrchol v vyvazeného bindrneho
stromu T vypocitaj utriedeny zoznam L[v] obsahujtci vetky prvky uloZené v podstrome zakore-
nenom vo v. Samozrejme, koreti bude obsahovat utriedeny zoznam.

Tento proces mozno dosiahnut modifikovanym algoritmom 3.4.1, ktory pre kazdy vrchol v pocita
prefixové minimum prvkov vysktujicich sa v podstrome zakorenenom vo v. Jediny rozdiel lezi v

spajacej procedure (pouzijeme optimalny O(loglogn) spajaci algoritmus).
Algoritmus 4.5.1: (Jednoduchy Merge-Sort)
vstup: Pole X radu n, kde n = 2F pre nejaké celé £.

vystup: VyvéZeny bindrny strom s n listami taky, ze pre kazdé 0 < h < logn, L(h,j)
obsahuje utriedend podpostupnost pozostavajica z prvkov uloZenych v podstrome za-
korenenom v (h, j) pre 1 < j < gx. T.j. vrchol (h, j) obsahuje utriedeny zoznam prvkov
X(2rG —1)+1), X225 — 1) +2),..., X(2").

begin
1: for 1 <j <n pardo
L(0,5) == X(j);
2: for h=1 to logn do

n

for 1<j < & pardo

IN
[

Spoj L(h—1,2j—1) a L(h—1,25) do utriedeného zoznamu L(h,j);

end.

Veta 4.5.1: Pre kazdy vrchol v vyvazeného stromu T generuje algoritmus 4.5.1 utriedeny zo-

znam L[v] pozostdvajici z prvkov uloZenych v podstrome zakorenenom vo vrchole v. Cas behu je

O(lognloglogn) a celkovy pocet operdcii je O(nlogn). Teda algoritmus 4.5.1 je optimdlny.
Tento algoritmus vyZaduje CREW PRAM.

Optimdalny O(logn)-Casovy triediaci algoritmus je zaloZeny na pipelined merge-sort algoritme.
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4.6 Triedenie sieti

Siet kompardtorov pozostiva z kompardtorov (modulov so vstupmi z,y a vystupmi
min{z,y}, max{z,y}. Velkost siete komparitorov je pocet komparétorov v sieti. Hlbka je ma-

ximéalny pocet komparatorov stretnutych na ceste od vstupu k vystupu.

NevsSimavé (oblivious) algoritmy

Nevsimavy porovnavaci algoritmus — tok riadenia nezavisi na ¢iasto¢nych hodnotach prvkov a;,
kde (ag, ..., an—1) je vstup.
Nev&imavé triediace algoritmy (sa?) priamo zobrazuji na siete komparatorov.

Bitonickeé postupnosti

X = (29, ..., Tn_1) je postupnost prvkov vytiahnutjch z linedrne usporiadanej mnoziny, n = 2.

X je bitonickd, ak pre j < n plati Tjmodn < T(j41)modn < - < Temodn & T(t41)modn = - =

T(j4+n—1)modn PTre nejaké £.

Jedineéna cross-over vlastnost bitonickych postupnosti
Nech X = (2o, ...,Tn—1) je takd, ze 1o <71 < ... <Ta_jaTz > Tny1 > .. > Tp1.

Lema 4.6.1: Lubovolnd bitnocka postupnost splia jedinecnii cross-over vlastnost.

Triedenie bitonickych postupnosti

X = (x0,%1, .-, Tpt1) je bitonickd postupnost.
L(X) = (min{zo,z2 },min{z1,zn 11},...,min{zn 1,2, 1})

R(X) = (max{zo,r2 },max{z1, 211}, ..., max{zz_1,Tn-1})

Lema 4.6.2: Nech X je bitonickd postupnost. Potom aj L(X) aj R(X) st bitonické a kazdy
prvok L(X) je mensi ako kazdy prvok R(X).

Dékaz 4.6.2: Podla jedinecnej cross-over vlastnosti existuje rez medzi =;, Tiy1 (2 T2 44, T2 4iv1),
ktory indukuje dve podoblasti < a >. Povedzme, Ze < je navrchu.
Samozrejme, L(X) = (To, -, Ti T2 4it1s - Tn-1) & B(X) = (@2, s Tn i, Tig1, -, Tn 1)
L(X) < R(X). L(X) a R(X) st bitonické, kedZe st podpostupnostami bitonickej X . O

Algoritmus 4.6.1: (Bitonické spijanie)
vstup: Bitonickd postupnost X = (o, ..., Tn_1) takd, ze n = 2*, pre nejaké celé k.
vystup: Postupnost X v utriedenom usporiadani.
begin

1: for 0<i <

N[3

— 1 pardo

begin
set {; := min(z;, Tiyz);

set r; := max(z;, Tit2);
end

2: Pouzi algoritmus 4.6.1 rekurzivne na L(X) = ({,...,¢z 1) a
R(X) = (7‘0,...,7‘%_1);

3: return(utriedend L(X) nasledovana utriedenou R(X));
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end.

Bitonicke triediace siete (Bitonic Sorting Networks)

Veta 4.6.3: Bitonickd triediaca siet B(n) sprévne utriedi bitonickti postupnost dlzky n = 2%, kde
k je kladné celé. Hlbka siete je D(n) = logn a podet komparatorov je C(n) = inlogn.

D(n)=1+D (%) C(n)=% +2C (3)
D(n)=1 C@2)=1

Dokaz 4.6.3: O

Veta 4.6.4: Vieme zostrojit siet na utriedenie Tubovolnej postupnosti dlzky n v hibke O(log® n)

pouzitim O(nlog® n) komparétorov.

Dokaz 4.6.4: Hlbka bitonickej triediacej siete na utriedenie fubovolnej postupnosti dlzky n = 2%
je 142+ ... +logn = O(log® n).

Podet komparétorov je dany vzahom

Pozn.: Dalsia dolezita triediaca siet je zaloZen4 na ”odd-even” spijacom algoritme. AKS trie-
diaca siet pracuje v hibke O(logn) a mé velkost O(nlogn).

Priklad 4.6.1: Nech A = (a1,a9,...,a,), B = (b1,ba,...,b,) s utriedené postupnosti, pre
n = 2% 7Odd-even” spdjaci algoritmus pozostdva z rekurzivneho spajania dvoch ”nepér-
nych” postupnosti (a1,as,...,an—1), (b1,b3,....,0h—1) do (c1,¢2,...,¢,) a dvoch ”parnych” po-
stupnosti (agz,.a4,...,an), (b2,b4,...,b,) do (c},ch,...,c},). Potom je utriedend postupnost dana
ako (c¢1,min{c}, ca},max{c|, co}, min{ch, cs}, max{ch,cs},...,min{cl,_;,cp},max{c),_;,cn}). Pou-
Zitim 0 — 1 principu ukdZeme spravnost ”odd-even” spédjacieho algoritmu. Odvodime triediacu siet
zalozent na ”odd-even” spdjacom algoritme a ???state jeho hibky a velkosti. A

4.7 Problém vyberu

Problém vyberu: Je dand A = (a1,..,a,) a k, 1 < k < n. Treba urit a; € A také, Ze
rank(a; : A) = k.

Specidlne pripady:
e k=1 (minimum), £ = n (maximum) — ¢as O(loglogn) na CRCW; O(n) na EREW PRAM.

o k = [2] (medidn) — sekven¢ny algoritmus pracujici v linedrnom Case; Cas Q(%;lgog—n) na

CRCW PRAM

Vieobecny problém vyberu: PouZiva O(logn)-Casovy triediaci algoritmus s O(nlogn) opera-
ciami ... neoptimdlne rieSenie.

Optimélny paralelny algoritmus vyberu mozno ziskat pouZitim techniky ” Accelerated Casca-

ding” Redukujeme velkost n vstupného pola na O(; O’g‘n).
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Myslienka redukcie velkosti: Predpokladajme, ze a z A je identifikované s & < rank(a :

A) < 3%‘. Potom a indukuje rozklad A na triedy A;, As, A3z prvkov < a, = a a > a. Nech
s; = |A;|. s1,83 < 2. Ak k-ty najmens prvok je v As, potom sme skondili. Inak zredukujeme
velkost faktorom aspoii 2. Opakovanie tohto procesu O(loglogn)-krét zredukuje velkost A na

O(logn). Teraz mozeme pouZit O(log n)-Casovy triediac algoritmus pouzivanjici O(nlogn) operacii

na mnozinu s redukovanou velkostou.

Pozn.: pipelined merge-sort algoritmus ... ¢as O(logn), O(nlogn) opercii.
Algoritmus 4.7.1: (Vyber)
vstup: Pole A = (a1, ...,a,) a celé kladné k (1 < k < n) také, Ze logn je celé, ktoré deli n.
vystup: Prvok a; z A taky, Ze rank(a; : A) = k.
begin
1: set ng:=mn; set s:=0;
2: while n,; > . do begin

2.a: set s:=s5+1;

2.b: Rozdel A na bloky B;, kazdy pozostavajici z logn naslednjch
prvkov z A;
Vypot&itaj median m; kaZzdého bloku B;;

2.c: Vypo&itaj median a postupnosti (ml,mg,...,mlogn) pouzitim

pipelined spajacieho algoritmu;

2.d: Uré&i pocty s;, S2, S3 prvkov menSich, rovnych, vd&Sich ako a;
2.e: if s1 < k< sy + sy then
begin
return(a); exit;
end
else if k <s; then
begin
Stla& prvky A menZie ako a do naslednjch miest;
set ng =813
end
else if k > s; + s then
begin
Stla& prvky A vi&3ie ako a do naslednjch miest;
set n, :=s3; set k:=k— (s +s3)!
end;
end

3: Utried pole pozostavajlice z ostavajicich ng; prvkov;

return(k-ty prvok utriedeného pola);

end.

lpozn.prekl.: v originali k := k — (s1 + s3,) bol som z toho poriadny jeleii
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4.8. RESUME
Veta 4.7.1: Algoritmus 4.7.1 spravne vypodita k-ty najmensi prvok vstupného pola A. Tento

algoritmus bezi v ¢ase O(logn loglogn) pouzijic linedrny podet operacii.

Dokaz 4.7.1:

krok 2.b: Implementovany sekvenénym linedrne-asovym algoritmom pre vyber. Kazdy blok

vezme O(logn) ¢asu a O(ng) operécii.

= Jogn) = O(ns

n
logn

krok 2.c: PouZiva pipelined merge-sort algoritmus v ¢ase O(logn) a celkovo O(

operacii.
krok 2.d: Oznacdime kazdy prvok a; s 1, 2, 3 v zavislosti na tom, ¢ a; < a, a; = a alebo a; > a.
Pouzijic algoritmus 2.1.1 dostaneme sy, s2, s3. Cas O(logn), O(n,) opercii.

krok 2.e: Cas O(logn), linedrny pocet operacii.

Preto bude while slutka trvat O(logn) Casu s O(n,) operdciami. Kvoli nasledujlcej vete:
O(loglogn) iterécii.
O

Veta 4.7.2: Pre velkosti zoznamov v naslednych iterdcidch plati ny < 32“ .

Dékaz 4.7.2: Samozrejme, staci ukdzat, ze 5 < rank(a : A4,) < %.

.....

vicsie ako %logn prvkov v B;, pre Vi. Preto je a vic§ie alebo rovné 2”—13§ﬂ = ¢ prvkom z A4,.

logn
O
krok 2: ¢as O(lognloglogn), O(>_ns) = O(n) operécii.
krok 3: ¢as O(logn), O(n) operacii. EREW PRAM
4.8 Resumé
‘ Algoritmus H Cas ‘ PRAM model
4.1.1 Paralelné vyhladavanie 0 (%(;‘T*}}) CREW
Ohodnocovanie utriedenej po-
4.3.1 stupnosti v dal$ej utriedenej po- || O (w + loglog m) CREW
P
stupnosti
Optimalne spijanie (0] (% + loglog n) CREW
4.5.1 Jednoduchy merge-sort 0 ("—I‘I’)g—" + lognloglog n) CREW
Pipelined merge-sort ) (%g—" + log n) CREW
4.6.1 Bitonické spajanie 0 ("—l‘;g—" + log n) EREW
4.7.1 Viber 0 (g +lognloglog n) EREW

Dolné hranice na modeli stromu paralelného porovnavania

Problém H Dolnéa hranica ‘ Pocéet procesorov ‘
Vyhladavanie | (10;%) p<n

Maximum Q (% + loglog n) p<n

Spéjanie Q (% + loglog n) p< nlogk n pre konstantné k
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5. Efektivne paralelné algoritmy

5.1 Model paralelného vypoctu

tuto ma, prist obrazok ...

5.2 Redukcia poc¢tu procesorov

Veta 5.2.1: Nech A je dany algoritmus s paralelnym ¢asom vypoctu t. Predpokladajme, Ze A vy-
Zaduje celkovy pocet m vypoctovych operacii. Potom A mozno implmentovat pouZijiic p procesorov
v paralelnom ¢ase O("} +1).

Dékaz 5.2.1: Nech m (i) je poCet operacii vykonanych (paralelne) v kroku 7 algoritmu A. Pouzitim

p procesorov toto mozno odsimulovat v ¢ase [#J + 1.

3 (MH):%H

1<i<t N P

(m=m(1) + ...+ m(t)) O
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6. Paralelny string-matching

Nech pat a text st stringy dlzky m, n. pat sa vyskytuje na pozicii i v stringu text <= pat =

m
logn

Procesory organizované v bindrnom strome na vypoéet boolean and z m hodndt match(i) =
text[i + k — 1] = pat[k] pre k = 1,...,m.
Algoritmus nie je optimdlny, pretoze pt = O(n?).

text[i..i +m + 1]. Jednoduchy algoritmus pracuje v ¢ase O(logm) s n procesormi na PRAM.

e Galil, 1984: O(log® n) &asu, procesorov, PRAM

n
logZn
e Vishkin, 1985: velkost abecedy nie je pevna

k. Velkost periddy v je

Majme dané stringy w, v. u je periddou v, ak v je prefixom u
dlzka najkratgieho bloku v. (svedok): Pre dané j predpokladajme pat[j..m] nie je prefixom pat
(pat[j..m] # pat[l..m —j+1]). Potom existuje celé w (1 < w < m—j+1) také, ze pat|w] # pat[s],

s =j — 1+ w. w je svedkom tejto nezhody.

Nech wit[j] je Tubovolny svedok w. pat = abaababa, wit[l] = 0,wit[2] = 1,wit[3] = 2,wit[4] =
4.
Vzorka je aperiodickd <= wit[j] # 0 pre kazdé 2 < j < 3

<= velkost jeho najmensej periddy je > 7.
Vzorka pat = abaababa je aperiodicka.

6.1 Analyza textu

Aperiodicky pripad

Predpokladajme, Ze wit je zndme pre 1 < j < . Ako mozno rychlo néjst pat v text ?

Nech n' = n — m + 1. witl[i] je svedkom nezhody, ak sa vzorka umiestnend na poziciu i
nezhoduje s textom; inak witl[i] = 0 (kandidati pre zhodu).

Duel medzi dvomi poziciami p, ¢: 1 <p < ¢ <n', ¢g—p < . Vyskyt pat nemdze zacinat aj na
p ajnaq.

Nech j = ¢ — p + 1, wit[j] = w. Predpokladajme, Ze text[p..p + m — 1] = pat. Potom
{def wit} pat[j — 1+ w] # pat[w] = text[q + w — 1] # pat[w] => pat sa nevyskutuje na ¢ =>
witllp]| =q¢—p+w.

pat[w] = text[g+w—1] a text[p+g—p+w—1] # pat[g—p+w] = pat sa nevyskytuje na p =
witllp]=¢—p+w.

1 — w — - — — pat(nadg)
1 — j — (j—-14w) — - — — pat(nadp)
1 —p — ¢ — q+tw-1 — - — - text
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function Duel(p,q)
begin
if p =null then Duel :=gq else

if ¢ =null then Duel :=p else begin

set ji=q¢—p+1;
set w = wit[j];
if text[q + w — 1] # pat|w]
then begin
set witl[q] := w;
set Duel := p;

end else begin

set witlp]:=¢—p+w;
set Duel :=gq;

end;

end;

{wit[g —p+1] # 0}

Predpokladajme, e m,n’ st mocniny 2. k-ty rozklad [1..2%][2% +1..2 x 2F]...[i2% + 1..(i + 1)2%]...
pre £k =0,1,...,Jogm — 1. V kazdom k-bloku existuje najviac jedna porzicia i, kde pat zacina. Na
zadiatku nech k = 0, witl[i] = O pre kazdé i. Ak k = k+1, potom k-blok mé dvoch kandiddtov =
duel. Tterujme tato procedaru (logm — 1)-krat. witl je k-riedky' prave vtedy, ked kazdy k-blok

m4 najviac jednu polozku j s witl[j] 2o .2

procedure MoreSparse(text, k)
begin
for Vk-bloky ®pardo begin

Nech p, q st dvaja kandidati v tomto bloku;

// polozky s nulovymi hodnotami witl
candidate := Duel(p, q);

// nech r je eliminované v tomto bloku; teraz witl[r] #0

end;
end;
procedure MakeSparse(text, sparsity);
begin

for k:=1 to sparsity do

MoreSpace(text, k);

end;

MakeSparse(text,logm — 1) O(n) =n+ % + % + ... operdcii

log m hibka

11N ENGLISH: k-sparse
2pozn.prekl.: 777
3poz.prekl.: v originali ”in parallel do

”

... takZe teraz neviem
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6.1. ANALYZA TEXTU

Brentova veta: ¢as O(logm), O(;=2-) procesorov ... PRAM.

logm

Lema 6.1.1: V tomto aperiodickom pripade a s predpokladom, Ze wit je predpocitané pre dani

vzorku, string-matching mozno vykonat v ¢ase O(logm) procesormi na PRAM.

8 logm
Nech period(v) je najkratSia periéda v. periodsize(v) oznalime |period(v)|. Retazec v je

periodicky prave vtedy, ked |v| > 2periodsize(v).

Lema 6.1.2: (lema o periodicite)

Ak v mé dve periédy velkosti p,q a |v| > p + ¢, potom v m4 tieZ periédu velkosti gcd(p, q).
Doékaz 6.1.2: Nech p > ¢q. Ak v mé periédy velkosti p,q (Jv| > p + ¢), potom v mé tiez periédu
velkosti p—q ... Vi:ov[i] = v[i+p]Av[i] =v[i+q] = v[i+p]=v[i+q] = Vi';i' =i—q:v[i'] =
ofi' + (p— @), vl 2p+4 O

Euklidovska metoda pre vypocet ged(p, q)

function ged(p,q);
begin
set p':=p; set ¢ :=g¢;
while p' #¢' do //invariant

if p' > ¢' then set p' :==p' — ¢ else set ¢ :=¢ —p';

set ged:=p';

end;

Invariant: v mé periédy velkosti p’,¢’. Ak st posledné hodnoty p', ¢’ rovné ged(p, q), potom v
mé periédu velkosti ged(p, q).

Predpokladajme, 7e pat je periodickd s periodsize(pat) — 7.4

Lema 6.1.3:

(1) Ak sa pat nachddza na dvoch roznych pozicidch i, j, potom i — j| > P.
(2) Ak sa pat nachddzana j aj+ D, kde D < m — P, potom D je ndsobkom P.
(3) Ak sapat nachddza na j a j + D, kde 0 < D < 73, potom sa pat nachddza aj na j + P.
Nech period(pat) = w,pat = u’z,|w| = P,|z| < P. Vezmime pat’ = uz. Vzorka pat’ je
aperiodickd. Vietky vyskyty pat’ v text nijdeme v ¢ase O(logm) pouzitim Togm PrOCesorov na
PRAM s predpokladom, Ze wit je predpolitané.

. next(i)=i + P : ak sa vzorka pat’ nachidza na i
=i :  inak
e pre next(i)#i :  largest(i) = max{k | next®(i) # nextF~1(i)}
next(i)=1 :  largest(i) =0

Ak sa vypotita largest, potom mozno ur¢it vietky vyskyty pat. {pat sa nachidza na pozicii

i <= largest(i) > s} largest vypolitané v ¢ase O(logn) procesormi na PRAM, ak je

dané match(pat’).?

n
5 log m

4pozn.prekl.: 77?7
5pozn.prekl.: 77?7
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Ako vypodéitat largest ?

Dekomponujme match(pat’) do P podpostupnosti. {p-ta postupnost: pozicie i s ((: — 1) mod
P=p)prep=0,.. P—1}.
Pre kazdi podpostupnost pre kazda poziciu obsahujicu 1 vypocitame pocet naslednych 1tiek

z tejto pozicie napravo.

n

DIzka podpostupnosti ... % = O(log %) dasu s logﬂ procesormi. P podpostupnosti ...
p
O(log 2) Casu s & procesormi. Nakoniec, logn > log 2, takze modzZeme zoskupit operacie do
S Tog = P ) 108 8

skupiniek velkosti f—og%
og 3

Lema 6.1.4: Ak bola vzorka predspracovand a wit vypoditané, potom pre periodicky pripad

n
logn

mozno string-matching vykonat v ¢ase O(logn) s procesormi.

Kombinované vysledky pre analyzu textu

Lemy 6.1.1+6.1.4: v 6.1.1 vymenny &as pre procesory {logn > logm redukcia procesora fakto-

logm6
rom —g—logn}

Veta 6.1.5: Ak je vzorka predspracovand a wit vypoditané, potom string-matching mozno vy-

_n_
logn

konat v ¢ase O(logn) s procesormi na PRAM.

6.2 Predspracovanie vzorky

Vypoéitame wit pre segment [1..21°6™~1]: wit(1) =0
. . 0 ak pat[j..r] je prefixom pat .
witness(j,r) = . . : pat[k] # pat[j + k — 1]
kE 1<k<r—j+1také, 7e pat[k] # pat[j +r — 1]

1 — k — — — — vzorka
— j — j4+k-1 — 7 text (=vzorka)

_r

Togmr) Procesormi na

a teda witness(j,r) = k. witness(j,r) je vypocitané v ¢ase O(logr) s O(
PRAM.

No ...

... dalej sa mi to uz prekladat nechce. Ak sa to niekomu chce doprekladat,
nech mi mailne na adresu uvedent na titulnej strane. Po dohode mu mézem

poskytnat zdrojaky.

Zbohom !

$pozn.prekl.: 77?7
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