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Abstrakt 1.1 Lotkov-Volterrova rovnica

Nech f(t) je patet liSok ar(t) poCet zajacov \Lase t. Pred-
Klasicky dynamicky systém predator/korist (liSky/zajace) je pokladajme, Ze bez pritomnosti zajacov (potravy) vymieraju
popisany diferencialnymi rovnicami. Wlanku je popisany |igky rychlostoua a bez pritomnosti liSok sa zajace rozm-
stochasticky model tohto dynamického systému a jeho spranozuja rychlostouc. Nech d vyjadruje schopnost liSok
vanie je porovnané s numerickym rieSenim dlferenC|aInychpOZ,erat zajace @& vyjadruje vplyv mnoZstva potravy na

rovnic. Dalej je vElanku popisany iny model spravania systé- rozmnozovanie ligok. Potom najjednoduchsi popis tohto sys-
mu predator/korist, ktorého spravanie je taktieZ porovnané sgmu je

jeho stochastickym modelom.
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Zivé organizmy jedného druhu Zija v spéknstvach, ktoré Tento systém diferencialnych rovnic ma dve stacionarne

sa nazyvaju populacie. Viacero roznych druhov populaciirieSenia: (f(t),r(t)) = (0,0) a (f(¢),r(t)) = (¢/d,a/b).
vytvara biologické spoléenstvo. Ekosystém tvori biolog- Vtedy totizdf(t)/dt = dr(t)/dt = 0 a pcty zajacov a liSok
ické spol@enstvo spolu s prostredim, v ktorom Zije. Kazdy sa nemenia.

druh spol@enstva mozno charakterizovat jehoGetnostou Ak r7(0) = 0a f(0) > 0, takdr(t)/dt = 0, df (t)/dt < 0O
a mozno sledovat ako sa tieto kvantitativne &ly menia ~ a paet liSok poCase tiez klesne na nulu. AK(0) = 0 a
v tase. Modely spofenstiev takto vytvorenych maja svoju 7(0) > 0, takdf(t)/dt = 0, dr(t)/dt > 0 a zajace sa Zal
vnutornd dynamiku, ktora sa nazyva popiriau dynamikou.  neobmedzene mnozit.

Modely spold@enstiev st obajne popisané diferencialny-  SPravanie systému pre iné@atctné hodnoty pétu lisok
mi rovnicami. Existuj véak aj fiitatové experimenty mod- & ZJacoVJ€ znazornene na ”,aS|?dUJl,J(f'Ch ovbra;kgch_ .
elujlice Zivé@isne spoldenstva, ktoré vyuzivajl stochasticky V@ 0br. 1(a) st znazomené trajektdrie rieSeni sustavy difer-
model tychto spoléenstiev. Uvedieme dva zakladné mode- ENcialnych rovnic pre rozne pmtccné podmienky = 1,
ly Zivo&ignych spoldenstiev a porovname numerické rieenia? = 1 ¢ = 1. d = 1, paiatané podmienky(f(0),(0))

diferencialnych rovnic so spravanim stochastickych modeloySY_Postupnezvnitra (0.1,1), (0.25,1), (04,1), (0.55,1),
(0.7,1), (0.85,1), (1,1) — stacionarne rieSenie). Obr. 1(b)

zobrazuje oscilacie @u liSok a zajacov ¢ase.

Na obr. 2 je zobrazené spravanie systémudpre 1, b =
1, ¢ = 3, d = 1 a p&iata€né podmienky0.2,1), (0.6, 1),
(1,1), (1.4,1), (1.8,1), (2.2,1), (2.6, 1), (3,1) — stacionarne
rieSenie.
Jeden z najjednoduchsich modelov popisujlci spravanie sa
spola?:enstva obsahuje dva_ dvr,uhy - I|’§ky (predatori) a zaj_acellz Stochasticky model
(obet). Tento model navrhli Siasne taliansky matematik Vi-
to Volterra a americky biolég Alfred J. Lotka v 30. rokoch 20. Priebeh vzajomného ovplywevania liSok a zajacov sa da
storcCia. Obaja si vSimli oscilacie ftov predatorov a koristi  modelovat nielen diferencialnymi rovnicami, ale ajgbo
v réznych prirodnych spoéenstvach. Ak je zajacov dostatok, tatovym experimentom. PopiSeme teraz stochasticky model
maju liSky dostatok potravy a mdézu sa bez problémov rozm-dynamického systému liSok a zajacov, ktory bude tvorit zak-
nozovat. LiSky s&asom premnozia natolko, ze zajacéma  lad naSho experimentu.
vymierat a liSky nebudd mat dostatok jedla. To nasledne sp6- Patty liSok a zajacov budd vyjadrené celyaislamif ar.
sobi vymieranie liSok. KedZze sa zmenSilgeb predatorov, Predstavme si, Z&as plynie v krokoch a v kazdom kroku nas-
zajacom sa Zme opat darit' a cely cyklus sa mbze zopako- tane prave jedna z nasledujucich udalosti: narodi sa liSka (s
vat’. pravdepodobnostopy;), zomrie liSka ;4), harodi sa zajac

1 Systém liSka — zajac
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Obrazok 1: Numerické rieSenie systému (1) pre 1,b=1,c=1,d = 1.
(prv), ZzOomrie zajac%,4). UrEme si teraz pravdepodobnosti fbo = b*fr,
jednotlivych udalosti; prepiSme najprv rovnice (1) do nasle- fd = a*f;
dovného tvaru: rb = c*r;
rd = d*f*r;
PO~ vs0r) - s s=hridrhrd
2
dT’(t) fb /_ .
=cr(t) —dr(t)f(t =S
S = er(t) — dr()f (1) ms
Cim je hodnotabf (£)r(t) v&tSia, tym rychlejsie sa lisky :g jf 2
rozmnozuju. Cim je v&Sia hodnotaaf(t), tym rychlejSie -
liSky vymieraju. Obdobne pre zajace. Nech su pravdepodob- if (x <) fate
nostipsy, Pra, Pro, Pra V POMeredf(t)r(t) : af(t) : cr(t) : lse if fo+fd foos '
dr(t)f(1). Teda else if ( x < fotfd )
’ ' else if ( x < fo+fd+rb ) r++;
bf(0)r(t) af(t) else -
Po= =" Pfa = — @)
t dr(t)f(t }
Drb = Crs ) Pra = T( if( )

kdes = bf(t)r(t) + af(t) + cr(t) + dr(t) f(t).
V stochastickom modeli teda najprv zvolimedmiatné
hodnotyf ar a potom v kazdom kroku simulacie zvolime jed-
nu zo 4 moznych udalosti (s pravdepodobnostami p;, 1.3 Porovnanie spravanie deterministického a

prp @prg) @ Nasledne upravime hodngfyar. Tu je komplet- stochastického modelu
ny algoritmus:

a=1; b=1; c=3; d=1; f=10; r=10; Zatnime teraz skumat spravanie stochastického modelu
t=0; a porovnajme ho so spravanim deterministického modelu.
VSimnime si najprv dve zakladné vlastnosti stochastického
while (t < tmax) { modelu: (1) ak poet zajacov klesne as experimentu na
0, pcCet liSok klesne ptas niekolkych kol tiez na Or(= 0,
t++; takzeprq = 1), (2) ak pcet liSok klesne na 0, zajace sa budud
x = rand(); neobmedzene mnoZitf(= 0, takZep,, = 1). Toto spravanie
je rovnakeé ako pri deterministickom modeli.
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Obrazok 2: Numerické rieSenie systému (1) pre 1,b=1,¢=3,d = 1.
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Obrazok 3: Experiment 1
1.3.1 Vymieranie zajacov v stochastickom modeli kol po sebe. Pravdepodobnost tohto javu je vSak do&teto

nizka a stochasticky model sa v tomto pripade sprava podobne

Ak pri deterministickom modeli Zdname s kladnym @iom  ako deterministicky.
Za.ja.COV a |i§0k, tak ziaden z tychto druhov uz nemoéze vym- Aby sme sa Vyh"vymieraniu“’éok alebo Zajaco\/, budu
riet (vid' obr. 1,2). V stochastickom modeli vSak @as ex-  potty lisok a zajacov v nasleduijuicich experimentoch radovo
perimentu mdZe nejaky druh vymriet (vid' obr. 3). 1000.

Experiment 1: a = 10,b = 1,¢ = 10,d = 1, f = 10,
r = 20, pevné body(f,,r,) = (10,10) (obr. 3). Vidime,
Ze v kroku 150 mala populécia zajacov velkost 4. Na tejto
drovni sa udrzala asi 30 kdl, ale potom v3etky zajace vym-Cim je charakteristicky rovnovazny stav stochastického mod-
reli. V deterministickom modeli zajace vymriet nemozu. V elu? V rovnovaznom stave platf, = pra = pry = pra. Z
stochastickom modeli vSak $fa aby niekolko k6l po sebe tejto rovnosti dostdvam¢ = c/d ar = a/b. Rovnovazny
padlivhodnénahodn&isla a zajace vymru. stav stochastického modelu je teda rovnaky ako pre deter-

Experiment 2: a = 1000, b = 1, ¢ = 1000, d = 1, ministicky model. V nasledujicom experimente zistime, ako
f = 1000, r = 2000, pevné body(f,,r,) = (1000, 1000) sa stochasticky model sprava, ak sa néigthu nachadza v
(obr. 4). V tomto experimente sme D&ili potty liSok a zaja-  rovnovaznom stave.
cov 100-krat a péas 15000 k6l nevymreli ani liSky ani zajace.  Experiment 3: « = 1000, b = 1, ¢ = 1000,d =1, f =
Najmensi poet zajacov v tomto experimente bol 28@@od- 1000, » = 1000, pevny bod(f,,r,) = (1000, 1000) (obr.
poveda 2.5 zajacovi v predchadzajucom experimente). Abyb). Napriek tomu, Ze experiment sme&#zali v pevnom bode
zajace vymreli, museli byhodnénahodné&isla padat az 250 daného systému, hned' odGatku z&ali velkosti populacii

1.3.2 Ekvilibrium stochastického modelu
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Obréazok 4: Experiment 2
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Obrazok 5: Experiment 3

oscilovat. Po priblizne 1000 krokoch oscilovali populécie uz
0 £500 jedincov.
Stochasticky model sa teda nevie udrzat vo svojom

torie ako pri deterministickom modeli. V deterministickom
modeli vSak pre rovnaké Zetacné podmienkybiehalipoc-
ty liSok a zajacov po jedinej a vzdy rovnakej trajektorii. V

pevnom bode. Opat je to dosledok pouzitych nahodnychstochastickom modeli sa vSak jednotlivé trajektérie na niek-

Cisel, ktoré vychylia model zo svojho ekuvilibria.

1.3.3 Velkost oscilacii populacii

Experiment4: a = 5000,b = 5, ¢ = 1000, d = 1, f = 1000,

r = 1000, pevny bodf,, r,) = (1000, 1000) (obr. 6). Tento
experiment je takmer rovnaky ako experiment 3 &agxné
velkosti populacii su rovnaké, rovnaky je aj pevny bod. V
tomto experimente su vSak hodnatyb 5-krat v&sie ako v
predchadzajicom experimente.

Z obrazku vidime, Ze velkosti populacii stale osciluju oko-
lo hodnét (1000, 1000), ale oscilacie v populacii liSok su
ovela v&sie ako v populacii zajacov. Hodnotyb totiz ov-
plyviuja velkostipyy, frq @ pre v@Siea, b sa aj tieto pravde-
podobnosti véSie. To spdsobuje, Ze @y liSok sa menia
CastejSie ako piiy zajacov.

Experiment 5: « 1000, b = 1, ¢ = 1000, d = 1,

f = 800, » = 200, pevny bod(f,,7p,) = (1000,1000)
(obr. 7). V tomto experimente neboli fatacné hodnoty
pevnym bodom modelu. Z obrazkov vidime, Ze aj v stocha-
stickom modeli opisuju pity liSok a zajacov podobné trajek-

torych miestach takmer dotykaju (vid' obr. 7(b)). Tam mdze
stochasticky model vel'mi lahkpreskoCit na ina trajektoriu.
Opat vd'aka nahodnyngislam.

Na obr. 7 sU znazornené &sti toho istého experimen-
tu. Na obr. 7(a) st to kroky 1 - 1000 (piy liSok a zajacov
obiehaju po priblizne rovnakej trajektorii), na 7(b) kroky 6000
- 10000 (trajektorie savacsujia na obr. 7(c) kroky 14600 -
15120 (najvasia trajektéria péas experimentu 5).

2 Dalsi dynamicky systém

Zmeime teraz Lotkov-Volterrovu rovnicu. Vytvorme model,
v ktorom bud liSky vymierat v zavislosti od druhej mocniny
svojho p@tu. Diferencialne rovnice popisujuce tento model
su nasledovné:

dr(t)

7R r(t)(a—bf(t))
0 @
- @) (br(t) —cf(t))
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Obrazok 6: Experiment 4
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Obrazok 9: Fazovy portrét dynamického systému (4) pre 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
a=1,0b=1,¢ = 6, ¢ > 4b, stabilné rieSenid6,1)
typu uzol. Pdiatatné podmienky(r(0), f(0)) = (1,1), Obrazok 10: Experiment 6.

(2.5,1.3), (4,1.5), (5.5,1.6), (7,1.63), (8,1.65), (10,1.5),
(10,1), (9,0.7), (7.8,0.4), (6,0.2), (4.5,0.2) a(3,0.2).
a=1; b=1; c=1; r=1000; f=1000;

Tento dynamicky systém ma dve stacionarne rieSenia:
while (t < tmax) {

ac a
ai = (0,0) az = {5, 7 (5)
(5)
Stacionarne rieSenie; je nestabilnéas je asymptoticky x = rand();

stabilné. Akc > 4b, je a5 typu uzol, inak je typu fokus.
Numericke rieSenie tohto systému je ilustrované na obrazkoch  rp = a*r;

8ao. m = b
fp = b*r;

2.1 Stochasticky model fm = c*ff;

Podobne ako ¢asti 1.2 vytvorme k dynamickému systému W = rp+rm+fp+m;

(4) stochasticky model. Tu je kompletny algoritmus:
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Obrazok 8: Fazovy portrét dynamického systému (4)gpre 1, b = 1, ¢ = 1, ¢ < 4b, stabilné rieSeni€l, 1) typu fokus.
Pctiatatné podmienkyr(0), £(0)) = (0.1, 1), (0.2,1), (0.3,1), (0.4, 1), (0.5,1), (0.6,1), (0.7,1), (0.8,1), (0.9,1) a(1, 1).
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Obréazok 11: Experiment 7.

p /= w;

m /= w;

fp /= w;

fm /= w;

if (i<r) r++;
else if (i < rp+rm ) r--;
else if (i < rptrm+fp ) f++;
else f--;

Experiment 7: « = 10000, b = 10, ¢ =
60, stacionarne rieSeniér;, f;) = (6000,1000). Bo-
lo vykonanych 10 experimentov s @atacnymi hodnotami
(r, f) = (1000, 200), (3000, 200), (6000, 200), (9000, 200),
(12000, 200), (12000,1000), (12000,2000), (6000,2000),
(3000, 2000) a (1000,2000). Fazové portréty tychto 10 ex-
perimentov su zndzornené na obr. 10(b).

Ako vidno z obr. 10 experimenty so stochastickym mod-
elom maju podobny priebeh ako numerické rieSenie dynam-
ického systému (4). Pri experimente 6 sa trajektérie pomaly
st&aju do seba ako na obr. 8, pri experimente 7 zase smeruju
trajektérie do ekvilibria rychlejSie. Podobne ako na obr. 9.

3 Zaver

V Castiach 1 a 2 boli predstavené dva modely spravania sys-
tému predator/korist. Oba modely boli popisané diferen-
cialnymi rovnicami a aj stochastickymi modelmi. Stocha-
stické modely sa vykazovali podobné spravanie ako numer-
ické rieSenia diferencialnych rovnic. V niektorych pripadoch
sa vSak spravanie liSilo: 1) pri malom @e liSok (zajacov)
mohla populacia v stochastickom modeli rychlo vymriet, 2)
stochastické modely sa nevedia udrzat vo svojom pevnom
bode — velkosti populacii Zal oscilovat, 3) velkost os-
cilacii pattu liSok/zajacov v stochastickom modeli &@som
meni.

Porovnajme teraz stochasticky a deterministicky model dy-

namického systému (4). Podobne akcasti 1.3 budu aj

v nasledujucich experimentoch @y liSok a zajacov radovo Pouzita literatira

1000.

Experiment 6: a« = 10000, b = 10, ¢ = 10, sta-
cionarne riesSeni¢r,, fs) = (1000, 1000). Boli vykonané 4
experimenty s ptiatecnymi hodnotamir, ) = (200, 2000),
(200, 200), (2000, 200) a (2000, 2000). F&4zové portréty tych-

to 4 experimentov sU znadzornené na obr. 10(a).
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