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3. kapitola

Horolezecké algoritmy

3.1 Základné stochastické optimalizaèné algoritmy: slepý

algoritmus a horolezecký algoritmus
Uvedieme dva základné typy stochastických optimalizaèných algoritmov, ktoré aj keï

neobsahujú evoluèné rysy, budú slú�i� ako základ pre formuláciu evoluèných

optimalizaèných algoritmov. Slepý algoritmus je základný stochastický algoritmus,

ktorý opakovane generuje náhodne rie�enie z oblasti D a zapamätá si ho len vtedy,

ak bolo získané lep�ie rie�enia ako to, ktoré u� bolo zaznamenané v

predchádzajúcej histórii algoritmu. Z dôvodov kompatibility tohto algoritmu s

evoluènými algoritmami uvedieme jeho implementáciu pre binárnu reprezentáciu

vektorov - rie�ení, pozri algoritmus 3.1.

Jednoduchými úvahami dá sa dokáza�, �e tento jednoduchý stochastický

optimalizaèný algoritmus poskytuje korektné globálne minimum optimalizaèného

problému (1.5) realizovaného nad ortogonálnou mrie�kou bodov z oblasti D za

predpokladu, �e parameter procedúry tmax asymptoticky rastie do nekoneèna

lim |
max

max
k

fin optP t
→∞

= =α αd i 1 (3.1)

kde P(tmax|αfin=αopt) je pravdepodobnos� toho, �e slepý algoritmus po tmax iteraèných

krokoch poskytne výstupné rie�enie, ktoré je toto�né s presným rie�ením (globálne

minimum).

procedure  Blind_Algoritmus(input: t max,k,n; output: αfin ,f fin );
begin  f fin := ∞; t:=0;
      while  t<t max do
      begin  t:=t+1;
            α:=randomly generated binary vector of
               the length kn;
            if  f( Γ( α))<f fin  then
            begin  αfin := α; f fin :=f( Γ( α)) end ;
      end ;
end ;

Algoritmus 3.1. Pseudopascalovská implementácia slepého algoritmu. Vstupné parametre
procedúry sú tmax (maximálny poèet iterácií) a kon�tanty k a n (då�ka binárneho re�azca jednotlivej
premennej resp. poèet premenných optimalizovanej funkcie f). Algoritmus zaèína inicializáciou
premennej ffin (výsledná hodnota nájdeného minima funkcie f) a t (poèítadlo iterácií). Algoritmus sa
opakuje tmax-krát, potom je ukonèený a výstupné parametre αfin a ffin obsahujú najlep�ie hodnoty
rie�enia v binárnej reprezentácii a príslu�nú najlep�iu funkènú hodnotu.
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Príklad 3.1. Napí�te program pre slepý algoritmus (pozri algoritmus 1.1) pre funkciu
f(x) z príkladu 1.1 ak då�ka binárnej reprezentácie bude k=10, 20, 30. Zostrojte
tabu¾ku výsledkov, v ktorej bude uvedené najlep�ie zaznamenané minimum funkcie
vzh¾adom k poètu iteraèných krokov tmax=100, 1000, 10000. Diskutujte získané
výsledky vzh¾adom k då�ke "k" binárnej reprezentácie a poètu iteraèných krokov tmax.

Príklad 3.2. Vykonajte zov�eobecnenie programu z príkladu 3.1 pre funkciu n
premenných, prièom ka�dá premenná je vyjadrená binárnym re�azcom rovnakej
då�ky "k" a v�etky premenné sú z rovnakého intervalu. Ako testovaciu funkciu
mô�ete pou�i� zov�eobecnenú funkciu z príkladu 1.1

F x x x f x
n i

i

n
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1

, ,...b g b g=
=

∑
pre ∀xi∈[-10,10]. Aké je globálne minimum tejto funkcie ? Ko¾ko má lokálnych miním
?

Príklad 3.3. Ako príklad vysoko multimodálnej funkcie budeme pou�íva� túto funkciu

f x e x xxa f a f a f= + −
0 993851231 10 8

0 01
2

. sin cos.

pre x∈[-10,10]. Výsek jej priebehu pre x∈[-3,3] má tento tvar

Prvé tri minimá tejto funkcie sú: x1=-0.7853024, f(x1)=5.69×10-11 (globálne minimum),
x2=2.3559072, f(x2)= 0.047848, x3=-0.4402184, f(x3)=0.11277. Kon�tanta δ, ktorá
charakterizuje minimálnu vzdialenos� medzi dvoma minimami (pozri obr. 2.2) je
pribli�ne rovná δ=1/4. To znamená, �e neexistuje taká dvojica dvoch susedných
miním, ktorých vzdialenos� by bola men�ie ako δ=1/4. V nasledujúcich príkladoch
táto funkcia bude èasto pou�ívaná tak v 1-rozmernej, ako aj v mnoho-rozmernej
verzii pre testovanie schopnosti nájs� globálne minimum. Vykonajte verifikáciu
uvedených údajov o tejto funkcii pomocou programu MAPLE [1] alebo
MATHEMATICA [2]. Ko¾ko lokálnych miním a lokálnych extrémov má táto funkcia?

Vo v�eobecnosti mô�eme poveda�, �e slepý algoritmus neobsahuje �iadnu

stratégiu kon�trukcie rie�ení (t.j. binárnych vektorov då�ky kn) na základe
predchádzajúcej histórie algoritmu. Ka�dé rie�enie je zostrojené úplne nezávisle (t.j.
plne náhodne) od predchádzajúcich rie�ení. Zaznamenáva sa to rie�enie, ktoré v
priebehu aktivácie procedúry poskytuje zatia¾ najni��iu funkènú hodnotu. Po
ukonèení aktivácie procedúry je toto rie�enie výstupným parametrom.

Slepý algoritmus mô�e by� jednoducho zov�eobecnený na tzv. horolezecký

algoritmus (hill climbing), kde sa iteraène h¾adá najlep�ie lokálne rie�enie v urèitom
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okolí, a toto rie�enie je v ïal�om kroku pou�ité ako "stred" novej oblasti. K
formalizácii horolezeckého algoritmu zavedieme niektoré základné pojmy, ktoré sú
dôle�ité pre jeho jednoduchý popis. Operácia mutácie stochasticky transformuje
binárny vektor α na nový binárny vektor α' , prièom stochastiènos� toho procesu je
urèená pravdepodobnos�ou Pmut

′ =α αO
mut
a f (3.2a)

kde α a α' sú dva binárne vektory rovnakej då�ky kn

α α= ′ = ′ ′ ′α α α α α α
1 2 1 2
, ,..., , ,...,

kn knb g b ga (3.2b)

kde jednotlivé komponenty α' sú urèené takto

′ =
− <R
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random P1 pre

ostatné prípady

c h

c h
(3.2c)

kde random je náhodné èíslo z intervalu [0,1) generované s rovnomernou
distribúciou (pozri algoritmus 1.3). Pravdepodobnos� Pmut urèuje stochastiènos�
operátora mutácie, v limitnom prípade, ak Pmut→0, potom operátor Omut nemení
binárny vektor

lim
P

mut
mut

O
→

=
0

α αa f (3.2d)

Na obr. 3.1 je znázornený efekt mutácie (3.2) (pre dve pravdepodobnosti Pmut=0.1 a
Pmut=0.03 ) na binárny vektor då�ky k=30, ktorý reprezentuje reálne èísla z intervalu
[0,1]. Sú pou�ité dva rôzne prístupy ku kódovaniu, a to �tandardné kódovanie a
Grayovo kódovanie. Z obrázku je vidie�, �e mutácia pre binárne vektory so
�tandardným kódovaním vytvára nové binárne vektory s èíselnými hodnotami, ktoré
sú rozdelené diskrétnym spôsobom okolo nulovej hodnoty. Ak sa pou�ije Grayovo
kódovanie, èíselné hodnoty nových binárnych vektorov vytvárané mutáciou sú
rozdelené pomerne "spojito" okolo nulovej hodnoty pribli�ne s Gaussovou
distribúciou pravdepodobnosti. Mô�eme teda poveda�, �e mutácia v rámci
�tandardného kódovania poskytuje nové binárne vektory, ktoré vzh¾adom k
pôvodným (t.j. nemutovaným) binárnym vektorom majú èíselné hodnoty, ktoré sú
relatívne diskrétne rozdelené okolo nuly. Táto "diskrétnos� rozdelenia" je potlaèená,
ak sa pou�ije Grayov kód pri binárnej reprezentácii reálnych èísel. Na základe tohto
výsledku mo�no kon�tatova�, �e Grayov kód je asi vhodnej�í pre binárnu
reprezentáciu reálnych premenných, mutáciou vytvorené binárne vektory sa
vyskytujú "spojito" na celej oblasti prípustných hodnôt (pozri obr. 3.1).
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Príklad 3.4. Zreprodukujte grafy z obr. 3.1. Zvolíme si då�ku "k" binárnej
reprezentácie reálnych èísel z intervalu [a,b], kde a<b. Binárny re�azec α je náhodne
generovaný, aplikovaním operátora mutácie Omut dostaneme nový binárny re�azec
α', α'=Omut(α). Pôsobenie operátora mutácie je popísané vz�ahmi (3.2a-c).
Zostrojíme rozdiel ∆(α,α')=Γ(α)-Γ(α'), ktorý je z intervalu [a-b,b-a], prièom då�ka tohto
intervalu je 2(b-a). Výpoèet reálneho èísla priradeného binárnemu re�azcu je
realizovaný tak v �tandardnej, ako aj v Grayovej reprezentácii. Nech tento interval je
rozdelený na N podintervalov, prièom prvý (posledný) interval je indexovaný 1(N),
prièom då�ka týchto podintervalov je ξ = −2 b a Na f / . Reálnemu èíslu z∈[a-b,b-a]
priradíme index pod¾a toho prepisu

index z
z a ba f = + − +L
M
M

O
P
P1

ξ
kde x je celá èas� reálneho èísla x. Ak polo�íme z=∆(α,α'), potom pre tento rozdiel
dostaneme

index
a b

∆
∆

α α
α α

ξ
,

,
′ = +

′ − +L
M
M

O
P
Pa fb g

a f
1

Frekvencie výskytu ω priradené rozdielom ∆(α,α') sa pribli�ne spoèítajú tak, �e
miesto funkènej hodnoty tohto rozdielu sa uva�uje index tohto rozdielu, t.j. interval
mo�ných funkèných hodnôt intervalu [a-b,b-a] sa diskretizuje pomocou N bodov.

Obrázok 3.1. Priebehy pravdepodobností èíselných hodnôt binárnych vektorov, ktoré sú
generované mutáciou pre �tandardné a Grayovo kódovanie. Binárne vektory majú då�ku
k=30, prièom reprezentujú reálne èísla z intervalu [0,1]. Grafy sú zostrojené tak, �e 10000
krát bol náhodne vygenerovaný bitový vektor α, aplikovaním mutácie s pravdepodobnos�ou
Pmut bol vytvorený nový binárny vektor α'=Omut(α) . Na horizon-tálnej osi sa vyná�ajú
rozdiely èíselných hodnôt -1≤Γ(α)-Γ(α')≤1. Na vertikálnej osi sa vyná�ajú pravdepodobnosti
ω výskytu rozdielu Γ(α)-Γ(α').
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Algoritmus je inicializovaný tak, �e v�etky frekvencie výskytu sú nulové, v priebehu
výpoètu sa obnovujú len tie frekvencie, ktoré sú urèené indexom index(∆(α,α')).
Tento postup je vyjadrený nasledujúcim algoritmom

for i:=1 to N do ωi ;=0;
time:=0
while time<time max do
begin time:=time+1;
      α:=randomly generated binary vector;
      α':=O mut( α);
      ∆( α, α'):= Γ(α)-Γ(α');

index: 1
a b

= +
′ − +L

M
M

O

P
P

∆ α α
ξ

,a f
;

ωindex := ωindex +1;
end;
for i:=1 to N do ωi := ωi /N;

Grafy z obr. 3.1 dostaneme tak, �e pomocou vhodného softwaru vynesieme hodnoty
frekvencií ωi vzh¾adom k indexom (pre lep�iu názornos� grafu sa miesto indexu
pou�íva príslu�ná reálna hodnota urèená vz�ahom

real index a b indexa f a f= − + − ⋅1 ξ
Výpoèty pomocou tohto algoritmu realizujte pre rôzne hodnoty k (då�ky binárnych
re�azcov) a Pmut (pravdepodobnos� jednobitovej mutácie). Pokúste sa diskutova�
výsledky.

Základná idea horolezeckého algoritmu spoèíva v tom, �e vzh¾adom k

urèitému zvolenému rie�eniu zostrojíme náhodne predpísaný poèet nových rie�ení

tak, �e vo zvolenom rie�ení sa náhodne zmenia bitové premenné (hovoríme, �e

zvolené rie�enie je stred oblasti z neho náhodne generovaných rie�ení). Z tejto

oblasti vyberieme najlep�ie rie�enie (t.j. s minimálnou funkènou hodnotou nad bodmi

z daného okolia), ktoré sa pou�ije v nasledujúcom iteraènom kroku ako stred novej

oblasti. Tento proces sa opakuje predpísaný poèet-krát, prièom sa zaznamenáva

najlep�ie rie�enie, ktoré sa vyskytlo v priebehu histórie algoritmu. (Mo�ná

modifikácia tohto algoritmu spoèíva v preh¾adávaní v�etkých rie�ení, ktoré sa lí�ia v

jednom bitu od aktuálneho rie�enia.)

procedure  Mutation_Bin(input: α; output α');
begin for  i:=1 to  kn do
      if  random<P mut  then
      ′αi :=1- αi  else ′αi := αi ;
end ;

Algotitmus 3.2. Implementácia mutácie binárneho re�azca då�ky kn.
Pravdepodobnos� Pmut urèuje 1-bitovú mutáciu, t..j. zmenu bitu na jeho komplement.
Premenná random je náhodné èíslo s rovnomernou distribúciou z intervalu [0,1).
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Okolie U(α) binárneho vektora α sa zostrojí pomocou vektorov ′ =α αOmut a f
U Omut

α α αa f a fl q= ′ = (3.3)

prièom budeme predpoklada�, �e kardinalita (poèet elementov) sa rovná predpísanej

hodnote, U cαa f =
0
, kde c0 je dané kladné celé èíslo. Poznamenajme, �e v dôsledku

stochastiènosti aplikácie operácie mutácie na daný binárny vektor α má zlo�enie

okolia U(α) tie� stochastický charakter. To, èi nejaký vektor α' patrí alebo nepatrí do

okolia U(α) je urèené len pravdepodobnostne a nie deterministicky. Najlep�ie

rie�enie v okolí U(α) je urèené takto

α α
α

∗

′∈
= ′arg min

U
f

αa f
a fb gΓ (3.4)

V horolezeckom algoritme sa takto získané rie�enie α∗ pou�ije ako "stred" v ïal�om

iteraènom kroku algoritmu, pozri obr. 3.2. Implementácia horolezeckého algoritmu v

pseudopascale je uvedená v algoritme 3.3.

Analóg formule (3.1) zo slepého algoritmu, ktorá hovorí, �e tento jednoduchý

algoritmus je asymptoticky schopný nájs� globálne minimum, platí aj v horolezeckom

algoritme. V tomto prípade sa ale kardinalita okolia c0=|U(α)| musí asymptoticky

zväè�ova� do nekoneèna

lim |
c

fin optP c
0

0
1

→∞
= =α αd i (3.5)

Potom je ale zbytoèné opakova� iteraèné kroky horolezeckého algoritmu pre nové

lokálne optimálne rie�enia, u� v rámci jedného iteraèného kroku získame pre c0→∞
globálne rie�enie.

Ako naznaèujú jednoduché numerické aplikácie, horolezecký algoritmus, aj

keï neobsahuje explicitne evoluènú stratégiu, je pomerne efektívny a robustný

Obrázok 3.2. Schematické znázornenie generovania okolia binárneho vektora α a najlep�ieho

rie�enia α* v okolí U(α) (diagram A). Poèet binárnych vektorov v okolí je kon�tantný, rovná sa

c0. Horolezecký algoritmus je znázornený na diagrame B, tento algoritmus pozostáva z tvorby

postupností okolí U(1), U(2), U(3), ..., Stred okolia U(i) je toto�ný s najlep�ím rie�ením z

predchádzajúceho okolia U(i-1). Algoritmus je inicializovaný rie�ením α0, ktoré je náhodne

generované.
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stochastický optimalizaèný algoritmus, ktorý je schopný pre jednoduch�ie úlohy nájs�

globálne minimum. V nasledujúcej èasti tejto kapitoly -predná�ky uvedieme dve

jednoduché zov�eobecnenia horolezeckého algoritmu, ktoré sú u� blízke evoluèným

algoritmom a mô�u by� uva�ované ako urèitý prototyp týchto algoritmov.

Príklad 3.5. Napí�te program pre horolezecký algoritmus (pozri algoritmus 3.3) pre

funkciu f(x) definovanú v príklade 3.3 a jej n-rozmerné zov�eobecnenie (pozri príklad

3.2). Vektor reálnych premenných x je binárne reprezentovaný tak v �tandardnom

kódovaní, ako aj v Grayovom kódovaní. Pokúste sa pre n=1 optimalizova� parametre

c0 a Pmut tak, aby ste skoro so 100% istotou dostali globálne minimum s èo

najmen�ím poètom iteraèných krokov. Pou�ite tieto optimálne hodnoty parametrov aj

pre n=2,3,4. Zistite, èi dostávate so skoro 100% istotou globálne minimum? Pokúste

sa pre tieto viacrozmerné prípady optimalizova� parametre c0 a Pmut, tak aby ste s

vysokou pravdepodobnos�ou dostali globálne minimum. Vyneste do tabu¾ky (alebo

grafu) tieto optimálne hodnoty parametrov c0 a Pmut pre n=1,2,3,4, diskutujte túto

tabu¾ku.

3.2 Horolezecký algoritmus s uèením
Horolezecký algoritmus s uèením [3-6] patrí medzi jednoduché modifikácie

�tandardného horolezeckého algoritmu. Táto modifikácia (podobne ako pri metóde

zakázaného h¾adania) sa dotýka kon�trukcie okolia U(α). Pôvodná definícia okolia

(3.3) vyu�íva stochastický operátor mutácie Omut, zo "stredu" α sa generujú nové

binárne operátory pomocou tohto operátora, prièom pravdepodobnos� zmeny

binárnej hodnoty na jej komplement je urèená pravdepodobnos�ou Pmut (pozri (3.2b-

procedure  Hill_Climbing(input:t max,c 0,P mut ; output: f fin , αfin );
begin α:=randomly generated binary vector of the length kn;
      f fin := ∞; t:=0;
      while t<t max do
      begin  t:=t+1;
            α α

α α

∗

′∈
= arg min f

Ua f
a fb gΓ

            if f f finΓ α∗ <d ie j  then begin  f ffin := ∗Γ αd ie j ; αfin := α* end ;

            α:= α∗;
      end ;
end ;
Algoritmus 3.3. Pseudopascalovská implementácia procedúry realizujúcej horolezecký algoritmus.
Vstupnými parametrami sú kon�tanty tmax, c0 a Pmut, ktoré popisujú maximálny poèet iterácií
horolezeckého algoritmu, kardinalitu okolia U(α), resp. pravdepodobnos� 1-bitovej mutácie. Algoritmus
je inicializovaný náhodným generovaním binárneho vektora α, ktorého då�ka je kn (kde k je då�ka
binárnej reprezentácia reálnej premennej a n je poèet premenných optimalizovanej funkcie f). Binárny
vektor α* je najlep�ie rie�enie nájdené v okolí U(α), toto rie�enie je v nasledujúcom kroku pou�ité ako
stred nového okolia. Najlep�ie rie�enie získané v priebehu celej histórie je ulo�ené vo výstupných
premenných ffin a αfin.
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c)). V prípade, �e pravdepodobnos� mutácie je malá (Pmut≈0), potom nové stavy

generované mutaèným operátorom sú ve¾mi blízke pôvodnému stavu α (t.j. stredu

okolia U(α)). Opaène, ak sa pravdepodobnos� Pmut blí�i k 1/2, potom okolie U(α)
obsahuje binárne vektory, ktorú sú ve¾mi vzdialené "stredu" α. Táto jednoduchá

úvaha nás vedie k my�lienke kon�trukcie okolia tak, �e pre ka�dú polohu bitového

vektora máme zadanú zvlá�� pravdepodobnos�. Zavedieme dva nové koncepty,

ktoré zaujímavým spôsobom umo�òujú modifikova� horolezecký algoritmus

(1) Pravdepodobnostný vektor w=(w1,w2,...wkn)∈[0,1]
kn
. Jednotlivé jeho

komponenty 0≤wi ≤1 urèujú pravdepodobnosti výskytu premennej '1' v danej pozícii.

Napr. ak wi=0(1), potom αi=0(1), pre 0<wi <1, potom premenná αi je náhodne urèená

vz�ahom

α
i

i
random w

=
<R

S
|

T
|

1

0

ak

opaèný prípad

c h

c h
(3.6)

kde random je náhodné èíslo z intervalu [0,1) s rovnomernou distribúciou. Tento

stochastický prístup ku generovaniu bitového vektora α vyjadríme pomocou funkcie

α=R(w). Potom, okolie U(w) zostrojené z binárnych vektorov náhodne generovaných

vzh¾adom k pravdepodobnostnému vektoru w je urèené vz�ahom

U Rw wa f a fl q= =α (3.7)

Budeme predpoklada�, �e kardinalita tohto okolia je kon�tantná, c0=|U(w)|. Ak v�etky

komponenty pravdepodobnostného vektora sú buï blízko nuly alebo jednièky, potom

"priemer" okolia U(w) je ve¾mi malý, ka�dý element takéhoto okolia je tesne

vztiahnutý k binárnemu vektoru α, ktorý je jednoznaène urèený

pravdepodobnostným vektorom w zaokrúhlením jeho prvkov na 0 alebo 1. V

opaènom prípade, ak komponenty pravdepodobnostného vektora sú v�etky blízke

1/2, potom bitové vektory α zostrojené predpisom (3.6) sú rozlo�ené cez celý

priestor {0,1}
kn

, pozri obr. 3.3.

(2) Uèenie pravdepodobnostného vektora w. Nech B(w) je mno�ina s

predpísanou kardinalitou b=|B(w)|, ktorá obsahuje b najlep�ích rie�ení z okolia U(w),

formálne

Obrázok 3.3. Schematické znázornenie okolia U(w) pre daný

pravdepodobnostný vektor w. Za predpokladu, �e v�etky

komponenty w sú blízke 1/2, potom binárne vektory okolia U(w) sú

"rozmiestnené" cez celý priestor binárnych vektorov {0,1}
kn

(diagram

A). V prípade, �e komponenty w sú blízke buï 1 alebo 0, potom

binárne vektory okolia U(w) sú rozlo�ené blízko binárneho vektora,

ktorý vznikne z w zaokrúhlením jeho komponent (diagram B).
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B f
b

U

w
w

a f a fb g
a f

=
∈

arg min
α

αΓ (3.8)

Pravdepodobnostný vektor je modifikovaný - uèený pomocou Hebbovho pravidla

(známeho z teórie neurónových sietí [7])

w w w

w

← + −
∈
∑λ αα

α

a f
a fB

(3.9)

kde λ je koeficient uèenia (malé kladné èíslo) a sumácia be�í cez b najlep�ích rie�ení

z B(w). Pravidlo uèenia (3.9) má ve¾mi jednoduchú geometrickú interpretáciu. Pre

jednoduchos� predpokladajme, �e mno�ina B(w) obsahuje len jeden element, potom

práva strana formule (3.9) je konvexná kombinácia dvoch vektorov w a α, mô�e by�

prepísaná do tvaru w←λα+(1-λ)w. To znamená, �e výsledný vektor tejto konvexnej

kombinácie musí le�a� na úseèke, ktorá spája "body" w a α (λ je malé kladné èíslo,

0<λ<<1), pozri obr. 3.4. Uèenie (3.9) posunie pravdepodobnostný vektor w smerom

k najlep�ím rie�eniam z mno�iny B(w).

Oba tieto nové koncepty (pravdepodobnostný vektor a uèenie) mô�u by�

jednoducho inkorporované do �tandardného horolezeckého algoritmu. Menovite,

miesto náhodnej generácie vektorov okolia pomocou aplikácie mutaèného operátora

Omut na fixný binárny vektor, teraz vektory okolia sú generované pomocou

pravdepodobnostného vektora w. Naviac, pravdepodobnostný vektor w je

systematicky obnovovaný pomocou Hebbovho uèenia, ktoré ho posúva smerom k

najlep�ím rie�eniam B(w) z mno�iny rie�ení U(w), generovanej pomocou

pravdepodobnostného vektora w, B(w)⊂U(w), pozri algoritmus 3.4.

Na obr. 3.5 sú znázornené typické priebehy pravdepodobností vzh¾adom k

poètu iterácií. Vo v�eobecnosti mo�no kon�tatova�, �e hodnoty ka�dej

pravdepodobnosti v poèiatoènej fáze algoritmu fluktuujú okolo 1/2, potom sa

monotónne pribli�ujú buï k 0 alebo k 1. Po urèitom poète iterácií v�etky

pravdepodobnosti sú rovné buï 0 alebo 1. V tejto etape u� nemá zmysel pokraèova�

v algoritme a ten mô�e by� zastavený. Ako dobrú velièinu na postihnutie tejto

skutoènosti sa pou�íva parameter usporiadania

χ wa f b g= −
=

∑4
0 5

2

1n
w

i

i

n

. (3.10)

Pre poèiatoèný vektor pravdepodobností w
(0)
=(1/2,1/2,...,1/2) je parameter

usporiadania nulový. Pre pravdepodobnostné vektory s komponentmi odli�nými od

1/2 sú hodnoty parametru usporiadania kladné a men�ie ako 1. Koneène, ak je

Obrázok 3.4. Geometrická interpretácia

Hebbovho uèiaceho pravidla (3.9). Nový

pravdepodobnostný vektor w'=λα+(1-λ)w je

bli��ie polo�ený k najlep�iemu rie�eniu α.
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pravdepodobnostný vektor rovný binárnemu vektoru (t.j. jeho komponenty sú buï 0

alebo 1), parameter usporiadania sa rovná 1. Mô�eme teda poveda�, �e ak v

priebehu horolezeckého algoritmu je parameter usporiadania väè�í ne� urèitá

prahová hodnota 1-ε (kde ε je malé kladné èíslo), potom metóda je ukonèená,

preto�e rezultujúci binárny vektor urèený ako najlep�ie rie�enie z mno�iny B(w) sa

u� nemení (pozri obr. 3.5).

procedure  HCwL(input:time max,c 0,b, λ;output: αfin );
begin for  i:=1 to  n do  w i :=0.5;
      time:=0;
      while time<time max do
      begin  time:=time+1;
            B w : arg min f a

b a U w
a f a fb g

a f
=

∈
Γ

            w: w w
B w

= + −
∈
∑λ α

α
d i

e j

;

      end ;
      αfin :=best solution of B(w);
end ;

Algoritmus 3.4. Pseudopascalovská procedúra realizujúca horolezecký algorit-mus s uèením (HCwL,
Hill Climbing with Learning). Algoritmus je inicializovaný tak, �e pravdepodobnosti wi sú rovné 1/2.
Vonkaj�í while-cyklus sa opakuje timemax iterácií. V rámci tohto cyklu sa zostrojí mno�ina B(w) pre
aktuálny pravde-podobnostný vektor w, na základe znalosti tejto mno�iny sa adaptuje (uèí)
pravdepodobnostný vektor. Ako koneèné (výstupné) rie�enie sa berie najlep�ie rie�enie z mno�iny
B(w) po skonèení iteraèného procesu.

Obrázok 3.5. Priebeh jednotlivých pravdepodobností vzh¾adom k poètu iterácii
horolezeckého algoritmu s uèením v rámci modelového príkladu optimalizácie reálnej
funkcie s jednou reálnou premennou reprezentovanou binárnym re�azcom o då�ke k=30.
Preru�ovaná sigmoidná èiara odpovedá velièine χ(w), schodová nepreru�ovaná èiara
odpovedá velièine τ(w)/n, kde n je poèet premenných (v na�om prípade n=1) . Funkcie χ(w)
a τ(w) sú definované vz�ahmi (3.10) resp. (3.11), prièom w

eff=0.2.
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Priebeh horolezeckého algoritmu s uèením a jeho interpretáciu podstatne

u¾ahèuje tzv. parameter nasýtenia
τ(w)=poèet komponent wi pravdepodobnostného vektora w, (3.11)

ktoré sú men�ie ako weff alebo ak (1-weff)

kde weff je malé kladné èíslo (napr. weff=0.2). Na zaèiatku algoritmu v�etky

komponenty pravdepodobnostného vektora le�ia v blízkosti 1/2, preto hodnota

parametru nasýtenia je τ(w)=0. V priebehu histórie algoritmu sa tento parameter

skokovo zvy�uje, na záver histórie algoritmu sa parameter nasýtenia rovná poètu

komponent pravdepodobnostného vektora, τ(w)=n (pozri obr. 3.5 a 3.6). Táto

podmienka tie� mô�e by� uva�ovaná ako alternatívne kritérium pre ukonèenie

horolezeckého algoritmu s uèením.

Príklad 3.6. Napí�te program pre horolezecký algoritmus s uèením (pozri algoritmus
3.4) pre h¾adanie minima funkcie n-premenných, kde vektor premenných je
reprezentovaný binárnym vektorom då�ky kn. Vykonajte optimalizáciu parametrov
timemax, c0, b a λ tak, aby pre danú funkciu f(x) bola 95% pravdepodobnos� získania
globálneho minima. Pomocou programu zreprodukujete obr. 1.14, kde sú vynesené
pravdepodobnosti vs. poèet iteraèných krokov. Experimentuje s funkciami χ(w) a
τ(w), ktoré sú definované vz�ahmi (3.10) resp. (3.11), pre urèenie vhodného kritéria
na zastavenie metódy. Vykreslite priebehy týchto funkcií vs. poèet iterácií.

Obrázok 3.6. Schematické znázornenie trajektórie pravdepodobnostných vektorov v horolezeckom
algoritme s uèením. Body obratu zodpovedajú sekvencii pravdepodobnostných vektorov w0, w1, ...,
wn, kde wi je pravdepodobnostný vektor v ktorom i komponent je u� fixovaných buï na 0 alebo 1. Na
zaèiatku procesu vektor w0 má v�etky komponenty pribli�ne rovné 1/2. To znamená, �e odpovedajúci
priestor rie�ení obsahuje v�etkých mo�ných 2n binárnych vektorov då�ky n, t.j. S(w0)={0,1}

n. Pre
prechodný pravdepodobnostný vektor wi (kde 0<i<n), ktorý obsahuje i zafixovaných komponent,
dimenzia priestoru rie�ení je 2n-i, kde exponent n-i je priradený poètu e�te stále neurèených
komponent pravdepodobnostného vektora. Symbol S(wi) oznaèuje podpriestor zlo�ený z vektorov s
troma zafixovanými komponentmi, napr. (##011####1##), kde i symbolov # je zamenených buï za 0
alebo za 1, platí dim(S(wi))=2

n-i. Koneène, vektor wn má v�etky komponenty zafixované, preto
dimenzia priestoru rie�ení je 1 (obsahuje práve jeden binárny vektor) .
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3.3 Metóda zakázaného h¾adania (tabu search)
Metóda zakázaného h¾adania (tabu search) bola navrhnutá koncom 80-tých rokov

Gloverom [8,9] ako urèité zov�eobecnenie horolezeckého algoritmu pre rie�enie

zlo�itých optimalizaèných úloh menovite z operaèného výskumu. Základná

my�lienka tohto prístupu je neobyèajne jednoduchá. Vychádza z horolezeckého

algoritmu, kde sa pre dané aktuálne rie�enie generuje pomocou koneènej mno�iny

transformácií urèité okolie a funkcia sa minimalizuje v tomto okolí. Získané lokálne

rie�enie sa pou�ije ako "stred " nového okolia, v ktorom sa lokálna optimalizácia

opakuje; tento proces sa opakuje predpísaný poèet-krát. V priebehu celej histórie

algoritmu sa zaznamenáva najlep�ie rie�enie, ktoré slú�i ako výsledné optimálne

rie�enie. Základnou nevýhodou tohto algoritmu je, �e sa po urèitom poète iteraèných

krokov vracia k lokálnemu optimálnemu rie�eniu, ktoré sa vyskytlo u� v jeho

predchádzajúcom priebehu (problém zacyklenia). Glover navrhol jednoduchú

heuristiku ako odstráni� tento problém. Do horolezeckého algoritmu je zavedená tzv.

krátkodobá pamä�, ktorá si pre urèitý krátky interval predchádzajúcej histórie

algoritmu pamätá inverzné transformácie k tým transformáciám rie�ení, ktoré

poskytovali lokálne optimálne rie�enia. Tieto inverzné transformácie sú zakázané

(tabu) pri tvorbe nového okolia pre dané aktuálne rie�enie. Týmto jednoduchým

spôsobom je mo�né podstatne obmedzi� výskyt zacyklenia. Takto modifikovaný

horolezecký algoritmus systematicky preh¾adáva celú oblas� rie�ení, v ktorej

h¾adáme globálne minimum funkcie.

Glover [8,9] navrhol ïal�ie metódy intenzifikácie a diverzifikácie metódy

zakázaného h¾adania, menovite prístup tzv. dlhodobej pamäti, v ktorom sa pokutujú

(znevýhodòujú) tie transformácie, ktoré síce nepatria do krátkodobej pamäti, ale

èasto sa vyskytovali v predchádzajúcej histórii algoritmu. Glover a laguna v knihe

[10] naznaèuje teoretické základy metódy. Av�ak ich argumenty sú prezentované vo

ve¾mi vágnej a v�eobecnej rovine. Mo�no kon�tatova�, �e táto metóda v súèasnosti

e�te nemá solídne teoretické základy, ktoré by dávali odpoveï na dôle�ité otázky, za

akých podmienok mô�e poskytova� rie�enie, ktoré je toto�né s globálnym alebo mu

je ve¾mi blízke. Preto je snáï lep�ie hovori� o heuristike zakázaného h¾adania a nie o

metóde zakázaného h¾adania. Ide toti� viac o súbor algoritmických trikov a heuristík,

ne� o metódu so solídnym teoretickým základom. Súèasne v�ak musíme

kon�tatova�, �e patrí medzi numericky ve¾mi efektívne metódy rie�enia globálnej

optimalizácie na diskrétnych oblastiach, výsledky poskytuje za zlomok èasu

potrebného pri pou�ití buï presných metód (typu napr. spätného preh¾adávania -

backtracking [11]) alebo stochastických optimalizaèných metód. Práve v tomto

nesúlade medzi neexistujúcim teoretickým základom a vysokou numerickou

efektívnos�ou vidíme "krásu" tejto metódy, v jej neobyèajnej flexibilnosti pri

modifikovaní pre daný problém.

Definujme si mno�inu prípustných transformácií

S t t t
p

=
1 2
, ,...,n s (3.12)

Transformácia t∈S zobrazuje binárny vektor α∈{0,1}
kn

na iný binárny vektor

α'∈{0,1}
kn

t
kn kn

: , ,0 1 0 1k p k p→ (3.13a)

pre ∀t∈S. Jednoduchá realizácia týchto transformácií je
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t
i i i
... ... ... ...α αb g b g= −1 (3.13b)

pre i=1,2,...,p=kn. Operátor ti zmení v i-tej polohe binárnu hodnotu na jej

komplement. Vo v�eobecnosti, transformácie z S sú ohranièené nasledujúcimi

podmienkami:

(1) Nech t1,t2∈S sú dve rôzne transformácie, t1 ≠t2 , potom pre ∀α∈{0,1}
kn

platí

t1α≠t2α.
(2) Pre ka�dú transformáciu t∈S existuje taká transformácia t

-1∈S, ktorá je

inverzná k t, tt
-1α= t

-1
tα=α, pre ∀α∈{0,1}

kn
.

(3) Pre ka�dú dvojicu α1,α2∈{0,1}
kn

rôznych binárnych vektorov, α1≠α2, existuje

taká postupnos� transformácií t t t S
i i in1 2

, ,..., ∈ , �e "východzí" vektor α1 je

postupne pretransformovaný na "koneèný" vektor α2

α β β α β
1 1 2 2

1 2

= ′ → ′ → → = ′
t t t

n

i i in

... (3.14)

Okolie U(α) obsahuje obrazy α vytvorené transformáciami t∈S

U t t Sα αa f m r= ∀ ∈; (3.15)

Pôvodný horolezecký algoritmus bude teraz modifikovaný tak, �e namiesto okolia

(3.3) generovaného náhodne pomocou stochastického operátora mutácie,

pou�ijeme deterministicky definované okolie (3.15), generované pomocou

prípustných transformácií z mno�iny S. Hlavné obmedzenie tejto jednoduchej

modifikácie horolezeckého algoritmu je, �e po urèitom poète iteraèných krokov sa

výsledné rie�enia zaènú cyklicky opakova�. Po koneènom poète krokov sa tento

algoritmus vráti k rie�eniu, ktoré sa u� vyskytovalo ako lokálne rie�enie v

predchádzajúcom iteraènom kroku, prièom najlep�ie zaznamenané rie�enie je

obvykle vzdialené od globálneho rie�enia.

Metóda zakázaného h¾adania [8,9] vyu�íva jednoduchú heuristiku, ako

pokraèova� v h¾adaní globálneho minima bez mo�nosti návratu do lokálneho minima,

ktoré u� bolo zaznamenané v predchádzajúcej histórii algoritmu. Hlavná my�lienka

tejto heuristiky je zakázaný zoznam T (tabu list), majúci vlastnos� krátkodobej

pamäti, ktorý doèasne obsahuje inverzné transformácie k pou�itým transformáciám v

predchádzajúcich iteráciach. Zakázaný zoznam transformácií T⊆S , maximálnej

kardinality s, 0≤|T|≤s, je zostrojený a systematicky obnovovaný v priebehu celého

algoritmu. Ak transformácia t patrí pre danú iteráciu do zakázaného zoznamu, t∈T,

potom sa nemô�e pou�íva� v lokálnej minimalizácii v rámci okolia aktuálneho

rie�enia α. Pri inicializácii algoritmu je zakázaný zoznam prázdny, po ka�dej iterácii

sa do zakázaného zoznamu dodá transformácia, ktorá poskytla lokálne optimálne

rie�enie zostrojené z rie�enia z predchádzajúcej iterácie. Po s iteráciach zakázaný

zoznam u� obsahuje s transformácií, zo zakázaného zoznamu sa vylúèi

transformácia, ktorá tam bola dodaná pred s iteráciami. To znamená, �e po naplnení

zakázaného zoznamu (t.j. po s iteráciach), ka�dé dodanie novej transformácie je

súèasne doprevádzané vylúèením "najstar�ej" transformácie (dodanej práve pred s

iteráciami), hovoríme, �e zakázaný zoznam sa cyklicky obnovuje

T

T t T s

T t t T s

:

$

=
∪ <

∪ =

R

S
|

T
|

∗−

∗−

1

1

m r c h

m rd i c h

pre

pre\

(3.16)
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kde t* je transformácia, ktorá vytvára lokálne minimálne rie�enie, α*=t* α, a $t je

"najstar�ia" transformácia zavedená do zakázaného zoznamu práve pred s

iteráciami.

Numerické skúsenosti s algoritmom zakázaného h¾adania ukazujú, �e ve¾kos�

s zakázaného zoznamu je ve¾mi dôle�itým parametrom pre preh¾adávanie oblasti

{0,1}
kn

s mo�nos�ou vymani� sa z lokálnych miním. Ak je parameter s malý, potom sa

mô�e vyskytova� zacyklenie algoritmu, podobne ako pri klasickom horolezeckom

algoritme s okolím zostrojeným pod¾a (3.3). Zacyklenie sa síce neopakuje v

susedných dvoch krokoch, no rie�enie sa mô�e opakova� po viacerých krokoch. V

prípade, �e parameter s je ve¾ký, potom pri preh¾adávaní oblasti {0,1}
kn

s ve¾kou

pravdepodobnos�ou "preskoèíme " hlboké údolia minimalizovanej funkcie f(α), t.j.

vynecháme nádejné lokálne minima, ktoré mô�u by� globálnymi minimami.

Zakázaný zoznam T sa pou�íva pre kon�trukciu modifikovaného okolia UT(α)
U t S T t
T

α α α αa f k p= ′ ∀ ∈ ′ =; :\ (3.17)

ktorého kardinalita je p-s≤|UT(α)|≤p, prièom UT(α)=U(α), pre T=∅. Toto okolie

obsahuje vektory α'∈{0,1}
kn

, ktoré sú vytvorené pou�itím transformácií z mno�iny S

nepatriacich do zakázaného zoznamu T. Lokálna minimalizácia sa vykonáva v

modifikovanom okolí UT(α) s výnimkou tzv. aspiraèného kritéria. Toto kritérium

poru�uje re�trikciu zakázaného zoznamu vtedy, ak existuje taká transformácia t∈S ,

�e vektor α'=tα poskytuje ni��iu funkènú hodnotu, ako doèasne najlep�ie rie�enie.

Pascalovský pseudokód metódy zakázaného h¾adania je prezentovaný v algoritme

3.5. a jeho diagramatická vizualizácia je znázornená na obr. 3.7.

Ako u� bolo povedané, algoritmus zakázaného h¾adania je ve¾mi podobný

horolezeckému algoritmu. V zakázanom h¾adaní okolie rie�enia nie je zostrojené

stochastickým spôsobom, ako v hore uvedenej verzii horolezeckého algoritmu

pomocou operátora mutácia Omut, ale systematickým deterministickým spôsobom

pomocou prípustných transformácií z mno�iny S. Takto realizovaný horolezecký

algoritmus má jedno vá�ne ohranièenie, a to cyklický výskyt rie�ení po urèitom poète

iteraèných krokov. Základná my�lienka algoritmu zakázaného h¾adanie na

odstránenie tohto problému zacyklenia je zavedenie tzv. zakázaného zoznamu, ktorý

obsahuje urèitý poèet inverzných transformácií k tým transformáciám, ktoré boli

pou�ité v predchádzajúcej krátkej histórii algoritmu. Tento zoznam sa cyklicky

obnovuje tak, �e pri zavedení inverznej transformácie z aktuálneho iteraèného kroku

sa z neho odstráni tie� "najstar�ia" inverzná transformácia. Tento jednoduchý

algoritmický trik odstraòuje spo¾ahlivo problém zacyklenia horolezeckého algoritmu s

deterministickým generovaním okolia pomocou mno�iny prípustných transformácií.
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Mo�nosti ïal�ej sofistikácie metódy zakázaného h¾adania sú �iroko diskutované v

literatúre [8-10]. Prístup zalo�ený na koncepcii dlhodobej pamäti patrí medzi

základné prostriedky intenzifikácie a diverzifikácie metódy zakázaného h¾adania.

Vyu�íva mo�nos� odmietnutia (pomocou pokutovania) transformácií, ktoré sa v

predchádzajúcej histórii algoritmu vyskytujú najèastej�ie (tzv. dlhodobá pamä�).

H¾adanie lokálneho minima v modifikovanom okolí UT(α) je v tomto prístupe zalo�ené

nielen na zmenách funkcie f(α), ale tie� aj na predchádzajúcej histórii algoritmu.

Jednoduchá realizácia tejto v�eobecnej idey je pou�itie frekvencií transformácií ω(t).
Pri inicializácii algoritmu sú tieto frekvencie nulové, potom v ka�dom iteraènom kroku

s výslednou transformáciou t* je odpovedajúca frekvencia zvý�ená o jednotku,

ω ωt t
∗ ∗← +c h c h 1. Po predpísanom poète krokov (obvykle rádovo väè�om ako ve¾kos�

zakázaného zoznamu T), tieto frekvencie urèujú, ako èasto boli jednotlivé

transformácie z S pou�ité v lokálnej minimalizácii. Frekvencie sa pou�ívajú ako

pokutové funkcie pri h¾adaní minima v okolí UT(α) . Vektor α'=tα∈UT(α) , kde t∈S\ T,
je akceptovaný ako doèasne najlep�ie rie�enie ak je splnená nasledujúca podmienka

f t f′ + < ∗α χω αa f a f c h (3.18)

kde χ je empiricky urèená malá kladná pokutová kon�tanta. Najèastej�ie pou�ívané

transformácie sú pokutované v dôsledku vysokých hodnôt frekvencií. Prístup

dlhodobej pamäti dáva �ancu aj iným tranformáciam ne� tým, ktoré aj keï poskytujú

procedure  Tabu_Search(input:time max,s ; output: f fin , αfin );
begin  α:=randomly generated binary vector of the length kn;
      f fin := ∞; time:=0; T:= ∅;
      while  t<time max do
      begin  time:=time+1; f fin-loc := ∞;
            for  t ∈S do
            begin  α':=t α;
                  if  (t ∉T and f( Γ( α'))<f fin-loc ) or
                     (f( Γ( α')<f fin ) then
                  begin α*:= α'; t*:=t; f fin-loc :=f( Γ( α')) end ;
            end ;
            if  f fin-loc <f fin  then
            begin  f fin :=f fin-loc ; αfin := α* end ;
            α:= α*;
            if  |T|<s then T:=T ∪{t* -1 } else  T:=(T ∪{t* -1 })\{ $t };
      end ;
end ;

Algoritmus 3.5. Pseudopascalovská procedúra pre metódu zakázaného h¾adania. Vstupnými

parametrami sú timemax a s, ktoré urèujú maximálny poèet iteraèných krokov resp. ve¾kos�

zakázaného zoznamu T. Procedúra obsahuje dva cykly: vonkaj�í while-cyklus realizuje iteraèné

kroky zakázaného h¾adania, zatia¾ èo vnútorný for-cyklus slú�i pre kon�trukciu okolia U(α).
Poznamenajme, �e toto okolie nie je explicitne zostrojené, generujú sa len jeho elementy a tie sa

hneï testujú, èi ich funkèná hodnota nie je men�ia ako lokálne najlep�ia funkèná hodnota ffin-loc.

Vonkaj�í cyklus je ukonèený operáciou obnovy zakázaného zoznamu.
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lokálne ni��iu funkènú hodnotu f(α'), sú v dôsledku ich frekventovaného výskytu v

predchádzajúcej dlhodobej histórii algoritmu pokutované.

Príklad 3.7. Napí�te program pre metódu zakázaného h¾adania (pozri algoritmus
1.6). Nech je program urèený pre h¾adanie minima n-rozmernej funkcie (napr.
�pecifikovanej v príklade 1.8), prièom kódovanie binárnej reprezentácie nech je
�tandardné a pod¾a Graya. Transformaèné operátory t z mno�iny S sú �pecifikované
vz�ahmi (1.30a-b). Keï minimalizovaná funkcia obsahuje n premenných a ka�dá
premenná je reprezentovaná binárnym re�azcom då�ky k, potom binárna
reprezentácia vektora premenných má då�ku kn, èo nám tie� urèuje aj poèet
transformácií v mno�ine S.

3.4 Evoluèné programovanie

Evoluèné programovanie [12] patrí medzi tie stochastické optimalizaèné algoritmy,

ktoré mô�e by� chápané ako jednoduché zov�eobecnenie horolezeckého algoritmu.

V tejto kapitole budeme prezentova� zjednodu�enú verziu evoluèného

programovania, ktorá ov�em pokrýva dostatoène v�eobecne vlastnosti tejto metódy.

Základná úloha je rie�i� nasledujúci optimalizaèný problém

α α
α

opt k
f=

∈
arg min

0 1,k p
a f (3.19)

Obrázok 3.7. Diagramatická vizualizácia metódy zakázaného h¾adania pre ve¾kos� zakázaného

zoznamu s=2. Metóda je inicializovaná náhodne generovaným vektorom α. Pomocou transformácií t

z mno�iny prípustných transformácií S je zostrojené prvé okolie U(α). Najlep�ie rie�enie z tohto

okolia je oznaèené α1, v nasledujúcom iteraènom kroku je toto rie�enie pou�ité ako "stred" pre

kon�trukciu nového okolia. Inverzná transformácia t
1

1− je zavedená do zakázaného zoznamu T, ktorý

bol pôvodne prázdny. Men�ie bloky v pravom ståpci odpovedajú zakázaným zoznamom pre
jednotlivé iteraèné kroky.
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kde f R
k: 0 1,k p → je funkcia, ktorá zobrazuje binárne vektory då�ky k na reálne èísla.

Nech P je mno�ina - populácia rie�ení tvaru
P p

k= ⊆α α
1 2

0 1, ,..., ,αn s k p (3.20)

Ka�dý element α populácie z populácie P je ohodnotený funkcènou hodnotou f(α). Z
populácie P vyberieme podmno�ninu - podpopuláciu rodièov Q⊆P, ktorej kardinalita
je menèia alebo nanajvý� rovná kardinalite pôvodnej populácie P , |Q|≤|P|. Rie�enia
z podpopulácie Q sú transformované mutaèným operátorom Omut (pozri (1.19)) na
podpopuláciu potomkov

′ = ′ = ∈Q O Qmutα α αa fm r; (3.21)

prièom kardinality Q a Q' sú rovnaké, |Q|=|Q'|. Potomkovia z podpopulácie Q' sú
ohodnotené funkènými hodnotami f(α). Podpopulácie Q a Q' sú zjednotené do
spoloènej mno�iny obsahujúcej v�etkých rodièov a ich potomkov

R Q Q= ∪ ′ (3.22)
Z tejto zjednotenej podpopulácie vytvoríme novú podpopuláciu nasledovníkov S,
prièom |S|=|Q|=|Q'|. Tento výber sa realizuje pomocou operátora "turnaja" Otournament

S O Rtournament= a f (3.23)

Obrázek 3.8. Schématické znázornenie evoluèného programova-nia. Z populácie P je náhodne

vybraná podpopulácia rodièov Q, ktorá je upravená pomocou operátora mutácie na podpopulácie

potomkov Q'. Z týchto dvoch podpopulácii je vytvorená zjednotená podpopulácia R. Aplikovaním

turnaja na túto podpopuláciu R dostaneme podpupuláciu následovníkov S. Podpopulácia

následovníkov sa vracia do pôvodnej populácie P rak, �e pôvodná rodièovská podpopulácia Q je

vyeleminovaná.
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procedure  Tournament(input R; output S);
begin  S:= ∅;
      while |R|>0 do
      begin  select randomly from R two
            solutions α1 and α2;
            R:=R\{ α1 , α2};
            if  f( α1)<f( α2) then  S:=S ∪{ α1} else
                              S:=S ∪{ α2};
      end ;
end ;

Algoritmus 3.6. Implementácia turnaja pre výber nasledovníkov zo zjednotenej podpopulácie rodièov

a potomkov. tento jednoduchý "párový turnaj" mô�e by� ¾ahko zov�eobecnený tak, �e predpísaný

poèet krát náhodne vyberáme dvojice rie�ení a usportiadame medzi nimi "párový" turnaj, ví�azovi

zvý�ime o jednotku skóre ví�azstva. Potom mno�ina nasledovníkov S je vytvorená z prvých |Q|

rie�ení, ktoré majú najvy��ie skóre.

Nieko¾ko poznámok k realizácii tohto operátora. Najjednoduch�í prístup

spoèíva v usporiadaní elementov R pod¾a rastúcich funkèných hodnôt f(α), potom S

je tvorená prvými |Q| elementami takto usporiadanej mno�iny R. Iný prístup je ten, �e

pre |Q| náhodne vybraných dvojíc α1,α2∈R sa realizuje malý "turnaj", ak platí f(α1)<

f(α2) , potom rie�enie α1 sa presunie do mno�iny S, pozri algoritmus 3.6.

procedure  Evolutionary_Programmning(output: αopt );
begin  P:=randomly generated population of chromosomes;
      stop_criterion:=false;
      while  not stop_criterion do
      begin  Q:=randomly selected subpopulation of P;
            Q':=O mut(Q); R:=Q ∪Q'; S:=O tournament (R);
            P:=(P\Q) ∪S;
            if  convergence criteria are fulfilled then
            stop_criterion:=true;
      end ;
      α αopt

P
arg min f=

∈α
a f ;

end ;

Algoritmus 3.7. Implementácia evoluèného programovania. Metóda je inicializovaná náhodným

generovaním populácie P. While-cyklus sa opakuje tak dlho, pokia¾ neplatia podmienky konvergencie

(napr. populácia je dostatoène homogénna). Výsledné rie�enie αopt je urèné ako najlep�ie rie�enie z

výslednej populácie P.

Poznajúc mno�inu S masledovníkov, obnovíme populáciu P takto

P P Q S← ∪\a f (3.24)

to znamená, �e v populácii P je mno�ina rodièov Q nahradená mno�inou

nalsedovníkov S. Týmto je metóda evoluèného programovania plne urèená, pozri

algoritmus 3.7 a obr. 3.8.
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Príklad 3.8. Napí�te program pre evoluèné programovanie (pozri algoritmy 3.6 a
3.7). Program nech je urèený pre optimalizáciu reálnej funkcie n-premenných,
prièom premenné sú reprezentované binárnym re�azcom då�ky k. Porovnajte
efektívnos� programu s podobnými programami pre horolezecký algoritmus a
metódu zakázaného h¾adania.
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