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ËaÞ¡Â�Å#ÖmÂ�Àm¾!Å0ÛsÙtÁ Ï Â Ó Ì!Á Å1Ö§ÙtÁ�Ä_Ø!¾mÂ ¾_½0Ï Â3È]Á�Àa¿uÊ
×0ÈfÅ#Ö0Õ�Ê?Ï ß ×0È�Â ¼]½0¾0¿�ÀaÁ�Âáàâ¿£ÙlÅ1ÈÊ ¾0Á�Â Ûaã Å1Î0ÈÄ?¾0Á�É¡Â3¾aÊ
ä Ä3Õ�ÞmÚbÏ Áp×!Å Ó Ï Á�Â3¾_¿uÄ3Ï Á

å Ù¤ÜmÀaÎ§ÙZÅ Ó0æ ËaÅ Ó Å!Ë Û¡Ä Ë Ûmã!É¡Ä�Ûa¾7Å0ÛsÙtÁ çéèêàìë_í ×0È]Á
ÈTÁ�Â�Þ§Â3¾_Ú�Ô#Õ�Å#Ö Ñ Õb¾mÂ3Î!Å Å#×§ÙFÁbÏ Ä3ÕbÁîßqÄ�Éa¾mÊ3Î!Å ×0ÈLÅ1Ö0Õ�Ê?Ï ½
É§Ä�ÛDÙlÅ ×!Å#½mØ!ÚîË�Ä Ç ã ÙLÌ£Ë1ï ð?ñuò7ó/ô�õuö1÷ ò<ø¥ù%úbû ümóbú�ý�ü_õuö#÷
üaóÿþáò��Tú/ù%û � à ¿£ÙlÅ1ÈÊ ×!Å_Ûa¿Oß!Ùt½ Ç ã È]Á�Â�Þ¡Â3¾0Á�Ä Ö_ÕbÚ�Ì!¿uÂ
Ô#Õ�Å1Ö Ñ Õb¾mÂ3Ï ½3à!Ä?Õ�Â3Ö!Å Û ¾0ÚbÏ ÙlÅqÙZÅAØ7¾aÊzï



�����	��
������� �

������������� �! ���"��	� #�$%�'&)(*�	 + � ,-�!�.�

f Rk: ,0 1: ? →

y f= αα0 5

/���,10 #�$'�%&2(��	� 34 56 �#7����08�!����� �*�95 + �806:8����0;$<'���������>=*(�? �� �&@,10;�A0�� 5;B	:8&C= D E &F���A5;������G��H,I�
+ ��06:8���J= <'�������7�J=*(�? �! �&@,10K�I0�� 5KB	:�&C= D 34 

0 1 2,: ?k k=



L�M�N	O�P�N�Q�R�S T

U VXWZY�[ \.]�Y	^�\�_�`Ja V'bAc;d%]	e�[ V%b�f d'Y�`�g�b�`�f h!f.ijWkc;bml[ g W-h!\.b
αα αα

αα
opt k

f=
∈

arg min
0 1,: ?

0 5

n c h*opf�cKd*f�q�`�c%rsWZYut vK]�c;d*g.]�`*f c;VpWZY�[ w'[
ααx�y{z rX\

`*g>|m}6f V�c V'b�f9r*i�~�oX\.`'� h*opf*WZi�a*q�� [ c���`>a*q*�d'Y�`�g�b�`>l*q�� h!f.ijW1cKbIc8h };�	�8iCl � �%� ]�v'cKb�YHW�[ Y�q�iCl WIf.`XW1c
V'b7��rsWZw%V [ �6��f d>l�� Y�[ V%]	f�[ f�`pW1c�h�\�`>a V�c;[ c%q�c;w[ f*W1�%}�l r�V*��WZ`*e.��c V%b�f.�'�u\�}6g�h!\.`'Y	\�� � ��� _X\�rV�c�WZb�f.d'`>a `*\ b7Y	f�opf�`'Y	f c;VpWZY�[ \�]�Y	^�\�_�`*fJ| ~']�c;�>l |4fV�c�W1c;[ ~'[ f�b7`Ja iF\.bI};Y�`�\�]�YHWAf V%b�Y	f9rsW1cKb�w b�Y	f9oXf.`'�

tCPU
k∝ 2



�����	����������� �

� �4 .¡;¢£ �¤ ¢¦¥K§¨¢¦¥�©p¥K 6ª«¡%¬;�¤ ¢®¥'¡K¯4 �¥8°±§¨¢¦¥K² ¥; ¨ .¥�°
³�´�µ�¶�·�µ>¸ ¹!º�»@¼1½K·

α ¾;¿	À »�¸ Á

αα = ∈α α α1 2 0 1... ,k
k

0 5 : ?

Â4º ´�µX¼Iº.·�Ã%·�º*¼k½�¹�Ä�µJÅ Ä.»2½ ÆXº.Ç	È É�Ê�Ë*Ç�½

int αα0 5 = =

= + + + +

−

=

− −
−

∑α

α α α α

i
k i

i

k

k k
k k

2

2 2 2
1

1
1

2
2

1...

Ì ¼1½KÍ ÎX¼1½ ÆXº�Ç	È.Í Î É*Ê�Ë�Ç�Î Ã%·�´�·�Ä ¾ Ê�Í º ·�Ä�Æ�´�½;µ�¶�Ç�µ*º
É*Ê�Ë�Ç�½ Ï

∈ Ð Ñ Ò Ó Ô
x a

b a
k≈ = + −

−
real intαα αα0 5 0 5

2 1

·�º%Ä�ÇÖÕ
αα× Ä.Ã'·A½�Ø6´�Í Î)Â4º Ã�½ À Ä ¾ ½�¹�Ä�µ*È ·�º'¶.Ç�µ*º É�Ê�Ë*Ç�½ Ï

Ë Ã'·�º9Ë*µ8½'ËsÙ�½;Î Õ Ó;ÚZÑ ×IÛ7Ü Ý Þàß%á



â�ã�ä	å�æ�ä�ç�è�é ê

ëíìpîIï�ðòñ!ó.ô õ ö ÷ ø ù ú;û�üpó�ý%þ2ÿ4ï � ��� � û�ú��%ú�ñ � � � ö ÷
� 	 � ö 
�� ø  ö ����� � � ���� ÷ ����� ÷�� � � ö 
����������� ø  ö ��� � � �  ��� ÷ �����4÷
� ! � ø ÷#"8ú%$�ð � úKû'ð&�'���)( ó îIó�û*�'�+� � �

,.-0/
αα 13254�6 αα7 8:9<;�=�6 αα7 ~αα 6?>@8:;BAC7D E<E<E E E E<EFEG E<EHD D D&I�J E<EKDL EHD5E G G I�J EHDFDM EHD<D L L I�J EHDCEN D5E<E M MOI�J D<DCEP D5EHD N N�I�J D<DFDJ D<D5E P P I�J D5EKDQ D<D<D J D D5EFE



R#SUT�VXWHT3Y[Z]\ ^

_ `badc*egfha i�j�khlm`nk*a `bogp�`&orqsogkutvl�wmjxa

y{z}|H~��3��� �����}�h���K�d�}� �U�d�����K�H|�zm� �F��|m�[� �d�
|��m���3�d�d� z}| zd�'�d�����d�}� ��|g�3|m�d���d� ������|�z �d�d�
���U�h¡ �h�.�¢�d�}� ¡ £%¤ � |��m��|�z#�#�u�d� ��z}|g¡
�d¥¦���#�m�¢�u¡ ���*�§�%¡ ¨}©3�d���h¡ ª

αα « ¬+�®+¯.¯�° �
αα ± ¬+²¯H®�®}° �d� �����³�h���.�[�}��|�z#�h�}� �*�´|

�����  αα « °�¬.µ �[�#�}�hª#�����  αα ± °�¬�¶
·¸�}��| �d�szH�u��|��u� �¢���h�¦�%�*���g�}�h�¦| �����}�h���d�h�¦| �º¹��g¥
~�� |��.�0���U�h�}�h�d� ��|m¥d¤����»©�¡ ���<z ¼ _ `&a}chemf+½he ¾�¿�À¸Á ª
Âd�*��| � �h�H�����g�}� ¡ �d�d�����*���Ã� �d�¦|�¨d©§z#� z ��|g¡ � ¤H�
�´¹.�g¥´~�� �.���d�h���d� ¨d©3�}��� ���*���g¤ � ��z#� �d¥¦�����g�d� ���h���
¨d©3�}��� �d� �����}�h���d� �[�*���U���H�*����|�zr�*�d� �[�d�����K���*¡ �?�
�F��|g�[� �d� �³£%���}� ���h� z ~��#�g�}�¢~ �¦|g�3|m�d� �����d�*���}�h��|
�[�}���.�¢���

~αα1 ¬+�®+¯ ®d° � ~αα 2 ¬+²¯�¯ ®d° �d� �����³�h�����[�}��|¦zr�h�}� �h�´|
���h��� ¨}©3�d��� �����  ~αα1 °�¬.µ �[���d�hª#���'�  ~αα 2 °�¬�¶



Ä#ÅUÆ�ÇXÈHÆ3É[Ê]Ë Ì

~

~
~

................
~

α α
α α α
α α α

α α α

1 1

2 1 2

3 2 3

1

=
= ⊕
= ⊕

= ⊕−k k k

α α
α α α α α
α α α α α α

α α α α α α

1 1

2 1 2 1 2

3 1 2 3 2 3

1 2 1

=
= ⊕ = ⊕
= ⊕ ⊕ = ⊕

= ⊕ ⊕ ⊕ = ⊕−

~

~ ~ ~

~ ~ ~ ~

................
~ ~ ... ~ ~

k k k k



Í#Î[ÏÑÐXÒKÏÔÓ[Õ]Ö ×CØ

ÙÛÚ&ÜmÝ%Þ�ß&à¸Úâá ã�ägå:Ü Þçæhà*èéå?êvëgì*à à¸æ%ê�å�á Ügí�åïîsÜ�ðgÝ*ëgì*à
æ+Ú&àòñ+í:ëgá ó ÝhÜ í�å�Ýhô�ãmÚnÝ.õ àòæ%ê�å�á Ügí�åïî'Ü.ðgÝ.ö

æ+Úbà¸ñ�íxëgá
÷¸øUù#úgû¦ügý þ�ÿ#ú%ÿ���� ù�� �Hù û.ø[ù�� ù��	��
 �

∈  ��ù
��� ��ÿ#úgøUù���
 � �	� ��
*ø��}ù�� ø[ùhû.ø[ù��Hù�����
�� ��� �	� ��ü ��� �
� ù*ý ��ümø�ü!� ú#"$�¦ý � % & ')( ú%ù�� ù û.ø[ù#úmû�ümýHþ�ÿ#úuÿ�*+� �Hù
ú#"$�¦ý�ÿ ��� ��
*ø��dù�� ø[ù*û�ø[ù��Hù��,��
�� � ù % ��ù � � ümþ�ù���
 �³ÿhý-�
�Hù û�þ�ÿ��/.

δ >>
−
−

b a
k

2 7
1 62 1

0 � � � � 
hþ��}ÿ � �¢ú � ÿ*þ�ù��¦ü	12* � ù#ú3� � ú � ü!� ÿ
� � � � � ÿ�� ��4�( ��ý5� � ù 6 7 � 8 �}ÿ ü � þ�ÿ91�� �  � ( 1�. ��� * ü
� ��ü#:¦ü �9;9<�=�� ÿ ÿhý´ü > û.ø[ù91���ü�12*?> ��� ��
*ø��dù��
ø[ù*û�ø[ù��Hù��,��
�� � ù &



@9ACBEDGF�BIHCJLK MNM

OQPSR�T-UWV�X!P�Y Z9[�\$R ]	\�T�^�P_T�^�` PC^�a	PC^�b�^�T,c�Z�[�\$^ T�RPC^�Z�d�T�^ e�fgU�dgX `h^ V�X#P_Y Z�d�T�^ [�i�Z�a�R�T�Z R�j5X
b�X!]	PCR�b�^�T	\$^

Γ
Γ : ,01: ?k D→

x = Γ αα0 5

kl^�[�i ~αα opt

`h^ ]�\�T�Z�P_T�m n9^�jNcoX#P p#q$rsjtm u vwj cxX#Pzy ]-X!d
b-fgU�j{R�T�y P�\$^9|�^�T�f�Y X#a�c/\�Y R�d�\$b�R9e�T�}�isX a�P�X!]	d$}�Y ~

~
,

αα αα
αα

opt kn
f=

∈
arg min

0 1: ?
0 51 6Γ

~ ~xopt opt= Γ αα2 7

x xopt opt opt≈ =~ ~Γ αα2 7



�9�C�E�G���I�C�L� ���

=ÂYHU\

• ���C�����-���2� ���$�9�������$� �!�,�/��� �����$���9�������-� �	���!�	�$��� ��x ¢¡£ �¤ �	���s�	�C��¥��s�	¦§� ��� ���-��¨��©����¨ª�C���	�S�	�����,�¬«9¥��$� ������«�������¨ �C���	�C�������,��«�¥�������«�®§�g��¯���� 5�!�-����������� ° ±
N�o�!�C« �	�¬���²¨h� ¦#³$´-�� �	����«�����µ�¥�� ®¶��N�o�!���-®�S�����C�	�������/�5¨�·s¥��g¥�� ¨h�9¦!�-�¶�¸���¹®¶� �C��«���������C��� ���	��� ¡

• º  »����	²¥��$� ¼ �!�-�����	�²¨h� � «��g� � ���	¯�� ±w �x�#�C� ��·
¦��	�������x�	����� ���½®¶��«�¨z�#� �$���#�g�s®¶����� � ²�#�s�2�����,�¬� δ
¨h� ®9��¾¿{« ¤ � À_�������#W�§ÀÁ±Â5�#�s�2�¬���,�¬�  ����� �-��¯Ã��µ½�®9��¾¿{« ¡

• ºÂ®�����-± �� »��	��5¥��$� ¼ �!�-�����	�²¨h� � �-�3´����¿®��
� ����¯�� ±  �x�#�S� �$��´-�$� �	��¯$�-²� ������� � 5�#�s�2�¬���,�¬� δ� �s��¯���µ½� � ���$« ¤ ±Ä�s�¶�o�!� ²�#�-�������,��� ° � �s��¯!��µ½�
�s�#� ���_��� ®¶��¾ÅW« ¡

• Æ �o�o�	Ç��#��«������ � ���$��´-W� �s�	¦��-® ���9¦ �!�	�$�9���/�!� È ±
N�o�!�C� ��· Ç3���������s®¶����� �É®��#�$���-�!� �	����«��_�-�#�
�S�����C�	��������«9¥��g�#� �C�	«�����µ�¥�� ���C��� ���	��Ê�¥���± � �-��¯��µ½� ¦��	�2�¬���x�	����� ¨h��� ��«Ë± ����µ �,� �-�	���/������� �
��¦#��¯g���������	��¯$�s5� �,����� �$�	´s�$�9¥�� � ������� « »_�	�	²¥��$� ¼ ¡
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PRQTSVUXW-YTZ\[ ]_^�S_`V^�acb S-QdacZfehg ikjfS_`lgRUnm ]\a\op^�q b g�rls�e
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§ ¨�©V¨fª_«h¬�T®h¯ ° ±2²l³T¯R´�®h¯cµ ¯ ¨-©_¶Vµ ·-©¹¸-·_®X·fª º
¨-©_¶V¨-©{¨fª_«h¬�\®Xª ´�©_¶V®y»�©�± ¼

⊆
° ½ ¾ ®h¯�¿
¯R·_®hÀ Á

¨-©_¶V¨-©{¨fª_«h¬�\®h¯ Â Ã\Ä Åx´�Àc·-Ã�Æ�©V´%µ ©-±dÀc·\Ç µ ª|Å�À�»\·>Èlµ
©V¨T¯R´�¬TÅ�©{´�©Vµ É Ê�ËpÌ ·TÀ ¨�©f¶{¨-©V¨_ªf«h¬�\®Xª ¨-©�Å�©Vµ Í�©-±
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ÎÏ©�Å�©Vµ Í�©-±l®hÀ Á ¨-©_¶V¨-©{¨fª_«h¬�\®h¯ ¼ Ð Ã\Ä
©VÑ�©f¶V·�©dÅ ¯R·\Ç Æ�ª_·fÍÒ»T·�È¹µ ® Ñ�©f¶{·-©dÅ ÀRµ ® Ó Ô

ααÕ×ÖÎÏ©_¶V¨-©{¨fª_«h¬�\®h¯ ¼ À ¼ Ð ÃTÄ Á(Ø�¯�¶V·-©�Å�¯c·\Ç ¶f©
Ã\¨�©V«y©f»T·\¯>Ø µ ·-©¹¸-®X·>² ©V³�Ã|ÀcÑfªÒØ�Ä�|¯>Ø ±\¿|¯TÅxÍ�È\\Ñ
´�©_¶V®y»�©�± À ®yTÑ ¨-©dÅu©Vµ ÍÒ©�±

R Q Q= ∪ ′

§ Å ¯�Ø�Åu© Á�Ø�¯�¶V·�©dÅ ¯R·\¯>Ø ¨-©_¶V¨�©V¨fª_«h¬�T®h¯ ±2²ÙÅ�±T©V´%ÚXµ ¯
·-©�±lÄ ¨�©f¶{¨-©V¨_ªf«h¬�\®Xª ·TÀ�ÃT«h¯�¶f©�±l·_ÚXÍÒ©-± Û ½ ¨_´�®y»2©Vµ
Ü Ý ÜßÞàÜ ¼ ÜáÞàÜ ¼ ÐâÜ Ö ã ¯c·|Å�© ±�Èl³T¯R´ Ã
À ´ä¯fÀc«X®hÁ-ªÒØ�¯
¨-©{µ ©_�©{ª ©{¨\¯c´�¬\Åu©V´äÀ åpÅxªf´%·\À>Ø�Àlå É ÌhæçËéèXê�ë�Ê-ìçêxÌ
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