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6. prednáška
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Pôvod

MON�PDQ RCS@TIN0U V#W$X'S YHZ�[ \9N#TINA]

1. Kirkpatrick, Gelatt a Vecchi [3] (Watson
Research Center of the IBM, USA) a nezávisle

2. Doc. Vladimír ^`_ \ba0c d8e R�S _*f \JR S _ N#\ _ S%Q�Z�T _%g h Y�i�Q�T�Y
MFF UK v Bratislave)

f N�jkS�R�l'Q m _ a�Q n�l&a0Y a�n�o�R fqp r*_ o	\JN#s�l�t�U [HuvR f R�a�Q Rm	l N0s�nDl�a _ [�N U Q&aHQ&U R U w r*_ s#Y�x \ _ R�l'Q)i*N�]�R�a0co�N f N#s�a#cIU jyo�w�jzN#s�N#U R�TIN r�{ [�R�a�Q _ S@|�[�t�[�N S _ l _ j}RE~
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�������*�#�b�����H� � �@�����&�I���&���%� �9�*�D�����*�,��� � ���&���������E� ���D�����z��z� �����E�����	� ���,�*� � �<���#¡ ¢����#�I£ ¤¥�0¦8�#�9� �C� �#�I�	�1����¦8� ���
vysokú teplotu Tmax. Teplota sa programovacím�*���z� �,�����H�&§ �����9���#¡ ¢H� �#�I£¨���#§ ���©� ���H����ª«��� ��� ¦���������¦@ª
Tmin. Týmto spôsobom sa odstránia štruktúrne
defekty vyskytujúce sa v telese
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Náznak teórie
¬®J¯,°#±�²#³�´�µ,°	µ·¶<¸ ¯D¹ º*¯ ±�9²	»*¯�¼ ²�»�½H´ µ,°.¾*²�¿�µ�À�Á µ ¶�¯°	²�¼kÂ�µCÂ�²�Ã�À�¯ ±�²0¸ µD´ÅÄ6¹ ±�²AÂ�²0¸ ±	J¯ ³Iµ�º*°#Æ Â�¯�±�´�²�Â@Ç

Tº�È&½�µ�À�É Â8¯D´ ¯�¼z² ¶C¯ ¿ Â�¯�±�¯�´&À�¯·¶ J²�¿	À�²�¿�Ê�½�¯D¹ ³0Â8²#9Ê ¶�¯
popísaná Boltzmannovským rozdelením±	Jµ�¿�°	¯�±�²�°	²#Ë�À�²�¼kÂ%ÁÌÂ�²0½�²I¹�º*¯ ±	1ÁÌÂ�¯�±�´�²�Â�¯

T je teleso v
stave i s energiou Ei

( ) ( )
1 i

T i

E
w E exp

Q T kT
 = −  

kde k je Boltzmannova konštanta a ( )Q T  jeÀ�²0b¸ µD´�Á�¾*µ*Ã�À#Ä Íbµ�³0Â8²#¥À�µ�¾«Ä�¿�µ�À#Ä ÎÐÏ.ÑCÒÔÓ�Õ�Öq×ÙØ.Ú0Ö	Û�Ü#Ó&Ï

( ) i

i

E
Q T exp

kT
 = −  

∑

kde sumácia obsahuje všetky stavy i telesa.
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Nech teplota T klesá, potom BoltzmannovskáÝqÞ3ßkà@ázÞ&â�ã�äDÞ�åçæ�è	áJé,Ý#ê�ëìß à@í	æ«îCé ß à�å�ï#ð ß�ñ é�êóòzë0æ é�ê�é�á9ô	Þ�ë#æöõ
÷ è�á1ø�è�å,Ý�éDù ú*é à8é�è�û�ë�à8å ß}å âHû'ø�ú�Þ ê	æHû é�ù ßkà8å�ï ß
minimálnou energiou má nenulovú (jednotkovú)è	áJå�ï�Ý	é�è�ë�Ý	ë#â�ê�ë�ßkü	õ

Ak je ochladzovanie telesa príliš rýchle (telesu nieîCé æ�ñ ëEú�ê�é�ê�ý þ�ø3ß ÿIå�ü à8é�è�éDû&ê�ã á9ëAï	ê�ëAï ��� æ è	á9é ÿIå ú*Ý#ã
teplotu T � ù Ý�é��ké�ÿ0à ð ï à�éDû�é�ß}é ñ �Eú�æ þ*å�ñ á þ�ê�ã.ü þ*å
vzniku metastabilnych štruktúr, ktoré sú vzdialenéë	Ý ñ á1Þ�é ú�ÿIë�ï�é·î òkà3ábæ	ÿ0à3ã	á8ð ß�ê�å%î<ê�Þ)ú�òzë0æ é�ê�é�áJô	Þ ë0æ õ
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Simulácia fyzikálnej evolúcie

Metropolis a spol. navrhli Monte Carlo metódu,�
	��
�� ����� ��������� ���������! "��� �$#%�&	('�� � 	�)*��+-,.� /0��1��*2�����
3 ���&	4� 3 1!�5�&6 �7	�)����8� �$#%�&	('�� � 1�)9���:��;<���=�� "�>�
spôsobom:

? �. �@ �A� ;B)�1<C )*�
	4���D��1
# �&	()�� �$#%�&	�'*� � E(�FHG���1
C
3 ���I�<@!�<� G.)J�7	LKI 	��"�:�J�M)�N7+ 3 �8	��<� � )"�I� 1��*@��B;<1��
3 �
2�� *@�) ��� /0�*1���H�9��)*1�� 	�)*��+O,.� G�)9�&	P�I �� �Q� R>���*� 1��0R
posunuté. Ak rozdiel perturbed currentE E E∆ = −   medzi
porušeným stavom a aktuálnym stavom je
negatívny ( perturbed currentE E<  ), potom proces3 �
�0�)�G*�S�A� �T1!�9�<C�� 3 �<2�VUW�*1<C�� �&	�)A���<� XZY � 3 ).G�1��
�
prípade, ak 0E∆ ≥ , 3 H)���;F� 3 �
[F1����&6 )��� .� 3 	(�9��)*1\�I)
porušeného stavu,

( ) ( )( )1Pr perturbed current min , exp E / kT← = −∆

Toto pravidlo akceptovania porušeného stavu sa
nazýva Metropolisovo kritérium.
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Priebeh Meteropolisovho kritéria

Pr=min(1,exp(-(f’-f)/T))

pre rôzne teploty T, kde f ]A^ _7`badc�e _(fFcFg�h*c�e i�jBk<c!j9l�m
(f=4) a f’ je nezávislá premenná braná z intervalu
[0,10]. Pre klesajúce hodnoty teploty T a pre  f’>f ,nFo m�p�kF^ n jBkFj<qBc�j�r&s Pr →0 ak  T→0.
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Formalizácia Metropolisovho algoritmu

� t0u(v�w xPy%x7u�z�{ | }�~��*� �A~ |F�H��~*}<� stavovou premenou
x (vo všeobecnosti vektor obsahujúci mnoho
nezávislých reálnych premenných) a energiou
f(x).

� Proces poruchy stavu x na iný stav x’  je
formálne reprezentovaný stochastickým
operátorom,  x'=Opertur(x) . Stochastický
���!v���v*�
u�~*� u(�<�0u(� �
��~*����u(�<�Hv x����B�"�bw�v w }!�����B�<}!~L�
zmene stavu x na stav x’ .
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�\�
�F�9�0�
���9� �\�0���9�D�����0�0�A�����9�0���0�9�8 �¡¢ �0£�¤D¥ ¦¨§�©Vª\« ¬ §�© ¬ ¯®� «°0± ¤0²D� ¦D³ ¦ ´¶µ¸· �B�¢ �0£�¤D¥ ¦¨§�©\¦9¹!º\«¬ »¼§�©F½ ¾�¿PÀPÁ¸Â�À Ã ¬ Ä0«Å �¨§�©¡Æ�.Ç Ã&º�È��8É<� Ã(ÊËÃ&ÌÍÃ ¬ »�Ä*ÊËÃ ¬ Ä0ÄDÎÐÏÆÄ0Ä0«
¤
Ñ �9�8ÇFÒF�*¡V³ Å � Ó ± �0¥ ¬ §�© ¬ »�«�0¥0� «¬ Ô�Â�Á §�© ¬ «�0¥0� «

Implementácia Metropolisovho algoritmu.
Procedúra je Õ>Ö\ÕI×DÕIØDÙÚÕÜÛ.Ý8Þ�Ø�Ö!ß à�Ø*á�â�ã.ä å�ÝBæ"ÕIØAà�ÝBæ�Ö<ç è&à�ØAÞ
sa å!ÝdÙIÝ0ãDÕêé�Ý8ÞFÖ<ç Þ�è&à4ëBåFÖ!ì�í ë è&à(Ø�ÞFë xini, opakuje sa
kmax á0éHß�àËîïà�Ý9à(Ý æ"ð¯è�Ù:Ý í ë�èñð�í ä ò
óBô õFÝ�è&à(Ø�à�Ý ène ve ö¶á�ì
ktomu, aby sa dosiahla tepelná rovnováha), symbol
Opertur modifikuje aktuálny stav x na x’ .
Akceptovanie nového stavu je riešené pomocou
Metropolisovho kritéria realizovaného pre teplotu
T. Po è�á�Ý
Ö�æ.ä�í ð Metropolisovho algoritmu,
výstupný stav xout  je posledný stav x.
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÷\ø
ùFú9û0ü
ý�ø9û þ0ÿ��������	�	
�������	��
	���0ÿ������� û	����� � � �!� "$#�%����&�&'(�)��* �	
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�%��	�	
��)�+ "$# + ,.-0/ �1	2 �	3Dû +&4 + , � � üBù� û	����� 5�
	��%�'�6�'��0ÿ	78������	'�%0ÿ���9:�; � � �!� <�� =?>$@ <:A ,.-0/ < +)B �� � �!� "$#	� =?>$@ �+ "$# α C + �û	�0ü �� =0D!@ "$#	� =?>$@ �û	�0ü ;

E?F G�HJI(F ILK	MON:P�QJR STQUF V�HXW�Y�RLK[ZL\[W ]�^_\�R(K�QXR ` Y�SaMbVcG&K�Z
parametre sú Tmin, Tmax, kmax, α, výstupný
parameter je xopt. Algorimus je inicializovaný
náhodným generovaním poèiatoèného stavu xini a
maximálnou teplotou  Tmax. While-cyklus saWdG[RLe	Vgf8I MORLe h�H_\[W�`�G�W�e�QJR�i G�HXRjMk^

T > Tmin, , teplota TSlR m(K�Qn](Vgf8I G[WdF W&P�WdV G[RLo!R(F IjM o!R
α

Y�m8p�RL\[WdF
T:=α∗T.q)W V&e�W�K�r:I(K�^

while-cyklu výsledný stav xout jeG�W�Y�Rs]�W�Y�R(Kdt m�RuYdtvSTHXI:h�K�Zwo.QJI�xlI(K�QJI Wym(K[R
èené xopt.
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� Jeden zo základných problémov simulovanéhoz�{_|[}L~��X} �8� ���������J�$�_�������J} �?�(���J���
Tmax , Tmin  a�&��}j���J���J}w�&�����(~��nz�����}(~��X���O�L���X���J�

T.

� V literatúre boli navrhnuté rôzne schémy, ako� �������w�k�J�j�O� �[}L��}L� �j� �!� �T�U� � �J����}L~[�L|�� z�{_|[}L~��J}y�

� � �&�!}(�����X�L�� ��L| }L���¡�_�������X�:�L| �l} �&�d¢c�!� �£�a���:�c���¡�
najjednoduchší prístup pre ochladzovanie
(multiplikatívny prístup pomocou parametra α) a���c���J}8�?�c�L~�� �?�(���J���?} �8� �8�����J�(~�� �?}(��¤¥}(¢d� �&�.�U¢��¦�nz(~��
50% stavov porušených stavov bolo
akceptovaných Metropolisovým algoritmom.
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9]"DK�N�ãWDWLVWLFNHM�I\]LNH

1. §©¨Lª�«X¬:d®�¯ °c±!²:�°�³�ª�«J¬: ´aµ?¬jµk¶b·aµ�¶J¸(ª�²�¹ º »�¼�¶_ª�» ¹j²�½ ¾�²
fyzika ¿ ®�³�À�³&Á�¬Â·aµ�¶J¸�³�Ãd¯�¸(À ·k»v·aµ?Ä ¿ ³�Ã ¹j²
ª�³ ¿ °[¬jµ�¶UÅ�¶¦«_®�¨ ·Æ³ ´aµ?¬8µ�¶b·aµ�¶X¸Lª�¯ ¿ ¶ ·$ÇcÅ�³d± ¿ ¶ ¬ ¾�²
Á:¬�·l³�Ã�Ä ·aµb±�²:d®[Ä À�³cd®�³�µÈ» ¿ ²:¸(À�¬L®�¶J¸(ª�¯�¸LÀ Ã�²�«¡¶XÁ�É_®
systému v rámci mikroskopickej rovnováhy sú
rovné odpovedajúcim stredným hodnotám nad
súbormi.

2. V štatistickej fyzike boli definované vhodné
Ã�²�«¦¶JÁ�¶U®d» °[³d°�¶ ·$Ê�¹ËÇ[¸:² ºb»�¼�¶_ª�¨�«_®[² Ã�«J¬�·Ìµ ®�³£·aµ�¶�·k»v·ÌµOÄ ¿ Ê�½
¬ µ�¶X²s¾ Å�³�«J³ Êcª�¨s¼�¬(®�Ä�½ ¬(ª�³ °�³cÁ�ÉÍµ?¬jÎ µk¶J²jµO³ Ã�²�«¡¶XÁ�¶_®�»
°�³ ¿ ³&¸:³�Ê ±�³�Ã&®�³�Ã�¨s¾(®[²LÀ�³ ±�³y¼�&²�«J²(®�¶J¬ ·aµ?¬jÃ�³�Ã
systému.

3. Ï ª�¬Ð¼(Êg¹8² ·l¬�½©¾�² Ã µO²L°�²�«_®[²�¹ ±!³�Ã&®[³�Ã�¨(À�² ±�³y¼�&²�«J²(®�¶J²
°&±�¬jÃ�&²(°�³c&³dÅc®�³�·Ìµ�¶ ¹j² Ê&±�Á:²(®�Ä Boltzmannovým
±!³	¼�&²�«X²L®�É ¿ ÑÓÒ ¼8Î�¬LÀ ¿ ²�y¼�¶ ´ÌµO¬jµ�¶ ·Ìµk¶J¸Lª�³�Ê ºb»�¼�¶Uª�³dÊ ¬
·T¶ ¿ Ê�«J³�Ã�¬L®�¯ ¿ ¾�ÉUÀ�¬L®�É ¿ ¿ Ô ¾�² Åd»cÎ ´Ìµ Ê�c³�Ã�¬L®�¯
pomocou formalizmu štatistickej fyziky.
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Õ Ö�×ÐØ(ÙgÚ8ÛLÜ ÝOÙ&Þcß�à�á_Ù
 f definovanú nad diskrétnou aß�âdÞ[Û:ãLÞ[âdÙ ä&â�Ü åLÞ�â�Ù

D

f : D A R+→ ⊂

Rozdelenie pravdepodobnosti stavu x (t.j.
premennej x z D) , ktoré je výsledkom
Metropolisovho algoritmu realizovaného pre
teplotu T æ ÚjÛwÙ&ç�ã:Û(Þ�åuÖ�è8é�×(ê&Ü á

( ) ( )
1 i

T i

E
w E exp

Q T kT
 = −  

( ) i

i

E
Q T exp

kT
 = −  

∑
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ëvì�í î�ïÂðÆí ñòï�óbðõôJí ö	÷�ï(ødù úcû�ü&í ÷&ø�ýcüdî�þ ÿ�ý��(î�ï�� ø&û����Oý��bû
	 ûcî�
�Lî����Lø ø�ýcüdî����

y=f(x ��� 
��?ý�ì����jíwû&ì��:í(î����?ï�
��Oý

( ) ( )( (
( )T

D y y
w y exp

Q T T
 = −  

( ) ( )( (
y A

y
Q T D y exp

T∈

 = −  
∑

kde ( )D y D⊂
�8í � î�ý� �ô_î�ï ý�ú!�lï(ø&û"�Ëö#�:ï ÷�ðlí$�%
�ù & '

∈

pre ktoré platí y=f(x)

( ) ( ){ }D y x D; y f x= ∈ =
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(*) +�,�-�.0/*,.�13254�,6�7�8:9;25<:2>=@?�(

(1) Stredná hodnota  funkcie f(x)   

( )TT
y A

f y w y
∈

= ∑

(2) Stredná hodnota funkcie f 2(x)

( )2 2
TT

y A

f y w y
∈

= ∑

(3) Disperzia funkcie f(x)

( ) ( )( )2 22 2
T T TT

y A

T w y f y f f
∈

σ = − = −∑

(4) Entropia

( ) ( ) ( )
( )

T
T

y A

w y
S T w y ln

D y∈

 
= −    

∑

(4) Špecifické teplo

( ) ( ) ( )2

2T

T S T
C T f T

T T T
σ ∂∂= = =

∂ ∂
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A B�C�DFE�DFG HFBJI�KLMI@N�O�P P#E�Q@I#R�D SUTVGXWZY�[ \@]P#E�\�B"^�_
týmto asymptotickým podmienkam

( ) ( ) ( )1
TT

lim w y w y D y
D∞→∞

= =

( ) ( ) ( )0
0

1(pre )
0(pre )

opt
T opt

T
opt

y y
lim w y w y y,y

y y→

=
= = δ =  ≠

kde yopt=f(xopt) je optimálna hodnota funkcie f(x)
odpovedajúca globálnemu minimumu. DruhýG`Ca]b c�DFE�Ded5O�K�N \gf$hiG�P ^$_ \�_:jkb dlQJRgmn_poidqDnN c�r�_ b _�Dts�Q@B
Cud>b B3mnE�\�G�I#v�P�E oiw>P�GMI3dnG�x c#E�QgjyG DF_e^zDtE H{E�r{b B�mn_ GMK
teplota T

C|G Y3m;w}oid~K IJB3m5_ S{O�_�f r�E�\�I�E�\���oMI#_ C�DtG�\@]�[*�
potom �����J�p��������������������� �*���"�����;� ���n���i�
odpovedajúcemu globálnemu minimu je
jednotková.
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0RGHORYp�YêSRþW\
Nech zobrazenie { }0 1 N

f : D , A R+= → ⊂ , s�����U�����n�M�@�  ¡@¢#¡@£�¡@  ¡@¢�¤k¥M¦�§�¨y©#ª:��  ¢����#«�£{�#� ¬��M�®F¡@£t¯
�g°}±M�¯ ² ³k¨�� �����U�>��¡�¬�¥M��´�®F¥M�®F¡

( ) ( ) ( )1 2

1 (pre )
preN

x x p
f x f x ,x ,...,x

N x x p

 + ≤= =  − >

kde |x|=Σxi je  L1 norma vektora  x∈{0,1}N,
0≤|x|≤N. Parameter p

¨$� ¡@¦J£�¥����n�����@� µ�¡���  �n�M��¡@§
0≤p≤N. Pre p<N táto funkcia má dve minima, prvé
minimum je f(x)=1, pre |x|=0, druhé (globálne)
minimum je f(x)=0, pre |x|=N ¶J· ¥M£�¥�  �$®F�M£lµ §�£���§"¨��
¤�®Z§�µ��M¸

deceptívnosti (falošnosti) tejto funkcie
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Operátor Operturb z Metropolisovho algoritmu
transformujúci binárny vektor x∈{0,1}N na iný
binárny vektor x’∈{0,1}N  je v tomto prípade
realizovaný pomocou operátora mutácie ( )mutP

mutO
(terminológia je prevzatá z genetického algoritmu)

¹ ºt»@¼ ½3¾À¿MÁ@Â Ã*¼ Ä ¼ »@Å�Æ;ÇÀÈ@ÂÉ#»�Ê:ËÌºF¿$Í ¼ ¿MÎ�Ï�»0ÃÐÎ»@É�ÇnÑ�ÎÒ
È�Ä:ÆÓÇnÊ:Ç>Ô@Â ÕJÄXÖUÇ>Ô�»�È�¿�Ô�Ò È É�Ï�ÄXÕ�ÑMÅ�×�ÕÙØ�¿eÚyÛ#ÑXÄeÚÜÎ¿�É3ÇÌºF»ÆnÄ Ý3Þàß
¼ ½!ÃzË�¼ Ä É#»ÙØMÔ�¿$Í Î¿MÏ�ÕgÇ>Ô�¿iÆ;ÇqºnÂ ¼ Ô�»ÙáiË>Ô

D(y) pre
funkciu (6.19). Tak napr. pre N=10 a pre p=4 a
p=7, tieto 

Î¿�Ï�ÕgÇ>Ô�¿:ÆÓÇqºnÂ Ã*Û ½�Ï�ÊXÄ�Ô#Òâºt¿�Î�ºt»

p=4 : |D(0)|=1,     |D(1)|=11,   |D(2)|=55,
          |D(3)|=165, |D(4)|=330, |D(5)|=462

p=7 : |D(0)|=1,     |D(1)|=11,   |D(2)|=55,
          |D(3)|=45,   |D(4)|=120, |D(5)|=210,
          |D(6)|=252, |D(7)|=210, |D(8)|=120
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ãåäkænç�è#ç�é�ê ë ì�í�ä�î0ïÐíî@ð3æ5ñ�í�ò�ñMé ó�çiô;æ5õ:ö�÷ ó@êð#î�õ:öÌøFìM÷@ò�ñ�é
teoreticky pomocou formúl pre parametre p=1,4,7,
9 (diagramy A - E).
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3DUDOHOQp�VLPXORYDQp�åtKDQLH
ù�ú�ûFü ý�þMÿ������ ���	� 
��nü�ý�������ü ���	�������� ��ü���� ��������þ�����ü �
��ü 
!���qûtú ��ÿ�þ ÿ"�5þ$#|þ����5þ %ü � ���&�'%ü�ý���)(����
kombinatoriálnych grafovo-teoretických
problémov, kde štandardná verzia simulovaného���	�*������� ���5þ,+$þ �-����ü �.��ú ��ü/��%10Jû2�3�54 ����ÿ�ú�ý.��þ 6.�nü ��ú��	��þ
riešenie.

7�ú�%���98)�#ú ��8�þ9� �*��ÿ:���nþ��	�����ü ���'� 
��5ü�ý���*���#ü ���'��������
�;�#ü.<=�Ìý� ý �;�*<9�$����ü � �����>�	%ü�ý����� ���'� 
��nü�ý���*����ü
���	�*������� �� � ��ü?���'�.


P stavov  x,x’,x’’ ,... ktoré sú@ �A0��*���Jÿ�ü)���B��ü�ý���� @ ûC��%D ��þ
Metropolisové�=��6�ü@ÿ"�Ìû2� 0 �#þE�����9�XþF���8 ���	� �3� �G+H� ÿ�ü�ý.�*��%5� ûFþ����nü�û2
JI

K �	�VûFþ�ÿL��%����&�M��ûN�$ý�ü�ýO+$þF��ü 
!���qûtú ü ��þMÿ�ú9����� P9QSRUT9V�W�X'Y.Z



Priesvitka 21

Schematické znázornenie paralelného[�\'] ^�_�`bac�d*e�f` g�h'fc�d�\�c5i j c kml9n d`1oA_&\pae [qoNcma)rsGt d*u t `)vqdl�du w�\�l�vxd)r�] \ y�_�`)z5] \�{ [;| c�}�_>\	z�`bac�de
nezávislé Metropolisove algoritmy s rovnakouoNl�}�_�`boN` ^ ~�i ��h	}3z1r t du t `)vq�.^�kH|�� g�l [qoCc�a)r ] l9n t \
sebou interagujú s malou }.v:cman.l�}`.n y.d*`/[q��`)^ Pcross.z�n.lFv?kmlFdu�f`.n dl�a)r�y.vLc�d)� y`.n z5v"h�g�l�d�\�c=� 1<r<N.


