
Priesvitka 1

8. Prednáška

(YROXþQp�VWUDWpJLH

Historický úvod

1. 
���������
	��� ����������������� �������! "#���$�%�&�!�('*),+ - .�/102� ���3���
úspešné stochastické algoritmy. Bola navrhnutá�54 �
��	2�(����)��&- 68719:�;+#'�" ���<)��,�

Rechenbergom a
Schwefelom

2. 
���������
	��� ����������������� �&+#'�"
�/10=� 0=� �?>@.��&A
.�'*�&B#'�"
predstáv prirodzeného výberu, no o mnoho
vágnejších ako napríklad u genetického�C���1�&�!�D��- �FE,�G���5�H��	��
 �����I���������(� �#�(.KJ�. 0=�C���L4=.��
 ���
binárnej  reprezentácii premenných, manipuluje
priamo s "reálnou" reprezentáciou premenných.
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"Personal story"

Ingo Rechenberg, Hans-Paul M
N�OQP R�S�RCT UWV�R�X�Y[Z \�]
obidva profesori) a ^ _�R�`�R*X3Vba!Y Z=Y�c=YCTd_fe Xhgji�k�l1m Y�n�o
študenti na Technickej univerzite v Berlíne
Z=Y�o<p�R�XIY�q R�r5s�R*Xt_Hu R�`1V�u _ e�o Y�R*X�o�v2w�`�Y*u _(N�n,x V�\�`�R2Td_:y
kde o&sQVz_�u Y2Td_{Z=o,e�YCT:_|V:e�Y�X V�RCTd_�R}a~y�Y*p&w Vz_�R�V%o n�T���v�Td_ c�o
`�Y3��u R*`?�~� o�v<s�o<X e s�X���v�R*`���g���X�R�V�oL]=R Y�`#_ _�`1V�\�_�Vz�De�`<w
prístup, ani jednoduché gradientové metódy neboli
e�RC�!u _ ��a�s�R,��`
�Cy Z=Y�c=YCT:_ a!Y Z=Y�o<p�R�XIY�q u w���T:_(R*`�n�o&\
náhodných zmien parametrov definujúcich tvar,
podobne ako je tomu u mutácií.� e�o�T�\�c*`�� a�V�X�Y�V%����_�R a!Y o8v V%R3� v8o&p&w XIoLZ�e�_�`8\ li, no
stále ostávajú spojené predovšetkým s technickými
Y�s#Td_�n��=NC_�Y�u _Qe _H`5]2_�`#_(R*X@a�n,w#N*O o&p#T(Y}a$Vz_�Y�N�O#y8Y s�o&\�]2�De�Y3���
sa najviac v Nemecku.
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Základné princípy
HYROXþQHM�VWUDWpJLH

1. �������������<� ���������
�� ��3¡ ¢�£�¤���£�¥�¦�§�� ¡��  ��,¢������&�¨¡ª©�«C§
predpis, ktorý "mutuje" aktuálne riešenie x na
nové riešenie x'

x' = x + N(0,σ)

kde N(0,σ) je vektor nezávislých náhodných
�C¬�¢!�2� ¢  
�&¤�� �C�� 
�&� �5§�¢�£�¤t§�8©�«2§(�&�#®  8�����,���&�
strednou hodnotou a štandardnou odchýlkou σ.

2. Problém akceptácie nového riešenia x' je
striktne deterministický, riešenie x' je
����«=��¯1£��,���* �¥ °%©?¢±¯��,²� �¥=³$®´����µ f(x’) < f(x).
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Stratégia (1+1)
MHGHQ�URGLþ�D�MHGHQ�SRWRPRN

1. Základná heuristika je (1+1) stratégia

¶2·�¸Q¹»º[¼F½ ¾¨½�¸8¿dÀ�Á ÁÂ¶C·�¸Q¹»ºÃ¼»½jÄb½1Å�½1Æ Ç�Á

Rechenberg robil základné pokusy na dvoch
základných funkciách

(1) Sférickej funkcii
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(2) Koridorová funkcia
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= −∑x
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È�ÉËÊ�Ì Í�Î
Ï Ð�ÍCÑ!Ò�ÓÕÔ$Öz× Ø*Ì Ù1Ö%Ú=ÛC×�Í�Ü Ý Ö�Í�Þ�Ï Ð5ß=Þ5×�ÏCà(Í*Î�Ó�Ô�Öz×
á Ó´Ö%Ó&Ì Ò�Ï Ó�Þ â�Ó8Þ5×�ã�ÏCä Ï Î�Ï Ø[ß*Ì Í�Î�Ù Ö�Ízå~Ö%Ó ß*Ì Í*Î&æ#Ü1É
Štandardná odchýlka σ

Ô!Ï Ð á ât×(Í*ç�Í*è�Ù Í�Ð�Ó5à�Ù
ã�Î
Ízå
Ô�Ö�â�Ï�Ö�é�ê�×�Í Ì Í�Î�ë á Ó8Þ5ÑªÏ pravidla 1/5 úspešnosti.
Nech ϕ(k) je koeficient úspešnosti definovaný akoá Ó<Ì Í�â á Ó8ã�Ö�Ù ì?Ô á Í,í�Î&î#Û*è Ì ÙQÖ%Ú�Û2×dë Ð á ât×�Í�ç
Í�è�Ù
posledných k iterácií 

Ò á Ó8ã�Ö�Ù k iterácií, z ktorýchç�Ó�à(Ïïì?Ô á Í}í±Î�ÓÕÔ$ð Ì Í�â�Ï*Î�Ú2ä á Ó´Ö%Ó<Ì

( )( )
( )( )

( )( )
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c . k
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 σ ϕ <
σ′ = σ ϕ >
 σ ϕ =

kde ci>1 a cd ñ�ò ât×�Ï�Þ�×(Ï ß�Ð�ó�ã}í@Ó,Ð�Ï*Î�×(Í â�Í,Ô á É
zmenšovanie štandardnej odchýlky.

V literatúre sú tieto koeficienty špecifikované
cd=0.82 a ci=1/cd=1.22.
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Intuitívne zdôvodnenie pravidla 1/5

ôöõ&÷�ø!ù*ú�û(ù ù=üýù*þ<ÿ��Dõ�ú����$ÿzû ���Iù
	��������õ��ú�û��� ���tû
� ����ù}ø±ú�����ÿzû���� � ���� ���Iù
	��������õ��ú�û�ù ���&þ�� "!"�´õ�$# õ��
õ�%"!,ø&��'(	 þ�� �&þ)��'(	+* �,�tû ú�ù � �-�
ù}ø�ú����$ÿzû �.� � /�dû ���,#
kroky kratšie. Toto pravidlo odvodené pre uvedené�,õ�ù ü10�ú�þ)'2û(ù �2 ���,ÿ1��� õ?ø@ù"���
ù"'*ú�ù ����0)3/�Dõ� 54 ����ù
6 /��ø~û(ù ú�ù87*ú��(� ù ü908ú�þ)'2û(ù�* ����ù�ÿ9��3=ù ���Iù � ú���	�:
��� ���+��:
� � 4�ù
	�� ����0;3/��õ��ú#û(ù ����� �(	�/��� 0����-3�$#
najrýchlejší postup k optimu.
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Príklad mutácie vektora s reálnymi premennými za<�=.>;?/@BA5@�C Gaussovy distribúcie pravdepodobnosti<�D EF>,DHG"E(I+@�EFJ C/K�E�LMI�N
O�=�P�I�E�L/Q
R E"S I+@�E
T.A1=�DHN J >UA9=WV�C(I�N O�=,P�I�=WA9C

ix′ nie je z
intervalu povolených hodnôt, ix′∉〈a,b〉, je potrebné<�=.>;?/@BX =.<�DHCYV�I�Z <,DH=,["E]\_^,C
`�a \bC c�C/@d\eA�@fK�=;^�?�E =�<,DHCYV�E
I�N
hodnota spadá do vymedzeného intervalu

( )0i i ix : x N ,′ = + σ

ix a′ <  ⇒⇒ ix : a′ =
ix b′ >  ⇒⇒ ix : b′ =
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Pseudopascalovský kódg$h�i�jlknm�oqp r&sutwvxs-y�z�{|v }b~8��~8�

� �-���;���;�.�.�;� �����;�)�W�/�����;� ���)�W���)� �W���)���;�,�/�
� �W�(�������;�,�/���

���-�n�+� σ �-� σ �l�H� � � � �-� � � n¡�¢/£W¤ �.¥ � ¦u§©¨ ª;«¬�¤)�¢(® ¯ �-�n�+� �°�-�n�+� n¡�¢/£W¤ ¯ ¥ ¯ ¦u§©¨ ª;«
¬�¤)�¢(® ¯ �-� ¯W±�² � � ³.�-� � ± ´ µ ��¶ σ · �¢W¸ ¹ºµ � » · ¥ ¹ºµ � · ¼ ¡.¤.®¬�¤)�¢(® �°�-�+� ±�² � � �-� � ³8�¢W¸ ¹ºµ � · ¥ ¹ºµ � � · ¼ ¡.¤.®� � �-� � �¤.® ª �¤.® ª �
¢W¸ �)½ ¯ ¦u§©¨ ¥��¿¾&À ¼ ¡.¤.® σ �-� � Á Â σ ¤)£;Ã�¤
¢W¸ �)½ ¯ ¦u§©¨ Ä��¿¾&À ¼ ¡.¤.® σ �-� � � Â σ �¤.® ª �
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*HQHURYDQLH�QiKRGQêFK�þtVHO

ÅÇÆwÈ"É�Ê ËÌÈ
Gaussova distribúcia lepšia ako

prehadzovania bitov v binárnom kóde?

000000000000 → -10.0
000000100000 → +0.5873
110000000000 → +5.00366
100000010000 → +0.805861
101000000000 → +2.50305
100000001000 → +0.41514
100100000000 → +1.25275
100000000100 → +0.21978
100010000000 → +0.27595
100000000010 → +0.1221
100001000000 → +0.15018
100000000001 → +0.0732601
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Distribúcia pravdepodobnosti výsledku mutácieÍ+ÎÐÏ�Ñ
ÒÓÏ�Ô(Õ�Ö ×�ØdÙ_Ú�Û Ü
Ý,Ý�Ý�Ý,Ý�Ý,Ý�Ý�Ý,Ý�Ý ÞYÔ ß�Ô/àuá Î
nerovnomerná, a dokonca nie je symetrická!â Ò Ô"×"Ö)ã ä å�ß�Ö�æ�Ö.á ÞYÔ ç©èYßêé

Hammingova bariéra:Í+ÎÐÏ�Ñ
ÒÓÏ�Ô ×�ØlÙ&Ú�Û Ü
Ý,Ý�Ý,Ý�Ý�Ý,Ý�Ý,Ý�Ý�Ý Û Ý¿Ü�Ü,Ü�Ü,Ü�Ü�Ü,Ü�Ü,Ü�Ü Ù-ë
susedmi v reálnej reprezentácii, no bolo byì Ö�çdÒHÔ(Í�Ï�í è(á Ô
Ï�ÎBî Õ�Ö,æ�Ï�Ö�çðï ßòñ2Ô$çdóWô�õ(Õ Ü÷ö Í+Îøç9ÖWß+ù Û
Í.ï
Ù-á Ô è ì Òúß�í
Õ�Ö ×/ØdÙ&Ú�Û æ,Ö�Ùeç9Û�Ú|Î�ç1Ö æ.Òüû,Õ�íxé
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���JHQHUiWRU�QiKRGQêFK�þtVHO
s normálnou distribúciou

ý;þ)ÿ��������	�

������������ �����	����� ���� ���! �"
 ý;þ)ÿ������ �$#%�%

��� ���! &��	'��)(�� * � ����+-,.��/$0 ��1�2�3!4 − � ,.�	�* +-����+-,.��/$0 ��1�2�3!4 − � ,.�	�05��� * � 6 7 * + 6 �������)8 9 0): � ,.�	;��
< ��= ��� −2.0*ln(r)/r�"� * þ�> ���	���)2 þ * ��� * � ∗ < ��= ������	����� ��� * + ∗ < ��= �ý;þ)ÿ������ � ��%�? � 8A@����� ���! ý;þ)ÿ��������	������	����� ��� �"� * þ�> ���	���)2 þ * ��%�?�%�?

Generátor náhodnej premennej s normálnym (Gaussovským)
rozdelením s nulovou strednou hodnotou a jednotkovouBDC�EGFIHKJMLONQPRHTS HMJMUGVXWZY\[!HTS)]_^`EGFDacbdL e�HMJMfgL Numerical Recipes
[12].
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���JHQHUiWRU�QiKRGQêFK�þtVHO
s normálnou distribúciou

hAi j�k�l�m�n	o
p�q�r�s�t�u�v�r w�x�y	z�z%{ o|�} ~�u!r u"p hAi j�k�m�n t$�%}%r

|�} ~�u!r x l�m −2.0*ln(random)��l�m { � π � �"x������!� oz"x)� i�� x�y	z�z)� i � l�m x ∗ � � z�� �-��ow�x�y	z�z%{ l�m x ∗ z���� � �-��ohAi j�k�l�m��	o}%r�� } �A��}|�} ~�u!r hAi j�k�l�m�n	ow�x�y	z�z%{ l�m z"x)� i�� x�y	z�z)� i � o}%r��}%r��

Generátor náhodnej premennej s normálnym (Gaussovským)
rozdelením s nulovou strednou hodnotou a jednotkovou�D���G�I�K�M�O�Q�R�T�_�M�M�G�X�Z�\ !�T�)¡M¢£�¤�T���M�¥���G��¦¨§©�5ªZ�«�D¬c§©�®¯���°ªM¬���±g�²�M�T�  ³��T�Z´µ§·¶O§¸� ¶¹�I§»ºM�¥���T���g¶¹�I§d�G ¥�Z�G� ¼½�M�M !�¤§d¾ ª¥�¿³��KÀg¶O�Tª!� � ��§©�¤À²���ÁG�I�MÀ«���O�G¦¨§©��Â"³��¥�Z´c¾\ª!�G�RÁ Schwefelom [4].
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*HQHUiWRU�QiKRGQêFK�þtVHO
s logistickou distribúciou

ÃÅÄ²ÆMÇÉÈ�Ê�Æ Ë)ÌÍÆ Î�Æ!Ï�Æ!Ä¤ÐMÇÑÈ$Ä®Ï�ÐZÒÓÈ�Ô%Ï$Õ×ÖZÒ ØÚÙIÛcÆÚÌÜÛÝÏ�È$Ä«Þ ÐÚÌ½Ï�È$ß
ÔAàIÛ«ÇáÄcà¯â�ã�ÖÚàäÈ$ß åKÆ æ�È%ßAÊ)Ùèç�Ë!Ï$Õ Ø�ËéÛêÇÉÈ Ë æÓÈ�ÔëÛêÇÉËKÇáÏ�Æ
È"ç�æ×Ì©ì�ç�í�ß.åKÆ Ø�ËéÛµÈ"ç�ã Ï�Ð!Ä¤È�Ø!Ï�È�Û«î ç$Õ æ�È�ØMÇIß	ï È$â�Ä¤ÐKÇðà¯Þ Æ
æ�È�ñ�È$ÄGÏÓÈëÛêî Ï�Ë Î�Æ!Ï�ÆZÄ²ÐMÇÑÈ$Ä Ï�Ð!Ò�È�Ô$Ï$Õ×Ö!Ò ØÚÙIÛcÆÚÌ Û
logistickou distribúciou

ï ò%ÇÑÈ$ÄÑÕ åKÆ ç$Õ æÓÈ�ØKÇÉÈ"ç�È
æ�È�ÔëÛ«ÇÑËMÇIÏ�Æ Þ Æ!Ï�Ægå ÏÓÐZÄ²È�ØZÏÓÆðå�óôÙ Ë!ò È æ�Ä¤Æ�Ô�ÈëóõÌÍö Ô"ç�Ë
generátory

( ) 1
1 x /f x

eσ − σ=
+

( ) ( )
( )2

1

1

x /

x /

e
x f x

e

− σ

σ − σ
′ω = =

σ +

kde parameter σ
Û ò�ÌÍË�Ô%Ï�È%ß Ò�È�Ô$ÏÓÈ"ÇÉÈ%ß ÷Ñæ�Äøà½â	ÌùàOÊ!Ï�Æ

odpovedajúci štandardnej odchýlke u normálnejÔAàIÛ«ÇáÄcà¯â�ã�ÖÚàäÆ�úÜß�Ä²ØZß¿åKÆ ûéóõÙ¯ÄGò�ßÓü
hustotnej funkcie ωσ(x).

Distribúcia fσ(x) mapuje celú reálnu os na otvorený
interval (0,1), fσ: R → (0,1).
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Zobrazenie ýäþ�ÿ����������
	���������������������
�����������	���� � fσ(x) a
jej hustotnej funkcie ωσ(x) pre σ =0.
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!#"�$�%�&�'�% (*)�+ ,�%�&�'�-.%�/�01(�% 2 /�3�,�4 51"63�7�%8'9+ 5�-:4$;4
<�4
-:">=12
<?% 4@<1+
A�"�,6<CB?(
A DFE�&�4�G
H 4JI =CK�-.%�4MLN%PO 4Q-R"S=�<?% (
3

1
1 x /r

e− σ=
+

pre r ∈ (0,1) dostávame

1
r

x ln
r

= σ
−

                            (*)

Ak r T 4 <1+*A1"�,C<1U D�E�&NG�" & 3�<V%�WX"C-�O <1"63 ,�%�&�'�-�%�/�01(F%�"C3?Y
potom x

3�-:DZ4
<�U 5�"CO "�(J"C3 [N\�] T 4 <�+
A�"�,C<�U DFE�&^G " &<�3?G "S=1"63 &�'�-:4Z,C<�"C3 A�"�,6<1"S'9"C3?Y &_5VG�`�3 T 01(Z4
logistickú

distribúciu.
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Všeobecná teória konvergencie
ku globálnemu minimu?

� acb�d�bCe�f1g�h i
j�b k�l:g m^n�o pVq�bSr1i*f1s t�u�v�i
f?n gFh e�b�q bd�b6j�wyxZi
f�s i�z k�lRg g{r1b�q�p�|
f�} m�~�l:i{~�sJ��nPpVh tZg
potenciálne poskytuje globálny extrém
optimalizovanej funkcie f(x).

� Za predpokladu regulárnosti optimalizovanéhok�lRbCeVq�s
o p z{g o b�t*f�s d�b6j�wyxZi�� j�bCf;r1g*l:�;g*f1|
f6�
teorém.

� Tento j�bCf;r1g*l:�;g*f1|
f6� ~9gJbClRs
o ~�r�l:d�u�h tZg ��q b6e1w�q�f1g
optimum bude dosiahnuté s jednotkovouk�lRi�r1d�g*k1b�d�bCe�f1b1m���bCp�� f1g
v�bSr1b6l.u i�q gFh xZi i
j d�q�v1b
generácií.
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9LDFþOHQQp�VWUDWpJLH
Schwefelom so spolupracovníkmi boli navrhnuté�������^� � �����������������>�1�
�1�����N� � �1�
����� � �{�1���P�1�
����� �����R�����Z��� ������*�� Z� � ��¡��J�M�_�1�1��������� ¢ �� *�1� ��  £1�>�1�C�.�¥¤ � ¦Z�F���������� �J§�� �{�1���P�1�
�6¨?¦
£ �����:���9�J���ª©�«
¬ ¦*£; �Z�X��� �1�>�®�N� � �Z���V� �Z§���� �V���J¦J��� �*���1� ���1�������
�1������:���9�J�����F� �;�*�1�J�Z�S�1�*�1� ¯

m+l) alebo (m,l), ktoré��¢ �¥���°�±¡ �²�F���^� � �Z³
�1���J§6�1� ´��.����¦F©P´Cµ ¶V����� ����� ¦*�����
evolúcie. Pracuje sa tu potom s celým súborom�:��§�� �Z�S�®�_�S¨?¦
£ �1�
�6���6�:�>�

x
�>�6���C�9¨?¦
£ ´1���J���J�{�

m.

PLUS stratégia (m+l · �Cµ?�;�*�1�*�X�°�{�*¢ � � �:��§����J�S�
l

potomkov. Potom takto navrhnutých vektorov -´1�>���C¢ ���>� � ´1¸>�1��§6�C¨?¦
£ ¹*�:��§�� �Z�S�®�_�S¨?¦
£1º �1�
�6�9�C�:�>�§��>�1�J§C��� �Z�6�:�J§�©�¢ � ´1��§�»±�
optimálnosti riešení, a

prvých m najlepších jedincov - riešení zoberieme�
��� �:��§�� �Z�S� §�� �²�F�������²´1�C´��V��³J¦F����«
¼�½ ¾N¿ À Á ¿ Â Ã�Ä.ÅyÆ�Ä_ÇJÈ�ÉªÆ

 (m,l) vyberáme budúcich m�:��§�� �Z�S� ��¶�� � ¢ �C¢ �
�Ê��³����1� �Cµ?�;�
���
�:�>�1�
�6¨?¦
£
l´1�>���C¢ ���>�V�;�@�:��§�� ��� ���Ë¨?¦*£;��� ´1�>���6¢ ���S� �Cµ�¢ ���
�:���±¡Ì«
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Í#Î8Ï1Ð>Ñ�Ò�ÓyÔZÕ�Ö
×1Ð Ø�ÙZÕ�ÎPÚ1ÛJÓ@Ø�Ù ÐCÜ�Ý ÙZÕ�ÞZÙ*ÚCß Î�Ü�Ó Ú1ÓQØ{ÙZÕCÚ�à
generáciu.

á Ò;âRÙ
Ý Ý à;Ñ9ãJÛ�Î Ù Ø{Ù à Ð6ÜVÎ Õ>Ï1Ð�Û*× ä�Ñ�âRÓ�Ñ�ÖZå�Î�æ²ç1Ð6à�Ô�æ¥Ï1Ó
Ú1ÖÒ;â.æèÔZÙ
ÚVÎ�ÙFéêÑ9ÙJÕ�Ó ëFÎ�ÓMä�Ñ�Ð�ë*Ú1ã ÏCß�Ý Ù
Ú�Ó Î�Ú1ì�ÐCâ�Ý ãJÛFÎªæ²Ý ÙJÕ�Þ�ÎÏ1Ù
Ò6Ñ9ÐCâXÝ Î�â:ÙZãFíPÚCî?Û
× ëFæ�ä�Ù�í�ï
ð â.æñÔZÙ*ÚVÎ�Ù Õ>Ï1Ð�Û*× ÓFí�Ù
Ü1Ð ÏVÎ ÓJÛZÙ
â9ß?Û
× âRÐ�Õ�Î�ëJÐ>Ï Ï�ÔZÕ�î
produkuje jedného potomka, na rozdiel odå;Ù
Ú�Ù�Ñ�Î�Û
ÒSß?Û*× ÓFí�å;ÐCâ.Î¥Ñ�Ý Ð>ÏVé Ò�ÙJÕFî Õ>Ï1Ó�Ø{Ó â:Ð�Õ�Î�ëFÎ Ó
generujú obvykle dvoch potomkov. Rovnako ako uå;Ù
Ú�Ù�Ñ�Î�Û
ÒSß?Û*× ÓFí�å;ÐCâ�Î8Ñ�Ý Ð>Ï Ý ò�ÔZÙ ÜCî�ó Û*×�âRÐCÝ Ð�ÞZô6ÝÏCî�Ü�âRÓ
ÚCß Ó
Ò�Ð â:Ð�Õ�Î ë Ó�Ø²Ú?Î Ù
Ò�Ð�õ�Ò�ÐCÒ;â:ã{Ñ_ï

y1 = a x1 + (1-a) x2

y2 = (1-a) x1 + a x2


