
Priesvitka 1

5. prednáška

 Genetické programovanie (GP)

Na prelome 80-tých a 90-tých rokov americký
informatik John Koza [1,2] (Stanford
University) navrhol originálnu modifikáciu
genetického algoritmu, ktorú nazval genetické
programovanie. V tomto prístupe sú
FKURPR]yP\ � ]QDNRYp UH"D]FH QDKUDGHQp

]ORåLWHMãtPL ãWUXNW~UDPL � IXQNFLDPL�

Nech A={(x i,yi); i=1,2,...,p} je tréningová
PQRåLQD obsahujúca  p  bodov (xi,yi). Naším
FLH�RP MH QiMV" WDN~ IXQNFLX t(x)
(reprezentovanú syntaktickým stromom), ktorá
minimalizuje rozdiel  (jeho kvadrát alebo
DEVRO~WQX KRGQRWX� Y\SRþtWDQêFK D ]DGDQêFK

hodnôt y ] WUpQLQJRYHM PQRåLQ\�



Priesvitka 2

Dva typy regresií

(1) Parametrická regresia (modelová
funkcia je fixná, optimalizujú sa len jej
parametre)

(2) Symbolická regresia (Koza, optimalizuje
sa tvar modelovej funkcie)

Symbolická UHJUHVLD MH OHQ MHGQD PRåQi

interpretácia genetického programovania.

,Qê SRK�DG QD JHQHWLFNp SURJUDPRYDQLH MH

chápanie funkcie t(x) ako "programu" pre
správanie sa nejakého objektu (agenta -
robota) v prostredí.



Priesvitka 3

.RUH�RYp�VWURP\

Nech G=(V,E) je strom (súvislý acyklický graf
[3]), kde V={v1,v2,...,vp} je neprázdna
YUFKRORYi PQRåLQD a E={e1,e2,...,eq} je
KUDQRYi PQRåLQD,

1V E= +

Ak jeden vrchol v strome je odlíšený od
ostatných vrcholov, potom strom sa nazýva
NRUH�RYê VWURP a odlíšený vrchol sa nazýva
NRUH��



Priesvitka 4

9DOHQWQRV" val(v� MH QH]iSRUQp FHOp þtVOR�

NWRUp XUþXMH SRþHW KUiQ incidentných s
vrcholom v.

( ) ( )2 2 1
v V

val v q p
∈

= = −∑

.RUH�RYê VWURP MH IRUPiOQH XUþHQê DNR

usporiadaná trojica

( )T V ,E,v=

kde v∈V MH NRUH��

Nech 7i MH PQRåLQD REVDKXM~FD YãHWN\ PRåQp

NRUH�RYp VWURP\� NWRUp V~ ]ORåHQp ] i vrcholov

1 2 ...= ∪ ∪7 7 7
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1HFK NRUH�RYê VWURP ] 7  je ohodnotený
UHiOQ\P þtVORP

:t R→7
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Funkcia t RKRGQRWt NDåGê NRUH�RYê VWURP

UHiOQ\P þtVORP� NWRUp Y\MDGUXMH Y XUþLWRP

SULEOtåHQt �WRSROyJLX� NRUH�RYpKR VWURPX�

3RåDGRYDQi KRGQRWD LQGH[X QHFK MH R]QDþHQi

treq � SRWRP P{åHPH GHILQRYD" ~þHORY~

funkciu

( ) ( )- reqf T | t T t |=

1XORYi KRGQRWD ~þHORYHM IXQNFLH RGSRYHGi

globálnemu minimu nad priestorom všetkých
PRåQêFK NRUH�RYêFK VWURPRY�

( )arg minoptT f T
T

=
∈7

.RUH�RYê VWURP Topt odpovedá takému
NRUH�RYpPX VWURPX� NWRUê PLQLPDOL]XMH

~þHORY~ IXQNFLX QDG FHOêP SULHVWRURP

NRUH�RYêFK VWURPRY 7�
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Readov lineárny kód

5HDGRY NyG MH þDVWR SRXåtYDQi Y WHyULL JUDIRY

pre konštruktívnu  enumeráciu stromových
štruktúr.

Readov kód code(T � MH UH"D]HF �sekvencia)
FHOêFK þtVHO

( )1 2 p, ,...,= α α αα

NWRUp V~ SULUDGHQp EX� YDOHQFLL NRUH�D DOHER

YDOHQFLL ]QtåHQHM R MHGQRWNX SUH RVWDWQp

vrcholy



Priesvitka 8

Veta. 1XWQp D SRVWDþXM~FH SRGPLHQN\ N WRPX�

DE\ SRVWXSQRV" QH]iSRUQêFK FHOêFK þtVHO

( ) { }1 2 0 1 2
p

p, ,..., , , ,...α α α ∈  bola grafová (t.j.

H[LVWXMH NRUH�RYê VWURP V URYQDNêP NyGRP�

sú

( )
1

1 2 1
j

i
i

j j , ,..., p
=

α ≥ = −∑

1

1
p

i
i

p
=

α = −∑
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Mutácia Readovho kódu

( )mutO′ =α αα
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.UtåHPLH�Readovho kódu

( ) ( )cross, O ,′ ′ =α β α β
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Symbolická regresia

Symbolická regresia patrí medzi základné
DSOLNiFLH JHQHWLFNpKR SURJUDPRYDQLD� $NR Xå

bolo spomenuté v úvodnej kapitole 5.1,
symbolická UHJUHVLD VSRþtYD Y K�DGDQt WDNHM

funkcie reprezentovanej syntaktickým
VWURPRP V SUHGStVDQêPL RSHUiFLDPL� NWRUi þR

najlepšie aproximuje údaje z treningovej
PQRåLQ\�

Syntaktický strom t MH NRUH�RYê VWURP T,
ktorého vrcholy sú ohodnotené symbolmi
aritmetických (alebo iných) operácií a celý
VWURP P{åH E\" RKRGRQRWHQê UHiOQ\P þtVORP

reprezentujúcim hodnotu funkcie, ktorá je
priradená stromu pre danú vstupnú hodnotu
nezávislej premennej (alebo nezávislých
premenných).
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Klasifikácia vrcholov syntaktického stromu

(1) Terminálne vrcholy, tieto vrcholy odpo-
YHGDM~ EX� nezávislým premenným x,y,...
nezáporným FHORþtVHOQêP konštantám 0,1,2,....

(2) Funkcionálne vrcholy odpovedajú jedno-
duchým operáciam, ktoré sú unárne, binárne,
ternárne,... .
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)RUPiOQH P{åHPH V\QWDNWLFNê VWURP Y\MDGUL"

ako usporiadanú dvojicu

( ),= φt T

kde T MH NRUH�RYê VWURP XUþXM~FL ãWUXNW~UX

syntaktického stromu t  a  φ je zobrazenie
YUFKRORY NRUH�RYpKR stroma na "aritmetické"
symboly, premenné, alebo konštanty

{ }: 1 2V , , ,....,x,y,...., , ,...φ → ∗ + −

Klasifikácia funkcionálnych vrcholov na
unárne (A), binárne (B) a terciárne (D)
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.DåGpPX V\QWDNWLFNpPX VWURPX t
priradíme funkciu t(x,y,....), kde x,y,.... sú
nezávislé premenné nasledujúcim rekurzívnym
spôsobom

Readov kód syntaktického stromu

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2code p p, , , ,..., ,= α φ α φ α φt

kde φi je ohodnotenie i-teho YHUWH[X EX�

funkcionálnym alebo terminálovým
symbolom.
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7UpQLQJRYi PQRåLQD obsahuje n bodov
(regresnú tabulku)

{ }; 1 2train i iA x / y i , ,...,n= =

&LH�RP štandardne UHJUHVQHM DQDOê]\ MH QiMV"

také optimálne parametre modelovej funkcie
G(x;w) , kde w sú parametre funkcie G, také,
åH QDVOHGXM~FD ~þHORYi IXQNFLD MH

minimalizovaná

( ) ( )
1

n

i i
i

E w G x ;w y
=

= −∑

Táto funkcia má minimum v bode

( )arg minopt
w

w E w=

+RYRUtPH� åH DGDSWRYDQi IXQNFLD G(x,wopt)
PRGHOXMH WUpQLQJRY~ PQRåLQX Atrain
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Symbolická regresia KODGi Y PQRåLQH 7 WDN~

IXQNFLX� åH QDVOHGXM~FD ~þHORYi IXQNFLD

(funkcionál) je minimalizovaná

( ) ( )
1

i i

n

i

E t t x y
=

= −∑

SULþRP WiWR ~þHORYi IXQNFLD Pi PLQLPXP Y

"bode"
( )arg minopt

t
t E t

∈
=

7

Symbolická regresia je hlavným cielom
Kozovho genetického programovania s
UHãWULNFLRX� åH SRYROHQp IXQNFLH V~ OHQ WLH�

NWRUp P{åX E\" UHSUH]HQWRYDQp syntaktocým
stromom obsahujúcim povolené fukcionálne a
terminálové vrcholy.

Riešenie PLQLPDOL]DþQpKR SUREOpPX VD

realizuje pomocou genetického algoritmu.
6WRFKDVWLFNp RSHUiFLH PXWiFLH D NUtåHQLD V~

definované podobným spôsobom ako pre
NRUH�RYp VWURP\�
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Mutácia

( )mutO′ =t t

Mutáciou sa funkcia t(x) priradená
pôvodnému stromu zamenila za novú funkciu
t'(x) .

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

2 1

1 1

t x x x

t x x x x

= + ∗ −

′ = ∗ + ∗ −
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.UtåHQLH

.UtåHQtP GYD VWURP\ t1 a t2 sú transformované
na dva nové stromy 1′t  a  2′t

( ) ( )1 2 1 2cross, O ,′ ′ =t t t t

( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
1

2
2

2 2
1

2

1 2

2

2 1

t x x x x

t x x x

t x x x x x

t x x x

= + ∗ −

= +

′ = + ∗ −

′ = + +



Priesvitka 19

Rekonštrukcia stromov s
SRåDGRYDQRX�YODVWQRV"RX

Vlastnosti stromov sú popísané topologic-
kýmio indexami.

Wienerov topologický index

( )
i j

W ijd
<

χ = ∑*

kde sumácia obsahuje všetky rôzne dvojice
vrcholov a symbol dij MH Y]GLDOHQRV" PHG]L i-
tým a j-tým vrcholom v grafe G



Priesvitka 20

5DQGLþRY topologický index

( )
( ) ( )[ ]

1

val val
R

v,v E v v′ ∈
χ =

′⋅
∑*

kde sumácia obsahuje všetky hrany
[v,v']∈E(G)
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ÒORKD UHNRQãWUXNFLH VSRþtYD Y WRP� åH
K�DGiPH Y PQRåLQH SUtSXVWQêFK VWURPRY 7

taký strom G� NWRUpKR YODVWQRV" t(G) je blízka
SRåDGRYDQHM YODVWQRVWL treq.

( ) ( ) reqE G t G t= −

2SWLPiOQ\ VWURP� NWRUpKR YODVWQRV"
minimalizuje funkcionál E(G� MH XUþHQê DNR
riešenie nasledujúceho PLQLPDOL]DþQpKR
problému

( )arg minoptG E G
∈

=
G *

5LHãHQLH WRKWR RSWLPDOL]DþQpKR SUREOpPX VD
realizuje pomocou genetického algoritmu nad
populáciou stromov, ktoré sú kódované
pomocou Readovho lineárneho kódu a
RSHUiFLH PXWiFLH D NUtåHQLD VD Y\NRQiYDM~
VS{VRERP SRStVDQêP QLåãLH�
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Kódovanie funkcií pomocou
acyklických orientovaných grafov

Alternatívny prístup ku kódovaniu funkcií
pomocou acyklických orientovaných grafov,
NWRUp P{åX E\" FKiSDQp DNR ]RYãHREHFQHQLH

NRUH�RYêFK VWURPRY�

Orientovaný graf (hrany grafu sú orientované)
G=(V,E), kde V={v1,v2,...,vp} je neprázdna
PQRåLQD YUFKRORY D E={e1,e2,...,eq` MH PQRåLQD

hrán. Orientovaný graf sa nazýva acyklický
vtedy, ak neexistuje orientovaná cyklická
FHVWD REVDKXM~FD SRVWXSQRV" URYQDNR

orientovaných hrán.
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Nech orientovaný graf G je indexovaný,
matica susednosti A=(Aij )∈{0,1} p×p

MH XUþHQi

takto

( )( )

( )

1 pre

0 ináþ

i j

ij

v ,v E

A

 ∈
= 



�

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 1 1 0 0

0 1 0 0 0

 
 
 

=  
 
 
  

A
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Veta. Orientovaný graf G=(V,E) je acyklický
YWHG\ D OHQ YWHG\� DN MHKR YUFKRO\ P{åX E\"

kanonicky LQGH[RYDQp WDN� åH SODWt

( ) ( ) ( ):v,v E v v′ ′∀ ∈ ϕ > ϕ

Vrcholy kanonicky LQGH[RYDQpKR JUDIX P{åX

E\" UR]GHOHQp QD WUL GLVMXQNWQp PQRåLQ\�

(1) Vstupné vrcholy, tieto vrcholy susedia len
s vychádzajúcimi hranami,

(2) Prechodné vrcholy� WLHWR YUFKRO\ V~þDVQH

susedia tak s vzchádzajúcim, ako aj s
vchádzajúcou hranou.

(3) Výstupné vrcholy, tieto vrcholy susedia
len s vchádzajúcimi hranami.

Kanonicky indexovaný orientovaný acyklický
graf, ktorý má jeden výstupný vrchol, sa
nazýva syntaktický graf .
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.DåGê SUHFKRGQê DOHER YêVWXSQê YUFKRO MH

RKRGQRWHQê UHiOQ\P þtVORP� NWRUp MH XUþHQp

ako hodnota funkcie priradenej vrcholu,
DUJXPHQW\ WHMWR IXQNFLH V~ IXQNþQp KRGQRW\

YUFKRORY VSRMHQp V XYDåRYDQêP YUFKRORP
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( ) ( )
( )

5 1 4 2 3 3 4 2 2 3 4 5

1 1 2 3

x c , x c , x f x , x f x ,x ,x ,

x f x ,x

= = = =

=

Kódovanie syntaktických grafov

,OXVWUDþQê SUtNODG NyGRYDQLD V\QWDNWLFNpKR

JUDIX SRPRFRX VW�SFRYHM WDEX�N\� 6\QWDNWLFNê

graf G je kódovaný maticou susednosti A, táto
PDWLFD MH Y �DOãRP NURNX �NRQGHQ]RYDQi� GR

WYDUX VW�SFRYHM WDEX�N\ Tcolumn.
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Syntaktický graf G XUþHQê VW�SFRYRX WDEX�NRX

Tcolumn XPRå�XMH MHGQRGXFKê rekurentný
YêSRþHW IXQNþQHM KRGQRW\ YêVWXSQpKR

vrcholu.
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,OXVWUDþQê SUtNODG YêSRþWX IXQNþQêFK KRGQ{W

syntaktického grafu G ktorého jednotlivé
vrcholy sú ohodnotené algebraickými
RSHUiFLDPL� 6W�SFRYi WDEX�ND T v tomto
SUtSDGH MH UR]ãtUHQi R QRYê ��Wê VW�SHF� NWRUê

špecifikuje funkcie priradené jednotlivým
vrcholom. Výsledné ohodnotenie
V\QWDNWLFNpKR JUDIX MH IXQNþQi KRGQRWD

výstupného vrcholu (2a-cx)(a-cx).
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Mutácia

(A) Mutuje sa 0-tý element riadku, ktorý
popisuje typ funkcie.

(B) Mutuje sa 1-vý element riadku popisujúci
vstupnú valenciu odpovedajúceho
vrcholu.

(C) mutujú sa elementy riadku, ktoré
popisujú predchodcov vrcholu.

( )mutO′ =T T
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.UtåHQLH

.UtåHQLH dvoch tabuliek T1 a T2 je stochastická
transformácia, ktorá Y\WYiUH GYH QRYp WDEX�N\

T'1 a T'2

( ) ( )1 2 1 2cross, O ,′ ′ =T T T T
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,OXVWUDWþQê�SUtNODG

symbolickej regresie

Racionálny polynóm

%XGHPH SUHGSRNODGD"� åH PQRåLQ\ SRYROHQêFK

YUFKRORY PDM~ WRWR ]ORåHQLH�

(1) WHUPLQiOQH YUFKRO\ ^ FHOp NODGQp þtVOD

a premenná x} ,
(2) unárny vrchol  { zmena znamienka } ,
(3) ELQiUQH YUFKRO\ ^ V~þHW� UR]GLH��

SRGLH� D V~þLQ ` �

Genetický algoritmus obsahoval populáciu
��� FKURPR]yPRY �VW�SFRYêFK WDEXOLHN�

SULþRP pmax=15 a vin
max=2).

Regresná tabulka bola generovaná pomocou
racionálnej funkcie f(x)=(1+x-x2)/(1+x+x2)
pre 40 HNYLGLVWDQþQêFK KRGQ{W SUHPHQQHM

x∈[-10,10], pre ∆x=0.5.
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Vybrané grafy z priebehu genetického
algoritmu sú znázornené na obrázku. Posledný
graf na tomto obrázku odpovedá funkcii
((1/x+1)-x)/((1/x+1)+x), ktorá po jednodu-
chých úpravách poskytuje pôvodnú funkciu
SRXåLW~ SUH JHQHURYDQLH regresnej tabulky.


