
Priesvitka 1

6. prednáška

6LPXORYDQp�åtKDQLH

Úvodné poznámky

� 0HWyGD VLPXORYDQpKR åtKDQLD �Simulated
Annealing - SA) patrí medzi tie stochastické
RSWLPDOL]DþQp DOJRULWP\� NWRUp PDM~ ]iNODG YR

fyzike

� $OJRULWPXV VLPXORYDQpKR åtKDQLD MH ]DORåHQê QD

DQDOyJLL PHG]L åtKDQtP WXKêFK WHOLHV D

RSWLPDOL]DþQêP SUREOpPRP�
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Pôvod

3RþLDWNRP ���W\FK URNRY

1. Kirkpatrick, Gelatt a Vecchi [3] (Watson
Research Center of the IBM, USA) a nezávisle

2. Doc. Vladimír ýHUQê �.DWHGUD WHRUHWLFNHM I\]LN\

MFF UK v Bratislave)

GRVWDOL JHQLiOQ\ QiSDG� åH SUREOpP K�DGDQLD

JOREiOQHKR PLQLPD P{åH E\" UHDOL]RYDQê

SRGREQêP VS{VRERP DNR åtKDQLH WXKpKR WHOHVD�
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=Qi]RUQHQLH I\]LNiOQHM UHDOL]iFLH åtKDQLD� 7HOHVR

VD YORåt GR SHFH ��DYê EORN�� NWRUi MH Y\KULDWD QD

vysokú teplotu Tmax. Teplota sa programovacím
]DULDGHQtP �SUDYê EORN� SRPDO\ ]QLåXMH QD WHSORWX

Tmin. Týmto spôsobom sa odstránia štruktúrne
defekty vyskytujúce sa v telese
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Náznak teórie

3UHGSRNODGDMPH� åH SURFHV RFKODG]RYDQLD MH

GRVWDWRþQH SRPDOê� SRWRP SUH NDåG~ WHSORWX T
åtKDQp WHOHVR MH Y WHSHOQHM URYQRYiKH� NWRUi MH

popísaná Boltzmannovským rozdelením
SUDYGHSRGREQRVWL WRKR� åH SUL WHSORWH T je teleso v
stave i s energiou Ei

( ) ( )
1 i

T i

E
w E exp

Q T kT
 = −  

kde k je Boltzmannova konštanta a ( )Q T  je
QRUPDOL]DþQê IDNWRU QD]êYDQê SDUWLþQi IXQNFLD

( ) i

i

E
Q T exp

kT
 = −  

∑

kde sumácia obsahuje všetky stavy i telesa.
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Nech teplota T klesá, potom Boltzmannovská
GLVWULE~FLD XSUHGQRVW�XMH VWDY\ V PHQãRX HQHUJLRX�

9 SUtSDGH� åH WHSORWD VD EOtåL QXOH� VWDY V

minimálnou energiou má nenulovú (jednotkovú)
SUDYGHSRGREQRV"�

Ak je ochladzovanie telesa príliš rýchle (telesu nie
MH XPRåQHQp ]tVND" WHSHOQ~ URYQRYiKX SUH NDåG~

teplotu T�� GHIHNW\ Y WHOHVH P{åX ]DPU]Q~" ]D

vzniku metastabilnych štruktúr, ktoré sú vzdialené
RG PULHåNRYHM ãWUXNW~U\ V QDMQLåãRX HQHUJLRX�
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Simulácia fyzikálnej evolúcie

Metropolis a spol. navrhli Monte Carlo metódu,
NWRUi VLPXOXMH HYRO~FLX V\VWpPX WDN� åH JHQHUXMH

SRVWXSQRV" VWDYRY V\VWpPX QDVOHGXM~FLP

spôsobom:

1HFK MH GDQê DNWXiOQ\ VWDY V\VWpPX �XUþHQê

SRORKRX þDVWtF WHOHVD�� SRWRP PDOi QiKRGQi

SRUXFKD MH JHQHURYDQi WDN� åH þDVWLFH V~ �MHPQH�

posunuté. Ak rozdiel perturbed currentE E E∆ = −   medzi

porušeným stavom a aktuálnym stavom je
negatívny ( perturbed currentE E<  ), potom proces

SRNUDþXMH V QRYêP SRUXãHQêP VWDYRP� 9 RSDþQRP

prípade, ak 0E∆ ≥ , SUDYGHSREQRV" DNFHSWRYDQLD

porušeného stavu,

( ) ( )( )1Pr perturbed current min , exp E / kT← = −∆

Toto pravidlo akceptovania porušeného stavu sa
nazýva Metropolisovo kritérium.
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Priebeh Meteropolisovho kritéria

Pr=min(1,exp(-(f’-f)/T))

pre rôzne teploty T, kde f MH IL[Qi IXQNþQi KRGQRWD

(f=4) a f’  je nezávislá premenná braná z intervalu
[0,10]. Pre klesajúce hodnoty teploty T a pre  f’>f  ,
SUDYGHSRGREQRV" Pr →0 ak  T→0.



Priesvitka 8

Formalizácia Metropolisovho algoritmu

� 6WDY V\VWpPX QHFK MH XUþHQê stavovou premenou
x (vo všeobecnosti vektor obsahujúci mnoho
nezávislých reálnych premenných) a energiou
f(x).

� Proces poruchy stavu x na iný stav x’  je
formálne reprezentovaný stochastickým
operátorom,  x'=Opertur(x) . Stochastický
FKDUDNWHU WRKWR RSHUiWRUD VSRþtYD Y QiKRGQHM

zmene stavu x na stav x’ .
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SURFHGXUH 0HWURSROLVBDOJRULWKP

EHJLQ N� �� [� [LQL�

ZKLOH N�NPD[ GR

EHJLQ N� N���

[¶� 2SHUWXU�[��
3U� 
PLQ���H[S���I�[¶���[���7���

LI UDQGRP�3U WKHQ [� [¶�

HQG�

[RXW� [�

HQG�

Implementácia Metropolisovho algoritmu.
Procedúra je LQLFLDOL]RYDQi WDN� åH SRþLDWRþQê VWDY

sa SRORåL URYQê YVWXSQpPX VWDYX xini, opakuje sa
kmax NUiW �WRWR þtVOR PXVtPH E\" GRVWDWRène ve�Np
ktomu, aby sa dosiahla tepelná rovnováha), symbol
Opertur modifikuje aktuálny stav x na x’ .
Akceptovanie nového stavu je riešené pomocou
Metropolisovho kritéria realizovaného pre teplotu
T. Po VNRQþHPt Metropolisovho algoritmu,
výstupný stav xout  je posledný stav x.
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SURFHGXUH 6LPXODWHGBDQQHDOLQJ�

EHJLQ [LQL� UDQGRPO\ JHQHUDWHG�
7� 7PD[�
ZKLOH 7!7PLQ GR

EHJLQ 0HWURSROLVBDOJRULWKP
�[LQL�[RXW�NPD[�7��

[LQL� [RXW�

7� α7�
HQG�
[RSW� [RXW�

HQG;

,PSOHPHQWiFLD VLPXORYDQpKR åtKDQLD � YVWXSQp

parametre sú Tmin, Tmax, kmax, α, výstupný
parameter je xopt. Algorimus je inicializovaný
náhodným generovaním poèiatoèného stavu xini a
maximálnou teplotou  Tmax. While-cyklus sa
RSDNXMH WDN GOKR� SRNLD� SODWt T > Tmin, , teplota T
VD ]QLåXMH SRPRFRX SDUDPHWUD α Y]"DKRP T:=α∗T.
3R XNRQþHQt while-cyklu výsledný stav xout je
SRYDåRYDQê ]D YêVOHGQp ULHãHQLH R]QDèené xopt.
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� Jeden zo základných problémov simulovaného
åtKDQLD MH ãSHFLILNiFLD WHSO{W Tmax , Tmin  a
SUDYLGOD SUH ]QLåRYDQLH WHSORW\ T.

� V literatúre boli navrhnuté rôzne schémy, ako
XUþL" WLHWR SDUDPHWUH VLPXORYDQpKR åtKDQLD�

� 9 SUDNWLFNêFK DSOLNiFLiFK VD GREUH RVYHGþLO

najjednoduchší prístup pre ochladzovanie
(multiplikatívny prístup pomocou parametra α) a
SRþLDWRþQi WHSORWD MH ]YROHQi WDN� DE\ SULEOLåQH

50% stavov porušených stavov bolo
akceptovaných Metropolisovým algoritmom.
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9]"DK�N�ãWDWLVWLFNHM�I\]LNH

1. =iNODGQê SUHGSRNODG ãWDWLVWLFNHM I\]LN\ MH� åH

fyzika PQRKRþDVWLFRYêFK V\VWpPRY MH

NRPSDWLELOQi VR ãWDWLVWLFNêPL V~ERUPL D åH

þDVRYp VWUHGQp KRGQRW\ PHFKDQLFNêFK YHOLþtQ

systému v rámci mikroskopickej rovnováhy sú
rovné odpovedajúcim stredným hodnotám nad
súbormi.

2. V štatistickej fyzike boli definované vhodné
YHOLþLQ\ SRSLVXM~FH I\]LNiOQH YODVWQRVWL V\VWpPX�

D WLHå EROR XNi]DQp� DNR SRþtWD" WLHWR YHOLþLQ\

SRPRFRX URYQRYiåQHKR UR]GHOHQLD VWDYRY

systému.

3. 8ND]XMH VD� åH Y WHSHOQHM URYQRYiKH UR]GHOHQLH

SUDYGHSRGREQRVWL MH XUþHQp Boltzmannovým
UR]GHOHQtP� 9]"DK PHG]L ãWDWLVWLFNRX I\]LNRX D

VLPXORYDQêP åtKDQtP P{åH E\" ãWXGRYDQê

pomocou formalizmu štatistickej fyziky.
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8YDåXMHP IXQNFLX f definovanú nad diskrétnou a
NRQHþQRX GRPpQRX D

f : D A R+→ ⊂

Rozdelenie pravdepodobnosti stavu x (t.j.
premennej x z D) , ktoré je výsledkom
Metropolisovho algoritmu realizovaného pre
teplotu T� MH XUþHQp Y]"DKPL

( ) ( )
1 i

T i
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w E exp

Q T kT
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∑
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3UH QDãH �DOãLH ~YDK\ EXGH YKRGQp SR]QD" KXVWRWX

IXQNþQêFK KRGQ{W y=f(x� � NWRUi MH XUþHQi WDNWR

( ) ( )( (
( )T

D y y
w y exp

Q T T
 = −  

( ) ( )( (
y A

y
Q T D y exp

T∈

 = −  
∑

kde ( )D y D⊂ MH PQRåLQD REVDKXM~FD YãHWN\ [ '∈

pre ktoré platí y=f(x)

( ) ( ){ }D y x D; y f x= ∈ =
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�0DNURVNRSLFNp YHOLþLQ\�

(1) Stredná hodnota  funkcie f(x)   

( )TT
y A

f y w y
∈

= ∑

(2) Stredná hodnota funkcie f 2(x)

( )2 2
TT

y A

f y w y
∈

= ∑

(3) Disperzia funkcie f(x)

( ) ( )( )2 22 2
T T TT

y A

T w y f y f f
∈

σ = − = −∑

(4) Entropia

( ) ( ) ( )
( )

T
T

y A

w y
S T w y ln

D y∈

 
= −    

∑

(4) Špecifické teplo

( ) ( ) ( )2

2T

T S T
C T f T

T T T

σ ∂∂= = =
∂ ∂
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+XVWRWD IXQNþQêFK KRGQ{W ��D�E� Y\KRYXMH

týmto asymptotickým podmienkam

( ) ( ) ( )1
T

T
lim w y w y D y

D∞→∞
= =

( ) ( ) ( )0
0

1(pre )

0(pre )
opt

T opt
T

opt

y y
lim w y w y y,y

y y→

=
= = δ =  ≠

kde yopt=f(xopt) je optimálna hodnota funkcie f(x)
odpovedajúca globálnemu minimumu. Druhý
DV\PSWRWLFNê Y]"DK MH YH�PL G{OHåLWê SUH PHWyGX

VLPXORYDQpKR åtKDQLD� SRG�D WHMWR IRUPXOH DN

teplota T VD EOtåL N QXOH �FH] URYQRYiåQH VWDY\��

potom SUDYGHSRGREQRV" YêVN\WX VWDYX

odpovedajúcemu globálnemu minimu je
jednotková.



Priesvitka 17

0RGHORYp�YêSRþW\

Nech zobrazenie { }0 1
N

f : D , A R+= → ⊂ , s
GHILQLþQêP RERURP REVDKXM~FLP ELQiUQH YHNWRU\

G�åN\ 1� MH GHILQRYDQp WDNWR

( ) ( ) ( )1 2

1 (pre )

preN

x x p
f x f x ,x ,...,x

N x x p

 + ≤= =  − >

kde |x|=Σxi je  L1 norma vektora  x∈{0,1}N,
0≤|x|≤N. Parameter p MH RKUDQLþHQê SRGPLHQNRX

0≤p≤N. Pre p<N táto funkcia má dve minima, prvé
minimum je f(x)=1, pre |x|=0, druhé (globálne)
minimum je f(x)=0, pre |x|=N� 3DUDPHWHU S XUþXMH

VWXSH� deceptívnosti (falošnosti) tejto funkcie
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Operátor Operturb z Metropolisovho algoritmu
transformujúci binárny vektor x∈{0,1}N na iný
binárny vektor x’∈{0,1}N  je v tomto prípade
realizovaný pomocou operátora mutácie ( )mutP

mutO
(terminológia je prevzatá z genetického algoritmu)

. WRPX� DE\ VPH PRKOL Y\SRþtWD" PDNURVNRSLFNp

YHOLþLQ\ GHILQRYDQp Y SUHGFKiG]DM~FHM NDSLWROH ���

PXVtPH SR]QD" NDUGLQDOLW\ PQRåtQ D(y) pre
funkciu (6.19). Tak napr. pre N=10 a pre p=4 a
p=7, tieto NDUGLQDOLW\ V~ XUþHQp WDNWR

p=4 : |D(0)|=1,     |D(1)|=11,   |D(2)|=55,
          |D(3)|=165, |D(4)|=330, |D(5)|=462

p=7 : |D(0)|=1,     |D(1)|=11,   |D(2)|=55,
          |D(3)|=45,   |D(4)|=120, |D(5)|=210,
          |D(6)|=252, |D(7)|=210, |D(8)|=120
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3ULHEHK\ PDNURVNRSLFNêFK YHOLþtQ Y\SRþtWDQêFK

teoreticky pomocou formúl pre parametre p=1,4,7,
9 (diagramy A - E).
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3DUDOHOQp�VLPXORYDQp�åtKDQLH

7iWR YHU]LD VLPXORYDQpKR åtKDQLD EROD V ~VSHFKRP

SRXåLWi SUH ULHãHQLH NRPSOLNRYDQêFK

kombinatoriálnych grafovo-teoretických
problémov, kde štandardná verzia simulovaného
åtKDQLD QLH MH VFKRSQi SRVN\WQ~" VSUiYQH JOREiOQH

riešenie.

=iNODGQi LGHD SDUDOHOQpKR VLPXORYDQpKR åtKDQLD

VSRþtYD Y V~þDVQRP DSOLNRYDQt VLPXORYDQpKR

åtKDQLD QD PQRåLQX P stavov  x,x’,x’’ ,... ktoré sú
�V\QFKURQL]RYDQp� WDN� åH Metropolisové
DOJRULWP\ EHåLDFH QDG QLPL PDM~ URYQDN~ WHSORWX�

. LQWHUDNFLL VWDYRY MH SRXåLWi RSHUiFLD NUtåHQLD�
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Schematické znázornenie paralelného
VLPXORYDQpKR åtKDQLD� 1D MHGQRWOLYp VWDY\

�]Qi]RUQHQi þLHUQ\PL EORNPL� V~ DSOLNRYDQp

nezávislé Metropolisove algoritmy s rovnakou
WHSORWRX 7� âtSN\ ]Qi]RU�XM~� åH VWDY\ PHG]L

sebou interagujú s malou SUDYGHSRGEQRV"RX Pcross.
NGH U MH QiKRGQH Y\EUDQê ERG NUtåHQLD� 1<r<N.


