
Priesvitka 1

7. prednáška

.RPELQDWRULiOQH�RSWLPDOL]DþQp

problémy

Formulácia základných kombinatoriálnych
RSWLPDOL]DþQêFK SUREOpPRY

-HGHQ ] SUYêFK YH�NêFK ~VSHFKRY

HYROXþQêFK DOJRULWPRY EROR LFK SRXåLWLH SUH

ULHãHQLH QRWRULFN\ REWLDåQ\FK

kombinatoriálnych problémov, ktorých CPU
þDV UDVWLH EX� faktoriálovo alebo
exponenciálne s rastom dimenzie problému
(NP = "nonpolynomialy� REWLDåQH��
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Dva typy kombinatoriálnych problémov

Typ 1. Funkcia f je definovaná nad
symetrickou grupou SN ]ORåHQRX ]R YãHWNêFK

permutácií N objektov

Nf : S R→

kde permutácie z SN sú definované ako N-tica
FHOêFK U{]Q\FK þtVHO

( )1 2 NP p , p ,..., p=

2SWLPDOL]DþQê SUREOpP Pi WYDU

( )arg min
N

opt
P S

P f P
∈

=

5LHãHQLH WRKWR RSWLPDOL]DþQpKR SUREOpPX MH

REY\NOH YH�PL REWLDåQH Y G{VOHGNX VNXWRþQRVWL� åH

symetrická grupa SN obsahuje N! permutácií. Z
WêFKWR G{YRGRY P{åH QDVWD" VLWXiFLD� åH SUH YH�Np

N &38 þDV ]KUXED UDVWLH DNR N! .
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Typ 2. Nech Rset={1,2,...,r` MH PQRåLQD

obsahujúca prvých r FHOêFK þtVHO� MHM SULDP\ V~þLQ
N
setR  obsahuje N-tice

( )1 2 N, ,...π = π π π

-HGQRWOLYp NRPSRQHQW\ WRKWR YêUD]X V~ FHOp þtVOD ]

uzavretého intervalu [1,r]. Funkcia

N
setf : R R→

zobrazuje N-tice π QD UHiOQH þtVOD� RSWLPDOL]DþQê

problém má tvar

( )
N
set

opt
R

arg min f
π∈

π = π

9 G{VOHGNX WRKR� åH NDUGLQDOLWD PQRåLQ\
N
setR  je rN,

RSWLPDOL]DþQê SUREOpP P{åH SDWUL" PHG]L REWLDåQH

s exponenciálnym rastom &38 þDVX SUH YH�Np N.
3R]QDPHQDMPH� åH SUH U � VD WHQWR RSWLPDOL]DþQê

SUREOpP UHGXNXMH QD RE\þDMQê ELQiUQ\ SUREOpP�
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Úloha obchodného cestujúceho

Typ 1 kombinatoriálneho problému bude ilustro-
vaný známou úlohou obchodného cestujúceho
(TSP, Traveling Salesman Problem).

Grafovo-teoretická formulácia je nasledovná

Nech G je úplný graf obsahujúci N vrcholov a
N(N-1)/2 hrán (spojov).

.DåGi KUDQD >i,j ] , spájajúca i-ty s j-tym vrcholom
�PHVWRP� MH RKRGQRWHQi NODGQêP þtVORP d(i,j),
NWRUp VD LQWHUSUHWXMH DNR Y]GLDOHQRV" PHG]L

danými vrcholmi - mestami.

6OXåREQi FHVWD REFKRGQpKR FHVWXM~FHKR

(+DPLOWyQRY F\NOXV� QDYãWtYL NDåGp PHVWR OHQ UD]�

SULþRP VD YUDFLD GR YêFKRG]LHKR PHVWD�
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7iWR FHVWD MH XUþHQi SRPRFRX SHUPXWiFLH N
objektov - miest, odpovedá ceste, ktorá je zahájená
v meste p1� SRWRP SRNUDþXMH SRVWXSQH Y PHVWiFK

p2, p3, ..., pN, a na záver sa vráti do východzieho
mesta p1.

.DåGHM FHVWH MH SULUDGHQi MHM G�åND

( ) ( ) ( )1 1
2

N

N i i
i

f P d p , p d p , p−
=

= + ∑

&LH� ~ORK\ 763 MH QiMV" WDN~ FHVWX �

permutáciu Popt , ktorá poskytuje minimálnu
G�åNX FHVW\ fopt=f(Popt).
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Mutácia permutácie - cesty

Cesta P P{åH E\" ]PHQHQi QD QRY~ FHVWX P'
pomocou stochastického operátora mutácie Omut

ãSHFLILNRYDQpKR SUDYGHSRGREQRV"RX Pmut.

( )N mut NP S P O P S′∈ ⇒ = ∈

( )
0

lim
mut

mut
P

O P P
→

=

SURFHGXUH 3HUPXWDWLRQB0XWDWLRQ�

EHJLQ IRU L� � WR 1 GR ′pi � SL�

IRU L� � WR 1 GR

LI UDQGRP�3PXW WKHQ

EHJLQ M� ��UDQGRP�1��

DX[� ′ip �

′ip � ′jp �

′jp � DX[

HQG�

HQG�

Omut(2,1,4,3,5)→ (2,5,4,3,1)
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.UtåHQLH�pernutácií - ciest

K tomu, aby sa tento typ kombinatotiálnych úloh
PRKRO ãWXGRYD" JHQHWLFNêP DOJRULWPRP� PXVtPH

]DYLHV" HãWH RSHUiFLX NUtåHQLD PHG]L GYRPD

permutáciami

( ) ( )crossP ,Q O P,Q′ ′ =

ktoré zachováva ich charakter permutácie, t.j. P' a
Q
 V~ WDNWLHå SHUPXWiFLH� âWXGXMPH GYH

permutácie P a Q n objektov, vyberme bod
NUtåHQLD a WDN� åH ��a<n

( )1 1a a nP p ,...p , p ,..., p+= , ( )1 1a a nQ q ,...q ,q ,...,q+=

.H� Y\PHQtPH VHJPHQW\� NWRUp QDVOHGXM~ ]D

ERGRP NUtåHQLD� GRVWDQHPH GYD QRYp REMHNW\

( )1 1a a nP̂ p ,...p ,q ,...,q+= , ( )1 1a a nQ̂ q ,...q , p ,..., p+=

äLD�� WDNWR Y\WYRUHQp REMHNW\ QHPXVLD E\W Xå

permutácie.



Priesvitka 8

0{åH QDVWD" VLWXiFLD� åH QHMDNp FHOp þtVOR VD Y

objektoch P̂ alebo Q̂ vyskytuje dvakrát. Z tohto
G{YRGX MH SRWUHEQp DSOLNRYD" �RSUDYQê SURFHV�

�QD]êYDQê þLDVWRþQp SULUDGHQLH � partial matching),
ktorý z objektov P̂ a Q̂  vytvorí normálne
SHUPXWiFLH �SR]QDPHQDMPH� åH Y OLWHUDW~UH MH

SRStVDQêFK PQRKR U{]Q\FK GUXKRY NUtåHQLD GYRFK

permutácií a spôsobov ich opráv).

3UH LOXVWUiFLX ãWXGXMPH NUtåHQLH PHG]L GYRPD

permutáciami
( )3 4 5 1 2 6 10 8 9 7P , , , , , , , , ,=
( )1 2 6 10 8 3 4 5 7 9Q , , , , , , , , ,=

SUHGSRNODGDMPH� åH ERG NUtåHQLD MH a=4. Ak
vymeníme medzi dvoma permutáciami segmenty
SR ERGH NUtåHQLD GRVWDQHPH

( )3 4 5 1 8 3 4 5 7 9P̂ , , , , , , , , ,= ,

( )1 2 6 10 2 6 10 8 9 7Q̂ , , , , , , , , ,=
9LGtPH� åH REMHNW\ P̂ a Q̂ nie sú permutácie,
SUHWRåH REVDKXM~ QLHNWRUp LQGH[\ GYDNUiW�
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K oprave týchto objektov na permutácie
zostrojíme zobrazenia fQP  a  fPQ

2 610 8 7 9

8 3 4 5 9 7PQf
 

=  
 

8 3 4 5 9 7

2 610 8 7 9QPf
 

=  
 

Objekt P̂ opravíme pomocou zobrazenia fQP a
objekt Q̂ pomocou zobrazenia  fPQ . Prvé tri indexy
v P' zameníme za 3→6, 4→10 a 5→8→2.
Podobne, prvé  indexy 2, 6 a 10 v Q' zameníme za
2→8→5, 6→3 a 10→4, dostaneme opravené
REMHNW\� NWRUp Xå V~ SHUPXWiFLH D V~ SRYDåRYDQp ]D

výsledok výmeny medzi permutáciami P a Q
 ( )6 10 2 1 8 3 4 5 7 9P , , , , , , , , ,′ =

( )1 5 3 4 2 6 10 8 9 7Q , , , , , , , , ,′ =
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Úloha obchodného cestujúceho
QD�PULHåNH���×10
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2UWRJRQiOQD PULHåND ERGRY W\SX 1×1� SULþRP

Y]GLDOHQRV" PHG]L MHGQRWOLYêPL ERGPL VD SRþtWD

pomocou Hammingovej (L1) vzdialenosti. Pre
WHQWR ãSHFLiOQ\ SUtSDG RSWLPiOQD Y]GLDOHQRV" MH

( )

( )

2

2

pre párne

1 pre nepárne
opt

N N

f

N N


= 
 +
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3RK\E�NR�RP�SR�ãDFKRYQLFL
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3UREOpP�UR]NODGX�þtVOD

NPP, Number Partitioning Problem

Nech Q={q1,q2,...,qN` MH PQRåLQD REVDKXM~FD N
NODGQêFK UHiOQ\FK þtVHO D QHFK π je zobrazenie Q
QD PQRåLQX Rset={1,2,...,r}

set: Q R→π

Toto zobrazenie π P{åH E\" MHGQR]QDþQH

vyjadrené ako N-tica ( )1 2
N

N set, ,..., Rπ = π π π ∈  . Jej
MHGQRWOLYp NRPSRQHQW\ V~ LQWHUSUHWRYDQp WDN� åH

FHOp þtVOR i setRπ ∈ je priradené objektu iq Q∈ .
9]K�DGRP N WRPXWR ]REUD]HQLX PQRåLQD Q P{åH

E\" UR]ORåHQi QD disjunktné SRGPQRåLQ\

1 2 rQ Q Q ... Q= ∪ ∪ ∪
( ){ }iQ q Q; q i= ∈ π =
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3RGPQRåLQD Qi REVDKXMH YãHWN\ HOHPHQW\ � þtVOD

PQRåLQ\ Q, ktoré sú zobrazené funkciou π na celé
þtVOR i� 'HILQXMPH ~þHORY~ IXQNFLX

( ) max min
i i

ii
q Q q Q

f q q
∈ ∈

π = −∑ ∑

Vyjadruje rozdiel medzi maximálnou a
PLQLPiOQRX VXPRX þtVHO ] SRGPQRåtQ

1 2 NQ ,Q ,...,Q � &LH�RP 133 ~ORK\ MH K�DGD" WDNp

zobrazenie π� NWRUp PLQLPDOL]XMH ~þHORY~ IXQNFLX f
( )arg min

N
set

opt
R

f
π∈

π = π
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Mutáciou zobrazenia π zostrojíme iné zobrazené π'

π'=Omut(π)

SURFHGXUH 0DSSLQJB0XWDWLRQ�

EHJLQ IRU L� � WR 1 GR

LI UDQGRP�3PXW WKHQ

′π
L
� ��UDQGRP�U� HOVH ′π

L
� πL�

HQG�

Operácia NUtåHPLD pre tento typ chromozómov je
YH�PL MHGQRGXFKi D P{åH VD SULDPR VWRWRåQL" V

podobnou operáciou pre binárne vektory.
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$NR Qi]RUQH LQWHUSUHWRYD" W~WR ~ORKX"

3UHGVWDYPH VL� åH PiPH KURPDGX REVDKXM~FX N
YHFt� SULþRP NDåGHM YHFL MH SULUDGHQi FHQD

q1,q2,...,qN� &LH�RP MH UR]GHOL" W~WR NRSX YHFt QD r
KURPiG WDN� DE\ LFK FHQ\ �V~þW\ FLHQ MHGQRWOLYêFK

vecí patriacich do tej ktorej hromady) vykazovali
minimálne rozdiely medzi sebou.
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Alternatívny popis permutácie

Permutácia N objektov (kombinatoriálne úlohy
W\SX �� P{åH E\" ]DGDQi DNR ELQiUQ\ YHNWRU G�åN\

N1� NGH N MH WDNp FHOp þtVOR� NWRUp ]DEH]SHþXMH� DE\

ELQiUQ\ YHNWRU G�åN\ N ERO VFKRSQê UHSUH]HQWRYD"

þtVOR 1�

7HQWR ELQiUQ\ YHNWRU MH �DKNR SUHStVDQê QD YHNWRU

1 FHOêFK þtVHO ] LQWHUYDOX >���
k-1].

3RWRP SHUPXWiFLD 3 MH GHILQRYDQi WDN� åH

FHORþtVHOQp NRPSRQHQW\ V~ XVSRULDGDQp GR

nerastúcej alebo neklesajúcej postupnosti.
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Nech N=5, k=3, binárny vektor

(101|011|001|111|101)

jeho FHORþtVHOQi YHU]LD Pi WYDU ������������ 1HFK

permutácia P usporiada túto N-ticu do rastúcej
postupnosti, potom

P=(3,2,1,5,4)

Nevýhodou tohto prístupu pre kódovanie
SHUPXWiFLt MH� åH URYQDNi SHUPXWiFLD MH XUþHQi

U{]Q\PL ELQiUQ\PL UH"D]FDPL� 7RWR ]YêãHQLH

UHGXQGDQFLH NyGRYDQLD P{åH Y QLHNWRUêFK

SUtSDGRFK E\" GRNRQFD YêKRGQp� DNR VS{VRE

]QtåHQLD SUDYGHSRGREQRVWL �]DPU]QXWLD� Y

lokálnom minime.


