Prezentácia z FOJA 7. sada, úloha è. 2

Branislav Belas 11. apríl 2001

Úloha : Doká¿te, ¿e ak je prienik jazykov L(x, y) a LSY M neprázdny, potom nie je bezkontextový, t.j. L(x, y) ∩ LSY M ≠ ∅ ⇒ L(x, y) ∩ LSY M ∉ LCF

• De˛nície jazykov, ktoré pou¿ijeme

• Dôkaz pomocou Pumpovacej lemy

• Záver

De˛nície:

Nech x = (x1, . . . , xn) je n-tica neprázdnych slov, prièom xi ∈ {a, b}∗. De˛nujeme jazyk L(x) nad abecedou {1, 2, . . . , n, a, b, c} takto L(x) = {xi_1 . . . xi_kcik . . . i1 | ∀l : (1 ≤ il ≤ n)}

Podobne nech y = (y1, . . . , yn) a yi ∈ {a, b}∗. Potom L(y) = {yj_1 . . . yj_kcjk . . . j1 | ∀m : (1 ≤ jm ≤ n)}

• Jazyky L(x) a L(y) vznikli ako horné, resp.

dolné poschodia pre prípad nejakého PKP. Dané zoznamy x a y sú vlastne dominové kocky, ktoré máme k dispozícii.

De˛nície: Jazyk L(x, y) de˛nujeme takto L(x, y) = L(x)cLR(y) teda L(x, y) = {xi_1 . . . xi_kcik . . . i1cj1 . . . jkcyRj_k . . . yRj_1 | k ≥ 1, ∀l : (1 ≤ il ≤ n), ∀m : (1 ≤ jm ≤ n)} a jazyk LSY M = {ucvcvRcuR | u ∈ {a, b}∗, v ∈ {1, 2, . . . , n}∗}

Prienik jazykov L(x, y) a LSY M L(x, y) ∩ LSY M = {xi_1 . . . xi_kcik . . . i1ci1 . . . ikcyRi_k . . . yRi_1 | xi_1 . . . xi_k = yi_1 . . . yi_k}

• Nech x = (x1, . . . , xn) a y = (y1, . . . , yn). Tento prípad PKP má rieźenie, ak existuje postupnosż prirodzených èísel i1, . . . , ik, taká, ¿e xi_1 . . . xi_k = yi_1 . . . yi_k

• Symetria, ktorú de˛nuje jazyk LSY M , zaruèí spolu s jazykom L(x, y), ¿e slovo z jazyka L(x, y)∩LSY M bude rieźením PKP.

• Ak je prienik jazykov L(x, y) a LSY M neprázdny, potom má PKP pre zoznamy x a y rieźenie.

• Ak má PKP jedno rieźenie, potom ich má nekoneène veţa. (Opakovaním jedného rieźenia toti¿ dostávame ïalźie)

• Vvyu¿itie neskôr pri Pumpovacej leme, keï bude treba dostatoène dlhé slovo w.

Dôkaz:

• Pumpovacia lema

• Predpokladáme, ¿e prienik L(x, y) ∩ LSY M je neprázdny. (Ak by bol prázdny, bol by aj bezkontextový a platila by Pumpovacia lema)

Predpokladajme teda, ¿e prienik L(x, y)∩LSY M je bezkontextový a neprázdny.

Podţa Pumpovacej lemy existujú èísla p, q také, ¿e (∀w ∈ L(x, y)∩L_{SY M} , |w| > p) ∃u, x, v, y, z ∈ Σ^∗ také, ¿e

1. w = uxvyz

2. xy ≠ ε

3. |xvy| ≤ q

4. ∀i ≥ 0 uxivyiz ∈ L(x, y) ∩ LSY M

Oznaèenie úsekov slova w ∈ L(x, y) ∩ LSY M :

prvý úsek xi_1 . . . xi_k c druhý úsek ik . . . i1 c tretí úsek i1 . . . ik c źtvrtý úsek yRi_k . . . yRi_1

Symetrie:

• prvý úsek { źtvrtý úsek (x_{i1} . . . x_{ik} = y_{i1} . . . y_{ik})

• druhý úsek { tretí úsek

• Zvoţme èíslo k tak, aby |w| > p a ka¿dý zo źtyroch úsekov bol dlhźí ako q. (Inými slovami: aby slovo xvy pokrývalo najviac jeden symbol c)

• Pre slovo xvy, ktoré pumpujeme, musí platiż |xvy| ≤ q.

Pre umiestnenie slova xvy mô¿u nastaż len tieto prípady:

xi_1xi_2 . . . (1) xi_kcik (2) ik−1 . . . (3) i1ci1 (4) i2 . . . (5) ikcyRi_k (6) yRi_{k−1} . . . yRi_1 (7)

xi_1xi_2 . . . (1) xi_kcik (2) ik−1 . . . (3) i1ci1 (4) i2 . . . (5) ikcyRi_k (6) yRi_{k−1} . . . yRi_1 (7)

• (1) Celé xvy sa nachádza v prvom úseku.

Pri pumpovaní by sa rozźiroval len prvý úsek. Poruźila by sa symetria tohto úseku s posledným úsekom slova. Taktie¿ by sa naruźilo previazanie prvkov xi_1, . . . , xi_k s nimi zodpovedajúcimi indexmi i1, . . . , ik.

• (2) Pri pumpovaní slova sa rozźiruje prvý aj druhý úsek. Avźak tretí a źvrtý úsek zostávajú nezmenené. Tým sa vźak poruźuje symetria ucvcvRcuR.

• (3) U¿ na prvý pohţad vidíme, ¿e sa nám pri pumpovaní slova rozźiruje druhý úsek, t.j. indexy. Tým sa poruźí symetria aj previazanosż prvkov s prislúchajúcimi prvkami.

xi_1xi_2 . . . (1) xi_kcik (2) ik−1 . . . (3) i1ci1 (4) i2 . . . (5) ikcyRi_k (6) yRi_{k−1} . . . yRi_1 (7)

• (4) Tu sa nám pri pumpovaní rozźirujú úseky indexov, ale prislúchajúce prvky zostávajú nezmenené.

• (5) Tento prípad je identický s prípadom (3), èi¿e vedie k strate symetrie aj previazanosti.

• (6) Prípad je identický s prípadom (2), èi¿e opäż strata symetrie.

• (7) Nastane tu rovnaký problém ako v prípade (1), èo vedie k strate symetrie aj previazanosti.

Akokoţvek zvolíme xvy, pri pumpovaní slova w vzniká slovo, ktoré nepatrí do prieniku jazykov L(x, y) ∩ LSY M . Pumpovacia lema teda v naźom prípade neplatí, z èoho vyplýva záver.

Záver

Ak je prienik jazykov L(x, y) a LSY M neprázdny, potom nie je bezkontextový.

Tvrdenie: L(x, y) ∩ LSY M je bezkontextový jazyk vtedy a len vtedy, keï je prázdny.

• Nech ucvcvRcuR je najkratźie slovo z L(x, y)∩ LSY M

• Zoberme prienik jazyka L(x, y) ∩ LSY M s regulárnou mno¿inou u∗cv∗c(vR)∗c(uR)∗

• Prienik je {uncvnc(vR)nc(uR)n | n ≥ 1}

• Existuje sekvenèný stroj, ktorý zobrazuje tento prienik na jazyk {0n1n0n | n ≥ 1}

• Ak by bol L(x, y) ∩ LSY M bezkontextový jazyk, musel by aj {0n1n0n | n ≥ 1} byż bezkontextový (LCF je uzavretá na prienik s regulárnou mno¿inou a na sekvenèné zobrazenia)

Avźak jazyk {0n1n0n | n ≥ 1} nie je bezkontextový a preto dostávame:

Jazyk L(x, y) ∩ LSY M nie je bezkontextový, okrem prípadu, keï je prázdny.