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Zadanie: Pomocou LBA (lineárne ohraničených

automatov) dokážte uzavretost’ triedy kon-

textových jazykov na inverzný homomorfiz-

mus.

Teda pre daný LBA A a homomorfizmus h

zostrojte LBA A’ také, že L(A′) = h−1(L(A)) =

{w | h(w) ∈ L(A)}

Veta 1 K l’ubovolnej kontextovej gramatike

G existuje LBA A taký, že L(A) = L(G).

Veta 2 K l’ubovolnému LBA A existuje kon-

textová gramatika G taká, že L(G) = L(A)−
{ε}.



Defińıcia 1 Homomorfizmus : h: Σ∗
1 → Σ∗

2
h(uv) = h(u)h(v) (∀u, v ∈ Σ∗

1)

resp. pre jazyky h(L) = {h(u) | u ∈ L}

Defińıcia 2 Inverzný homomorfizmus :

h−1 : Σ∗
2 → 2Σ∗

1 h−1(v) = {w | h(w) = v}
resp. pre jazyky

h−1(L) = {w ∈ Σ∗
1 | h(w) ∈ L}
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(∃w ∈ L(A)) : /h(w)/ > /w/
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- definovanie pracovných symbolov v Γ′
Prepis pásky na pásku homomorfných obra-

zov:

(1) δ′(q′0, a) = (q′0,




hd(a)
.

h1(a)


 ,1) ∀a ∈ Σ;

hi(a) =
{

i−ty znak v h(a), ak /h(a)/≥i
symbol ¯, ak /h(a)/<i

Návrat spȧť:

(2) δ′(q′0,$) = (qB,$,−1)

(3) δ′(q′B, a) = (qB, a,−1) ∀a ∈ Γ′
(4) δ′(q′B, c| ) = (1q10, c| ,1)

- definovanie stavov K′
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Práca vo vnútri pásky vzhl’adom na starý

automat:

-vo vnútri st́lpca ṕısmen:

(5) (pq
i+p
2 ,




ad
.
b
.

a1




,0) 3 δ′(0qi
1,




ad
.

ad = a
.

a1



) ⇔

(q2, b, p) 3 δ(q1, a); 1 ≤ i + p ≤ d
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-na hornom konci st́lpca, ak ideme dopredu:

(6) (1q12,




b
.

a1


 ,1) 3 δ′(0qd

1,




ad = a
.

a1


) ⇔

(q2, b,1) 3 δ(q1, a)
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-na dolnom konci st́lpca, ak ideme dozadu:

(7) (−1qd
2,




ad
.
b


 ,−1) 3 δ′(0q11,




ad
.

a1 = a


) ⇔

(q2, b,−1) 3 δ(q1, a)



Prechod z ”hl’adaćıch” stavov do normálnych:
-ked’ stav ukazuje na neprázdny znak:

(8) δ′(tqi,




ad
.
ai
.

a1



) = (0qi,




ad
.
ai
.

a1




,0); ai 6= ¯,

t ∈ {−1,1},1 ≤ i ≤ d
-pre prázdny znak:
-ak ideme dopredu, na d’aľśı st́lpec:

(9) δ′(1qi,




ad
.

ai = ¯
.

a1



) = (1q1,




ad
.

ai = ¯
.

a1




,1);

ai = ¯,1 ≤ i ≤ d
-ak ideme dozadu, hl’adat’ o 1 dozadu:

(10) δ′(−1qi,




ad
.

ai = ¯
.

a1



) = (−1qi−1,




ad
.

ai = ¯
.

a1




,0);

ai = ¯,1 < i ≤ d

(11) δ′(−1q1,




ad
.

a1 = ¯


) = (−1qd,




ad
.

a1 = ¯


 ,−1)
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Ked’ pri hl’adańı naraźıme na ”$” alebo

”c| ”:

(12) δ′(1q1,$) = (0qc| $,$,0)

(13) δ′(−1qd, c| ) = (0qc| $, c| ,0)

Zmeny stavu na koncoch pásky bez pohybu:

(14) (0q
c| $
2 , s,0) 3 δ′(0q

c| $
1 , s) ⇔ (q2, s,0) 3

δ(q1, s); s ∈ {c| ,$}
Prechod od krajov spȧt’ do st́lpcov:

-výstup z konca pásky:

(15) (−1qd
2,$,−1) 3 δ′(0q

c| $
1 ,$) ⇔ (q2,$,−1) 3

δ(q1,$)

-výstup zo začiatku pásky:

(16) (1q12, c| ,1) 3 δ′(0q
c| $
1 , c| ) ⇔ (q2, c| ,1) 3

δ(q1, c| )



Riešenie: Nech h : Σ → Σ∗ je homomorfiz-

mus a LBA A = {K,Σ,Γ, δ, q0, F}.
Potom rieśenm je LBA A′ = {K′,Σ′,Γ′, δ′, q′0, F ′},
kde

K′ = {kq
j
i | qi ∈ K, j ∈ {1,2, . . . d}⋃{c| $}, d =

{/h(a)/ | a ∈ Σ, h : Σ → Σ∗je homomorfizmus}, k ∈
{−1,0,1}}

Σ′ = Σ

Γ′ = {




ad
.
.
.

a2
a1




| ai ∈ Σ′⋃{¯}, i ∈ {1,2, . . . d}, d =

{/h(a)/|a ∈ Σ, h : Σ → Σ∗je homomorfizmus} }

F ′ = {0qi
f | i ∈ {1,2, . . . d}⋃{c| $}, qf ∈ F, d =

{/h(a)/ | a ∈ Σ, h : Σ → Σ∗je homomorfizmus} }



Dôkaz:

L(A′) ⊆ h−1(L(A))

((∀w ∈ L(A′))(∃w′) : w ∈ h−1(w′)) : w′ ∈ L(A)

w ∈ h−1(w′) ⇒ w′ = h(w)

(∀w ∈ L(A′))(∃w′ : w′ = h(w)) : w′ ∈ L(A)

-teda chceme ukázat’, že ak bolo nejaké slovo

odakceptované novým LBA A’, potom jeho

homomorfný obraz odakceptuje pôvodný au-

tomat A.

Správnost’ :

1. Qk = {jqi
k | i ∈ {1,2, . . . d}⋃{c| $}, d =

{/h(a)/ | a ∈ Σ, h : Σ → Σ∗ je homo-

morfizmus }, j ∈ {−1,0,1}, qk ∈ K }

∀P ∈ {(5), (6), (7), (14)(15), (16)} ⊂ δ′ :

(δ′(q′i, a′1) = (q′j, a′2, d) ⇔ δ(qi, a1) = (qj, a2, d′))
=⇒ (q′i ∈ Qi

∧
q′j ∈ Qj); i, j ∈ {1, . . . n}, n =

/K/, a1, a2 ∈ Γ, a′1, a′2 ∈ Γ′, d, d′ ∈ {−1,0,1}



2. (qr, c| a1 . . . ailarai+1 . . . ak$, i + 2) `∗
(qs, c| a1 . . . ailbrai+1 . . . ak$, i+2+d) je krok

výpočtu LBA A

⇐⇒

(q′r, c| a′1 . . . a′jF1a′j+z1
. . . a′l$, j + z2) `∗

(q′s, c| a′1 . . . a′jF2a′j+z1
. . . a′l$, j + z2 + p) je

krok výpočtu LBA A’;

F1, F2 ∈ Γ′⋃ Γ′Γ′, z1, z2 ∈ {1,2}, a1, . . . ak,

l, a, r, b ∈ Γ, a′1, . . . a′l ∈ Γ′, i < k, j < l, d, p ∈
{−1,0,1}

∧

(

F1 =




.
r
a
l
.




=⇒ (F2 =




.
r
b
l
.




∧

z1 = 1
∧

z2 = 1)



∨

F1 =




l
.
.







.
r
a


 =⇒ (F2 =




l
.
.







.
r
b


 ∧

z1 = 2
∧

z2 = 2)

∨

F1 =




a
l
.







.

.
r


 =⇒ (F2 =




b
l
.







.

.
r


 ∧

z1 = 2
∧

z2 = 1)
)

∧

( (z1 = 2
∧
(((d = −1

∧
z2 = 2) ⇒ p =

−1))
∨
((d = 1

∧
z2 = 1) ⇒ p = 1))

∨

(p = 0))



∧

(q′r ∈ Qr
∧

q′s ∈ Qs)

3. Vstup na c| :

(qi, c| aa1 . . . an$,1) `
(qj, c| ba1 . . . an$,0) je krok výpočtu LBA

A

⇔

(0q1i , c|




pd−1
.

p1
a


 a′1 . . . a′m$,1) `

(−1qd
j , c|




pd−1
.

p1
b


 a′1 . . . a′m$,0) `

(0q
c| $
j , c| a′1 . . . a′m+1$,0) sú pŕıslušné 2 kroky

výpočtu LBA A’



Vstup na $:

(a) Z vrchu poschodového znaku:
(qi, c| a1 . . . ana$, n + 1) `
(qj, c| a1 . . . anb$, n+2) je krok výpočtu
LBA A

⇔

(0qd
i , c| a′1 . . . a′m




a
pd−1

.
p1


 $, m + 1) `

(+1q1j , c| a′1 . . . a′m




b
pd−1

.
p1


 $, m + 2) `

(0q
c| $
j , c| a′1 . . . a′m+1$, m+2) sú pŕıslušné

3 kroky výpočtu LBA A’

(b) Z vnútra poschodového znaku, za ktorým
sú ¯:
(qi, c| a1 . . . ana$, n + 1) `
(qj, c| a1 . . . anb$, n+2) je krok výpočtu
LBA A



⇔

(0qr
i , c| a′1 . . . a′m




.
¯
a
pk
.

p1




$, m + 1) `

(+1qr+1
j , c| a′1 . . . a′m




.
¯
b
pk
.

p1




$, m + 1) `

(+1q1j , c| a′1 . . . a′m+1$, m + 2) `
(0q

c| $
j , c| a′1 . . . a′m+1$, m+2) sú pŕıslušné

4 kroky výpočtu LBA A’

4. (δ′(q′i, a′1) = (q′f , a′2, d) ⇔ δ(qi, a1) = (qf , a2, d′))
=⇒ (q′i ∈ Qi

∧
q′f ∈ Qf); i, f ∈ {1, . . . n}, n =

/K/, a1, a2 ∈ Γ, a′1, a′2 ∈ Γ′, d, d′ ∈ {−1,0,1}, qf ∈
F



h−1(L(A)) ⊆ L(A′)

(∀w ∈ L(A))(∀w1, . . . wn : h−1(w) = {w1, . . . wn}) :

{w1, . . . wn} ∈ L(A′)
(h−1(w) = {w1, . . . wn}) ⇒ (∀i ∈ {1, . . . n}h(wi) =

w)

(∀w ∈ L(A))(∀w1, . . . wn : (∀i ∈ {1, . . . n}h(wi) =

w) : {w1, . . . wn} ∈ L(A′)

-zauj́ıma nás teda, čo sprav́ı LBA A’ so slo-

vami w1, . . . wn , o ktorých vieme, že sa zo-

brazia homomorfizmom h na automatom A

akceptované slovo w.

Hned’ prvý stav nového LBA A’ a k nemu

prislúchajúca čast’δ-funkcie však dokazuje, že

A’ v 1. kroku preṕı̌se vstup na homomorfný

obraz a d’alej postupuje podl’a prispôsobených

pravidiel automatu A ( zhodnost’ výpočtov

oboch automatov na rôznych štruktúrach pásky

ukazujú 4 body 1. časti dôkazu ).

h−1(L(A)) ⊆ L(A′)



Z platnosti oboch inklúzíı vyplýva platnost’ tvr-

denia:

(L(A′) ⊆ h−1(L(A))
∧

L(A′) ⊇ h−1(L(A))) =⇒
L(A′) = h−1(L(A))

Využit́ım vety 1 a vety 2 a konštrukciou s

dôkazom poskytnutou v tomto dokumente

sme pomocou lineárne ohraničených automa-

tov dokázali uzavretost’ triedy kontextových

jazykov na inverzný homomorfizmus.


