Marek Agh, fojal, sada ¢.3, uloha ¢.2

Zadanie: Pomocou LBA (linearne ohraniCenych
automatov) dokazte uzavretost’ triedy kon-
textovych jazykov na inverzny homomorfiz-
mus.

Teda pre dany LBA A a homomorfizmus h
zostrojte LBA A’ také, Zze L(A") = h~1(L(A)) =
{w | h(w) € L(A)}

Veta 1 K l'ubovolnej kontextovej gramatike
G existuje LBA A taky, Ze L(A) = L(G).

Veta 2 K l'ubovolnému LBA A existuje kon-
textova gramatika G taka, Ze L(G) = L(A) —
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Definicia 1 Homomorfizmus : h: ¥7 — ¥5
h(uv) = h(u)h(v) (Yu,v € X7)
resp. pre jazyky h(L) = {h(u) | v € L}

Definicia 2 Inverzny homomorfizmus :
h—1: 35 — 2%1 h1(v) = {w | h(w) = v}
resp. pre jazyky

h1(L) ={we =t | h(w) € L}

LBA A’
d a c f e h e d
Lt § T 1 01 11 |w
LBA A na h(w) Y
hid)  h{a) hic) hif)y  hie) h(b) hie) hid)
w'=hiw)
S akceptuje neakceptl_uel
NV ai cepiuje neakceptuje

(Gw e L(A)) : /h(w)/ > Jw/



—>

d a c f e b e d

hidhhta)h(0) h() hie)h(mhie)hi)

(|
(| (D] 2 2

olollo

olollolo

—>

h[ﬂlh[ﬂ]hiﬂlrﬂhlﬂlhihlhiﬂlh[d] hid)h(a)hic)hf) hie}h{b}hie)h(d)

- definovanie pracovnych symbolov v I’

Prepis pasky na pasku homomorfnych obra-

ZOV.
hq(a)

(1) §'(gp,a) = (g5, - ,1) YaeX;
hi(a)

__Ji—ty znak v h(a), ak /h(a)/>1
hi(a) = { ysymbol ®, ak /h(a/)/<z'/

Navrat spat:

(2) §'(q5,9%) = (¢p,%,-1)

(3) 5/((]/B,CL) — (QB7a'7 _1) Va e’
(4) §'(¢5,¢) = (Lgd, ¢, 1)

- definovanie stavov K’
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Praca vo vnutri pasky vzhl'adom na stary
automat:
-vO vnutri stipca pismen:
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(5) 5P| b |,0)3680Od, | ag=a |) &
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(g2,b,p) 2 6(q1,a);1 <i+p<d
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-na hornom konci stipca, ak ideme dopredu:
b aj = a
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-na dolnom konci stipca, ak ideme dozadu:
aq aq

(7) (“tgd, | . |,-1) 34, - ) &
b al] = a

(QQa ba _1) > 5(Q1,CL)



Prechod z " hl'adacich” stavov do normalnych:
-ked’ stav ukazuje na neprazdny znak:

[ ag ) [aq )
(8) '('", | a; |) = | a; |,0);a; # 0,

\ 01 \ a1
te{-1,1},1<i<d

-pre prazdny znak:

-ak ideme dopredu, na d'alsi stipec:

[ aa ) [ ag )

(9, | a;=0 [)="eh | =0 |,1);

\ a1 \ a1
a;=0,1<1<d
-ak ideme dozadu, hl'adat’ o 1 dozadu:

[ aq ) [ aq )

(10)8'("te | as=0 N=C1¢" | e =0 |,0);

\ e \ a1
a; = 0,1 <1<d

ad Qad
(11) 5,(_1q17 . ) — (_lqd7 . 7_1)
a1 = © al = ©
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Ked' pri hl'adani narazime na "$" alebo
e

(12) ¥(1q%,$) = (%% %,$,0)

(13) &'(“1¢% &) = (%% %,¢,0)

Zmeny stavu na koncoch pasky bez pohybu:
(14) (%% %,5,0) 5 7t % 5) & (42,5,0) >
5(Q1,S),S€{¢;$} j

Prechod od krajov spat’ do stipcov:
-vystup z konca pasky:

(15) (“1g4,$,-1) 3 8% *,$) © (42,8, -1) >
6(q1,%)

-vystup zo zacCiatku pasky:

(16) (Yab,¢,1) 5 7Caf % ¢) & (02,6,1) 3
6(q1,¢)



RieSenie: Nech h : X — >* je homomorfiz-
mus a LBA A={K,>,I,94,q0, F}.
Potom riesenm je LBA A" = {K', X', T, ¢, qp, F'},

kde

K' ={k¢ | ¢ e K,j € {1,2,...d}U{¢ $},d =

{/h(a)/

la € Z,h: X — X*je homomorfizmus}, k €

{—1,0,1}}

>/ =3

= {

{/h(a)/

[ aq )

la; € Z'U{G}, i €{1,2,...d},d =

an
\ a1
a € X, h:>X — X*je homomorfizmus} }

F''={%% | ie€{1,2,...d} U{¢ $},q € F.d =

{/h(a)/

la € X,h: X — X*je homomorfizmus} }



DoOkaz:
L(A") Ch=1(L(4))

((Vw e L(AN)(Fw') : w e h~H(w')) 1w’ € L(A)
w e h~Hw) = v = h(w)
(Vw € L(A)(Fw' : v’ = h(w)) 1w € L(A)

-teda chceme ukazat’, ze ak bolo nejaké slovo
odakceptované novym LBA A’, potom jeho
homomorfny obraz odakceptuje povodny au-
tomat A.

Spravnost’ :

1. Qr = {Uq}, | i € {1,2,...d}U{¢ $},d =
{/h(a)/ | a € Z,h : ¥ — X* je homo-
morfizmus },5 € {—1,0,1},qr € K }

VP € {(5),(6),(7),(14)(15),(16)} C ¢ :

(5/(q7/;7a’/]_) — (Q;aaéad) g 5(Q’iaa’1) — (QjaaQ)d/))

—— (q; - Qz/\qé - Qj);i,j C {1,...n},n:
/K/,a1,ap € T,a7,a5 €T,d,d € {-1,0,1}



2. (gr,¢ay...q;lara;yq...a;9,1+2) F*
(gs, € a1 ... ajlbra;yq...a$,i+2+d) je krok
vypoCtu LBA A

<

(qé,q:a:l : ..a;Fla;+Z1...a§$,j + 25) H* |
(g5, ¢ ay...a;la, . .a;$,5 + 20+ p) Je
krok vypoCtu LBA A’;

F1,Fo e T'UT'T! 21,20 € {1,2}, a1, .. . a,
l,a,r,b € I‘,a’l,...ag clMi<kj<ldpc
{—1,0,1}
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( (21 = 2A(((d = =1A2zp = 2) = p =
-D)V{(d=1Azp=1)=p=1))

Vv

(p=0))
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(¢ € Qr \Nd € Qs)

3. Vstup na ¢:
(g;y€aay...an$,1)
(gj,¢bay...an$,0) je krok vypoltu LBA
A

<~
Pd—1
(Oqzl,(j: p.l ay...ap$,1)F
a
Pd—1
(T1gd, ¢ ' aiy...a $,0)
qj) pl 1... m ’
b

vypoCtu LBA A’



Vstup na $:

(2)

(b)

Z vrchu poschodového znaku:
(gi,¢ai...ana$,n+1)F

(¢, ¢ ay...anb$,n+2) je krok vypoctu
LBA A

<~
a
(C¢d, ¢ al...a, Pd=1 1 ¢ m+1)F
P1
b
(g}, ¢al .. ap, | P47 [$,m+2)F
pP1

(oqu ’ ¢ay...al, 1%, m+2) suprislusné
3 kroky vypocCtu LBA A’

Z vnutra poschodového znaku, za ktorym
su ©:

(gi,¢a1...ana$,n+1)F

(gj;¢ a1 ...and$,n+2) je krok vypoctu
LBA A
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\ P1

(+1q},¢ ay...ap 15, m+2)F

(Oq;-t $, ¢ai...a,,. 1%, m+2) suprislusne
4 kroky vypoCtu LBA A’

4. (5/(@27@/1) — (qgfaa'/Qad) <~ 5(qiaa’1) — (qfaa’Qad/))
= (¢; € QiNa; €Qyp)id, f€{l,..n},n=
/K/,al,CLQ - l—aa’l]_aa/Q S r/ada d’ S {_1707 1}7Qf ~
F



h=1(L(A)) C L(A")

(Vw € L(A)(Vwi, ... wn : AN (w) = {wq,...wn}) :
{wq,...wn} € L(A")

(A1 (w) = {wq,...wn}) = (Vi € {1,...n}h(w;) =
w)

(Vw € L(A))(Vw1,...wn : (Vi e {1,...nth(w;) =
w) : {wy,...wn} € L(A")

-zaujima nas teda, €o spravi LBA A’ so slo-
vami wi,...wn , O Ktorych vieme, Ze sa zo-
brazia homomorfizmom h na automatom A
akceptované slovo w.

Hned' prvy stav nového LBA A’ a k nemu
prisluchajuca Cast’'é-funkcie vsak dokazuje, Ze
A’ v 1. kroku prepise vstup na homomorfny
obraz a d’alej postupuje podl'a prisposobenych
pravidiel automatu A ( zhodnost’ vypoctov
oboch automatov na roznych Strukturach pasky
ukazuju 4 body 1. Casti ddkazu ).

h=1(L(A)) C L(A")



Z platnosti oboch inklazii vyplyva platnost’ tvr-
denia:

(L(A") S A~ H(L(A) NL(A) D hH(L(A))) =
L(A") = h=1(L(A))

Vyuzitim vety 1 a vety 2 a konStrukciou s
dOokazom poskytnutou v tomto dokumente
sme pomocou linearne ohraniCenych automa-
tov dokazali uzavretost’ triedy kontextovych
jazykov na inverzny homomorfizmus.



