Prezentacia, Marek Agh, fojal, sada €.3, Gloha ¢.2

Zadanie:

Pomocou LBA (linedrne ohrani¢enych automatov) dokazte uzavretost triedy
kontextovych jazykov na inverzny homomorfizmus. Teda pre dany LBA A a
homomorfizmus h zostrojte LBA A’ také, ze L(A’) = h=1(L(A)) = {w | h(w) €
L(A)}

Riesenie:
Nech h : ¥ — ¥* je homomorfizmus a LBA A = {K,X,T,6,qo, F}. *
Potom riesenim je LBA A’ = {K',¥',1V,0’, ¢}, F'}, kde

K ={* | ¢ e K,je{1,2,...d}U{¢$},d = {/h(a)/ | a € £,h : & — T*je
homomorfizmus}, k € {—1,0,1}}

Y=
aq

I ={ ' | a; € &' U{0},i € {1,2,...d},d = {/h(a)/|a € Z,h : ¥ —
az
a

>*je homomorfizmus} }
F' = {%} | i € {1,2,...d} U{¢ $hay € Fod = {/h(a)/ | a € 5,1 : 5 — T¥je
homomorfizmus} }

Princip:

Na to, aby sme mohli akceptovat vzory homomorfizmu (teda obrazy in-
verzného homomorfizmu), ked mame k dispozicii automat akceptujtci ich obrazy,
musime pre dané slovo w a homomorfizmus h rozvinat na paske homomorfny
obraz slova w = w’ a simulovanim povodného automatu A rozhodnut, ¢i povodné
slovo akceptujeme.

1Bez ujmy na vieobecnosti mézme predpokladat’ , Ze v pracovnych symboloch LBA A sa
nevyskytuje znak ® (ak hej, tak ho substituujeme inym), Ze vietky stavy automatu A si stavy
q1,---qn, kde n=/K/ (ak nie, tak ich na také poprementvame) a ze jedinym akceptacnym
stavom je stav gy, kde f € {1,...n} (ak nie, vietky ostatné akc. stavy dodatoénym kiiskom
0-funkcie sem odvedieme).



LBA A’

LBA A na h(w) J/
hid)  h{a) hic) hifiy  hie) hib) hie) hid)
| w'=h{w)
akceptuje neakceptuje
akcepiuje neakeapfuje

Narazame vSak na problém vyplyvajici z def. homomorfizmu, kde mé6ze nas-
tat pripad, Ze /h(w)/ > /w/ a z ohranifenosti pasky, ktorit nemoZzeme rozsirit
do strén a teda nemozeme na paske reguldrne prepisat slovo w na w’=h(w).
Moézme ale nahradif kazdy symbol ”a” niekolkoposchodovym znakom, ktory
bude reprezentovat "h(a)”, teda akoby sme h(w) postavili:

—>

hid)h{a)hic)h(f) hie}h{b}hie)h(d)

Je pre nés vSak obtiazne pamiitat si podet poschodi homomorfizmu kazdého
znaku, preto vSetky poschodia vyrovname na troven najdlhsieho homomorfného



zépisu fub. pismena a znaky, ktoré neobsahuju ziadne pismeno zadefinujeme ako
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hid)h(a)hic)hif) hie)h(b)hie)h(d) hid)h{a)hic)h(f) hie}h{b}hie)h(d)

Treba v8ak upravit d-funkciu, aby chodila uprostred homomorfizmov pismen
zvislo

B . % 4

hib) h(e) h{d)

" hib)h(e)h(d)

medzi homomorfizmami pismen, aby preskodila z vrcholu jedného stipca na
spodok nasledujiiceho a naopak,
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aby ignorovala prazdne znaky na stipcovej paske (tu zavedieme pri kazdom
posune najskor skok do prislusného ”hladacieho” stavu, ktory preskace cez ©® a
aZ potom prejde do pravého stavu)
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a aby vedela vchéadzaf na okraje pasky, ktoré nemdzme zamenit za poschodové
znaky (¢ ,$).



hialhicihifi hielhibih{eihid

s-funkcia:

Prepis pasky na pasku homomorfnych obrazov:
ha(a)

(1) 690, a) = (4o, ) ( ) ,1)Va € E;hi(a) = {if”@;ﬁiﬁ'ﬁz”@7(52’/75@57(33/2"
1\a

Névrat spit:
(2) ¢'(q0,9%) = (48,8, -1)
(3) ¢ (dz,a) = (gp,a,—1)Va e T”
(4) '(ap,¢) = (Ya5,¢, 1)

Préca vo vnutri pasky vzhladom na stary automat:
-vo vnitri stipca pismen:
ad aq

(5) (pq;+P7 b ,0) > 6/(0q5{7 aqg = a ) = (q27b7p> > 5(Q17a)§ 1 S ’L+p S

ai ai

-na hornom konci stlpca, ak ideme dopredu:
b ag=a
(6) (IQ%v . 71) 3 6I(OQ?7 . ) And (Q27b7 1) > 5((11»&)
ai ai
-na dolnom konci stlpca, ak ideme dozadu:
aq Qq
(7) (_161(21, : ’_1) B 6/(OQ%7 . ) And (q27ba _1) > 6((']170‘)
b a;r =a
Prechod z "hladacich” stavov do normélnych:
-ked stav ukazuje na neprazdny znak:



(8) 6/(tqi7 a; ) = (Oqi7 a; ,0);(11‘ 7é ®7t € {_17 1}7 1 S { S d

-pre prazdny znak:
-ak ideme dopredu, na dalsi stipec:
aq aq

9§, | ai=0 [)=0"¢"] a;=0 [, 1)0,=0,1<i<d

ai ai

-ak ideme dozadu, hladat o 1 dozadu:

(10) ("¢, | ai=0 |)=(C'"Y| =0 [,050=0,1<i<d

(11) 5/(71(]1’ . ) = (71qda . ,*1);(11‘ =0
a =0© a; =0
Ked pri hladani narazime na ”$” alebo ”¢ 7:

(12) &'(*¢",$) = (°¢¢%,$,0)
(13) & (Lg%, ¢ ) = (°¢¢5,¢,0)

Zmeny stavu na koncoch pasky bez pohybu:
$ $
(14) (°g$ ®.5,0) 5 5Ot . 5) & (42, 5,0) 3 6(qu, 8); 5 € {¢ .5}

Prechod od krajov spit do stipcov:
-vystup z konca pasky:

(15) (1.8, —1) 5 50t £.8) & (42,8, 1) 3 5(q1.9)

-vystup zo zaciatku pasky:
$
(16) (gbs¢ 1) 5 50 5,6) © (2,¢,1) 3 6(a1,4)

Dokaz:

L(A) C b1 (L(A))

-t.J., ze ku kazdému slovu, ktoré akceptuje novy LBA A’ musi existovat slovo
w’, ktoré odkaceptuje povodny LBA A, také, Ze jeden zo vzorov homomorfizmu,
ktory sa zobrazi na w’, bude slovo w:

((Vw € L(A))(Fw') : w € h=1(w")) : w’' € L(A)
w e h™(w') = w' = h(w)
(Vw € L(A))(Fw' : w' = h(w)) : w' € L(A)

-teda chceme ukézat, Ze ak bolo nejaké slovo odakceptované novym LBA A’,
potom jeho homomorfny obraz odakceptuje pévodny automat A.



Majme teda slovo w, ktoré A’ akceptoval. Teraz z neho urobime homomorfny
obraz w’ a chceme ukézat, Ze ho péovodny automat akceptuje.

KedZe ale konStrukcia A’ je zaloZena na tom, aby presne napodobiioval ¢in-
nost automatu A na akosi ”zhustenej” péske, vyplyva akceptédcia obrazu povod-
nym automatom préave z akceptéacie slova w automatom A’ :

1. Automat A’ na zhustenej paske zmeni stav z mnoziny stavov Q1( Qx =
{qi |ie{1,2,...d} U{¢ $},d = {/h(a)/ | a € £,h : ¥ — T* je homo-
morfizmus },j € {—1,0,1},¢x € K } ) do mnozZiny stavov () préave vtedy,
ked povodny automat zmeni stav z ¢; na ¢ .

Dokaz: vyplyva z konstrukcie §-funkcie LBA A’

VP € {(5),(6), (7), (14)(15), (16)} C &' : (5'(dfy a}) = (d) s d) < O(giya1) =
(qjaa2;dl)) = (q; € Ql/\Q; € Q])aza] € {17/”’};” = /K/7a17a2 €
T,dy,ay €T d,d € {-1,0,1}

Mo

2. A’ zapiSe na zhusteni pasku kontextovo na to isté miesto symbol ”a” v
tej istej mnozine stavov Q, ktord prilieha stavu q, v ktorom na pdvodnt
pasku pise kontextovo na prislusné miesto symbol ”a” automat A.

Dokaz: vyplyva z konStrukcie d-funkcie LBA A’
(gr ¢ ay...a;lara;ry ... ap$,i4+2) F* s, ¢ ar ... adbra;tq ... a8, i+2+d)
je krok vypoétu LBA A

<~

(g, ¢af ... a}Fla;»Jer )8, jz) Frgl ¢ al .. a}Fga;-+zl ), jza+
p) je krok vipo¢tu LBA A’ ; Fy, Fo» e TV JTI'TY, 21,20 € {1,2}, a4, ... a,l,a,r,b €

L.aj,...aq;elji<k,j<ldpe{-1,01}

F = a :>(F2: b /\212:1/\22:1)
l l
V
l . l .
F = . r :>(F2: . T /\21:2/\22:2)

2Tu je asi potrebné ozrejmit’ , ze z; urcuje sirku Fi, F» a 2y urcuje, na ktoré z oboch
zatvoriek akurat ukazujeme.
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/\21:2/\22:1)

(q. € Qr N, € Qs)

3. Novy automat vstupuje na okraje pasky prave vtedy, ked tak robi povodny
automat:
Dokaz: vyplyva z konstrukcie d-funkcie LBA A’
Vstup na ¢ :
(¢i,¢ aay ...an$,1) °F (gj,¢ bay .. .a,$,0) je krok vypoctu LBA A

54
Pd—-1 Pd—-1
. _ 3
Cand | o feasr Ol | a .. a,8,0)F % ¢ al
a b
st prislusné 2 kroky vypoctu LBA A’
Vstup na $:

(a) Z vrchu poschodového znaku:
(gi,¢a1...anad,n+ 1) F (gj,¢ a1...a,b%,n + 2) je krok vypocltu
LBA A

-

3V tejto ¢asti dékazu autor vypustil pripady, ked’ ¢cast’ konfiguréacie l-a-r nie je rozdelena
nutne len vrchom a spodkom susedného poschodia, ale aj postupnostou ©® symbolov, pretoze
by sa dokaz rozvetvil na znacne viac ako 3 pripady a zkomplikoval pod hranicu minimalnej
zrozumitelnosti.

4Tu spravne uréujeme hodnotu p, ktord zabezpecuje pripadny horizontdlny posuv na
poschodovej pédske, ak symbol ”a”, na ktorom sme, je na spodku alebo na vrchu poschodového
znaku

5Kedze &islo v kroku vypoctu je v literatire ponimané rodielne, bude ”1” znamenat’ , ze
hlava ukazuje na prvy symbol za ¢ a ”0”, ze hlava LBA ukazuje na ¢ .

ar,.1%,0)



a b
( 4; ,¢a1 A, ba-1 $,m+1) (+1QJ1’¢G1 Pi-1 $, m+
p1 p1
2) (O ¢ 5 ¢ al .. a8, m+2) su prislusné 3 kroky vypoctu LBA
A)
(b) Z vnutra poschodového znaku, za ktorym st ©:
(gis¢ar...ana$,n+ 1) F (g;,¢ a1...a,b8,n + 2) je krok vypocétu

LBA A
4
5 ©
gl b d,...d, ; $,m+1) F (Mgt ¢ al ... al, pbk $,m+
M »

$
) F (g, ¢a)...a,,8,m+2) F (OQj: y¢al .. a, q8,m+ 2) st
prislusné 4 kroky vypoctu LBA A’

4. Do akceptacnej skupiny stavov sa dostéva tiez prave vtedy, ked sa do ak-
ceptacného stavu prislichajiucemu tejto skupine dostava automat pdévodny.

Dokaz: vyplyva z konStrukcie d-funkcie LBA A’

(6'(g;,a1) = (¢}, a3,d) & 6(gi,a1) = (¢r,0a2,d")) = (¢ € Qi \q} €
Qr)i, fe{l,...n},n=/K/,a1,a2 € T,al,a5 €I",d,d € {-1,0,1},q5 €
F

Z uvedeného teda vyplyva, ze odhliadntic od rozdielnej Struktary pasky
pracuje novy automat A’ na slove w rovnako, ako stary LBA A na jeho ho-
momorfnom obraze. Plati L(A") C h=!(L(A)) .

h=H(L(A)) € L(4)

-t.j., ze pre vSetky slova, ktoré akceptuje povodny automat A, ak sa na ne
pozerame ako na obrazy homomorfizmu, musi platit, Ze ich vSetky vzory musia
byt akceptované automatom A’:

(Vw € L(A))(Vwy, ... wy, : AN (w) = {wy,...w,}) : {ws,... w,} € L(A")

(h=Y(w) = {wy,...w,}) = (Vi € {1,...n}h(w;) = w)

(Vw € L(A))(Vwy,...wy : (Vi € {1,...n}th(w;) = w) : {ws,... w,} € L(A")

-zaujima nés teda, ¢o spravi LBA A’ so slovami wi,...w, , o ktorych vieme,
7e sa zobrazia homomorfizmom h na automatom A akceptované slovo w.
Hned prvy stav nového LBA A’ a k nemu prislichajica ¢ast d-funkcie vSak
dokazuje, ze A’ v 1. kroku prepiSe vstup na homomorfny obraz a dalej pos-
tupuje podla prisposobenych pravidiel automatu A ( zhodnost vypoétov oboch
automatov na réznych Struktirach pasky ukazuja 4 body 1. ¢asti dokazu ).
Teda z predpokladu, ze pévodny automat akceptuje slovo w vyplyva, Ze nové



LBA A’ musi akceptovat vietky jeho homomorfné vzory. Tvrdenie h~1(L(A)) C
L(A") teda plati.

7 platnosti oboch inklazii vyplyva platnost tvrdenia:
(L(A") € h™H(L(A)) NL(A") 2 hH(L(A))) = L(A") = h™H(L(A))

Zaver:

Veta 1: K lubovolnej kontextovej gramatike G existuje LBA A taky, Ze
L(A) = L(G).
Do6kaz: Dokaz tvrdenia poskytuje doc. RNDr. Branislav Rovan, Csc. ako
stucast prednasok z predmetu 'Formadlne jazyky a automaty’. ..

Veta 2: K ubovolnmu LBA A ezistuje kontextov gramatika G tak, e L(G) =
L(A) — {e}.
Dokaz: Dokaz tvrdenia poskytuje doc. RNDr. Branislav Rovan, Csc. ako
stcast prednésok z predmetu "Formélne jazyky a automaty’. ..

Vyuzitim vety 1 a vety 2 a konstrukciou s dékazom poskytnutou v tomto
dokumente sme pomocou linearne ohranic¢enych automatov dokdzali uzavretost
triedy kontextovych jazykov na inverzny homomorfizmus.
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