Zadanie:
Dokazte, ze problém konecnosti jazyka je pre bezkontextové jazyky rozhodnutel’ny.

Pre dany Le L treba rozhodnut’, ¢i L je koneény alebo nie.
RieSenie: dany problém prevediem na problém prazdnosti pre bezkontextové jazyky.

Vieme, ze podl'a pumpovacej lemy pre bezkontextové jazyky existuji pre V Le Lcr nad
abecedou X ¢isla p, q také, ze V we L, Iwl>p, Ju, v, X, y, z € N také, ze

I. w=uvxyz

2. vy#¢g

3. Ivxyl<q

4. Vi20:uv'xyzeL

Teda ak v jazyku L existuje slovo (resp. slova) dizky viac ako p, potom zo 4. bodu
vyplyva, Ze jazyk L je nekone¢ny.

Ci nejaky jazyk Le L nad abecedou X obsahuje slova dlhsie ako p, zistime tak, Ze
urobime L N X P*' 3" Ked'Ze jazyk X P*' X" je reguldrny, potom prienik tohoto jazyka s
bezkontextovym jazykom L bude bezkontextovy jazyk. Ak je tento prienik neprazdny, je
zrejmé, Ze jazyk L obsahuje slova dlhsie ako p, teda je nekone¢ny. V opa¢nom pripade je
konecny.

A teraz trochu podrobnejsie:

Majme danu bezkontextova gramatiku G = (N, T, P, S)) taku, ze L = L(G).

Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze G je e-free a neobsahuje chain rules.
(Keby taka nebola, tak standardnymi konstrukciami ju prevedieme na pozadovany tvar.)
Z ddkazu pumpovacej lemy vieme, Ze za p mdéZeme zvolit’ &islo m™"',

kde m = max{Iwl; kde X—>weP, XeN}.

Zostrojme teraz deterministicky koneény automat A, pre jazyk X ° 1y
Ap = ( Kpa 23 8p9 q09 Fp )’ kde K = {q07 q17 IR} qp+1}a 2 = T: Fp = {qp+l}'

dp(qi, @) = Qis1 1€ {0,...,p}, acX
8p(qp+1, a)= Jp+1 A€ x

Je zrejmé, Ze takyto automat akceptuje kazdé slovo dizky aspoii p+1 nad danou
abecedou, teda akceptuje jazyk X P*' Y’



Zhrnutie:

V tomto momente mdme definované dva jazyky. Jeden je bezkontextovy a je definovany
bezkontextovou gramatikou a druhy je reguldrny, definovany cez det. kone¢ny automat.
Vieme, zZe prienik bezkontextového a regularneho jazyka je bezkontextovy jazyk.
Pokusme sa teraz pouzitim Standardnych konstrukeii zostrojit’ bezkontextovti gramatiku
pre prienik tychto dvoch jazykov.

Najprv k danej bezkontextovej gramatike G zostrojim automat Ag, akceptujici L(G)
prazdnou pamétou.
Tedaak G=(N, T, P, S), potom Ag = ( Kg={qo}, £ =T, I'c=T UN, 8¢, qo, S, & ), kde

8(qo, & X) = {(qo, u) I X>u e P} V XeN
8c(qo, a, a) = {(qo, €)} VaeT

K tomuto automatu teraz zostrojim automat Ar, ktory akceptuje ten isty jazyk koncovym
stavom.
AF = ( KF, 2, FF, 8(}, qJo, Zo, FF ), kde

Kg= {qO, qdi, q2}= I're=Tg¢ U{ZO}’ Fg = {ql}

Or(qos €, Zo) = {(q1, ZoS )}

8e(qr, & X ) ={(qi, u®) I X>ue P} VXeN
Or(qi,a,a) ={(qi, &)} VaeT (T=Z)
Or(q1. €, Zo) = {(qa, o)}

Tento automat v stave qo len pridd do zdsobnika S, teda pociatocny zasobnikovy symbol
automatu Ag. Potom v stave q; simuluje pracu automatu Ag. Automat Ag akceptuje
vstupné slovo len vtedy, ked’ vyprazdni svoj zasobnik. V takomto pripade zostane v
zasobniku automatu Ar len symbol zy, Co sposobi, Ze automat Ar prejde do akceptacného
stavu qa.

Takze teraz, ked’ uz mame pre jazyk L zadsobnikovy automat Ar akceptujiici koncovym
stavom a pre jazyk ¥ P*' 3" deterministicky kone¢ny automat A, pristipime k d’al3e]
Standardnej konStrukcii a sice zostrojime zdsobnikovy automat A' akceptujtici koncovym
stavom pre prienik tychto dvoch jazykov.

A'= (KpxKp, 2, I'r, 8', [qo, qol, Zo, FrxFy)

0'([q0, 9ol &, zo) = {([q1> qol, ZoS)}

0'([q1, qil, & X)) = {([q1, qil, uR) | X—u e P} V XeN, ie{0,..., p+1}
0'([q1, qil, a, a) ={(qi1, qi+1], &)} VaeX (X£=T), ie{O0,..., p}
8'([q1, gp+1l, @, 2) = {([q1, gp+1], &)} VaeX (X=T)

8'([a1, qil- €. z0) = {([q2. qil. zo)} 1€ {0,..., p+1}

Tento automat md len jeden koncovy stav a sice [q2, qp+1].



Aby sme k danému zdsobnikovému automatu mohli pomocou Standardnej konStrukcie z
prednasky zostrojit” bezkontextova gramatiku, potrebujeme, aby na$ automat akceptoval
prazdnou pamit'ou. V naSom pripade sa to bude dat’ pomerne jednoducho zariadit’, a to
niektorymi drobnymi dpravami.

Vieme, Ze automat A' akceptuje len vtedy, ked’ sa ocitne v akceptatnom stave. Prechod
do tohoto stavu je mozny len vtedy, ked’ sa v zasobniku nachddza jediny symbol z,
(vyplyva to z danych Standardnych konStrukcif). Ak chceme, aby tento automat
akceptoval prazdnou pamétou, staci zabezpecit’ vybratie tohoto symbolu zo zasobnika.

Jedna moznost’ je napriklad:

pridanie d’alSieho riadku &'-funkcie, konkrétne 6'([q2, Qp+1]. €, Zo) = {([q2, Qp+1]- €)},
teda ak sa automat A' nachadzal v akceptaénom stave, mdze zo zasobnika odstranit’
symbol zy, ¢im ho vyprazdni.

Je tu aj ind moznost, ktord nam neskor trochu zjednodusi Zivot.

My vdbec nemusime zvySsit’ pocet riadkov o'-funkcie. Automat A' akceptuje iba v stave
[q2, gp+1]. Pokusme sa upravit’ posledny riadok &'-funkcie tak, aby automat hned’
vyprazdnil zasobnik, ked’ ma dané slovo akceptovat’.

Teraz k automatu A' zostrojim zdsobnikovy automat A akceptujici L(A") prdzdnou
pamétou s prislusnou upravou posledného riadku ¢'-funkcie automatu A', pricom
mnozinu stavov zredukujem na {qo, q; }XKp, ked’Ze uZ nepotrebujem akceptacné stavy.
Staci, aby dané slovo bolo dostato¢ne dlhé a akceptované automatom Ag (v takomto
pripade sa automat Ar dostane do konfiguracie (qy, €, zo), odkial’ prejde do akceptacného
stavu), ndS automat A sa za tekejto situdcie dostane do konfiguracie ([qi, qp+1], €, Zo) a na
zdklade posledného riadku definicie d-funkcie vyprdzdni zdsobnik.

Teda A = ({qo, q1}xKp, Z, T, 8, [qo, qol, 2o, D)

8([q0, qol- &, o) = {([q1 o], ZoS)}

8([a1, qil, & X) = {([q1, qi], u) | X—>u € P} V XeN, i€ {0,..., p+1}
o0([q1, qil, a, a) ={(q1, qi+1], &)} VaeX (X£=T), ie{O0,..., p}
0([q1> gp+1], a, @) = {([q1, qp+1], €)} VaeX (Z=T)

0([q1, gp+1], € 2z0) = {([q1, Gp+1], €)}

Treba poznamenat’, Ze nebolo nutné robit celu tato konstrukciu cez automat Ar.

Ked’ si lepsie vSimneme o-funkciu automatu A zistime, Ze ide v podstate o zltcenie
automatov Ag a A, s tym, Ze mame o jeden zasobnikovy viac, konkrétne zy. Tento
symbol sa zo zasobnika odstrani len vtedy, ked’ je dané slovo akceptované automatom Ag
(¢ize Ag ma na konci vypoctu prazdny zasobnik a vtedy na zasobniku automatu A
zostane prave ono zmienené zo) a zaroveti dizka vstupného slova je dostatoén4, &ize
akceptuje ho aj A,.



Teraz k automatu A akceptujiceho L N X P*!' =" prazdnou pamétou zostrojim
bezkontextovu gramatiku G' taku, ze L(G") = N(A) pouzitim d’al$ej Standardne]
konStrukcie.

GI - ( Nv’ T', PI’ Sv )
N'= {S"YU{(p. z, @)l p, g {qo, Q1 } XK, zeTr (I'e = NUTU{zp})}
T=T=X

P'={
S'=( [qo. Qol, 0, ), 9 {qo, q1 } XK,

([qo, qol, zo, 9 )—([q1, qol, S, 1)(r, zo, q ), 1, q€{qo, q1} XK,

([qh qi]9 X9 q )_>([q17 qi]7 un, I.Il )(rn, un—la I.Il-l)' "(rZ’ u19 q)7 q9 rz’ RS rne {q07 ql}XKp
X—ueP VXeN, u=u;...u,

([a1» qil, a, [q1, gin1])— a VaeT (T=X), i€ {0,..., p}
([q1> gp+1], @, [q1, qps1])— a VaeT (T=X)

([QI, qp+1]9 7, [qh qp+1])_> €
}

Ostava nam uz len jediné, a to zistit', ¢i L(G') =O.
Staci ngjst’ mnozinu netermindlov H, z ktorych sa da odvodit’ terminalne slovo
nasledovnym sp6sobom:
H = (zjednotenie cez vSetky i€ {0,...,IN'l}) Hj,
kde Hy = { XeN'| 3 te(T") také, ze X—teP'},
Hi,y = H; U { XeN'I 3 te(T' UH)" také, Ze X—>teP'}.

Ak do tejto mnoziny patri S, potom je jazyk L N = P*' =" neprazdny, teda L je
nekoneény, v opa¢nom pripde, ked’ S'¢ H (z S' sa ned4 odvodit’ terminalne slovo) je jazyk
L N X P"'Y" prazdny, teda L je koneény.

Ked'ze kazdu z popisanych ¢innosti vieme urobit’ algoritmicky, je problém konec¢nosti
pre bezkontextové jazyky rozhodnutel'ny, ¢btd.



