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1 Problém

Nech jazyk L je regularny. Pomocou dvojsmernych nedeterministickych konec-
nych automatov dokazeme, ze jazyk

L'={w | (Bw € ") (uwvw € L A Ju] = |w| = |v])}

je regularny.

2 Definicie a tvrdenia

Definicia 1 Triedou R requldrnych jazykov nazgjvame mnozZinu jazykov L, pre

ktoré ezistuje requldrna gramatika G, ktord generuje jazyk L, tj.
R=AL|(3G)(L = L(G))}

Definicia 2 Dvojsmerngm konecnym nedeterministickym automatom (2NKA)

nazgvame 5-ticu A = (K,%,9,qo, F), kde K je koneénd mnoZina stavov, ¥ je

vstupnd abeceda, qo € K je pociatoény stav, F' C K je mnozZina akceptacnych

stavov,
§: K x DU {48} — 2fx-1on

pricom plati 6(q,$) C {0,1} a 6(q,¢) C K x {—1,0} pre vsetky q € K.

Definicia 3 Nech # ¢ 3. Dwvojicu (q, ¢X*#3X*$) nazgvame konfigurdcia 2NKA
A.

Definicia 4 Krokom vgpoctu k4 2NKA A nazgvame bindrnu reldciu na mno-
Zine konfigurdcii definovanid nasledovne:

(p, u#tav) Fa (g, ua#tv) < (¢,1) € §(p, a)
(p, u#av) F4 (q,u#av) & (q,0) € (p, a)
(p, ua#v) F4 (q,u#av) & (¢,—1) € §(p,a)

Definicia 5 Jazyk akceptovany 2NKA A definujeme nasledovne:

L(A) = {w | (qo, ¢#w$) 4 (g7, qw#8$),q5 € F}

Veta 1 K lubovolnému 2NKA A existuje requldrna gramatika G, pre ktori plati
L(G) = L(A).

Veta 2 K lubovolnej requldrnej gramatike G existuje 2NKA A taky, Ze L(A) =
L(G).

3 Riesenie

Kedze jazyk L je reguldrny, podla definicie reguldrnych jazykov plati, ze ex-
istuje reguldrna gramatika G takd, ze L(G) = L. Potom z vety 2 vyplyva,
7e ku gramatike G existuje 2NKA A taky, ze L(A) = L(G). Pri dokazovan{
nasho tvrdenia najprv zostrojime 2NKA A’ pomocou automatu A. PopiSeme
konstrukciu automatu A’ v kapitole 3.1 a v kapitole 3.2 ndsledne dokdzeme,
7e naSa konstrukcia je spravna. Kedze vieme zostrojit 2NKA A’ taky, ze
L(A") = L', tak podla vety 1 mézme povedat, ze jazyk L’ je reguldrny.



3.1 Konstrukcia

Nech A = (K,X%,0,q0, F), pricom K = {qo,q1,---sqn}ts F = {Qky Qns - Qe |
k1,kay ...,k € {0,1,...,n},0 < [ < n}. Zostrojime A’ = (K',%,¢,qo, F")
nasledovne:

Mnozina stavov K’ bude obsahovat tri mnoziny stavov, pricom kazd4 mno-
zina stavov akoby zodpovedala mnozine stavov K, tj. stav ¢;, ¢}, p; € K' zod-
poveda stavu ¢; € K.

K =QnQ nPn{qs}
Q=K
Q ={a, 1,0}
P ={po,p1,---,Pn}

Mnozina stavov @ bude slizit na vypocet slova uv, mnozinu Q' vyuzijeme na
vypocet slova w, vlastne iba na odsimulovanie jeho vypoctu a v stavoch mnoziny
P budeme iba posivat hlavu. Na koniec stav g5 bude akceptaény, tj.

F' = {qs}

0'(gi,2) = {(gj; 1)} & ¢ €6(qi,2) 2€%,0<4,5<n (
' (¢:, %) = {(¢}, —1)} (
8"(gi, 1) ={(pj, =)} & ¢; € 0(gj,22) 21,22 €X,0<4,5<n 3
' (pi,2) ={(qj;, -1} 2€X (
§(g,¢) ={(ar. D} & @ € I (
§(qp.2) ={(gr, 1)} z€X (

V (1) presne simulujeme automat A, ¢o je jasne vidiet. Pri tejto simuldcii
spravime 2k krokov. V (2) sa iba prepneme do inej mnoziny stavov. Na to aby
sme odsimulovali vypoéet slova w, musime spravit este k krokov, v ktorych simu-
lujeme jeho vypocet. AvsSak paska ma 2k symbolov, preto v kazdom druhom
kroku, iba posunieme pasku (4). Teda krokov (3) je len k a v nich sa simuluje
vypocet slova w. V (5) prechddzame do akceptaéného stavu za daného predpok-
ladu. V (6) iba presunieme pasku na koniec, aby sme slovo mohli akceptovat.

3.2 Formalny dokaz

L' CL(A):
Chceme ukézat, ze pre kazdé slovo uv € L' existuje akceptacny vypocet v auto-
mate A’. Nech uv € L' = |u| = |v|. Oznatme |u| =k = |v],u = ujuz ... uk,v =

vy ... vy Kedze uv € L', tak (3w € X*)(uvw € L(A)), tj. existuje akceptaény
vypocet v A pre slovo uvw. Tento vypocet vyzera nasledovne:

(QO,U”U/) }_z (Qlaw) l_j& (qja 6)

Vypocet slova uv v A’ vyplyva z konstrukcie d-funkcie. Kym &ftame slovo uw,
vypocet je nasledovny

(qo, d#uq ... ugvy ... vp8) o (gi, dur - .o ugvr . v #S)



Potom v 2k krokoch robime k presunov, pomocou ktorych simulujeme vypocet
slova w. Kedze v automate A sme sa na k krokov dostali k akceptovaniu slova,
tak aj v automate A’ sa dostaneme do stavu, z ktorého mézeme prejst do stavu
akceptacného. Simulovanie vypoctu slova w je nasledovné:

(g5, duq .. upvy .. vp—1#0E8) Far (D), dur .. ugvr .. Vo Hu_108) Far

(¢, dun - . ugvr - . g3 FFUR 2V 1068) Flr (G, Frdua - upvr -0k S)

Cize ak automat A akceptoval slovo uvw, tak aj automat A’ moze prejst do
stavu akceptacéného.

(qp, d#tur .. ugvr ... oR8) i (qp, dur . ougor o #S)

LAY CL:
Nech existuje akceptacny vypocet pre slovo uv v A’. Tento akceptacény vypocet
musf obsahovat konfigurdciu (¢;, duv#8$), pretoze musi podla d-funkcie precitat
celd pasku. Z konstrukcie ¢’-funkcie vyplyva, ze v automate A existuje vypocet
pre slovo uvw a to, (go, uvw) F* (g;, w). Nasledne automat A’ nedeterministicky
generuje slovo w. Podla d-funkcie méme zabezpecené, Ze sa vykond préve k-
krokov, v ktorych sa simuluje generovanie slova w. Nezaujima néas aké je to
slovo, ktorého prefixom je uw, ale zaujima nas ¢i také slovo existuje. Preto sa
teraz bude automat iba prestivat medzi stavmi, tak aby presne po k-krokoch
skonéil v stave, z ktorého moze prejst do akceptaéného stavu. Ak slovo uv
je prefixom nejakého slova z L, tak nedeterminizmus ndm zaruci, ze automat
sa rohodne tak, aby po k krokoch generujicich w skon¢il automat v stave, z
ktorého méze prejst do akceptaéného stavu.

Ak sa automat dostane do stavu gy, slovo w existuje a hlava sa presunie
koniec a automat skonéi v konfiguracii (gr, ¢uv#$).



