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1 Problém

Nech jazyk L je regulárny. Pomocou dvojsmerných nedeterministických koneč-
ných automatov dokážeme, že jazyk

L′ = {uv | (∃w ∈ Σ∗)(uvw ∈ L ∧ |u| = |w| = |v|)}
je regulárny.

2 Defińıcie a tvrdenia

Defińıcia 1 Triedou R regulárnych jazykov nazývame množinu jazykov L, pre
ktoré existuje regulárna gramatika G, ktorá generuje jazyk L, tj.

R = {L | (∃G)(L = L(G))}
Defińıcia 2 Dvojsmerným konečným nedeterministickým automatom (2NKA)
nazývame 5-ticu A = (K, Σ, δ, q0, F ), kde K je konečná množina stavov, Σ je
vstupná abeceda, q0 ∈ K je počiatočný stav, F ⊆ K je množina akceptačných
stavov,

δ : K × Σ ∪ {c|, $} −→ 2K×{−1,0,1}

pričom plat́ı δ(q, $) ⊆ {0, 1} a δ(q, c|) ⊆ K × {−1, 0} pre všetky q ∈ K.

Defińıcia 3 Nech # /∈ Σ. Dvojicu (q, c|Σ∗#Σ∗$) nazývame konfigurácia 2NKA
A.

Defińıcia 4 Krokom výpočtu `A 2NKA A nazývame binárnu reláciu na mno-
žine konfigurácíı definovanú nasledovne:

(p, u#av) `A (q, ua#v) ⇔ (q, 1) ∈ δ(p, a)

(p, u#av) `A (q, u#av) ⇔ (q, 0) ∈ δ(p, a)

(p, ua#v) `A (q, u#av) ⇔ (q,−1) ∈ δ(p, a)

Defińıcia 5 Jazyk akceptovaný 2NKA A definujeme nasledovne:

L(A) = {w | (q0, c|#w$) `∗A (qf , c|w#$), qf ∈ F}
Veta 1 K ľubovolnému 2NKA A existuje regulárna gramatika G, pre ktorú plat́ı
L(G) = L(A).

Veta 2 K ľubovolnej regulárnej gramatike G existuje 2NKA A taký, že L(A) =
L(G).

3 Riešenie

Kedže jazyk L je regulárny, poďla defińıcie regulárnych jazykov plat́ı, že ex-
istuje regulárna gramatika G taká, že L(G) = L. Potom z vety 2 vyplýva,
že ku gramatike G existuje 2NKA A taký, že L(A) = L(G). Pri dokazovańı
nášho tvrdenia najprv zostroj́ıme 2NKA A′ pomocou automatu A. Poṕı̌seme
konštrukciu automatu A′ v kapitole 3.1 a v kapitole 3.2 následne dokážeme,
že naša konštrukcia je správna. Keďže vieme zostrojǐt 2NKA A′ taký, že
L(A′) = L′, tak poďla vety 1 môžme povedať, že jazyk L′ je regulárny.
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3.1 Konštrukcia

Nech A = (K, Σ, δ, q0, F ), pričom K = {q0, q1, . . . , qn}, F = {qk1 , qk2 , . . . , qkl
|

k1, k2, . . . , kl ∈ {0, 1, . . . , n}, 0 ≤ l ≤ n}. Zostroj́ıme A′ = (K ′,Σ, δ′, q0, F
′)

nasledovne:
Množina stavov K ′ bude obsahovať tri množiny stavov, pričom každá mno-

žina stavov akoby zodpovedala množine stavov K, tj. stav qi, q
′
i, pi ∈ K ′ zod-

povedá stavu qi ∈ K.
K ′ = Q ∩Q′ ∩ P ∩ {qf}

Q = K

Q′ = {q′0, q′1, . . . , q′n}
P = {p0, p1, . . . , pn}

Množina stavov Q bude slúžǐt na výpočet slova uv, množinu Q′ využijeme na
výpočet slova w, vlastne iba na odsimulovanie jeho výpočtu a v stavoch množiny
P budeme iba posúvať hlavu. Na koniec stav qf bude akceptačný, tj.

F ′ = {qf}

δ′(qi, z) = {(qj , 1)} ⇔ qj ∈ δ(qi, z) z ∈ Σ, 0 ≤ i, j ≤ n (1)
δ′(qi, $) = {(q′i,−1)} (2)

δ′(q′i, z1) = {(pj ,−1)} ⇔ qj ∈ δ(qj , z2) z1, z2 ∈ Σ, 0 ≤ i, j ≤ n (3)
δ′(pi, z) = {(q′i,−1} z ∈ Σ (4)

δ′(q′i, c|) = {(qf , 1)} ⇔ qi ∈ F ′ (5)
δ′(qf , z) = {(qf , 1)} z ∈ Σ (6)

V (1) presne simulujeme automat A, čo je jasne vidiet. Pri tejto simulácii
sprav́ıme 2k krokov. V (2) sa iba prepneme do inej množiny stavov. Na to aby
sme odsimulovali výpočet slova w, muśıme spravǐt ešte k krokov, v ktorých simu-
lujeme jeho výpočet. Avšak páska má 2k symbolov, preto v každom druhom
kroku, iba posunieme pásku (4). Teda krokov (3) je len k a v nich sa simuluje
výpočet slova w. V (5) prechádzame do akceptačného stavu za daného predpok-
ladu. V (6) iba presunieme pásku na koniec, aby sme slovo mohli akceptovať.

3.2 Formálny dôkaz

L′ ⊆ L(A′) :
Chceme ukázať, že pre každé slovo uv ∈ L′ existuje akceptačný výpočet v auto-
mate A′. Nech uv ∈ L′ ⇒ |u| = |v|. Označme |u| = k = |v|, u = u1u2 . . . uk, v =
v1v2 . . . vk. Keďže uv ∈ L′, tak (∃w ∈ Σ∗)(uvw ∈ L(A)), tj. existuje akceptačný
výpočet v A pre slovo uvw. Tento výpočet vyzerá nasledovne:

(q0, uvw) `∗A (qi, w) `∗A (qj , ε)

Výpočet slova uv v A′ vyplýva z konštrukcie δ-funkcie. Kým č́ıtame slovo uv,
výpočet je nasledovný

(q0, c|#u1 . . . ukv1 . . . vk$) `∗A′ (qi, c|u1 . . . ukv1 . . . vk#$)
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Potom v 2k krokoch rob́ıme k presunov, pomocou ktorých simulujeme výpočet
slova w. Keďže v automate A sme sa na k krokov dostali k akceptovaniu slova,
tak aj v automate A′ sa dostaneme do stavu, z ktorého môžeme prejsť do stavu
akceptačného. Simulovanie výpočtu slova w je nasledovné:

(q′i, c|u1 . . . ukv1 . . . vk−1#vk$) `A′ (pj , c|u1 . . . ukv1 . . . vk−2#vk−1vk$) `A′

(q′j , c|u1 . . . ukv1 . . . vk−3#vk−2vk−1vk$) `∗A′ (q′m, #c|u1 . . . ukv1 . . . vk$)

Čiže ak automat A akceptoval slovo uvw, tak aj automat A′ môže prejsť do
stavu akceptačného.

(qf , c|#u1 . . . ukv1 . . . vk$) `∗A′ (qf , c|u1 . . . ukv1 . . . vk#$)

L(A′) ⊆ L′ :
Nech existuje akceptačný výpočet pre slovo uv v A′. Tento akceptačný výpočet
muśı obsahovať konfiguráciu (qi, c|uv#$), pretože muśı poďla δ-funkcie preč́ıtať
celú pásku. Z konštrukcie δ′-funkcie vyplýva, že v automate A existuje výpočet
pre slovo uvw a to, (q0, uvw) `∗A (qi, w). Následne automat A′ nedeterministicky
generuje slovo w. Poďla δ-funkcie máme zabezpečené, že sa vykoná práve k-
krokov, v ktorých sa simuluje generovanie slova w. Nezauj́ıma nás aké je to
slovo, ktorého prefixom je uv, ale zauj́ıma nás či také slovo existuje. Preto sa
teraz bude automat iba presúvať medzi stavmi, tak aby presne po k-krokoch
skončil v stave, z ktorého môže prejsť do akceptačného stavu. Ak slovo uv
je prefixom nejakého slova z L, tak nedeterminizmus nám zaruč́ı, že automat
sa rohodne tak, aby po k krokoch generujúcich w skončil automat v stave, z
ktorého môže prejsť do akceptačného stavu.

Ak sa automat dostane do stavu qf , slovo w existuje a hlava sa presunie
koniec a automat skonč́ı v konfigurácii (qf , c|uv#$).
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