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h�������	 � fbc� aacg�

�



��� Gramatiky Chomsk�ho hierarchie

Na jazyky sa nemus�me pozera� len ako na ak�si pokus modelova� prirodzen� jazyky� ale nesk%r
uvid�me� "e v podstate ka"d� rozumne pop�san� probl�m je vlastne jazykom� Gramatiky tvoria
apar�t� ktor� je ve mi podobn� deklarat�vnym programovac�m jazykom� a ktor�m mo"no tieto
jazyky �peci�kova�� �o znamen� z�rove! rie�i� pr�slu�n� probl�my�

Fr�zov� gramatiky s$ najv�eobecnej��m modelom� ktor�m mo"no popisova� jazyky� Nesk%r
uvid�me� "e neexistuje "iadny silnej�� v�po�tov� model ako je fr�zov� gramatika�

De�n�cia ����� Fr�zov� gramatika je �tvorica G � �N�T� P� �	� kde N a T s� abecedy
netermin�lnych a termin�lnych symbolov �N � T � 	�� � � N je po�iato�n� netermin�l a
P 
 �N � T 	�N�N � T 	� � �N � T 	� je kone�n� mnoina pravidiel�

Pozn�mka ����� Fakt� "e �u� v	 � P zapisujeme u �
P

v� pr�padne len u � v ak vieme o

ak$ mno"inu pravidiel P ide� Pravidl� u � v�� u � v�� � � � � u � vn s rovnakou  avou stranou
zapisujeme skr�tene u� v�jv�j � � � jvn�

De�n�cia ����� Krok odvodenia v gramatike G je bin�rna rel�cia �
G
na �N � T 	� de�novan�

takto� x �
G

y pr�ve vtedy� ke� existuj� slov� w��w� a pravidlo u� v � P tak�� e x � w�uw��
y � w�vw��

De�n�cia ���� Jazyk generovan� gramatikou G je mnoina L�G	 � fw � T � j �
�

�
G

wg� kde

symbol �
�
G
zna�� re�ex�vny a tranzit�vny uz�ver rel�cie �

G
�

Pozn�mka ����� Ak bude jasn� o ak$ gramatiku ide� budeme namiesto symbolu �
G

p�sa��

De�n�cia ����� Odvodenie �  w�  w�  � � �  wn je postupnos� krokov odvoden�� D�ka
odvodenia je po�et tak�chto krokov�

De�n�cia ����� Vetn� forma je slovo z �N � T 	�� ktor� m�eme z�ska� odvoden�m �odvodzo�
van�m��

De�n�cia ����� Hovor�me� e gramatiky G�� G� s� ekvivalentn�� ak L�G�	 � L�G�	�

Pr�klad ����� Majme nasledovn$ gramatiku� G � �f�g� fa� bg� f� � a�b� � � �g� �	� Ak
za�neme z po�iato�n�ho symbolu � a postupne prepisujeme pod a zadan�ch pravidiel� dostaneme
nasledovn� odvodenie� �  a�b  aa�bb  aaa�bbb  � � � � V ka"dom kroku sme mohli
pomocou pravidla � � � ukon�i� prepisovanie� �i"e je zrejm�� "e L�G	 � fanbn j n � �g� Tento
predpoklad je potrebn� dok�za��


� Treba uk�za�� "e ka"d� w � L�G	 je tvaru anbn� Pou"ijeme matematick$ indukciu �MI�
vzh adom na d "ku odvodenia� Induk�n� predpoklad �IP� je� ka"d� slovo �vetn� forma�
odvoden� na m krokov je tvaru aibi alebo ai�bi�

�� m � � � � � trivi�lne plat�


� Predpokladajme� "e induk�n� predpoklad plat� pre m � k� Dok�"eme� "e plat� pre
m � k � ��

�  w�  � � � wk��

Pod a induk�n�ho predpokladu je wk tvaru aibi alebo ai�bi� teda wk � ai�bi� Teda
wk�� je alebo tvaru aibi� ak sa pou"ilo pravidlo � � �� alebo ai�bi ak sa pou"ilo
pravidlo � � a�b�

�



�� Potrebujeme dok�za�� "e pre ka"d� n vieme vyrobi� slovo tvaru anbn� Pou"ijeme indukciu
vzh adom na n� Induk�n� predpoklad je� na k krokov vieme odvodit slovo tvaru akbk

��  � � � akbk��

�� n � � � � � trivi�lne plat�

� n � k � �� Vieme� "e �  a�b� pou"ijeme IP a � nahrad�me akbk� a teda aakbkb �

an��bn���

Predt�m� ako de�nujeme �peci�lne triedy gramat�k� spome!me jednu d%le"it$ skuto�nos��
Ke&"e gramatika je objekt� ktor� mo"no zap�sa� na kone�n� kus papiera �lebo v�etky mno"iny
tvoriace gramatiku� hlavne ��funkcia� s$ kone�n��� mo"no gramatik�m jedno�jednozna�ne priradi�
prirodzen� ��sla� a teda mohutnos� mno"iny v�etk�ch gramat�k je ��� Naproti tomu� jazyk je
potenci�lne nekone�n� objekt� a teda mohutnos� mno"iny v�etk�ch jazykov nad danou abecedou
je ��� To zna��� "e k ve k�mu mno"stvu jazykov neexistuje gramatika� ktor� ich generuje� Av�ak�
tak� jazyky s$ ve mi zlo"it� a je ve mi �a"k� ich de�nova�� Nesk%r v�ak nieko ko tak�chto jazykov
n�jdeme�

Pozrime sa teraz na r%zne obmedzenia� ktor� m%"eme kl�s� na gramatiky�

De�n�cia ����� Kontextov� gramatika je tak� fr�zov� gramatika� v ktorej pre kad� pravidlo
u� v plat� juj � jvj�

Pozn�mka ���� V p%vodnej Chomsk�ho de�n�cii mali pravidl� tvar u�v � uwv� kde u� v �
�N � T 	�� � � N � w � �N � T 	��

De�n�cia ����� Bezkontextov� gramatika je tak� fr�zov� gramatika� v ktorej P 
 N��N�T 	��

De�n�cia ����� Regul�rna gramatika je tak� fr�zov� gramatika� v ktorej P 
 N � �T ��T �N	�

��� Triedy jazykov

Jazyky del�me na viacer� triedy pod a gramat�k� ktor� ich generuj$� V z�tvork�ch s$ uveden�
anglick� ekvivalenty slovensk�ch n�zvov�

rekurz�vne vy��sliteln
 �fr�zov�� �recursively enumerated�
LRE � fL j existuje fr�zov� gramatika G tak�� "e L � L�G	g

kontextov
 �context sensitive�
LCS � fL j existuje kontextov� gramatika G tak�� "e L � L�G	g

roz��ren
 kontextov
 �extended context sensitive�
LECS � fL j existuje roz��ren� kontextov� gramatika G tak�� "e L � L�G	g

bezkontextov
 �context free�
LCF � fL j existuje bezkontextov� gramatika G tak�� "e L � L�G	g

regul�rne �regular�
R � fL j existuje regul�rna gramatika G tak�� "e L � L�G	g

��� �lohy

�� Je oper�cia zre�azenia komutat�vna) Je asociat�vna)

�� N�jdite jazyky L�� L� tak�� "e L�� je nekone�n� a L�� kone�n� jazyk�

�� Plat� rovnos� f�g � 	)

	



Kapitola �

Norm�lne �normovan�� tvary
bezkontextov�ch gramat�k

Ako n�zov kapitoly napoved�� budeme sa v nej zaobera� v�lu�ne bezkontextov�mi gramatikami�
aj ke& to nebude explicitne uveden��

��� Motiv�cia

Ak m�me n�js� gramatiku pre konkr�tny jazyk� zv���a sa uspokoj�me s n�jden�m jednej� Ku
ka"d�mu jednoduch�mu jazyku existuje cel� trieda gramat�k� ktor� ho generuj$� Ke& chceme
pracova� s gramatikami� �asto po"adujeme� aby boli akosi jednoduch�� T�to kapitola pojedn�va
o tom� ako k nejakej gramatike n�js� k nej ekvivalentn$ gramatiku� ale tak$� aby mala ist� pekn�
vlastnosti�

Jednou z pekn�ch vlastnost� m%"e by� odstr�nenie pravidiel � � � z gramatiky� Tieto pravidl�
ur�ite neposun$ v�po�et nijako dopredu� ba ani in�m smerom� Ka"d�m pou"it�m tak�hoto
pravidla dostaneme v odvoden� t$ ist$ vetn$ formu� M%"eme teda tvrdi� nasledovn��

Lema ������ Nech G je bezkontextov� gramatika a nech G� � �N �� T �� P �� ��	 je gramatika� pre
ktor� plat� N � � N�T � � T� �� � � a P � � P � f� � � j � � Ng� Potom L�G�	 � L�G	�

D�kaz� Dok�"eme dve inkl$zie rovnosti L�G�	 � L�G	�


�

Z predpokladu w � L�G�	� vypl�va� "e � odvodenie slova w v G� �� �
G�

u� �
G�

u� �
G�

� � � �
G�

un � w� Treba n�js� odvodenie slova w v G� Zrejme ak ui �
G�

ui��� tak plat� aj ui �
G

ui��� preto"e P � 
 P � A ke&"e plat� �� � �� tak

� �
G

u� �
G

u� �
G

� � � �
G

un � w� teda w � L�G	�

��

Ke&"e w � L�G	� tak existuje odvodenie � �
G

v� �
G

v� �
G

� � � �
G

vm � w�

Treba n�js� odvodenie slova w v G�� Pou"ijeme na to tak�to trik� To� "e w � G�
��o vo ve�kej v���ine bude �tandardn� postup na�ich d�kazov






znamen�� "e existuje odvodenie tohto slova minim�lnej d "ky�� Vzh adom na
tento predpoklad sa v tomto odvoden� slova w nepou"�va pravidlo � � �� teda
ka"d� pou"it� pravidlo je aj v P � a teda � � �� �

G�

v� �
G�

� � � �
G�

vn � w� �i"e

w � L�G�	�

��� Redukovan� gramatiky

De�n�cia ������ Gramatika G je v redukovanom tvare� ak pre v�etky netermin�ly � plat�

��u� v � �N � T 	� �
�

�
G

u�v	 � ��w � T � �
�

�
G

w	

�� V preklade do �udskej re�i t�to de�n�cia hovor� to� e kad� netermin�l je dosiahnute�n�� a
e z kad�ho netermin�lu vieme v tejto gramatike odvodi� nejak� termin�lne slovo� ��

Pr�klad ������ Nech je dan� gramatika G � �N � f��A�Bg� T � fa� bg� P� �	� kde

P � f� � �A j �b
A� aA
B � aB j bbg

Potom netermin�l B aj so v�etk�mi svojimi pravidlami je $plne zbyto�n� �lebo "iadna vetn� for�
ma odvodite n� v G neobsahuje B� a m%"eme ho z gramatiky odstr�ni�� pritom v�ak dostaneme
ekvivalentn$ gramatiku� Nasleduj$ca lema hovor�� ako n�js� tie netermin�ly z gramatiky� ktor�
sa nikdy nepou"ij$�

Lema ������ Nech G je bezkontextov� gramatika� H je mnoina netermin�lov� H � f� �

N j �u� v � �N � T 	�� �
�

�
G

u�vg� Potom

��

H �

�N�
i��

Hi

kde H� �df f�g� Hi�� � Hi � f� � N j ��� � Hi	� � u�v � Pg

��
L�G	 � L�G�	

kde G� � �H�T� P �� �	 a P � � P � �H � �H � T 	�	�

D�kaz� �� Indukciou by sme po ahky dok�zali� "e H �
S�
i��Hi� Mus�me v�ak uk�za�� "e

nemus�me robi� zjednotenie donekone�na� ale sta�� po celkov� po�et netermin�lov� Uve�
domme si� "e akon�hle Hi � Hi��� potom u" pre v�etky j � i bude plati� Hj � Hi� To
znamen�� "e mohutnos� mno"�n Hi rastie� Ale r�s� m%"e len po ��slo �N � Ke&"e nem%"e
existova� rast$ca postupnos� ��sel �� 
� ���� n d*"ky v���ej ako n� je tvrdenie dok�zan��

�ka�d� zdola ohrani�n� podmno�ina cel�ch ��sel m� minimum	 my si m��eme vytvori
 mno�inu �w �
fn j � odvodenie slova w� pri�om odvodenie m� ve�kos
 ng	 t� je zrejme zdola ohrani�en�

�t�j� �e existuje vetn� forma� ktor� ho obsahuje a je odvodite�n� v tejto gramatike z po�iat� netermin�lu

�



�� Na d%kaz inkl$zie L�G�	 
 L�G	 si sta�� uvedomi�� "e ka"d� pravidlo z P � je z�rove!
pravidlom z P a teda ka"d� krok odvodenia v G� je krokom odvodenia v G� Indukciou k
d*"ke odvodenia slova w � L�G�	 by sme po ahky t$to inkl$ziu dok�zali�

Inkl$zia L�G	 
 L�G�	 je trochu �a"�ia� Na��astie� op�� vieme overi�� "e ka"d� pravidlo z
P pou"it� pri odvoden� slova w � L�G	 je z�rove! pravidlom z P �� Toti"� ak sme pou"ili
pravidlo � � X pri odvoden� slova w � L�G	� znamen� to� "e existuj$ slov� wi� wi��� u�
v tak�� "e � �

�
G

wi� wi �
G

wi��� wi � u�v� wi�� � uXv� Ale pod a de�n�cie mno"iny H

potom � � H � a tak �� � X	 � P ��

Pr�klad ������ Nech G � �N � f��A�Bg� T � fa� bg� P� �	�

P � f� � aA j �
A� aBjb�
B � bBg�

(ahko sa mo"no presved�i�� "e "iadne termin�lne slovo sa ned� odvodi� z netermin�lu B� To
zna��� "e tento symbol m%"eme z gramatiky odstr�ni� spolu so v�etk�mi pravidlami� ktor� maj$
na avo alebo napravo slovo� ktor�ho je s$�as�ou� Nasledovn� lema hovor� o tom� ako n�js� v�etky
tak�to zbyto�n� netermin�ly�

Lema ������ Nech G � �N�T� P� �	 je bezkontextov� gramatika� nech w
�

�
G

t � T �� Potom

w � �H � T 	�� kde H je mnoina de�novan� analogicky ako v prech�dzajucej leme��

D�kaz� Tvrdenie dok�"eme indukciou vzh adom na po�et krokov odvodenia termin�lneho slova
t z vetnej formy w�
B�zu indukcie by mohlo tvori� ��slo � ako po�et krokov odvodenia� Trivi�lne toti" plat� t �

�
G

t

a t � T � 
 �H � T 	�� Nech w �
G

w�
�

�
G

t� Pod a induk�n�ho predpokladu w� � �H � T 	��

Z de�n�cie rel�cie �
G

vypl�va� "e existuj$ vetn� formy u� v�X � netermin�l � a pravidlo �� �

X	 � P tak�� "e w � u�v� w� � uXv� Ke&"e plat� w� � uXv � �H � T 	�� patr� aj vetn� forma
X mno"ine �H � T 	�� Z de�n�cie mno"iny H plynie� "e potom aj � � H � a teda z doteraj��ch
predpokladov u� v � �H � T 	�� � � H vypl�va dokazovan� tvrdenie w � u�v � �H � T 	��

Lema ����� Nech G � �N�T� P� �	 je bezkontextov� gramatika� nech

H � f� � N j ��w � T �	�
�

�
G

wg

Potom plat�

�� H �
S�N
i�� Hi� kde H� � f� � N j ��t � T �	 � � t � Pg� Hi�� � Hi � f� � N j � � t �

P� t � �T �Hi	
�g

�� L�G	 � L�G�	� kde G� � �H�T� P �H � �H � T 	�� �	�

D�kaz� �� Dokazuje sa $plne analogicky ako prv� �as� ������

�� Dokazuje sa analogicky ako v ������ len si treba uvedomi�� "e ak sme pri odvoden� w � L�G	

pou"ili pravidlo � � X � potom existuj$ vetn� formy w�� w�� u� v tak�� "e � �
�
G

w� �G

�Tu bude H � f� � N j ��w � T �� �
�

��
G

w g

�



w�
�

�
G

w � T �� w� � u�v� w� � uXv� Potom ale � � H �pod a lemy ������� a tak pravidlo

�� � X	 � P ��

Veta ������ K �ubovo�nej bezkontextovej gramatike G � �N�T� P� �	 existuje redukovan� gra�
matika G� s �ou ekvivalentn��

D�kaz� Ak ku gramatike G n�jdeme s !ou ekvivalentn$ gramatiku obsahuj$ce len tak� neter�
min�ly� z ktor�ch vieme odvodi� termin�lne slovo �pod a lemy ������ a potom t$to gramatiku
uprav�me na G� tak� aby neobsahovala nedosiahnute n� netermin�ly �pod a lemy ������� sme
hotov��
Dok�"eme� "e t�to gramatika u" neobsahuje ani netermin�ly� z ktor�ch sa ned� odvodi� ter�
min�lne slovo� Toti"� z ka"d�ho netermin�lu � � N� sa d� v G� odvodi� nejak� termin�lne slovo
w odvoden�m �  w�  ��� wn � w� Ale ka"d� tak�to odvodenie v G� je aj odvoden�m v G��
lebo slov� wi obsahuj$ len dosiahnute n� netermin�ly z G�� ktor� t�m p�dom patria gramatike
G��
�� Keby sme poradie krokov vymenili� nemuseli by sme dospie� k cie�u ��

��� Stromy odvodenia

T�to kapitolka bola odpredn��an� neform�lne�  udsky� Nasleduj$ce de�n�cie vznikli v hlav�ch
autorov tohto textu ako ak�si rie�enie $lohy formalizova� pojem stromu odvodenia� ktor$ zadal
predn��ajuci�

De�n�cia ����� Exstrom je dvojica strom� funkcia f � kde f prira�uje kadej orientovanej hrane
stromu nejak� prirodzen� ��slo a pre kad� vrchol v a mnoinu v�etk�ch jeho priamych nasle�
dovn�kov fv�� ���� vng plat� ff�vvi	 j i � �� 
� ���� ng � f�� 
� ���� ng�

De�n�cia ����� Nech G � �N�T� P� �	 je bezkontextov� gramatika� a nech � �
�
G

w� Stromom

odvodenia slova w je dvojica exstrom �S� f	� funkcia F � V �S	� N � T � pre ktor� plat�

�� Kore�u stromu S je priraden� � �F �v�	 � ��

�� Funkcia F prira�uje listom v�lu�ne termin�ly a vn�torn�m vrcholom netermin�ly

�� Ak mnoina v�etk�ch nasledovn�kov vrchola v je fv�� v�� ���� vmg tak plat� implik�cia

��i	f�vvi	 � i � � F �v	� F �v�	F �v�	���F �vm		 � P

�� Ak zavedieme funkciu g z mnoiny vrcholov do mnoiny postupnost� prir� ��sel tak� e
kore�u prirad�me pr�zdnu postupnos� a kad�mu �al�iemu vrcholu v postupnos� priraden�
jeho otcovi u pred�en� o f�uv	� potom ak mnoina v�etk�ch listov je fl�� l�� ���� lkg a plat�
g�li	 	� g�lj	 pre v�etky i 	 j� kde 	� je rel�cia lexikogra�ck�ho usporiadania� potom

F �l�	F �l�	���F �lk	 � w

Pozn�mka ����� Jednotliv� body okrem posledn�ho v de�n�cii hovoria� "e dvojica �T� f	 je
stromom odvodenia a posledn�� "e tento strom odvodenia je stromom odvodenia slova w�

Pozn�mka ����� Pojem z de�n�cie ����� sa zrejme v "iadnej literat$re nenach�dza� Exstrom
je vlastne strom� v ktorom plat�� "e deti ka"d�ho otca s$ usporiadan��





Ako si pozorn� �itate u" iste uvedomil� strom odvodenia nede�nuje gramatiku� Strom odvo�
denia konkr�tneho slova v konkr�tnej gramatike ur�uje konkr�tne odvodenie tohto slova v tejto
gramatike�
V +�, je cvi�enie� ktor� po"aduje� aby rie�ite zistil� �i ist� slovo w patr� do jazyka generovan�ho
istou gramatikou G� pri�om je uveden� strom odvodenia in�ho slova v G� To v�ak neznamen��
"e strom odvodenia de�nuje gramatiku� Znamen� to len to� "e strom odvodenia de�nuje ist$
podmno"inu gramatiky� Ak zist�me� "e w patr� jazyku generovan�ho touto podgramatikou� po�
tom patr� aj jazyku generovan�ho celou gramatikou� Ak nie� potom odpove&ou na toto cvi�enie
je � Nevieme�

De�n�cia ���� Hovor�me� e bezkontextov� gramatika G je viaczna�n�� ak v L�G	 existuje
slovo s aspo� dvoma r�znymi stromami odvodenia� Inak hovor�me� e G je jednozna�n��

De�n�cia ����� Hovor�me� e bezkontextov� jazyk L je jednozna�n�� ak existuje jednozna�n�
bezkontextov� gramatika G� tak�� e L � L�G	� Inak � hovor�me� e L je vn�torne viaczna�n��

Pr�klad ����� Pr�kladom vn$torne viaczna�n�ho jazyka je jazyk
L � fanbnckk n� k � �g � fakbncnk n� k � �g�
��Idea d�kazu� e tento jazyk je naozaj vn�torne viaczna�n�� Kad� z t�ch dvoch polovi�iek

jazyka si vyaduje rovnak� sp�sob odvodzovania� Ale slov� anbncn sa potom daj� odvodi� dvoma
sp�sobmi� ��

De�n�cia ����� Hovor�me� e odvodenie w� � �  w�  ���  wn � w slova w je �av�m
krajn�m �prav�m krajn�m� odvoden�m� ak plat�

��i	��u� � T �� � � N� u� � �N � T 	�� �� � 
	 � P 	 wi � u��u� � wi�� � u�
u�

� ��i	��u� � �N � T 	�� � � N� u� � T �� �� � 
	 � P 	 wi � u��u� � wi�� � u�
u�	

�� �av�m krajn�m� resp� prav�m krajn�m odvoden�m teda rozumieme tak� odvodenie� v
ktorom v kadom kroku odvodenia nahradz�me ten netermin�l� ktor� je naj�avej�� �najpravej���
zo v�etk�ch netermin�lov danej vetnej formy� ��

Lema ����� Nech G � �N�T� P� �	 je bezkontextov� gramatika� nech w � L�G	� Potom existuje
�av� krajn� aj prav� krajn� odvodenie slova w v G�

��� Chomsk�ho norm�lny tvar

De�n�cia ������ Hovor�me� e gramatika G � �N�T� P� �	 je v Chomsk�ho norm�lnom tvare�
ak P 
 N � �T � f�g �NN	�

Veta ������ Ku kadej bezkontextovej gramatike G existuje gramatika G� s �ou ekvivalentn��
ktor� je v Chomsk�ho norm�lnom tvare�

D�kaz� �� Najprv uk�eme� ako tak�to gramatiku G� vytvor�me� a potom dok�eme� e je naozaj
s �ou ekvivalentn�� ��
Nech N � fA�� A�� ���� Amg� T � fa�� a�� ���� ang� Potom de�nujeme mno"inu nov�ch neter�
min�lov N� � f�i j i � �� 
� ��� ng � f��g a mno"inu nov�ch pravidiel pre tieto netermin�ly
P � � f�i � ai j i � �� 
� ���� ng � f�� � �g� Zave&me homomor�zmus h � �N � T 	 � �N � N�	
takto� h�x	 � x pre x � N a h�ai	 � �i pre ai � T � Prist$pme k de�n�cii gramatiky G�

ekvivalentnej s G� ktor� u" je bli"�ie k Chomsk�ho norm�lnemu tvaru ako p%vodn� G� Nech
�t�j� ak ka�d� gramatika generujca L je viaczna�n�

�



G� � �N � N�� T� P� � P �� �	� kde P� � f� � h��	 j � � � � Pg� Gramatika G� nie je v
Chomsk�ho norm�lnom tvare u" len z toho d%vodu� "e prav� strany pravidiel s$ dlh�� pr�padne
kr�tke� To naprav�me nasledovnou kon�trukciou� Nech d� je d*"ka pravej strany pravidla 
��

G�� �N�� T� P�� �	� kde
N� � N� � f��i j 
i � P� � d� � 
� i � �� 
� ���� d� � 
g a
P�� f
j 
 � P� � �d� � 
 � 
 � N � f�gg�
f�� �� j ��� 	 � P� � jj � �g�
f�� ����j 
 � �� �����n � d� � n � 
g�
f��i � i����i��j 
 � �� �����n � d� � n � 
 � i � �� 
� ���� n� �g�
f��d����� � n��n j 
 � �� ����n � N�g � P �

Zost�va dok�za�� "e G� je v Chomsk�ho norm�lnom tvare a "e L�G	 � L�G�	�

�� Po ahky nahliadneme� "e G� je v Chomsk�ho norm�lnom tvare� ak si v�imneme� ak�
pravidl� sme do P� d�vali�

�� Ponech�vame ako cvi�enie �itate ovi� �� Podot�kame len� "e pri d%kaze inkl$zie L�G�	 

L�G	 sa n�m bude  ahko postupova�� ak sa oprieme o lemu ������

��� Greibachovej norm�lny tvar

De�n�cia ������ Hovor�me� e bezkontextov� gramatika G � �N�T� P� �	 je v Greibachovej nor�
m�lnom tvare� ak plat� P 
 N � T �N � T 	��

Pozn�mka ������ V knihe +�, je trochu in� de�n�cia Greibachovej norm�lneho tvaru� My
budeme pou"�va� t$to� trochu zjednodu�en$�

De�n�cia ������ Ak A je netermin�lnym sybolom gramatiky G � �N�T� P� �	� potom A�
pravidlom nazveme kad� pravidlo A� � � P �

Lema ������ Nech G � �N�T� P� �	� 
 � A � B� � P � Nech B � �i�i � �� 
� ����m	 s�
v�etky B�pravidl�� Potom G� � �N�T� P �� �	� kde P � � P � f
g � fA � �i� j i � �� 
� ����mg je
ekvivalentn� gramatike G�

Lema ������ Nech G � �N�T� P� �	 je gramatika� A � N � Z �� N � Nech PA �
fA � A�i j i � �� 
� ����mg je mnoina v�etk�ch A�pravidiel� ktor� maj� na za�
�iatku pravej strany netermin�l A�  alej nech A � i� i � �� ���� n s� v�etky
zvy�n� A�pravidl�� Nech gramatika G� � �N � fZg� T� P �� �	� ktorej mnoina pravidiel
P � � P � PA � fA� iZ j i � �� 
� ���� ng � fZ � �i� Z � �iZ j i � �� 
� ����mg� Potom L�G	 �
L�G�	

Veta ������ Ku kadej bezkontextovej gramatike G existuje ekvivalentn� gramatika G� v Greiba�
chovej norm�lnom tvare�

D�kaz� Nech G � �N � fA�� A�� ���� Ang� T� P� �	��
V prvom kroku n�jdeme gramatiku G� � �N�� T� P�� �	 ekvivalentn$ s G tak$� "e

Ai � Aj� � P� � i 	 j� Budeme postupova� indukciou� Predpokladajme� "e pre i � �� 
� ���� k

�Form�lne� nech d��� � j�j
�Trvajce dlh� hodiny po�as dlh�ch zimn�ch ve�erov
�Treba si v�dy zvoli
 �o najvhodnej�ie pln� usporiadanie mno�iny netermin�lov

��



u" plat� Ai � Aj� je pravidlom�� potom i 	 j� Upravme teraz Ak���pravidl� nasledovne� Pod a
lemy ��
�� a induk�n�ho predpokladu sa n�m ka"d� Ak���pravidlo podar� na najviac k krokov
previes� na skupinu Ak�� pravidiel� ktor�ch prav� strana za��na termin�lom alebo netermin�lom
s indexom v����m alebo rovn�m k � �� Potom pod a lemy ��
�� zaveden�m nov�ho netermin�lu
dok�"eme odstr�ni� pravidl� s pravou stranou za��najucou symbolom Ak��� Uvedomme si� "e
pravidl� pre tieto nov� netermin�ly za��naj$ nejak�m termin�lom alebo netermin�lom z p%vod�
nej mno"iny N � Po $prave v�etk�ch pravidiel z P potom &al��m pou"it�m lemy ��
�� bud$ aj
pravidl� pre nov� netermin�ly v po"adovanom tvare�

��	 Bezepsilonov� gramatiky

De�n�cia ������ Bezkontexotv� gramatika G je v bezepsilonovom tvare �is ��free�� ak
P 
 N � �N � T 	�

Pozn�mka ������ Pravidlu � � � hovor�me tie" epsilonov��

V nasleduj$com odseku sa dozvieme� "e trieda bezepsilonov�ch CF �gramat�ky je akosi tak�
mer ekvivalentn� s triedou v�etk�ch CF �gramat�k� �i"e ak zak�"eme pou"�vanie epsilonov�ch
pravidiel� v princ�pe sme toho ve a nezak�zali�

Veta ������ K �ubovo�nej bezkontextovej gramatike G existuje bezepsilonov� bezkontextov� gra�
matika G� tak�� e L�G	� f�g � L�G�	�

D�kaz� Nech H � f� � N j �
�

�
G

�g� Nech G� � �N�T� P �� �	� kde

P � � f�� �����m j �i � �N � T 	�	 �
����� ��� ���� �m�� � H	��� ���������m���m��m	 � Pg � N � �N � T 	��
Gramatika G� je iste v bezepsilonovom tvare� D%kaz rovnosti L�G	�f�g � L�G�	 pre nedostatok
miesta neuv�dzame�

Pr�klad ������ Dan� je gramatika G � �N�T� P� �	� N � f��A�B�C�D�Eg� T � fa� b� cg�
P � f� � CDE j aAb�
A� aB j c�
B � cEA j b�
C � EE j BcB�
D � � j d�
E � D j B g�
�tandarn�m sp%sobom zostrojte gramatiku G� tak$� "e L�G	 � f�g � L�G�	 a G� neobsahuje
epsilonov� pravdil��

Rie�enie� H� � fDg� H� � fD�Eg� H� � fD�E�Cg� H	 � fD�E�C� �g� H
 �
fD�E�C� �g � H	 � H �
P � � f� � CDEjCDjCEjDEjCjDjE j aAb�
A� aB j c�
B � cEAjcAj b�
C � EEjEj BcB�
D � d�
E � D j Bg

�Formul�ciu je pravidlom vol�me preto� lebo form�lne zap�sa
� do ktorej mno�iny pravidiel ktorej gramatiky
patr� by bolo trestom aj pre silnej�ie povahy

��



Pozn�mka ������ Z faktu� "e � � H vypl�va� "e � � L�G	 a ke&"e pr�zdne slovo nepatr�
do "iadneho jazyka generovan�ho bezepsilonovou gramatikou� neplat� tu L�G	 � L�G�	� ale len
L�G	� f�g � L�G�	�

��
 Re�azcov� pravidl� �Chain Rules

De�n�cia ������ Re�azcov�m pravidlom naz�vame kad� pravidlo 
 � N �N � Tak�to pravidl�
tie naz�vame chain rules�

��Ide teda o pravidl� typu � � �� kde �� � s� netermin�ly� ��

Lema ������ Nech G � �N�T� P� �	 je bezkontextov� gramatika� nech � � � � P � � � N � Oz�
na�me N� � fw � �N � T 	� j �� � w	 � Pg� Potom L�G	 � L�G�	� kde G� � �N�T� P �� �	�
P � � P � f� � � j �� � � Ng � f� � w j w � N�g�

D�kaz� D%kaz sa vo ve kej miere opiera o lemu ��
���

Nasledovn� veta hovor� o tom� ako k danej bezkontextovej gramatike n�js� ekvivalentn$
bezkontextov$ gramatiku bez chain rules� Lema ����� obsahuje len z�kladn$ my�lienku� Ke�
by sme v�ak odstra!ovali chain rules z gramatiky v  ubovo nom porad� bez rozmyslu� mohli by
sme sa zacykli�� Pre nedostatok miesta uv�dzame aj nasledovn$ vetu bez form�lneho d%kazu�
Namiesto neho uv�dzame algoritmus� pod a ktor�ho ekvivalentn$ gramatiku bez chain rules
zostroj�me�

Veta ������ K �ubovo�nej bezkontextovej gramatike G existuje ekvivalentn� bezkontextov� gra�
matika G� ktor� neobsahuje chain rules�

Algoritmus zostrojenia ekvivalentnej gramatiky bez chain rules�

Nech G � �N�T� P� �	� N � fN�� N�� ���� Nng�

�� Pre i � n� n � �� ���� � rob nasledovn�� Aplikovan�m lemy ����� na Ni�pravidl� zostroj
ekvivalentn$ gramatiku G�� pre ktor$ plat�� "e ak re�azcov� pravidlo �Nk � Nl	 � P�� tak
k � l�

�� Pre i � �� 
� ���� n rob nasledovn�� Aplikovan�m lemy ����� na Ni�pravidl� zostroj ekviva�
lentn$ gramatiku G�� ktor� neobsahuje chain rules�

Z lemy 
���� vypl�va� "e po ka"dom kroku tohto algoritmu dostaneme gramatiku ekvivalentn$
s p%vodnou� Jedin�� �o treba overi�� je to� "e tento proces je kone�n�� D%kaz kone�nosti by sa
dal uskuto�ni� d%kazom nasleduj$cich tvrden�� ktor� s$ jednoduch�ie ako cel� na�e tvrdenie�
s$ v�ak v�eobecnej�ie� a teda sa  ah�ie dok�"u matematickou indukciou� Tvrdenia� ktor�
hovoria ve a� sa matematickou indukciou dokazuj$ s�ce dlho� lebo treba ve a dok�za�� no v�ak
 ah�ie� lebo m�me siln� induk�n� predpoklad a teda v induk�nom kroku sa m��me
oprie� o cel� rad predpokladov� Nasleduj$ tvrdenia� z ktor�ch vypl�va kone�nos� algoritmu�

�� Nahraden�m re�azcov�ho pravidlaNj � Nk� kde j 	 k v j�tom kroku prvej f�zy nepribudlo
"iadne tak� re�azcov� pravidlo Nl � Nm� "e l 	 m�

�� Po i�tom kroku prvej f�zy neexistuje j � �n� i��	� k � j� tak�� "e Nj � Nk je pravidlom�

�� Nahraden�m re�azcov�ho pravidla Nj � Nk �j � k� v i�tom kroku druhej f�zy nepribudlo
"iadne re�azcov� pravidlo�

��



	� Po i�tom kroku druhej f�zy neexistuje "iadne re�azcov� Nj�pravidlo pre j � i�


� Ka"d� klesaj$ca postupnos� prirodzen�ch ��sel je kone�n��

Indukciou by sme po ahky dok�zali konjunkciu prv�ho a druh�ho tvrdenia� resp� konjunkciu
tretieho a �tvrt�ho tvrdenia�

��� �lohy

�� N�jdite bezkontextov$ gramatiku G� v ktorej bude existova� netermin�l� ktor� nem%"e by�
s$�as�ou vetnej formy� ktor$ v G vieme odvodi� na menej ako n� � krokov�

�� Dok�"te vetu o Chomsk�ho norm�lnom tvare�

�� Zostrojte gramatiku v Chomsk�ho norm�lnom tvare a v Greibachovej norm�lnom tvare pre
jazyk L � faibiajb�jg�

��



Kapitola �

Kone�n� automaty

��� Deterministick� kone�n� automat

Najsk%r si zavedieme najjednoduch�� druh automatu pomocou �tyroch nasleduj$cich de�n�ci��
Pod a tejto sch�my bud$ de�novan� v�etky druhy automatov� �i"e tieto de�n�cie maj$ z�sadn�
v�znam�

De�n�cia ����� Deterministick� kone�n� automat A je p!tica �K��� �� q�� F 	� kde K je kone�n�
mnoina stavov� � je vstupn� abeceda� q� � K je po�iato�n� stav� F 
 K je mnoina akcepta�n�ch
�koncov�ch� stavov a � � K ��� K je prechodov� funkcia�

De�n�cia ����� Kon�gur�cia deterministick�ho kone�n�ho automatu je prvok �q� w	 � K����
kde q je stav automatu a w je zvy�ok vstupn�ho slova�

De�n�cia ���� Krok v�po�tu deterministick�ho kone�n�ho automatu A je rel�cia �
A
na kon��

gur�ci�ch de�novan� �q� av	 �
A
�p� v	� p � ��q� a	

De�n�cia ����� Jazyk akceptovan� deterministick�m kone�n�m automatom A je mnoina

L�A	 � fw � �� j �q�� w	
�

�
A
�q� �	� q � Fg

Pozn�mka ����� Deterministick� kone�n� automat sa ozna�uje skr�tene ako DKA� pr�padne
z anglick�ho jazyka DFA �deterministic �nite automaton��

Pozn�mka ����� � funkciu zvykneme zapisova� aj prechodovou tabu kou �tabu ka ���� alebo
prechodov�m diagramom �obr�zok ����� Prechodov� tabu ka by mala by� intuit�vne jasn�� zas�
tavme sa pri prechodovom diagrame� Jednotliv� stavy automatu sa kreslia kru"nicou� do ktorej
sa p��u n�zvy stavov� Ak sa jedn� o koncov� stav� kresl�me ho dvojitou kru"nicou� Na po�iato�n�
stav v diagrame ukazuje ��pka� Ak v automate plat� ��q� a	 � p� potom stavy q a p v diagrame
spoj�me orientovanou hranou smeruj$cou k vrcholu p ohodnotenou symbolom a�

Pr�klad ����� A � �fqo� q�g� fa� bg� �� q�� fq�g	
��q�� a	 � q� ��q�� b	 � q� ��q�� a	 � q� ��q�� b	 � q�

Tento automat zis�uje� �i m� vstupn� slovo p�rny po�et p�smen a� �i"e
L�A	 � fw � fa� bg� j�aw je parnyg� Pre vstupn� slovo abaaba bude vyzera� v�po�et takto�
�q�� abaaba	 � �q�� baaba	 � �q�� aaba	 � �q�� aba	 � �q�� ba	 � �q�� a	 � �q�� �	

�	



� a b
q� q� q�
q� q� q�

Tabu ka ���� prechodov� tabu ka

q0 q1

a

a
b b

Obr�zok ���� prechodov� diagram

��� Nedeterministick� kone�n� automat

De�n�cia nedeterministick�ho kone�n�ho automatu pozost�va z rovnak�ch �tyroch �ast� ako pri
DKA� pri�om sa men� len de�n�cia automatu a kroku v�po�tu�

De�n�cia ����� Nedeterministick� kone�n� automat A je p!tica �K��� �� q�� F 	� kde K je
kone�n� mnoina stavov� � je vstupn� abeceda� q� � K je po�iato�n� stav� F 
 K je mnoi�
na akcepta�n�ch �koncov�ch� stavov a � � K � �� � f�g	� 
K je prechodov� funkcia�

De�n�cia ����� Krok v�po�tu nedeterministick�ho kone�n�ho automatu A je rel�cia �
A
na kon�

�gur�ci�ch de�novan� �q� an	 �
A
�p� n	� p � ��q� a	

Pozn�mka ����� Nedeterministick� kone�n� automat sa ozna�uje skr�tene ako NKA� pr��
padne z anglick�ho jazyka NDFA �non�deterministic �nite automaton��

Pozn�mka ����� Hlavn� rozdie medzi deterinistick�m a nedeterministick�m automatom je�
"e ��q� a	 je mno"ina stavov �aj pr�zdna� a nie jeden stav� V�raz ��q� a	 � fp�� p�� � � � � png potom
ch�peme tak� "e automat sa v stave q pri ��tan� symbolu a m%"e rozhodn$� do ak�ho stavu sa
dostane po posune ��tacej hlavy� Na danom slove m%"e teda prebieha� viacero r%znych v�po�tov�
pri�om niektor� s$ akceptuj$ce� niektor� neakceptuj$ce�

q5

a,b

q1 q2 q3

b a b a

q1q0

a

a,b

Obr�zok ���� NKA pre slov� obsahuj$ce podslovo ababa

Pr�klad ����� N�js� automat� ktor� akceptuje slov� obsahuj$ce ababa� Jeho prechodov� dia�
gram je na obr�zku ����

�




��� Ekvivalencia DKA a NKA

O automatoch sa daj$ vyslovi� a dok�za� podobn� vety o redukcii ako o gramatik�ch� My sa t�m
ale nebudeme zaobera�� Jedn�m z &al��ch norm�lnych tvarov pre automaty je aj ten nasleduj$ci�

Veta ���� K �ubovoln�mu nedeterministick�mu kone�n�mu automatu A existuje nedetermini�
stick� automat A� bez � �t�j� ��q� �	 �� 	 � q� tak� e L�A	 � L�A�	

TODO� obrazok

Obr�zok ���� kon�trukcia A�

D�kaz� Sk$sme formalizova� kon�trukciu automatu A� z obr�zku ����
A� � �K ����� ��� q��� F

�	� K � � K� �� � �� q�� � q�� F � � F � fq� j � � L�A	g�� �q��
� � fp j �q� �	

�

�
�p� �	g
���q� a	 � fp j p � �s��� s � ��q� a	g � q �� q�
���q�� a	 � fp j p � �s��� s � ��r� a	� r � �q���g

Treba uk�za�� "e L�A�	 � L�A	


�

w � a� � � � an � L�a	�	 � existuje akceptuj$ci v�po�et w v A �q��� a� � � � an	 �
A�

�q�� a� � � � an	 �
A�

� � � �
A�

�qn� �	 qn � F ���ai � Z Treba n�js� akceptuj$ci v�po�et

na w v A� Tvrd�me� "e pre ka"d� i �qi� ai�� � � � an	
�

�
A
�qi��� ai�� � � � an	

� i � � ak ��qi� ai	 � qi�� �d� sa to urobi� priamo� ak ��qi� ai	 �� qi��� potom z

de�n�cie �� existuje r � �q���js � ��r� ai��	 qi�� � �s�� � �qi� ai��	
�

�
A
�qi��� �	

� i �� � podobne ako pre i � �� teda �q��� a� � � � an	
�

�
A

�qi� a� � � � an	
�

�
A
� � �

�

�
A

�qn� �	- qn � F � � qn � F � qn � q�

� � L�A	� �q�� �	
�

�
A�

�q� �	� q � F

��

w � a� � � � an � L�A	� ai � � � f�g �q�� a� � � � an	
�
A

�q�� a� � � � an	 �
A
� � � �

A
�qn� �	� qn � F � .V�zna�n�/ s$ tie kon�gur�cie

�qi� ai�� � � � an	� kde ai�� � �� Nech i�� i�� � � � � ik s$ v�etky indexy .v�z�
na�n�ch/ kon�gur�ci�� Nech k � �� Potom w � ai�ai� � � � aik a ���q�� aij 	 �
qi���� �

��qij��� aij 	 � qij����� Teda �q�� ai� � � � aik 	 �
A�

�qi���� a�� � � � aik 	 �
A�

� � � �
A�

�qn� �	� Ak k � �� w � � a � � L�A�	 pod a def� F ��

Pr�klad ���� TODO� obrazky
�podmienen� mno�ina TODO� vysvetli

�epsilonov� chvost

��



Veta ���� K �ubovoln�mu nedeterministick�mu kone�n�mu automatu A existuje determini�
stick� kone�n� automat A� tak�� e L�A	 � L�A�	�

D�kaz� Bez straty na v�eobecnosti predpokladajme� "e A je bez �� Zostrojme A� takto� K � �

K � fqB jB � Kg� �� � �� q�� � qfq�g� F

� � fqB jB � F �� 	g� ���qB � a	 � qC � kde C � fq �
K j q � ��S� a	� S � Bg� Treba uk�za�� "e L�A�	 � L�A	� �ai � ��


�

w � a� � � � an � L�A�	� t�j� existuje v�po�et �qB� � a� � � � an	 �
A�

�qB� � a� � � � an	 �
A�

� � � �
A�

�qbn � �	� qbn � F �� Treba n�js� v�po�et v A� qBn � F � � Bn � F �� 	� t�j�

existuje qn � F �Bn� V�po�et v A zostroj�me nasledovne� v ka"dom Bi existuje
stav qi tak�� "e ��qi��� ai	 � qi� �q�� a� � � � an	 �

A
�q�� a� � � � an	 �

A
� � � �

A
�qn� �	

��

w � a� � � � an � L�A	 ai � ��i
�q�� a� � � � an	 �

A
�q�� a� � � � an	 �

A
� � � �

A
�qn� �	 qn � F � Nech �qB� � a� � � � an	 �

A�

�qB� � a� � � � an	 �
A�

� � � �
A�

�qBn � �	 je v�po�et A� na w� Treba uk�za�� "e je akcep�

tuj$ci� Indukciou  akho dok�"eme� "e �i qi � Bi� Teda qn � Bn � qBn � F �

Pozn�mka ���� Touto vetou sme dok�zali� "e LNKA 
 LDKA� Obr�ten� inkl$zia trivi�lne
vypl�va z de�n�ci� NKA a DKA� �i"e LNKA � LDKA�

��� �lohy

�� Nech A je nedeterministick� kone�n� automat s n stavmi� Je mo"n�� aby akceptoval pr�ve
v�etky slov�� ktor�ch d*"ka nepresahuje n)

�� N�jdite DKA pre jazyk z pr�kladu ������

�� Pok$ste sa navrhn$� algoritmus� ktor� pre dva dan� kone�n� automaty A�� A� zist�� �i
L�A�	 � L�A�	�

	� Zostrojte kone�n� automat� ktor� rozpozn�va ��sla delite n� siedmimi� Predpokladajte� "e
s$ zap�san� v desiatkovej s$stave�


� Ku ka"d�mu kone�n�mu automatu existuje s n�m ekvivalentn� nedeterministick� kone�n�
automat� ktor� m� najviac jeden akceptuj$ci stav� Dok�"te�

��



Kapitola �

Regul�rne jazyky

��� Ekvivalencia tried jazykov LNKA a R

Zade�novan�m kone�n�ch automatov sme z�skali len in� poh ad na triedu jazykov a nie nov$
triedu jazykov� ako ukazuj$ nasleduj$ce tvrdenia o vz�ahu medzi regul�rnymi gramatikami a
kone�n�mi automatmi�

Veta ������ K �ubovo�n�mu nedeterministick�mu kone�n�mu automatu A existuje regul�rna gra�
matika G tak�� e L�G	 � L�A	�

D�kaz� K dan�mu kone�n�mu automatu A zostroj�me regul�rnu gramatiku G takto�
N � K� T � �� � � q�
P � fq � ap j p � ��q� a	g � fq � � j q � Fg

Treba uk�za�� "e L�G	 � L�A	�


� Nech slovo w � a�a�a	 � � � an patr� do jazyka L�G	� Mus� preto existova� nejak� odvodenie

q� �
G

a�q� �
G

� � � �
G

a�a� � � � anqn �
G

a�a� � � � an

Z de�n�cie gramatiky G vieme� "e q� � ��q�� a�	� q� � ��q�� a�	� � � � � qn � ��qn��� an	 a
qn � F � Akceptuj$ci v�po�et na slove w pre automat A je

�q�� a�a�a	 � � � an	 �
A
�q�� a�a	 � � � an	 �

A
� � � �

A
�qn� �	

a teda w � L�A	�

�� Ak slovo w � a�a�a	 � � � an je z L�A	� potom existuje akceptuj$ci v�po�et

�q�� a�a�a	 � � � an	 �
A
�q�� a�a	 � � � an	 �

A
� � � �

A
�qn� �	

Potom q� � ��q�� a�	� q� � ��q�� a�	 at&� Pod a kon�trukcie gramatiky G t� mus� obsahova�
pravidl� q� � a�q�� q� � a�q�� � � � � qn�� � anqn� qn � �� Pomocou t�chto pravidiel
m%"eme v gramatike G vytvori� slovo w takto

q� �
G

a�q� �
G

� � � �
G

a�a� � � � anqn �
G

a�a� � � � an

�



Pozn�mka ������ V celom texte predpoklad�me �tandardn� ozna�enie pre automaty a gra�
matiky� Teda ak sa povie� "e Ai je automat� mysl�me t�m� "e mno"ina stavov je Ki� po�iato�n�
stav je q�i a tak &alej� Pre automat typu Ax x � f���� �� � � �g plat� to ist�� Gramatiky uva"u�
jeme analogicky�

Pod a pr�ve dok�zan�ho tvrdenia plat� LNKA 
 R� Na d%kaz opa�nej inkl$zie R 
 LNKA

budeme potrebova� nasleduj$cu lemu o norm�lnom tvare regul�rnych gramat�k�

Lema ������ �O norm�lnom tvare regul�rnych gramat�k� K �ubovo�nej regul�rnej gramatike G
existuje regul�rna gramatika G� tak�� e P � 
 N � � �T � � f�g	�N � � f�g	 a L�G�	 � L�G	�

D�kaz� My�lienka je identick� s d%kazom vety ��	�� o Chomsk�ho norm�lnom tvare a s upravo�
van�m pravidiel� ktor�ch d*"ka pravej strany je v���ia ako dva�

Veta ������ K �ubovo�nej regul�rnej gramatike G existuje nedeterministick� kone�n� automat A
tak�� e L�A	 � L�G	�

D�kaz� Pod a lemy 	���� m%"eme predpoklada�� "e P 
 N � �T �f�g	�N �f�g	� Zkon�truujme
NKA A takto�
q� � �
K � N � fqfg
� � T � F � fqfg
���� a	 � f� � N j � � a� � Pg � fqf j � � a � Pg �� � N��a � T � f�g

Op�� treba uk�za�� "e L�A	 � L�G	� Obe inkl$zie s$ pomerne jednoduch� a vo ve kej
miere sa d� pou"i� my�lienka d%kazu vety 	����� preto d%kaz ich platnosti prenech�vame
�itate ovi ako  ahk� dom�ce cvi�enie�

Veta ����� LNKA � R

D�kaz� Vypl�va z viet 	���� a 	�����

��� Myhill�Nerodova veta

Pouk�"eme tu na vz�ahy medzi kone�n�mi automatmi� jazykmi nimi generovan�mi a rel�ciami
ekvivalencie� Najsk%r ale zade�nujeme potrebn� pojmy�

De�n�cia ������ Bin�rna rel�cia R nad � sa naz�va sprava invariantn� �vzh�adom na oper�ciu
zre�azenie�� ak plat�

xRy  �v � �� xvRyv

De�n�cia ������ Po�et tried rel�cie ekvivalencie naz�vame index� Ak je tento po�et kone�n��
hovor�me� e rel�cia je kone�n�ho indexu�

No a teraz u" s ubovan� veta�

Veta ������ �Myhill�Nerod� Majme jazyk L 
 ��� Nasleduj�ce tvrdenia s� ekvivalentn�

�� L je akceptovan� kone�n�m automatom

�� L je zjednoten�m nieko�k�ch tried sprava invariantnej rel�cie ekvivalencie kone�n�ho indexu�

�� rel�cia RL de�novan�

uRLv �df �x � �� �ux � L� vx � L	

je rel�ciou ekvivalencie kone�n�ho indexu�

��



D�kaz� Dok�"me tvrdenia ����� ���� a ����

���� Nech L � L�A	� kde A je deterministick� kone�n� automat� De�nujme rel�ciu R takto�

uRv �df �q�� u	
�

�
A
�p� �	� �q�� v	

�

�
A
�q� �	 a p � q

#o v�etko mus�me uk�za� ) 0e t�to rel�cia je

� rel�ciou ekvivalencie� Ale v�etky potrebn� vlastnosti �teda re1ex�vnos�� symetrickos�
a tranzit�vnos�� sa zdedia z rovnosti p � q �overte��

� sprava invariantn�� Ale ak nejak� slov� u� v doved$ automat pri v�po�te do rovnak�ho
stavu q� tak potom sa zrejme z tohto stavu automat na slove x dostane do nejak�ho
stavu p a teda slov� ux a vx op�� prived$ automat do rovnak�ho stavu�

� kone�n�ho indexu� Zrejm�� po�et tried ekvivalencie je nanajv�� jKj�

� a "e L je zjednoten�m nieko k�ch tried tejto rel�cie� Bud$ to tie triedy� kde s$ slov��

ktor� prived$ automat do koncov�ho stavu� Ozna�me �q� � fw � �� j �q�� w	
�

� �q� �	g�
Vid�me� "e L �

S
q�F

�q��


� ak w � L� tak w � L�A	� teda existuje v�po�et� ktor� privedie automat do kon�
cov�ho stavu qf � Teda w � �qf � a preto w �

S
q�F

�q��

�� ak w �
S
q�F

�q�� potom zrejme w � �q�� q � F pre nejak� q� teda �q�� w	
�

� �q� �	 a

teda w � L�A	 � L�

��� Prv� ne" prist$pime k d%kazu je potrebn� si uvedomi�� "e t�to implik�cia sa mus� da�
dok�za� bez toho� "e by sme �osi vedeli o kone�n�ch automatoch� A teraz u" k samotn�mu
d%kazu� Uk�"eme� "e R je rel�cia ekvivalencie a "e je zjemnen�m rel�cie RL� Teda

uRv  uRLv

D%kaz toho� "e R je rel�cia ekvivalencie prenech�vame op�� na �itate a� Rozoberme si to
zjemenenie� Teda nech �u� v	 � R� Ke&"e R je sprava invariantn�� plat� �x uxRvx� Jazyk
L je zjednoten�m nieko k�ch tried tejto rel�cie� znamen� to� "e slov� ux�vx bu& obe patria
do L� ak pr�slu�n� trieda rel�cie ekvivalencie R patr� do L� alebo obe slov� do L nepatria
z rovnakej pr��iny� Toto plat� pre v�etky x� Ale toto je presne de�n�cia rel�cie RL� teda
m�me uRLv� Dok�zali sme� "e R je zjemnen�m RL� Preto RL nem%"e ma� viacej tried ako
rel�cia R� Ke&"e R je kone�n�ho indexu� mus� takou by� aj rel�cia RL�

��� Na z�kalade vlastnosti RL treba zostroji� kone�n� automat A pre jazyk L� Automat
bude vyzera� takto�
K � f�x� j x � ��g� kde �x� je trieda ekvivalencie obsahuj$ca x� K bude kone�n�� lebo RL

je kone�n�ho indexu�
���x�� a	 � �xa� �x�a
q� � ���
F � f�x� j x � Lg

Mus�me uk�za� o na�ej � funkcii� "e je to skuto�ne funkcia� teda "e jedn�mu prvku
je priraden� pr�ve jeden prvok� Ul�"me� "e na�u � funkciu sme zade�novali korektne a "e
funk�n� hodnota nez�vis� od vo by reprezentanta� teda "e

�x� � �y� xaRLya� t�j� �xa� � �ya�

��



�x� � �y�  xRLy  �z�xz � L � yz � L	  �az�x�az	 � L � y�az	 � L	  �z��xa	z �
L� �ya	z � L	 �xa� � �ya�

Zrejme plat� tie" ����� w	
�

� ��w�� �	a �w� � F � w � L� Z dan�ho m�me L � L�A	�

��� Uz�verov� vlastnosti

De�n�cia ����� Trieda jazykov L je uzavret� na bin�rnu oper�ciu �� ak pre v�etky jazyky
L�� L� � L plat�� e L� �L� � L�

Pozn�mka ����� De�n�cia sa d� roz��ri� aj na n��rne oper�cie� n � � �teda vr�tane un�rnych�
vtedy by sme zrejme hovorili o z$"en� de�n�cie��

Veta ����� R je uzavret� na zjednotenie�

D�kaz� Majme L�� L� � R a regul�rne gramatiky G�� G� tak�� "e L� � L�G�	� L� � L�G�	 a
N���N��T�	 � N���N��T�	 � 	� #itate sa na tomto mieste isto r�d zamysl� nad t�m� "e tak�
dve gramatiky v"dy exituj$� Zostrojme gramatiku G	 s vlastnos�ou L�G		 � L�G�	 � L�G�	�

G	 � �N� �N� � f�	g� T� � T�� f�	 � ��j��g � P� � P�� �		 kde �	 je nov� netermin�l

Dok�"me� "e L�G		 � L�G�	 � L�G�	�


� Majme odvodenie slova w v G	 �	 �
G�

w� �
G�

w� �
G�

� � � �
G�

wn � w� Na za�iatku sa

muselo pou"i� pravidlo �	 � �� alebo �	 � ��� Predpoladajme� "e sa pou"ilo to prv��
Potom w� � �� a m�me odvodenie �	 �

G�

�� �
G�

w� �
G�

� � � �
G�

w v ktorom pre vetn�

formy wi� wi��� � � i � n��� plat� wi �
G�

wi��� teda "e sa pou"�vali pravidl� len z mno"iny

P�� To sa d� uk�za� indukciou na i� Z tohto d%vodu m�me ��
�

�
G�

wn � w� z �oho plynie

w � L�G�	 a z toho w � L�G�	 � L�G�	� Pr�pad pou"itia pravidla �	 � �� sa dokazuje
$plne analogicky�

�� Majme w � L�G�	 � L�G�	� Nech slovo w je z mno"iny L�Gi	� i � f�� 
g� Teda existuje
odvodenie �i �

Gi

w� �
Gi

w� �
Gi

� � � �
Gi

wn � w� Ke&"e netermin�ly �	� �i s$ v rel�cii

krok odvodenia �
G�

a ka"d� pravidlo z Pi je aj pravidlo z P	� dost�vame tak odvodenie

slova w gramatikou G	 �	 �
G�

�i �
G�

w� �
G�

w� �
G�

� � � �
G�

wn � w�

Veta ����� R je uzavret� na zre�azenie�

D�kaz� Urobme teraz d%kaz pomocou automatov� Majme teda jazyky L�� L� � R� pre ne
kone�n� automaty A�� A� a m�me uk�za�� "e jazyk L�L� � R� Bez straty na v�eobecnosti
m%"eme predpoklada�

� K� � K� � 	 �� to� ako sa naz�vaj� stavy� nem� iaden vplyv na jazyk� ktor� automaty
akceptuj�� preto si ich jednoduchou substit�ciou m�eme premenova� ��

� jF�j � jF�j � � �� dorob� sa nov� koncov� stav� kam sa bude sk�ka� na � zo star�ch
koncov�ch stavov ��

��



� q�i �� �i�q� a	 �q�a� i � f�� 
g� kde q�i je po�iato�n� stav automatu i �� teda e sa au�
tomat nikdy nevr�ti do po�iato�n�ho stavu" to sa zabezpe�� zaveden�m nov�ho po�iato�n�ho
stavu ��

� �i�qfi � a	 � 	 �a� i � �� 
 kde F� � fqf�g� F� � fqf�g

Ak automat v takomto norm�lnom tvare zakresl�me

n�� automat A	 potom zostroj�me takto

A1 A2

e

Form�lne zap�san�
K	 � K� �K�

�	 � �� � ��

q�	 � q��
F	 � F�

�	�q� a	 �

��
�

���q� a	 q � �K� � F�	� a � �� � f�g
���q� a	 q � K�� a � �� � f�g
q�� q � F�� a � �

Treba dok�za�� "e L�A		 � L�L��

�� T�to inkl$zia je  ah�ia� Ak w � L�L�� potom �u�� u� tak�� "e u� � L�� u� � L� a w � u�u��

Ke&"e plat� �q��� u�	
�

�
A�

�qf� � �	 a �q��� u�	
�

�
A�

�qf� � �	� z de�n�cie �	 funkcie vypl�va� "e

�q��� u�u�	
�

�
A�

�qf� � u�	 �
A�

�q��� u�	
�

�
A�

�qf� � �	�


� Ak w � L�A		� tak m�me nejak� akceptuj$ci v�po�et �q��� a�a� � � � an	 �
A�

�q�� a� � � � an	 �
A�

� � � �
A�

�qf� � �	� Vzh adom na disjunktnos� mno"�n K� a K� a de�n�ciu �	 funkcie mus�

existova� nejak� i tak�� "e qi � q��� Zrejme potom qi�� � qf� a ai � �� Teda

�q��� a�a� � � � ai��	
�

�
A�

�qf� � �	

�q��� ai��ai�� � � � an	
�

�
A�

�qf� � �	

Na�li sme slov� w� � L�A�	 a w� � L�A�	 tak�� "e w � w�w��

Veta ���� R je uzavret� na prienik�

D�kaz� Nech L�� L� � R a nech A�� A� s$ kone�n� automaty� pre ktor� L�A�	 � L� a
L�A�	 � L�� Zostrojme nov� automat A	� ktor� bude simulova� paraleln$ pr�cu oboch
automatov� Bude si pam�ta�� v akom stave by bol prv� automat a taktie" v ktorom stave by
bol druh� automat po pre��tan� p�smenka� Toto sa d�  ahko dosiahn$� kartezi�nskym s$�inom

��



mno"�n K��K�� A	 akceptuje dan� slovo� len ak by sa automat A� aj automat A� dostali do
akcepta�n�ch stavov� Kon�trukcia A	�
K	 � K� �K�

�	 � �� � ��
��

F	 � F� � F�
�	��p� q	� a	 � ����p� a	� ���q� a		

(ahko vidie�� "e L�A		 � L�A�	 � L�A�	� Form�lny d%kaz sa prenech�va �itate ovi ako
dom�ce cvi�enie�

Veta ����� R je uzavret� na komplement�

D�kaz� Uk�"eme jednoduch� d%kaz pomocou Myhill�Nerodovej vety� Pod a nej je jazyk L � R
zjednoten�m nieko k�ch tried sprava invariantnej rel�cie ekvivalencie kone�n�ho indexu� Kom�
plement tohto jazyka zrejme bude zjednoten�m t�ch druh�ch tried�

Pozn�mka ����� Toto tvrdenie sa d� dok�za� aj in�m sp%sobom� Ak si uvedom�me� "e de�
terministick� kone�n� automaty s$ deterministick� a v"dy musia do��ta� vstupn� slovo� m%"eme
jednoducho zostroji� automat A� pre komplement jazyka L�A	 tak� "e zamen�me akcepta�n�
stavy za neakcepta�n� a naopak� Form�lne F � � fq � K j q �� Fg�

Veta ����� R je uzavret� na iter�ciu��

D�kaz� Nech A je automat pre jazyk L � R v norm�lnom tvare pod a vety	����� Potom automat
A� pre jazyk L� bude vyzera� takto�

A'

e

e

Automat v"dy� ke& akceptuje slovo ui � L� m� mo"nos� sa vr�ti� a akceptova� &al�ie slovo�
Taktie" je vidie�� "e automat A� akceptuje �� Dok�"me teda L�A�	 � L�� Ak m�me slovo w � L��
tak z vlastnosti L� � fu�u�u	 � � � uk j k � N� ui � L� � � i � kg � f�g m�me w � u�u� � � � uk
pre nejak� k alebo w � �� Druh� pr�pad je hne& vybaven� a prv� vlastne tie"� lebo potom
m�me k akcepta�n�ch v�po�tov automatu A na slov�ch u�� u�� � � � � uk� ktor� m%"eme prechodmi
na epsilon z qf do q� posp�ja� do jedn�ho v�po�tu automatu A�� Obr�tene� ak m�me slovo
w � L�A�	� tak si budeme v��ma� kon�gur�cie� ktor� obsahuj$ stav qf � Potom zrejme nasleduj$ci
stav m%"e by� len q� �z de�n�cie � funkcie� a teda zrejme postupnos� medzi dvomi v�zna�n�mi
kon�gur�ciami je jeden v�po�et automatu A a teda dan� slovo w sa d� rozdeli� na viacero slov
ui� z ktor�ch ka"d� je akceptovan� kone�n�m automatom A�

Veta ����� Kad� kone�n� jazyk je v R�

�ale mohli sme k�udne da
 aj �� � ��
�Kleeneho �

��



D�kaz� Nech L � fw�� w�� w	� � � � � wng je kone�n� jazyk nad nejakou abecedou �� Zostroj�me
regul�rnu gramatiku G pre tento jazyk nasledovne� G � �f�g��� P� �	� kde

P � f� � w�jw�jw	j � � � jwng

��� Kleeneho veta

Veta ������ R je najmen�ia trieda jazykov obsahuj�ca v�etky kone�n� jazyky a uzavret� na zjed�
notenie� zre�azenie a uz�ver�

D�kaz� Pod a predch�dzajucich odsekovR naozaj obsahuje v�etky kone�n� jazyky a na horeuve�
den� vlastnosti je uzavret��

Na to� aby sme dok�zali� "e R je najmen�ou takouto triedou� mus�me uk�za�� "e ka"d� reg�
ul�rny jazyk vznikne z kone�n�ch jazykov aplikovan�m kone�n�ho po�tu horeuveden�ch oper�ci��
Nech teda R � L � L�A	� kde A je kone�n� deterministick� automat� ktor� akceptuje L�
Ozna�me K � fp�� p�� ���� png� q� � p��
2alej ozna�me

Rk
ij � fa�a����al j �q�� a�a����al	 �

A
�q�� a����al	 �

A
��� �

A
�ql��� �	�

�q� � pi	 � �ql�� � pj	 � ��s	�� 	 s 	 l � �	��t � k	qs � ptg

�� To znamen�� e Rk
ij je mnoina tak�ch slov� ktor� znamenaj� prechod zo stavu pi do stavu

pj � pri�om nijak� stav okrem pi� pj � cez ktor� prech�dzame� nem� index v!��� ne k� ��
Zrejme plat�

L �
�
pi�F

Rn
�i

Sta�� teda dok�za�� "e ��i� j	Rn
ij vznikne z kone�n�ch jazykov kone�n�m po�tom horeuve�

den�ch oper�ci�� Toto dok�"eme matematickou indukciou k n�
R�
ij � fa � � j ��pi� a	 � pjg� Tento jazyk je kone�n� a teda vyhovuje�

Nech tejto podmienke vyhovuj$ v�etky jazyky Rk
ij � k 	 k� a dok�"eme� "e potom vyhovuje aj

jazyk Rk�
ij �

(ahko vidno� "e Rk�
ij � Rk���

ij � Rk���
i�k��

�Rk���
�k���k��

	�konR
k���
�k��j

� a teda tie" vyhovuje�

��� Regul�rne v�razy

De�n�cia ������ Regul�rne v�razy s��

�� �� 	� a �a � � s� regul�rne v�razy�

�� Ak r�� r� s� regul�rne v�razy� potom aj �r� � r�	� r�r�� �r�	� s� regul�rne v�razy�

�� Ni� in� nie je regul�rnym v�razom�

De�n�cia ������ Jazyk pop�san� regul�rnym v�razom r je jazyk L�r	 de�novan� takto�

�� L��	 � f�g� L�		 � 	� L�a	 � fag�

�	



�� L�r� � r�	 � L�r�	 � L�r�	�

�� L�r�r�	 � L�r�	L�r�	

�� L��r	�	 � �L�r		�

#� L��r		 � L�r	�

��	 Pumpovacia lema pre regul�rne jazyky

Nasleduj$ca veta je po Nerodovej vete &al��m n�strojom na zistenie� "e nejak� jazyk nie je
regul�rny�

Veta ������ Ku kad�mu regul�rnemu jazyku L existuje ��slo p tak�� e pre kad� slovo w � L�
jwj � p plat� �x� u� y � �� tak�� e plat�

�� w � xuy

�� u �� ��

�� jxuj � p

�� ��i � �	xuiy � R

Pod a vlastnosti �	� sa t�to veta naz�va pumovacou� lebo t�to vlastnos� pripom�na ak�si
napumpov�vanie slova�

D�kaz� Nech L je regul�rny jazyk a A je jemu prisl$chajuci deterministick� automat� Ozna�me
p � jK�A	j a dok�"me� "e toto p vyhovuje tvrdeniu vety� Nech a�a����al � w � L� l � p a nech
�q�� a�a����al	 � �q�� a����al	 � ��� � �ql� �	 je akceptuj$ci v�po�et slova w� Pod a Dirichletovho
princ�pu musia existova� ��sla i� j tak� "e � � i 	 j � p a qi � qj � Nech x � a�a����ai� u �
ai��ai�����aj � y � aj��aj�����al� Po ahky nahliadneme� "e xu�y� xu	y���� s$ t�mto automatom
takisto akceptovan�� a tak patria L� �o bolo treba dok�za��

Pr�klad ������ Dok�"te� "e jazyk L � fanbn j n � � g nie je regul�rny�
Rie�enie�

Postupujme sporom� Nech L je regul�rny� Potom pod a pumpovacej lemy existuje ist� p s ist�mi
vlastnos�ami� Uva"ujme slovo apbp� ktor� de�nitoricky patr� L� Musia existova� slov� u� v� x tak��
"e

�� apbp � uvx

�� v �� �

�� juvj � p

	� uvkx � L pre �k

Ale pre k � 
 dost�vame� "e slovo ap�jbp� kde j � � patr� L� �o je spor�

�




��
 �lohy

�� Dok�"te uzavretos� R na zre�azenie pomocou gramat�k�

�� Uk�"te� pre�o vo v�eobecnosti neplat� L�A	c � L�A�	� kde A je NKA� A� � �K��� �� F �	 a
F � � �q � K j q �� F 	�

�� Pop��te algoritmus� ktor� k dan�mu kone�n�mu automatu A n�jde regul�rny v�raz V tak��
"e L�A	 � L�V 	�

	� Nech L je jazyk nad jednop�smenovou abecedou� Potom L� je regul�rny� Dok�"te�


� N�jdite jazyk� ktor� nie je regul�rny� no plat� pre! pumpovacia lema�

��



Kapitola �

Z�sobn�kov� automaty

��� De�n�cie

V popisovan� zariaden� a jazykov sa dost�vame op�� k vy���m m�tam� Dosia sme pracovali iba s
kone�n�mi automatmi� ktor� boli obmedzen� t�m� "e rozpozn�vali len regul�rne jazyky� pri�om
nedeterminizmus na tejto skuto�nosti ni� nemenil� V nasleduj$cich odsekoch sa budeme venova�
z�sobn�kov�m automatom�

De�n�cia ������ Nedeterministick�m z�sobn�kov�m automatom naz�vame $�ticu
�K����� �� q�� Z�� F 	� kde K je kone�n� mnoina stavov� � je abeceda vstupn�ch symbo�
lov� � je abeceda z�sobn�kov�ch symbolov� Z� � � je symbol� ktor� je v z�sobn�ku na za�iatku
v�po�tu� F 
 K je mnoina akcepta�n�ch stavov a � � K � ��� f�g	��� 
K��

�

kon je prechodov�
funkcia�

De�n�cia ������ Kon�gur�ciou nedeterministick�ho z�sobn�koveho automatu naz�vame trojicu
� � K ��� � ���

De�n�cia ����� Krokom v�po�tu nedeterministick�ho z�sobn�kov�ho automatu A naz�vame
rel�ciu �A na mnoine kon�gur�ci� de�novan� takto�

�q� au� �z	 �A �p� u� �	 � �p� 	 � ��q� a� z	 �
���

Pozn�mka ������ Hovor�me o de�truk�nom ��tan�� To znamen�� "e automat na jeden krok
m%"e pre��ta� vst� symbol� zo z�sobn�ka vyberie �v"dy� jeden symbol� prejde do in�ho stavu a
popr�pade na vrch z�sobn�ka vlo"� zop�r symbolov�

Pozn�mka ������ V literat$re vl�dne nejednotnos� oh adom toho� �i vrch z�sobn�ka p�sa� na a�
vo alebo napravo� My budeme pou"�va� not�ciu� v ktorej vrch z�sobn�ka je vpravo�

Na rozdiel od kone�n�ch automatov m�me na tomto mieste dve mo"nosti� ako de�nova� jazyk
akceptovan� z�sobn�kov�m automatom� Prv� z nich je rovnak� ako u kone�n�ch automatov� t�j�
pova"ova� za akceptovan� slovo tak�� po pre��tan� ktor�ho sa automat ocitne v aspo! jednom
z akceptuj$cich stavov� Druh� mo"nos� je tak�� "e za akceptovan� slovo pova"ujeme tak�� po
pre��tan� ktor�ho sa vypr�zdni z�sobn�k� Nesk%r dok�"eme� "e obe tieto mo"nosti s$ z h adiska
svojej popisnej sily ekvivalentn��

De�n�cia ������ Jazyk akceptovan� z�sobn�kov�m automatom A akceptuj�cim stavom je
mnoina L�A	 �df fw j ��q � F 	�q�� w� Z�	 ��A �q� �� �	g�

��



De�n�cia ������ Jazyk akceptovan� z�sobn�kov�m automatom A pr�zdnou pam��ou je
mnoina N�A	 �df fw j �q �q�� w� Z�	 ��A �q� �� �	g�

Pozn�mka ����� Ak chceme zd%razni�� "e pou"�vame druh$ de�n�ciu� pri de�n�cii automatu
kladieme F � 	� Nie "eby na tom z�le"alo� ale buchne to do o���

Uvedomme si� "e ��funkcia je ak�si primit�vny programovac� jazyk� Cie om tejto predn��ky
je pr�ve nau�i� �tudentov pochopi� princ�py ak�hoko vek programovacieho jazyka�

Z de�n�cie z�sobn�kov�ch automatov priamo vypl�va� "e ich popisn� sila nie je men�ia ako
popisn� sila kone�n�ch automatov� Zatia v�ak e�te nevieme ani to� �i je v���ia� Nasleduj$ci
pr�klad ukazuje� "e �no �preto"e vieme� "e fanbn j n � Ng nie je regul�rny jazyk��

Pr�klad ������ Navrhnite z�sobn�kov� automat� ktor� akceptuje jazyk L � fanbn j n � Ng
akceptuj$cim stavom�

Rie�enie� A � �� � fa� bg�K � fq�� q�� q�g�� � fZ� ag� �� Z� q�� F � fq�g	� kde
��q�� a� Z	 � �q�� Za	
��q�� a� a	 � �q�� aa	
��q�� b� a	 � �q�� �	
��q�� b� a	 � �q�� �g
��q�� �� Z	 � �q�� Z	

V tejto chv�li sa dost�vame k miestu� kde� ako sme s $bili� uk�"eme� "e je v princ�pe jedno� �i
akceptujeme pr�zdnou pam��ou alebo akceptuj$cim stavom�

��� Ekvivalencia medzi akcept�ciou pr�zdnou pam��ou a
akcepta�n�m stavom

Veta ������ K �ubovo�n�mu z�sobn�kovemu automatu A existuje z�sobn�kov� automat A� tak��
e N�A�	 � L�A	�

D�kaz� Skon�truujeme automat A� � �K �������� ��� Z ��� q
�
�� F

� � 		 nasledovne� K � � K�fqvg��
�� � �� �� � � � fZ ��g

�� q�� � q�� Funkciu �� de�nujeme nasledovne�
���q� a� Z	 obsahuje ��q� a� Z	 pre q � K� Z � �� a � � � f�g
���q� �� Z	 obsahuje naviac f�qv� �	g pre q � F � Z � ��
���qv � �� Z	 � f�qv � �	g pre Z � ��

���q��� �� Z
�
�	 � f�q�� Z

�
�Z�	g�


� Ak je slovo w akceptovan� pr�zdnou pam��ou� znamen� to� "e ani symbol Z �� v z�sobn�ku
po jeho do��tan� nezostane� Ten sa ale zo z�sobn�ka odstr�ni jedine� ak sme vo vymaz�vacom
stave a z p�sky u" ni� ne��tame� Ale do stavu qv sa dostaneme jedine z nejak�ho stavu� ktor� je
pre automat A akcepta�n�m� Preto doteraz pre��tan� slovo w � L�A	�
�� Ak je slovo w akceptovan� automatom A akcepta�n�m stavom� potom existuje jeho ak�

cepta�n� v�po�et �q�� w� Z�	 ��A �qF � �� �	� Potom ale v A� tie" existuje v�po�et �q��� w� Z
�
�	 �A�

�q��� w� Z
�
�Z�	 ��A� �qF � �� Z

�
��	 �

�
A� �qv � �� �	� a tak w � N�A�	

Veta ������ K �ubovo�n�mu z�sobn�kovemu automatu A existuje z�sobn�kov� automat A� tak��
e N�A	 � L�A�	�

�Bez ujmy na v�eobecnosti predpoklad�me� �e qv �� K	 poznamenajme� �e qv dostal meno od vymaz�vac�
�Bez ujmy na v�eobecnosti predpoklad�me� �e Z�� �� �

�



D�kaz� Pop��eme len my�lienku kon�trukcie vhodn�ho automatu A�� Od A sa bude l��i� t�m�
"e bude obsahova� jeden akcepta�n� stav� a o jeden z�sobn�kov� symbol Z �� viac� Na za�iatku
v�po�tu sa postar�me� aby v z�sobn�ku bolo slovo Z ��Z�� Potom bude automat po��ta� ako
p%vodn� automat A� a" k�m navrchu z�sobn�ka neuvid� symbol Z ��� Ke& sa to stane� prejdeme
do akcepta�n�ho stavu� lebo doteraz pre��tan� slovo je akceptovan� automatom A pr�zdnou
pam��ou a teda automatom A� akcepta�n�m stavom�

V nasledovnom vyrie�ime ot�zku sily z�sobn�kov�ch automatov v porovnan� s bezkontextov��
mi gramatikami� Prv� z viet ukazuje� "e z�sobn�kov� automaty s$ minim�lne tak siln� ako
bezkontextov� gramatiky� 2al�ia veta� ktorej d%kaz je mierne ra�novanej�� n�m povie� "e nie s$
silnej�ie�

��� Bezkontextov� gramatiky a z�sobn�kov� automaty

Veta ����� K �ubovo�nej bezkontextovej gramatike G existuje z�sobn�kov� automat A� ktor�
akceptuje L�G	 pr�zdnou pam!�ou�

D�kaz� ��Pod�me my�lienku kon�trukcie tohto automatu� Bude obsahova� iba jeden stav�
mnoina z�sobn�kov�ch symbolov obsahova� mnoinu netermin�lov ako aj mnoinu termin�lov v
bezkontextovej gramatike� Z�sobn�kov� automat bude svojim v�po�tom n�padne pripom�na� �av�
krajn� odvodenie slova v danej gramatike� Na za�iatku v�po�tu bude v z�sobn�ku netermin�l ��
Automat bude pracova� nasledovne�

�� Ak na vrchu z�sobn�ka uvid� netermin�l A� vyberie ho a nahrad� ho reverzom pravej strany
nejak�ho A�pravidla�

�� Ak na vrchu z�sobn�ka vid�me termin�l� skontrolujeme� �i sa rovn� vstupn�mu symbolu na
p�ske� Ak nie� automat sa zasekne�

��
Nech A � �K � fq�g�� � T�� � N � T� �� Z� � �� F � 		� kde ��q�� �� A	 � f�q�� �R	 j �A�

�	 � Pg pre �A � N
��q�� a� a	 � f�q�� �	g pre �a � T �

Dok�"eme N�A	 � L�G	�

� Nech w � N�A	� Indukciou k po�tu krokov v�po�tu by sme po ahky uk�zali� "e
�q�� w�w�� �	 �� �q�� w�� �	 �

�
�
G

w��� �o implikuje dokazovan$ inkl$ziu�

�� Op�� by sa  ahko indukciou k d*"ke  av�ho krajn�ho odvodenia  ahko dalo dok�za�� "e
�

�
�
G

w�w�  �q�� w�w�� �	 ��A �q�� w�� �	 � �
�

�
G

w�

Veta ����� Nech A je z�sobn�kov� automat� Potom existuje bezkontextov� gramatika G tak��
e L�G	 � N�A	

D�kaz� �� Tento d�kaz je trochu zloitej��� preto uv�dzame len jeho my�lienku� Uvedomme si
v�ak najprv� ak� �asny rozdiel je� ke� k bezkontextovej gramatike vieme zostroji� ekvivalentn�
z�sobn�kov� automat s jedn�m jedin�m stavom a teraz zrazu mus�me zostroji� ekvivalentn�
gramatiku k z�sobn�kovemu automatu s k stavmi� Uvedomme si� e z t�chto dvoch viet vypl�va�
e keby sme boli de�novali z�sobn�kov� automat tak� e m�e ma� len jeden stav� neubudlo by z
jeho v�po�tovej sily� ��

��



Skon�truujeme bezkontextov$ gramatiku G tak$� "e L�G	 � N�A	�
G � �N � K � ��K � f�g� T � �� P� �	� kde

P � f� � �q�� Z�� q	 j q � Fg�

f�q� Z� p	� a�s� Zk� sk	�sk� Zk��� sk��	����s�� Z�� s� � p	 j �s� Z����Zk	 � ��q� a� Z	g

�f�q� Z� s	� a j �s� �	 � ��q� a� Z	g �
���

Aj trpezliv�mu �itate ovi zrejme na tomto mieste do�iel dych� Ni� to� pon$kame vysvetlenie tejto
kon�trukcie� Ide o to� "e sa sna"�me� aby platilo

�p� Z� q	
�

�
G

w � �p� w� Z	 ��A �q� �� �	 �
���

��� Vlastnosti bezkontextov�ch jazykov

V tomto odseku sa budeme venova� ot�zkam uzavretosti triedy bezkontextov�ch jazykov
vzh adom na r%zne oper�cie� Uvedomme si� "e pri d%kazoch m%"eme vyu"�va� ako model bezkon�
textov�ho jazyka jeho gramatiku alebo z�sobn�kov� automat� ktor� ho akceptuje� Zopakujme si�
"e triedu v�etk�ch bezkonextov�ch jazykov ozna�ujeme LCF �

Veta ������ LCF je uzavret� na zjednotenie�

D�kaz� D%kaz pomocou gramat�k� Nech G� a G� s$ dve bezkontextov� gramatiky� Bez ujmy
na v�eobecnosti predpokladajme� "e mno"iny N� � T� a N��resp� N� � T� a N� s$ disjunktn��
Uva"ujme gramatiku G � �N�T� P� �	� kde N � f�g � N� � N�� T � T� � T�� P � f� �
��j��g � P� � P�� Po ahky nahliadneme� "e L�G	 � L�G�	 � L�G�	�

Veta ������ LCF je uzavret� na zre�azenie�

D�kaz� Postupovali by sme rovnako ako v d%kaze vety 
�	��� len by sme pridali pravidlo � �
����

Veta ����� LCF je uzavret� na ��

D�kaz� Op�� budeme postupova� analogicky ako v predch�dzajucich pr�padoch� len prid�me
netermin�l ��� ktor� bude po�iato�n�m netermin�lom a pravidl� pre! bud$ nasledovn�� �� �
���j�

Nasledovn� veta kone�ne hovor� aj o neuzavretosti�

Veta ������ LCF nie je uzavret� na ��

D�kaz� Dopust�me sa istej neporiadnosti� a to s�ce v tom� "e odk�"eme �itate a dopredu� Nesk%r
toti" dok�"eme� "e jazyk L � fanbncn j n � �g nie je bezkontextov�� Zatia pova"ujme toto �aj
ke& e�te nedok�zan�� tvrdenie za dogmu� Ale tento jazyk je prienikom zrejme bezkontextov�ch
jazykov L� � fanbnck j n � �� k � �g a L� � fakbncn j n � �� k � �g� T�m je d%kaz podan��

��



Napriek tomuto smutn�mu zisteniu to s t�m prienikom nie a" tak� kritick�� Toti"� plat�� "e
prienikom bezkontextov�ho jazyka a regul�rneho jazyka je bezkontextov� jazyk�

Uvedomme si� o �o tu vlastne ide� Ak m�me dva bezkontextov� jazyky �ekvivalentne� dva
z�sobn�kov� automaty�� nem%"eme zapezpe�i�� aby nejak� z�sobn�kov� automat simuloval pr�cu
oboch� preto"e jedn�m z�sobn�kom nem%"eme nahradi� dva z�sobn�ky�
Av�ak� ako uk�"e d%kaz nasleduj$cej vety� m%"eme jedn�m z�sobn�kov�m automatom simulova�
pr�cu in�ho z�sobn�kov�ho automatu a &al�ieho kone�n�ho automatu�

Veta ������ Nech L� je bezkontextov� jazyk� L� regul�rny jazyk� Potom L��L� je bezkontextov�
jazyk�

D�kaz� Budeme postupova� nasledovne� K z�sobn�kov�mu automatu A� a deterministick�mu
kone�n�mu automatu A� zostroj�me z�sobn�kov� automat A� pre ktor� plat� L�A�	 � L�A�	 �
L�A	�
Sk$sme A � �K � K� �K��� � �� � ���� � ��� �� Z� � Z��� F � F� � F�	� kde

���q�� q�	� a� A	 �

�
f��r� s	� B	 j �r� B	 � ���q�� a� A	 � s � ���q�� a	g pre a � �
f��r� q�	� B	 j �r� B	 � ���q�� a� A	g pre a � �

Po ahky nahliadneme� "e plat�

�qz� � w� �z	
�

�
A�

�qk� � �� �k	 � �qz� � w	
�

�
A�

�qk� � �	� � �qz� � qz�	� w� �z	
�

�
A
� �qk� � qk�	� �� �k	

z �oho vypl�va dokazovan� tvrdenie�

Podobne plat�� "e ak L� je bezkontextov� jazyk� L� regul�rny jazyk� potom Shu3e�L�� L�	 je
bezkontextov� jazyk� D%kaz by sa dal urobi� kon�trukciou z�sobnikov�ho automatu� ktor�ho
mno"ina stavov je kart�zskym s$�inom mno"�n stavov z�sobn�kov�ho automatu A�� resp�
kone�n�ho automatu A�� ktor� akceptuj$ L�� resp� L�� So z�sobn�kom pracuje len automat
A� �podobne ako v predch� vete� a v stave sa men� v"dy len jedna zlo"ka �raz pracuje jeden
automat� raz druh� � podobne ako pri kart�zskom s$�ine dvoch kone�n�ch automatov��

��� Pumpovacia lema pre bezkontextov� jazyky

T�to veta sa v literat$re tie" ozna�uje ako p�q�lema� alebo tie" lema o vkladan�� Hovor� napr�klad
o tom� "e jazyk fanbncn j n � Ng nie je bezkontextov�� Tento fakt sme u" spomenuli v d%kaze
vety 
�	�	�

Veta ������ K �ubovo�n�mu L � LCF nad abecedou � existuj� ��sla p� q tak�� e

��w � L� jwj � p	 �u� x� v� y� z � ��

tak�� e

�� w � uxvyz

�� xy �� �

�� jxvyj � q

�� �i � � uxivyiz � L

��



D�kaz� Bez ujmy na v�eobecnosti predpokladajme� "e L je bezepsilonov�� nech G je gramatika
v bezepsilonovom tvare generuj$ca L� ktor� neobsahuje chain rules� Nech m � maxfjwj j �� � �
w � Pg� p � mjN j��� Nejmen�� strom odvodenia slova w� jwj � p� m� v��ku aspo! jN j � ��
Zvo me najdlh�iu cestu a na nej prv� opakuj$ci sa netermin�l � zospodu �pod a Dirichletovho
princ�pu sa tam nejak� netermin�l opakova� mus��� Dostali sme

�
�

�
G

u�z

a z netermin�lu � sa nesk%r odvodilo slovo x�y� Ak sme teda slovo w odvodili nasledovne�

�
�

�
G

u�z
�

�
G

ux�yz
�

�
G

uxvyz

m%"eme odvodi� tie" slovo wi � uxivyiz nasledovne�

�
�

�
G

u�z
�

�
G

ux�yz
�

�
G

uxx�yyz
�

�
�

��
�

�
u

xi�yiz
�

�
u

xivyiz

Zrejme q � mjN j� Uvedomme si� "e takto mo"no odvodi� i slovo ux�vy�z � uvz�

Pr�klad ������ Na z�klade pumpovacej lemy mo"no dok�za�� "e jazyk anbncnd� nie je bezkon�
textov�� D%kaz prenech�vame na �itate a�

Bohu"ia � pumpovacia lema nie je posta�uj$cou podmienkou bezkontextovosti jazyka� Preto
vznikla &al�ia veta� ktor� je zosilnen�m pumpovacej lemy�

Veta ������ �Ogdenova lema�
Pre �ubovo�n� bezkontextov� jazyk L nad abecedou � existuje ��slo n tak�� e pre kad� w � L a
jwj � n a �ubovo�n� ozna�enie n alebo viac symbolov vo w existuj� u� x� v� y� z � ��� tak�� e

�� w � uxvyz

�� xy obsahuje aspo� jeden ozna�en� symbol

�� xvy obsahuje najviac n ozna�en�ch symbolov

�� ��i � �	uxivyiz � L

D�kaz� Uvedieme len my�lienku d%kazu s d%razom na tie jeho body� v ktor�ch sa l��i od d%kazu
oby�ajnej pumpovacej lemy�
Ke&"e L je bezkontextov� jazyk� existuje gramatika G v Chomsk�ho norm�lnom tvare� ktor� ho
generuje� Op�� si v�imnime strom odvodenia slova w� V !om nazveme vrchol vetviacim bodom�
ak obe jeho podslov� obsahuj$ ozna�en� p�smen�� Ke&"e w obsahuje aspo! n ozna�en�ch bodov
a uva"ovan� strom odvodenia je stromom odvodenia pre gramatiku v Chomsk�ho norm�lnom
tvare� existuje na istej jeho ceste aspo! lg� n vetviacich bodov� Ak by sme zvolili n � 
jNj���
potom op�� na tejto ceste bud$ existova� dva rovnak� netermin�ly� 2alej postupujeme rovnako
ako v d%kaze 
�
���

��	 �lohy

�� Uk�"te� "e ka"d� bezkontextov� jazyk nad jednop�smenkovou abecedou je regul�rny�

�� Dok�"te� "e jazyk anbncnd� nie je bezkontextov��

��



Kapitola �

Zov�eobecnenia kone�n�ch
automatov

Ako vieme� kone�n� automaty akceptuj$ pr�ve regul�rne jazyky� V nasleduj$com texte sa
budeme venova� ich r%znym zov�eobecneniam a pozrieme sa na ich v�po�tov$ silu�

	�� Viachlav� automaty

Ako sa hovor�� viac hl�v' viac rozumu� V nasledovnom t$to  udov$ m$dros� form�lne dok�"eme�

De�n�cia ������ Viachlav�m kone�n�m automatom rozumieme %�icu �K��� �� q�� F� k	� kde K�
�� q�� F je ako pri DKA� k je po�et hl�v a � � K � �k � 
K�f���g

k

De�n�cia ������ Kon�gur�ciou viachlav�ho kone�n�ho automatu nazveme k � 
�ticu
�q� w� l�� l�� ���� lk	� kde k je po�et hl�v automatu� w ��tan� slovo� li poz�cia i�tej hlavy� q�

aktu�lny stav�

De�n�cia ����� Krokom v�po�tu viachlav�ho kone�n�ho automatu A nazveme bin�rnu rel�ciu
�
A
de�novan� na mnoine kon�gur�ci� nasledovne�

�q�� w� l�� l�� ���� lk	 �
A
�q�� w� l

�
�� l

�
�� ���� l

�
k	

df
� �q�� l

�
� � l�� l

�
� � l�� ���� l

�
k � lk	 � ��q� wl� � wl� � ���� wlk 	

De�n�cia ������ Jazykom L akceptovan�m viachlav�m kone�n�m automatom A nazveme jazyk

L
df
� fw j �q�� w� �� �� ���� �	

�

�
A

�qf � w� n� n� ���� n	� qf � F� n � jwjg

Pozn�mka ������ Predch�dzajucou de�n�ciou sme akcept�ciu viachlav�m zaviedli tak� "e au�
tomat sa dostane do akcepta�n�ho stavu a v�etky hlavy slovo do��taj$� #itate by mal vedie�
po ahky dok�za�� "e alternat�vnou de�n�ciou� kedy by sme na akcept�ciu nevy"adovali do��tanie
slova� by sa v�po�tov� sila triedy viachlav�ch kone�n�ch automatov nezmenila�

Po&me sa teraz zaobera� ot�zkou� ak� je v�po�tov� sila viachlav�ch kone�n�ch automatov vo
vz�ahu k in�m triedam automatov� Predov�etk�m si uvedomme� "e ich sila nie je men�ia� ako
sila oby�ajn�ch kone�n�ch automatov �s jednou hlavou�� Naopak� napr�klad jazyky

� L� � fww j w � ��g

�na ve�k� prekvapenie �itate�skej obce

��



� L� � f�w�	
k j w � LRg

� L	 � fanbn j n � Ng

s$ akceptovate n� dvojhlav�m� resp� k�hlav�m� resp� dvojhlav�m kone�n�m automatom� Nijak�
t�chto jazykov v�ak nie je regul�rny a prv� dva dokonca nie s$ ani bezkontextov��

Teda� trieda viachlav�ch kone�n�ch automatov je ostro silnej�ia ako trieda R� Dokonca ob�
sahuje aj nejak� bezkontextov� jazyky� Av�ak� neobsahuje v�etky bezkontextov� jazyky� napr�klad
fwwR j w � ��g� a tak je t�to trieda s triedou bezkontextov�ch jazykov neporovnate n��

	�� Dvojsmern� automaty

Na rozdiel od viachlav�ch automatov� dvojsmern� automaty nebud$ znamena� n�rast v�po�tovej
sily automatov� D%kaz tohto tvrdenia nebude patri� k najtrivi�lnej��m� �

Z�kladnou my�lienkou dvojsmern�ch deterministick�ch automatov je� "e na z�klade inform�cie
o stave� v ktorom sa nach�dza a pre��tan�ho symbolu prejde do in�ho stavu a s hlavou sa posunie
doprava alebo do ava� Aby sme sa nedostali pred za�iatok slova a aby sme si ozna�ili koniec slova�
budeme pou"�va� zar�"ky c� resp� a � znamenaj$ce za�iatok� resp� koniec slova�

De�n�cia ������ Dvojsmern�m �kone�n�m deterministick�m� automatom ��DKA� naz�vame #�
icu A � fK��� �� q�� Fg� kde K� �� q�� F je ako pri DKA�
� � K � � � fc� �g � K � f��� �� �g
pri�om plat� ��q� �	 
 f�� �g a ��q� c	 
 K � f��� �g pre v�etky q � K�

De�n�cia ������ Nech � �� �� Kon�gur�ciou dvojsmern�ho deterministick�ho automatu A
naz�vame dvojicu �q� c������	

De�n�cia ����� Krokom v�po�tu �
A
dvojsmern�ho kone�n�ho deterministick�ho automatu A

naz�vame bin�rnu rel�ciu na mnoine kon�gur�ci� de�novan� nasledovne�

�p� u�av	 �
A

�q� ua�v	 ak �q� �	 � ��p� a	

�p� u�av	 �
A

�q� u�av	 ak �q� �	 � ��p� a	

�p� ua�v	 �
A

�q� u�av	 ak �q���	 � ��p� a	

De�n�cia ������ Jazyk akceptovan� �DKA A de�nujeme

L�A	 � fw j �q�� c�w�	
�

�
A

�qf � cw��	� qf � Fg

Veta ������ Ku kad�mu �DKA A existuje kone�n� nedeterministick� automat A� tak�� e
L�A	 � L�A�	� �Dvojsmern� kone�n� automaty nie s� silnej�ie ako jednosmern��

D�kaz� V�imnime si� ako m%"e potenci�lne kone�n� automatA vyu"i� svoju nedeterministickos��
Ko kokr�t sa m%"e vr�ti� na t$ ist$ poz�ciu na p�ske) Samozrejme� "e potenci�lne nekone�ne
mnoho� ale pokia sa nejedn� o nekone�n�� a teda neakceptuj$ci v�po�et� tak len to kokr�t�
ko ko existuje stavov automatu A� Preto mo"no ku ka"dej poz�cii na p�ske priradi� kone�n$
postupnos� stavov �dlh$ max� jKj�� T$to postupnos� nazveme prechodovou postupnos�ou�

Nedeterministick� kone�n� automat A� si ku ka"d�mu pol��ku tipne prechodov$ postupnos�
a pre ka"d� dve prechodov� postupnosti� ktor� prisl$chaj$ susedn�m pol��kam over�� �i m%"u na
seba nav�zova��

�Pou�enie� ktor� z toho plynie je� �e i �lovek by mo�no mal ka�d� text ��ta
 raz� ale poriadne

�	



Tipnut$ prechodov$ postupnos� si mo"no pam�ta� v stave automatu A��hoci pre po�et stavov
tohto automatu bude plati� jK �j � jKjjKj�

N�v�znos� prechodov�ch postupnost� zaru��� "e p%vodn� dvojsmern� automat mohol pri
v�po�te produkova� tipnut� prechodov� postupnosti� Na z�ver mus� automat A� zisti�� �i pre�
chodov� postupnos� prisl$chajuca posledn�mu pol��ku slova obsahuje stav� ktor� bol akceptu�
j$cim stavom automatu A� Ak �no� automat A� akceptuje� Toto sa d� jednoducho zabezpe�i�
tak� "e ak K � � �K � f�g	jKj �Kn� teda "e stavy automatu A� nes$ inform�ciu o prechodov�ch
postupnostiach a &al�iu kontroln$ inform�ciu� potom F � � K �� ��K �FC	� f�g	jKj�Kn �kde
FC je mno"ina neakceptuj$cich stavov automatu A��

Na �itate a nech�vame d%kaz tvrdenia� "e pre dan$ dvojicu prechodov�ch postupnost� a sym�
bolov na t�ch dvoch susedn�ch pol��kach p�sky� ktor�m tieto prechodov� postupnosti prisl$chaj$�
je odpove& na ot�zku� �i na seba nav�zuj$ bez oh adu na zvy�ok p�sky� jednozna�n��

�




Kapitola �

Preklada�e


�� A�preklada�

V tejto �asti sa zozn�mime so zariaden�m� ktor� umo"n� transformova� jazyky� Teda u" nep%jde
len o automat� ktor� ne�inne pozer� p�sku a potom sa ocitne v nejakom stave� ale budeme ma�
zariadenie� ktor� bude schopn� v�stupu na p�sku druh$�

De�n�cia ������ A�preklada� �kone�ne stavov� preklada� s akcepta�n�mi� stavmi� je %�ticaM �
�K������� H� q�� F 	� kde K je kone�n� mnoina stavov� �� je vstupn� abeceda� �� je v�stupn�
abeceda� q� je po�iato�n� stav automatu� F je mnoina akcepta�n�ch stavov a H 
kon K ���� �
��� �K

Vid�me� "e tento automat bude ma� okrem vstupnej p�sky� aj p�sku v�stupn$� Automat na
z�klade vstupu d� nejak� v�stup� A�preklada� zade�nujeme &alej rovnak�m sp%sobom� ako sme
boli zvyknut� pri automatoch� Uk�"eme potom in� sp%sob de�n�cie� pomocou homomor�zmov�
inverzn�ch homomor�zmov a prienikov s regul�rnymi jazykmi�

De�n�cia ������ Kon�gur�ciou a�preklada�a naz�vame usporiadan� trojicu �q� u� v	 � K�����
��� �kde q znamen� moment�lny stav riadiacej jednotky� u je zvy�ok vstupu a v je doteraz vygen�
erovan� v�stup��

De�n�cia ����� Krokom v�po�tu a�preklada�a naz�vame rel�ciu � de�novan� na kon�gur�ci�ch
takto�

�q� xu� v	 � �p� u� vy	 � ak �q� x� y� p	 � H �����

De�n�cia ������ Obrazom jazyka L a�preklada�om M naz�vame mnoinu

M�L	 � fv � ��� j �w � L� �q�� w� �	
�

� �q� �� v	� q � Fg �����

Teda v�stup� a�preklada�a je ur�en� vstupom w� Tie" si m%"eme v�imn$�� "e ��tanie vstupu
je podobn� ako pri automate s pru"nou hlavou� A�preklada� dok�"e naraz pre��ta� cel� $sek
slova� Teraz prich�dza ten s ubovan� okamih� ke& si uk�"eme in$ de�n�ciu v�po�tu a obrazu
a�preklada�a� pomocou u" spom�nan�ch homomor�zmov� ktor� n�m u ah�ia niektor� tvrdenia
o a�preklada�och� #itate m%"e pouva"ova�� pre�o s$ dan� de�n�cie ekvivalentn��

Krok v�po�tu a�preklada�a zn�zor!ujeme na diagrame takto �pre��ta slovo x a na v�stup
d� slovo y��

�preto v n�zve a�preklada�a to a
�vo�ne povedan�� v�stup je to� �o automat pre�uje z L

��



4ht

q p

x,y

Pozn�mka ������ V nasleduj$cich $vah�ch budeme niekedy ch�pa� prvok h � H ako nejak�
symbol �p�smeno� abecedy H � Ver�me� "e to �itate ovi nebude robi� probl�my� ve& s podobn�m
pr�kladom sme sa u" stretli napr�klad v d%kaze ������ kde sme stoto"!ovali stavy automatu s
podmno"inami nejakej mno"iny stavov�

De�n�cia ������ Homomor�zmy pri� i � f�� 
� �� �g z mnoiny H� tak�� e

pri��x�� x�� x	� x
		 � xi �����

naz�vame projekcie� Jednotliv� projekcie maj� svoje obrazy postupne v mnoin�ch
K�������

�
��K

��

De�n�cia ������ V�po�tom a�preklada�a M naz�vame postupnos� h�� h�� h	� � � � � hk �tvor�c z H�

tak�� e plat�

�� pr��h�	 � q�

�� pr
�hk	 � F

�� pr
�hi	 � pr��hi��	 pre v�etky i � f�� 
� � � � � k � �g

Symbolom
Q

M ozna�ujeme mnoinu v�etk�ch v�po�tov a�preklada�a M ��

De�n�cia ������ Zobrazen�m a�preklada�a M naz�vame mnoinu

M�L	 � pr	�pr
��
� �L	 �

Q
M 	 ���	�

Na prv� poh ad sa m%"e zda�� "e t�to de�n�cia je hora ni� nehovoriacich matematick�ch
symbolov� ale ke& sa na to pozrieme bli"�ie� uvid�me� "e je to presne to ist�� ako v p%vodnej
de�n�cii� Mno"ina pr��� �L	 obsahuje v�etky mo"n� postupnosti prvkov h � H tak�� "e druh�
projekcia tejto postupnosti �slova z H�� je slovo z L� Pozor4 Tieto postupnosti nemusia by� e�te
v�po�tom� Potom pr��� �

Q
M je zrejme mno"ina leg�lnych v�po�tov na slov�ch z L� Na tieto

v�po�ty aplikujeme tretiu projekciu� ktorou dostaneme mno"inu v�stupn�ch slov a�preklada�a�
Objavuje sa n�m ot�zka� �i je trieda bezkontextov�ch jazykov uzavret� na zobrazenie a�

preklada�a� Vieme� "e LCF je uzavret� na homomor�zmus aj na inverzn� homomor�zmus� �o s$
zobrazenia pr	 a pr��� � Ak by sme vedeli� "e

Q
M je regul�rny jazyk� mohli by sme pou"i� vetu

o uzavretosti triedy LCF s triedou R vzh adom na �� teda M�L	 by bol bezkontextov� jazyk�

Lema ������
Q

M � R pre kad� a�preklada� M �

D�kaz� M je automat� zostrojme preto kone�n� automat A� ktor� bude akceptova� slov� z
Q

M
�

takto�

A � �K�H� �� q�� F 	

�ak berieme prvok mno�iny H ako symbol abecedy� potom t�to postupnos
 predstavuje slovo z H�

�alebo mno�inu v�etk�ch slov� ak postupnos
 prvkov h � H pova�ujeme za slovo
�uvedomme si� �e tento jazyk je jazykom nad abecedou H

��



kde ��q� �q� x� y� p		 � p�

Zrejme plat� L�A	 �
Q

M �

Veta ������ Trieda bezkontextov�ch jazykov je uzavret� na zobrazenie a�preklada�om�

D�kaz� Vypl�va z de�n�cie M�L	� predch�dzaj$cej lemy a uzavretosti LCF na homomor�zmus
a inverzn� homomor�zmus�

Veta ������ Trieda regul�rnych jazykov je uzavret� na zobrazenie a�preklada�om�

D�kaz� D� sa pou"i� analogick� d%kaz ako v predch�dzajucom pr�pade�

U"ito�nos� tohto automatu je pomerne ve k�� A�preklada� sa d� pou"i� na dokazovnaie� "e nie�o
je z LCF �resp� R�� alebo nie je� B�va prirodzenej�ie zostroji� nejak$ ma�inku� ako dokazova�
bezkontextovos� pomocou prienikov� homomor�zmov� alebo in�ch vlastnost��

�� Chceme uk�za�� "e nejak� jazyk L patr� do LCF � Tak si zoberieme nejak� jazyk L� � LCF
a hod�me ho na vstup a�preklada�a� Ak n�m ten vyhod� ako v�stup jazyk L� tak na z�klade
vety o uzavretosti� bude aj L � LCF �

�� Chceme uk�za�� "e nejak� jazyk L nepatr� do LCF � Sna"�me sa zostroji� a�preklada� tak�
aby jeho v�stup po pre"ut� jazyka L nebol z LCF � Tak dostaneme� "e ani p%vodn� jazyk
L nemohol by� z LCF �ak by bol� tak z vety o uzavretosti na obraz a�preklada�a by musel
by� aj v�stup z LCF ��

A�preklada�om napr�klad m%"eme uk�za�� "e Pascal nie je bezkontextov� jazyk�� V�imnime
si jednu vlastnos� Pascalovsk�ch proced$r� Ka"d� volanie nejakej proced$ry mus� obsahova�
rovnak� po�et parametrov ako pri jej de�novan�� Teda kompil�tor mus� kontrolova�� �i je tam
spr�vny po�et argumentov� N�� a�preklada� naraz� na prv$ de�n�ciu nejakej proced$ry a za
ka"d$ �iarku� ktor� oddeluje argumenty� d� na v�stup symbol a� Potom �ak� na &al�ie volanie
tej istej proced$ry a za ka"d$ �iarku d� tentoraz b� Tak isto prid�me aj symboly c� Ostatn�
veci ignorujeme �po�leme v�stup do ��� Takto z�skame slov� tvaru anbncn �a len tie�� ktor�� ako
vieme� netvoria bezkontextov� jazyk�

Oh adne de�n�ci� a modi�k�ci� a�preklada�a sa vyn�raj$ rozmanit� ot�zky�

�� Ako prerobi� a�preklada� tak� aby H 
 K � ��� � f�g	�����K a �i sa o nie�o ochudobn�
tak�to a�preklada��

�� Ako prerobi� a�preklada� tak� aby H 
 K ���� � ��� � f�g	�K a �i sa o nie�o ochudobn�
tak�to a�preklada��

�� Ako prerobi� a�preklada� tak� aby H 
 K � ��� � f�g	 � ��� � f�g	 �K a �i sa o nie�o
ochudobn� tak�to a�preklada��

	� Ako prerobi� a�preklada� tak� aby jeho v�stup bol tak� ist�� ako obraz dan�ho homomor�
�zmu � ubovo n�ho��


� Ako zoslab�me a�preklada�� ak mu odstr�nime akcepta�n� stavy�

�� Ak� siln� n�stroj dostaneme� ak v�stup prid�me z�sobn�kov�mu automatu�
�pri�om pod Pascalom rozumieme mno�inu v�etk�ch dobre nap�san�ch programov �skompilovate�n�ch�� kde

� slovo � � program

�



�vahy ��� �� a �� sa daj$ rie�i� podobn�m sp%sobom� Nazna��me tento sp%sob na pr�klade ��

Majme v a�preklada�i M prechod zo stavu q do stavu p� pri�om M pre��ta slovo
x � x�x� � � � xn � ��� a na v�stup d� slovo y � y�y� � � � ym � ���� Na $pravu tohto pre�
chodu zavedieme nov� stavy q�� q�� � � � � qn� p�� � � � � pm��� pm � p� Stavy q�� � � � � qn vyu"ijeme

q qnq2q1qp

x,y x1,e x2,e

p1

e,y1

p

xn,e e,ym

M: h=(q,x,y,p) v H M'

......

na pre��tanie slova x po p�smenku� pri�om ako v�stup bude �� Tak"e budeme ma� �tvorice
�qj � xj��� �� qj��	� pri�om j � f�� �� 
� � � � � n � �g a stav q� stoto"!ujeme so stavom q� Podobne�
stavy p�� � � � � pm vyu"ijeme na v�pis slova y na p�sku� #�ta� budeme na � a v�pis bude po
jednom p�smenku� Pr�slu�n� �tvorice si u" �itate istotne vie predstavi� s�m�

Pozn�mka ������ S vyu"it�m norm�lneho tvaru a�preklada�a� ktor� sme spomenuli v pr�klade �
sa d� dok�za�� "e zobrazenia a�preklada�mi s$ uzavret� na skladanie� Toto tvrdenie ale presahuje
r�mec n��ho textu� preto ho tu nebudeme uv�dza��

��



Kapitola �

Deterministick� bezkontextov�
jazyky

Ako u" n�zov napoved�� p%jde o triedu jazykov rozpozn�van$ deterministick�mi z�sobn�kov�mi
automatmi� K�m v pr�pade kone�n�ch automatov nedeterminizmus nepridal "iadnu silu� tu
uvid�me� "e nederminizmus ak$si silu prid��

��� Z�kladn� pojmy

De�n�cia ������ Deterministick�m z�sobn�kov�m automatom A nazveme $�icu
�K����� �� q�� Z�� F 	� kde K je kone�n� mnoina stavov� � je abeceda vstupn�ch symbol�
ov� � je pracovn� abeceda z�sobn�kov�ch symbolov�

� � K � �� � f�g	� � � �K � ��	 � f	g�

je funkcia sp��ajuca

��q � K	��z � �	 ���q� �� z	 �� 	  ��a � �	 ��q� a� �	 � 		 ����

Z� � � je po�iato�n� symbol z�sobn�ka a F 
 K je mnoina akceptuj�cich stavov�

Prechodov� funkcia n�m teda v ka"dom stave ur�uje� ako &alej� Bu& je pre ist� vrchn�
z�sobn�kov� symbol a stav de�novan� bu& tak� "e ��ta� p�sku nem�� alebo tak� "e ��ta� p�sku
m��ale nem%"e si vybra���

De�n�cia ������ Kon�gur�ciou deterministick�ho z�sobn�kov�ho automatu A rozumieme trojicu
�q� w� �	 � K ��� � ��

De�n�cia ����� Krokom v�po�tu deterministick�ho z�sobn�kov�ho automatu A nazveme rel�ciu
�
A
de�novan� nasledovne�

�qz � aw�� ��g	 �
A
�qk� w���h	 �

def
��qz � a� g	 � �qk� h	 kde a � � � f�g ����

De�n�cia ������ Jazykom rozpozn�van�m deterministick�m z�sobnikov�m automatom A naz��
vame mnoinu

L�A	 � fw j �q�� w� Z�	
�

�
A
�q� �� �	 � q � Fg

Triedu deterministick�ch z�sobn�kov�ch automatov ozna�ujeme LDCF �
���funkcia teda m��e vr�ti
 pr�zdnu mno�inu ako identi�k�ciu zaseknutia sa

	�



��� Rozdiel v akcept�cii pr�zdnou pam��ou a koncov�m
stavom

Na tomto mieste nebudeme de�nova� det� z�s� automat rozpozn�vajuci pr�zdnou pam��ou� lebo
predpoklad�me� "e �itate si tento pojem s�m  ahko de�nuje� Triedu jazykov rozpozn�van�ch
det� z�s� automatmi pr�zdnou pam��ou budeme ozna�ova� LDPCF � V nasleduj$com texte
uk�"eme� "e LDPCF � LDCF �

Lema ������ Kad� deterministick� z�sobn�kov�m automat rozpozn�vajuci pr�zdnou pam!�ou
mono simulova� deterministick�m z�sobn�kov�m automatom rozpozn�vajucim akceptuj�cim
stavom�

D�kaz� D%kaz je anal�giou d%kazu 
����

Veta ������
LDPCF � LDCF

D�kaz� To� "e ide o podmno"inu je jasn� z predch�dzajucej lemy� Zost�va dok�za�� "e ide o prav$
podmno"inu� Toto uk�"eme na pr�klade� Uva"ujme jazyk L � fw � f�� �g� j ��w � ��wg�

(ahko by sme zostrojili deterministick� z�sobn�kov� automat rozpozn�vajuci tento jazyk ak�
ceptuj$cim stavom� Pozor4 Nep%jde presne o k�piu nedeterministick�ho z�sobn�kov�ho au�
tomatu� V tomto pr�pade mus�me zavies� a" 
 z�sobnikov�ch symbolov� Z�� �� �� �

�� ��� V pr��
pade� "e vid�me na vrchu z�sobn�ka Z�� prid�me pod a vst� symbolu na p�ske do z�sobn�ka
symbol ��� resp� ��� Ak vid�me na vrchu z�sobn�ka symbol ��� resp� �� a zo vstupu ��tame ��
resp� �� prejdeme do akceptuj$ceho stavu� Inokedy do akceptuj$ceho stavu neprech�dzame �iba
na za�iatku��

Av�ak� nijako sa n�m nepodar� zostroji� deterministick� z�s� automat rozpozn�vajuci L pr�zd�
nou pam��ou� Keby tento existoval� potom by musel akceptova� slovo ��� To zna��� "e po
pre��tan� �� sa vypr�zdni z�sobn�k� Ale keby ��tal zo vstupu slovo ���� � L� z�sobn�k sa mu
vypr�zdni e�te sk%r� ne" do��ta cel� slovo a &al�� v�po�et teda nie je de�novan� �automat sa
zasekne�� a teda tak�to slovo neakceptuje� Probl�m je teda v tom� "e det� z�s� automat nem%"e
rozpozn�va��akceptova�� pr�zdnou pam��ou slov�� ktor�ch vlastn� pre�x m� by� tie" rozpoznan�
a akceptovan��

��� Vlastnosti triedy LDCF
Niektor� vlastnosti tejto triedy jazykov s$ rovnak� ako v pr�pade triedy LCF � v niektor�ch sa
v�ak bud$ l��i�� Pr�ve v tom� "e tieto triedy nemaj$ rovnak� vlastnosti dokazuje� "e nie s$
toto"n�� Ke&"e trivi�lne plat� LDCF 
 LCF � t�mto dok�"eme� "e plat�

LDCF � LCF

Veta ����� LDCF nie je uzavret� na prienik�

D�kaz� Po ahky mo"no zostroji� deterministick� z�s� automat rozpozn�vajuci jazyk L� �
fanbnci j i� n � �g� ako aj L� � faibncn j i� n � �g� Ich prienik v�ak nepatr� ani len do LCF � a
preto ani do LDCF �

Veta ����� LDCF je uzavret� na prienik s R�

D�kaz� Dokazuje sa analogicky ako v pr�pade nedeterministick�ch z�sobn�kov�ch automatov�
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Nasledovn� vlastnos� je t�� ktor� implikuje r%znos� tried bezkontextov�ch a deterministicky
bezkontextov�ch jazykov� Ideme uk�za�� "e trieda LDCF je uzavret� na komplement� �

Lema ����� Ku kad�mu deterministick�mu z�sobn�kov�mu automatu A existuje automat A�

tak�� e L�A	 � L�A�	 a A� vdy do��ta vstupn� slovo�

D�kaz� Princ�p pr�ce automatu A� bude spo��va� v tom� "e bude ma� ak�si countery 	po���
tadl��� ktor� mu bud$ po��ta�� ko ko ��ov�ch prechodov rob� a ak� ve k� u" m� z�sobn�k�
Zamyslime sa najprv nad t�m� �o sa stane� ke& p%vodn� automat nedo��ta cel� vstupn� slovo�
Zrejme s$ dve mo"nosti�

�� Automat sa zasekne� ke&"e m� pr�zdny z�sobn�k�

�� Automat sa zacykl�� t�j� donekone�na vykon�va ��ov� prechody� Tu s$ op�� dve mo"nosti�

�a� Z�sobn�k neobmedzene rastie�

�b� V��ka z�sobn�ka nikdy neprekro�� ist$ hranicu�

V�etky tieto mo"nosti teraz mus�me vyrie�i��

�� Na dno z�sobn�ka vlo"�me �peci�lny symbol� a ke& ho op�� uvid�me ��o sa stane pr�ve
vtedy ke& p%vodn� automat sa zasekne�� na ��ov� prejdeme do �peci�lneho neakcepta�n�ho
stavu� z ktor�ho zas de�nujeme prechody na symboly � op�� do toho ist�ho stavu� aby nov�
automat slovo do��tal a zostal v neakcepta�nom stave�

�� Ozna�me t � j�j� s � jKj� r � maxfjwj j �q�� w	 � ��q� a� Z	g�

�a� Na��astie�  ahko mo"no t$to situ�ciu objavi�� Toti"� plat� tvrdenie

Ak uvaujeme len ��ov� kroky� potom v��ka z�sobn�ka narastie na hodnotu v!��iu ako
rst

pr�ve vtedy ke&

z�sobn�k neobmedzene rastie
D%kaz implik�cie � je trivi�lny� pozrime sa na implik�ciu � Ak je v��ka z�sobn�ka
rst� potom automat po�as plnenia z�sobn�ka t�mito symbolmi pre�iel aspo! st kon�g�
ur�ciami tak�mi� "e od doby tejto kon�gur�cie sa nikdy nestalo� aby h*bka z�sobn�ka
klesla pod $rove!� ktor$ mala v dobe tejto kon�gur�cie� � Potom ale z Dirichletovho
princ�pu plynie� "e medzi t�mito st kon�gur�ciami existovali tak� kon�gur�cie k�� k��
ktor� sa zhodovali vrchn�m symbolom z�sobn�ka a stavom automatu� Z predch�dza�
juceho vieme� "e h*bka z�sobn�ka po�as k� je v���ia ako v �ase k� a "e sa medzit�m

��itate� by si mal hne� na z�klade deMorganov�ch z�konov uvedomi
� �e to znamen�� �e nie je uzavret� na
oper�ciu zjednotenia� �o je tie� vlastnos
� ktorou sa l��i od triedy bezkontextov�ch jazykov

�Pre �itate�ov d�sledn�ch� no leniv�ch ponkame pln� znenie lemy� o ktor sa tu opierame aj s d�kazom�

Lema ������ Nech a � a�� a�� a�� ���� an� a� � �� an � rk je postupnos� prirodzen�ch ��sel tak�� �e plat� jai �
ai��j � r� Potom existuje aspo� k �lenov postupnosti ai� � ai� � ���� aik tak�ch� �e ��j � i� �ai � aj��

D�kaz� Uvedieme kon�truk�n� d�kaz indukciou� T�chto k �lenov ai� � ai� � ���� aik n�jdeme takto�
ik � maxfj � n j aj � rk � rg�
ik�� � maxfj � ik � � j aj � rk � �rg�
���
Je jasn�� �e keby napr�klad aik nesp��ala po�adovan vlastnos
� potom by existovalo nejak� m tak�� �e ik � m � n
a am � aik � an� �o je ale spor s maximalitou ik�
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robili v�hradne ��ov� kroky� Ale ke&"e sa jedn� a deterministick� automat� je jasn��
ak�m smerom sa &alej bude v�po�et ubera�� 2alej sa bude automat na ��ov� kroky
spr�va� rovnako ako predt�m � bude r�s� z�sobn�k a z �asu na�as sa objav� op�� kon�
�gur�cia s rovnak�m stavom automatu a rovnak�m vrchn�m symbolom z�sobn�ka ako
k�� resp� k��

�b� #o ale robi� v pr�pade� "e sa automat zacykl�� no h*bka z�sobn�ka nikdy nepresiahne
magick$ hodnotu rst) Na��astie� v�etky abecedy s$ kone�n�� tak"e r%znych kon�g�
ur�cii s rovnak�m zvy�kom slova a takto obmedzen�m z�sobn�kom je x � s��t��	rst�
Ak teda zist�me� "e sme urobili po sebe viac ne" x ��ov�ch prechodov po sebe� m%"eme
si by� ist�� "e chod�me do kruhu a determinizmus n�m ned�va �ancu z neho vyjs��

To zna��� "e automat A sta�� roz��ri� o dva countery� a to roz��ren�m mno"iny stavov na
K � � K � f�� �� ���� rstg � f�� �� ���� s�t� �	rstg � fqsg� Prv� counter bude po��ta� ako sa
zv���ila h*bka z�sobn�ka odkedy rob�me ��ov� kroky� druh� bude po��ta� po�et t�chto ��
ov�ch krokov� V"dy� ke& pre��tame vstupn� symbol z p�sky� oba countery vynulujeme�
Druh� counter vynulujeme i v pr�pade� "e hodnota prv�ho klesne na nulu� t�j� ke& sa h*bka
z�sobn�ka zmen�� pod p%vodn$ hodnotu� ak� bola na za�iatku ��ov�ch krokov� Po ��ovom
prechode druh� counter zv����me o jedna a prv� zmen�me o hodnotu� o ktor$ sa zmen�
h*bka z�sobn�ka� Ak by jeden z counterov mal prekro�i� povolen$ hodnotu� prejdeme do
�peci�lneho neakcepta�n�ho stavu qs� v ktorom ��tame vstupn� symboly z p�sky� aby sme
splnili n�� $�el do��ta� vstupn� slovo a zosta� v neakcepta�no stave�

Veta ���� Nech A je deterministick� z�sobn�kov� automat� Potom existuje tak� determini�
stick� z�sobn�kov� automat A�� e L�A	 � L�A�	C��

D�kaz� Na z�klade predo�lej lemy mo"no bez ujmy na v�eobecnosti predpoklada�� "e A v"dy
do��ta vstupn� slovo� Kv%li tomu� "e deterministick� z�sobn�kov� automat m%"e robi� ��ov�
prechody� m%"e sa sta�� "e deterministick� z�sobn�kov� automat po pre��tan� vstupn�ho slova
prejde do akcepta�n�ho stavu �akceptuje ho�� ale potom urob� nieko ko ��ov�ch prechodov� po
ktor�ch prejde do neakceptuj$ceho stavu� To znamen�� "e keby sme A� skon�truovali tak� "e by
sa od A l��il len t�m� "e F � � K � F � potom by automat A� mohol akceptova� aj tie slov�� ktor�
akceptuje aj automat A� �o nechceme� Preto mus� nast$pi� ak�si f�ge �

Mno"ina stavov nov�ho automatu K � � K � fp� n� fg� V druhej zlo"ke si budeme uklada�
inform�ciu o tom� �i sme od posledn�ho pre��tania vstupn�ho symbolu boli v nejakom akceptu�
j$com stave alebo nie� Hodnota p bude zna�i�� "e �no� n nie a f znamen�� "e u" nem%"me robi�
ani ��ov� prechody� Konkr�tne teda�

�� Nech ��q� a� Z	 � �q�� �	 � Potom

����q� f	� a� Z	 � ����q� p	� a� Z	 �df

�
��q�� p	� �	 ak q� � F
��q�� n	� �	 ak q� �� F

����q� n	� �� Z	 �df ��q�� f	� �	

�� Nech ��q� �� Z	 � �q�� �	� Potom

����q� p	� �� Z	 �df ��q�� p	� �	

�Pre z�budliv�ch �itate�ov dod�vame� �e oper�cia komplementu je de�novan� vzh�adom na jazyk �� ur�en�
abecedou vstupn�ch symbolov automatu A
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����q�m	� �� Z	 �df

�
��q�� p	� �	 ak q� � F
��q��m	� �	 ak q� �� F

pre m � n� f

Mno"ina akcepta�n�ch stavov bude F � � K � ffg� t�j� akceptujeme tie slov�� na ktor�
sa p%vodn� automat od posledn�ho ��tania vstupn�ho symbolu iste nedostal do "iadneho
akceptuj$ceho stavu� a to ani s vyu"it�m ��ov�ch prechodov�

		



Kapitola 	

Line�rne ohrani�en� automaty

��� De�n�cie

Tento kr�t posunieme latku op�� o nie�o vy��ie� Post$pime v Chomsk�ho hierarchii a zade�n�
ujeme si automaty� ktor� dok�"u rozpozn�va� kontextov� jazyky� Dostato�ne siln�m n�strojom
sa uk�"e by�� ak povol�me hlave ��ta� aj zapisova� na p�sku� pri�om mno"stvo p�sky zostane
ohrani�en� vstupn�m slovom�

De�n�cia ������ Nedeterministick�m line�rne ohrani�en�m automatom naz�vame %�ticu
�K����� �� q�� F 	� kde K je kone�n� mnoina stavov� � je abeceda vstupn�ch symbolov� � je abece�
da pracovn�ch symbolov �� 
 �	� q� � K je po�iato�n� stav� F 
 K je mnoina akcepta�n�ch
stavov a � � K � �� � fc� �g	� 
K����fc��g��f������g

De�n�cia ������ Kon�gur�cia LBA je

�� trojica z K � c��� � N� pri�om �q� ca� � � � an�� d	 znamen�� e hlava je nastaven� na ad�
d � h�� � � � � n� �i

�� dvojica z K � �� c��� � c�� � ���	

�� slovo z Kc��� � c��K���� �K � � � 		

De�n�cia ����� Krok v�po�tu LBA je rel�cia � na kon�gur�ci�ch de�novan� nasledovne�

�� �q� ca� � � � an�� k	 � �p� cb� � � � bn�� l	� �p� c� d	 � ��q� ak	� l � k � d� bk � c� bi � ai�i �� k

�� �q� u � av�	 � �p� ub � v	� �p� b	 � ��q� a� �	
�q� ua � bv	 � �p� u � acv	� �p� c	 � ��q� b���	
�q� u � av	 � �p� u � bv	� �p� b	 � �q� a� �	

�� cuqav� � cupbv�� �p� b� �	 � ��q� a	
cuqav� � cubpv�� �p� b� �	 � ��q� a	
cucqav� � cupcbv�� �p� b���	 � ��q� a	

De�n�cia ������ Jazyk akceptovan� LBA je L�A	 � fw � �� j �q�� c � w�	 �� �q� cu � �	�u �
��� q � Fg

De�n�cia ������ Deterministick� line�rne ohrani�en� automat je tak� LBA� kde ���k�q� a		 �
���q � K� a � �

	




Pr�klad ������ Zostrojte LBA A� ktor� bude akceptova� jazyk L � fanbncn j n � �g�

Rie�enie A � �K����� �� q�� F 	� kde K � fq�� q�� q�� q	� q
g� � � fa� b� cg� � �
fa� b� c� a�� b�� c�g� F � fq
g� Prechodov$ funkciu de�nujeme nasledovne�

��q�� a	 � �q�� a
�� �	 ozna��me si &al�ie p�smenko� ktor� ideme kontrolova�

��q�� a	 � �q�� a� �	 prejdeme cez v�etky nasleduj$ce neozna�en� a��ka
��q�� b

�	 � �q�� b
�� �	 podobne prejdeme cez v�etky ozna�en� b���ka

��q�� b	 � �q�� b
�� �	 n�jdeme prv� neozna�en� b a ozna��me ho

��q�� b	 � �q�� b� �	 podobne prech�dzame cez v�etky neozna�en� b��ka
��q�� c

�	 � �q�� c
�� �	 prejdeme aj cez v�etky ozna�en� c��ka

��q�� c	 � �q	� c
����	 ozna��me prv� neozna�en� c ' teraz sa chceme vr�ti�

��q	� z	 � �q	� z���	� z � fc�� b� b�� ag vraciame sa na prv� neozna�en� a
��q	� a

�	 � �q�� a
�� �	 ozna��me ho a pokra�ujem op�� v stave q�

��q�� b
�	 � �q
� b

�� �	 zastav�me sa� ak u" nebudeme ma� neozna�en� a
��q
� x	 � �q
� x� �	� x � fb�� c�g e�te mus�me prejs� na koniec p�sky a dosta� sa

pred 5 ' tak bola de�novan� akceptuj$ca kon�gur�cia

D%kaz L�A	 � L�
��  ah�� smer indukcie ' tak sme robili kon�trukciu ' urob� sa indukciou vzh adom na d*"ku
slova w

� S$ dve mo"nosti d%kazu�

�� Zoberieme si  ubovoln� akceptuj$ci v�po�et a za�neme usudzova�� ako mus� vyzera� � musel
skon�i� v stave q
 a hlava musela skon�i� na znaku 5� ale automat sa mohol dosta� do stavu
q
 jedine cez stav q� a muselo sa ��ta� p�smenko b ��� takto si rozparcelujeme v�po�et na
$seky� z ktor�ch u" jasne vypl�va ako muselo vyzera� slovo� ktor� automat akceptoval�

�� �Dok�"eme pre v�etky slov�� ktor� nepatria do jazyka L� "e automat A sa pri v�po�te
zasekne� Ako vyzeraj$ slov� zl�ho tvaru) Maj$ bu& r%zny po�et p�smeniek a�b�c alebo� ak
aj po�ty sedia� slovo m� zl� tvar �nem� tvar anbncn��
#o sa stane ak po�ty nesedia �

�a� a��ok je viac ako niektor�ch in�ch a vtedy sa to zasekne v stave q� ' ak sa u" minuli
b��ka �nedostaneme sa do stavu q� a to sp%sob� zaseknutie� alebo sa minuli c��ka a tu
podobne nastane zaseknutie v stave q�

�b� a��ok je menej ako niektor�ch in�ch p�smen a vtedy sa to zasekne v stave q
� ke&"e
tam bud$ existova� aj neozna�en� b �resp� c�� cez ktor� v stave q
 automat A nevie
prejs� a ke&"e sa nedostane na 5� automat nem%"e akceptova� dan� slovo�

�

��� Ekvivalentnos� kontextov�ch gramat�k a line�rne
ohrani�en�ch automatov�

Veta ������ K �ubovo�nej kontextovej gramatike G existuje LBA A tak�� L�A	 � L�G	�

�tento sp�sob dokazovania sa v�eobecne odpor�a iba v pr�pade� ak je dokazovan� jazyk �ahk�ho tvaru a sme
si ist�� �e nezabudneme na nijak� slov� z jazyka

	�



D�kaz� Nech G � �N�T� P� �	� Potom LBA A � �K����� �� q� F 	 bude pracova� tak� "e bude
simulova� odvodenie v gramatike G odzadu� pri�om

K � fq� qkg � fqa������an�b������bm�� q
�
a������an�b������bm� j �a����an � b����bm	 � Pg

� � T� � � T �N� F � fqkg

Pr�cu automatu rozdel�me na etapy �

�� Uh�dne� ktor� pravidlo bolo pou"it� ako posledn� pri odvoden� vetnej formy� ktor� je v
danom momente na p�ske�

��q� a	 � f�qa������an�b������bm�� a� �	 j �a����an � b����bm	 � Pg pre a � �

�� Najsk%r h ad� a potom uh�dne spr�vny v�skyt pravej strany pravidla na p�ske�

��qu�v�� a	 � f�qu�v�� a� �	� �q
�
u�v�� a� �	g pre a � �� qu�v� � K

�� Kontroluje� �i spr�vne uh�dol pravidlo� Ak �no� tak prep��e prav� v�skyt pravidla  avou
stranou dan�ho pravidla� ak nie� tak sa zasekne a nepokra�uje &alej vo v�po�te�

��q�au�bv�� a	 � f�q�u�v�� b� �	g pre u� v � ��� a � �� b � � � f�g

Epsilon je tu preto� "e je potrebn� �aka� na stav q����� ale treba po��ta� aj so stavmi qu���
pre u � ��

Ak v stave q�au�bv� nenasleduje na p�ske a� automat sa zle rozhodol� �i"e nepokra�uje� Ak
nasleduje� m%"e za�a� s nahr�dzan�m pravej strany prep�san�m a na b �resp� ak b � �� tak
iba do��tava vstup pre kontrolu��

	� Uprace p�sku� T�m sa mysl� to� "e ak bola  av� strana niektor�ho pravidla krat�ia ako
prav� strana� zma"e pol��ka� ktor� na p�ske vznikli ako prebyto�n�� presunie tieto pr�zdne
pol��ka za posledn� p�smeno a ak sa to naozaj skr�tilo� zap��e za koncom nov�ho �krat�ieho�
slova falo�n� 5�


� Skontroluje� �i sa na p�ske nenach�dza u" iba �c��	� Ak �no� tak zmen� stav na akcepta�n�
stav qk a prejde hlavou na naozajstn� 5� ak nie� pokra�uje v pr�ci od etapy ��

Veta ������ K �ubovo�n�mu LBA A existuje kontextov� gramatika G tak�� e L�G	 � L�A	�f�g�

D�kaz� Nech LBA A � �K����� �� q� F 	�
Pri d%kaze tejto vety sa n�m hod� tret� variant kon�gur�ci�� kon�gur�cia je slovo z Kc��� �
c��K���� pri�om K � � � 	�

Kon�trukcia gramatiky G je zalo"en� na simul�cii automatu A na vstupnom slove tak� "e
najsk%r vygeneruje v�etky mo"n� vstupn� kon�gur�cie a potom na nich za�ne simulova� automat
A� Ako ho bude simulova�)

Najprv popis probl�mov v kon�trukcii gramatiky� Ak pre � funkciu automatu A plat� �
�p� b� �	 � ��q� a	� potom na kon�gur�cii nastala zmena � �cuqav�	 � �cupbv�	� �i"e sa zd� by�
rozumn� da� do kon�truovanej gramatiky G pravidlo qa � pb� preto"e tak by mohla simulova�
tento krok v�po�tu automatu A�

Podobne ak �p� b� �	 � ��q� a	 potom na kon�gur�cii nastala zmena �cuqav�	 � �cubpv�	 a preto
v gramatike G mus� existova� pravidlo qa � bp� Men�� probl�m bude s posledn�m pravidlom�

	�



preto"e ak platilo �p� b���	 � ��q� a	 potom sa mohla kon�gur�cia zmeni� �cucqav�	 � �cupcbv�	
a to pre  ubovo n� c � �� ktor� dopredu nevieme ur�i�� Preto do gramatiky G prid�me pravidl�
cqa� pcb pre v�etky c � ��

Tak"e simul�ciu m�me zabezpe�en$� vznik� v�ak in� probl�m � simul�ciou automatu na vs�
tupnej kon�gur�cii sa pokazila vstupn� kon�gur�cia� Automatu to nevad�� preto"e jemu sta��
odakceptova�� ale gramatika mus� vr�ti� slovo� preto si mus�me na za�iatku nejako vstupn$ kon�
�gur�ciu zapam�ta�� aby sme po odakceptovan� dok�zali .vyp�sa�/ slovo z n��ho jazyka�

Rie�en�m je pou"itie viacstopej p�sky �konkr�tne dvojstopej p�sky���
Gramatiku G teda kon�truujeme nasledovne�

�� G generuje v�etky mo"n� po�iato�n� kon�gur�cie a z�rove! zdvojuje p�sku� �generovan�
kon�gur�cie s$ tvaru � cq�

�
a�
a�

��
a�
a�

�
���
�
an
an

�
� pre  ubovo n� a�� a�� ���� an � ���

� � ���
�� � ��

�
a
a

�
�a � �

�� � cq�

�� G simuluje v�po�et na hornej stope�

q
�
a
x

�
� p

�
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x

�
�x � � pre �p� b� �	 � ��q� a	

q
�
a
x

�
�

�
b
x

�
p �x � � pre �p� b� �	 � ��q� a	�
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�
q
�
a
y

�
� p

�
c
x

��
b
y

�
�x � � pre �p� b���	 � ��q� a	

�� V tejto etape generuje gramatika G termin�lne slovo�

q�� Q� pre �q � F

Symbol Q je ak�msi sign�lom� aby sa za�alo prepisova� slovo zo spodnej stopy��
a

x

	
Q� Qx

Teraz pou"ijeme mal� podvod spo��vajuci v tom� "e v gramatike G vztvor�me pravidl��
ktor� nie s$ kontextov��

cQ � �
�� �

Ako bude mo"n� vysporiada� sa s posledn�mi dvoma nekontextov�mi pravidlami)
Op�� n�m pom%"u viacposchodov� vetn� formy� budeme ma� dokonca p�� poschod� � spodn�
dve poschodia bud$ doteraj�ie dve poschodia a ke&"e potrebujeme schova� tri znaky� ktor� n�m
kazia kontextovos�� bude prv� poschodie pre stav� druh� pre � a tretie pre c� Tieto vrchn� tri
poschodia bud$ obsahova� symboly � q � K na zazna�enie stavu �resp� �� c�� zazna�enie pr�zd�
neho miesta � � &alej dol�rov� a centov� poschodie bud$ e�te potrebova� �peci�lne endmarkre
�� resp� c�� ktor� n�m umo"nia rozl��i�� �i sa hlava nach�dza na znaku v danom st*pci alebo na
� resp� c ��
Bude nutn� mierne modi�kova� pravidl� gramatiky� �o prenech�vame len najextr�mnej�ie oriem�
tovan�m �itate om�

�Nejde o technick� vylep�enie automatu� preto�e tak�to p�ska sa d� zabezpe�i
 napr�klad zmenou pracovnej
abecedy � na �	 ��

�Napr�klad ak sa hlava nach�dza naozaj na c� tak je na tretej stope p�sky zap�san� endmarker c�� ak je hlava
na a�� potom je na p�ske zap�san� c�

	



D%kaz� L�A	 � L�G	�

� m�me slovo w � L�A	 a aj jeho odvodenie� Potrebujeme dok�za�� "e ho vieme vygenerova�
gramatikou G� V prvej f�ze vieme vygenerova�  ubovo n� slovo � ahko dok�zate n� MI�� &alej
v druhej f�ze existuje pr�ve jedno jednozna�n� priradenie medzi kon�gur�ciami automatu a
vetn�mi formami� �i"e vieme prejs� z vetnej formy� ktor� zodpoved� prvej kon�gur�cii� k vetnej
forme � zodpovedaj$cej nasleduj$cej kon�gur�cii�� No a prep�sanie slova z dolnej p�sky na v�stup
je op�� zrejm��
�� Potrebujeme dok�za�� "e �oko vek gramatika G vygeneruje je slovo� na ktorom zbehne

akceptuj$ci v�po�et automatu A� Zoberieme si  ubovo n� odvodenie termin�lneho slova v gra�
matike� v tomto odvoden� sa daj$ n�js� dve v�zna�n� miesta�

�� Prv� kr�t sa objav� symbol stavu� v danej chv�li vetn� forma zodpoved� kon�gur�cii po�i�
ato�n�ho stavu automatu�

�� Jedin� sp%sob� ako dosiahnu� stermin�l!ovanie vetnej formy je objavenie sa akcepta�n�ho
stavu a endmarkra �� v jednom st*pci p�sky�

S vyu"it�m t�chto dvoch bodov a vedomosti� "e ka"d�mu kroku v gramatike zodpoved� pravidlo
v�po�tu v automate op�� nie je probl�m pre v��niv�ho formalistu dokon�i� d%kaz�

��� Uz�verov� vlastnosti Lcs
Veta ����� Trieda jazykov akceptovan�ch nedeterministick�mi LBA je uzavret� na prienik�

D�kaz� Najsk%r sa trochu zamyslime� nem%"eme spoji� dva automaty sp%sobom� ak�m sme to
urobili v pr�pade kone�n�ch automatov� preto"e m�me iba jednu hlavu a tie sa pohybuj$ ka"d�
potenci�lne in�m smerom�

Preto op�� pou"ijeme trik s dvojstpu p�skou �kart�zsky s$�in mno"�n p%vodn�ch p�skov�ch
symbolov��
Nech m�me dan� dva LBA automaty A�� A�� ktor� akceptuj$ jazyky z triedy jazykov akcepto�
van�ch NLBA� zostroj�me automat A	� ktor� bude akceptova� L�A�	 � L�A�	�
Automat A	 bude pracova� v nasledovn�ch etap�ch�

�� vyrob� na p�ske dve stopy� skop�ruje w na horn$ aj na spodn$ stopu

�� simuluje automat A� na hornej stope a ak akceptuje prejde do nasleduj$cej etapy

�� simuluje automat A� na spodnej stope a akceptuje� ak automat A� akceptuje�

predpoklad�me � K� �K� � 	
de�nujeme automat A	 � �K	��	��	� �	� q�	� F		

K	 � fq��� q�� q��g �K� �K�� �	 � �� � �� � ���	 � � � �� � ���F	 � F�

��
�	�q�	� a	 � f�q�	�

�
a
a

�
� �	g pre �a � �

�	�q�	� �	 � f�q�� ����	g
�	�q

��
�
a
a

�
	 � f�q��

�
a
a

�
���	g pre

�
a
a

�
� ���

�	�q
�� c	 � f�q��� c� �	g

�na z�klade delta funkcie automatu A
�A ked�e pozn�me odvodenie v automate A� vieme poveda
 ako bude vyzera
�

	�



��
�	�q�

�
a
b

�
	 � f�p�

�
a�

b

�
� d	 j �p� a�� d	 � ���q� a		g pre q � K�

�	�q� c	 � ���q� c	 pre q � K� �K�

�	�q� �	 � ���q� �	 pre q �� F�
�	�q� �	 � f�q��� ����	g pre q � F�

�	�q
���
�
a
b

�
	 � f�q���

�
a
b

�
���	g pre

�
a
b

�
� �� � ��

�	�q
��� c	 � f�q��� c� �	g

��
�	�q�

�
a
b

�
	 � f�p�

�
a
b�

�
� d	 j �p� b�� d	 � ���q� a		g pre p� q � K�

�	�q� c	 � ���q� c	 pre q � K�

�	�q� �	 � ���q� �	 pre �q � K�

Tvrdenie� L�A		 � L�A�	 � L�A�	
� � nech �q��� c � w�	 �� �qn�� cu � �	 je akceptuj$ci v�po�et na slove w v automate A� a �q��� c �
w�	 �� �qm�� cu � �	 je akceptuj$ci v�po�et na slove w v automate A�� h ad�me akceptuj$ci
v�po�et na slove w v automate A	�
Tvrd�me� "e to bude nasleduj$ci v�po�et � �q�	� c � w�	 �� �q�� � c

�
w
w

�
�	 � �q��� c �

�
w
w

�
�	 ��

�qn�� c
�
w�

w

�
� �	 �� �q��� � c

�
w�

w

�
�	 � �q��� c �

�
w�

w

�
�	 �� �qm�� c

�
w�

w��

�
� �	 je to ve mi  ahko vidie� aj

preto� "e sme tak robili kon�trukciu�

 m�me akceptuj$ci v�po�et v automate A	 na slove w� op�� sa ho sna"�me rozparcelova�

na $seky � akceptovali sme v stave q � F�� ale do tohto stavu sme sa moholi dosta� jedine v
pr�pade� ke& sme postupovali pod a �� funkcie ' a teda sa n�m niekde musel vyskytn$� stav q��
�tu dostaneme akceptuj$ci v�po�et v automate A� na slove w� ak zoberieme v�etky kon�gur�cie
�q��� c �

�
w�

w

�
�	 �� �qm�� c

�
w�

w��

�
� �	� qm� � F� a zabudneme na vrchn$ stopu p�sky�� do stavu

q� sme sa moholi dosta� jedine cez stav q��� do neho jedine cez stav qn� � F� a v kone�nom
d%sledku cez q�� �tu podobne zoberieme v�po�et medzi stavmi q�� a q�n� zabudneme na spodn$
�as� p�sky a m�me akceptuj$ci v�po�et na slove w v automate A���

Veta ����� Lcs je uzavret� na inverzn� homomor�zmus�

D�kaz� Budeme to dokazova� cez automaty� Nech A � �K����� �� q� F 	 je LBA� ktor� akceptuje
jazyk L� treba zostroji� LBA� ktor� bude akceptova� jazyk h���L	� Nech je dan� slovo w�
potrebujeme zisti�� �i slovo h�w	 � L� preto"e to je ekvivalentn� s w � h���L	�

Pri dokazovan� uzavretosti na inv� homomor�zmusLcf sme pou"�vali bu6er� ktor� sme dok�za�
li simulova� stavom� To n�m v�ak teraz nepom%"e� preto"e slovo na p�ske sa m%"e meni� a LBA
m%"e pohybova� hlavou na vstupnej p�ske� Preto budeme musie� zmeny� ktor� sme vykonali na
p�ske� zazna�i� op�� niekde na p�ske� Iba"e nar�"ame na ohrani�enos� p�sky� Tento probl�m
je mo"n� vyrie�i� hrebe!ovou p�skou�� T�to p�ska sa bude vyzna�ova� t�m� "e po�et st%p nad
jednotliv�mi znakmi vstupn�ho slova nemus� by� nutne rovnak�� dokonca nad niektor�mi znakmi
m%"e by� pr�zdne pol��ko �bude to ak�si �trbav� hrebe!��

Automat A� dostane na vstup slovo w� vytvor� si hrebe!ov$ p�sku a z�rove! si na !u bude
zapisova� slovo h�w	� Potom sa posunie na za�iatok slova h�w	 a za�ne na !om simulova� pr�cu
automatu A� Tu treba klasicky prep�sa� delta funkciu automatu A tak� aby vedel chodi� po
viacstopej p�ske nahor a dole� aby si pri tom pam�tal smer� od kadia pri�iel� mal o�etren� kraje
p�sky a vedel rie�i� aj probl�m 7�trbav�ho hreb!a7� t�j� o�etri� probl�m pr�zdneho pol��ka na
vstupnej p�ske�

Veta ���� Lcs je uzavret� na zjednotenie�

�Ide vlastne o viacstop p�sku� ktorej po�et st�p bude maxim�lne m � maxfh�x�� x � �g�


�



D�kaz�

�� cez gramatiky � tak isto ako pre bezkontextov�� zaveden�m nov�ho netermin�lu� ktor�
nesk%r prep��eme na ka"d� z p%vodn�ch� mus�me op�� zabezpe�i� pr�zdnos� prieniku neter�
min�lnych symbolov jedn�ho automatu so zjednoten�m termin�lnych a netermin�lnych sym�
bolov druh�ho automatu a naopak ���

�� cez automaty � zavedieme nov� po�iato�n� stav a v !om sa nedeterministicky rozhodneme�
ktor� automat sa spust� ���

Veta ����� Lcs je uzavret� na zre�azenie�

D�kaz�

�� cez gramatiky � to �o zbehlo pre bezkontextov� jazyky �� � ����� n�m teraz nar�"a na
probl�m� preto"e v kontextov�ch jazykoch m%"em ma� pravidl� typu x� � ���� teda m%"e
nasta� kol�zia na rozhran� dvoch slov� toho� ktor� vzniklo zo �� a toho� ktor� je pr�ve
vyr�ban� zo ��� Mohlo by sa to rie�i� disjunktnos�ou termin�lov� ale to je nepraktick� a
�kared��
D� sa to rie�i� �

�a� niekde si zap��em zar�"ku ' pred chv� ou pri odstra!ovan� kontextov�ch pravidiel
viacstopou p�skou pri tvorbe gramatiky ku automatu sme videli� ako je mo"n� tento
znak naviac zap�sa� na p�ske a pri tom neporu�i� kontextovos��

�b� norm�lnym tvarom gramatiky� ktor� bude ma� na  avej strane iba netermin�ly �
P 
 N� � �N � T 	� � Potom bude &alej mo"n� pou"i� princ�p d%kazu uzavretosti
bezkontextov�ch gramat�k na zre�azenie�

�� cez automaty � m�me k dispoz�cii dva automaty pre jazyk L� a L�� M�me zostroji�
automat� ktor� dostane na vstupe slovo w a m� zisti�� �i w � L��L�� Bude pracova�
nasledovne � vyrob� si dvojstop$ p�sku� potom si niekde nedeterministicky na jednej stope
zap��e falo�n� dol�r �

�
�
a

�
� a � ��� vr�ti sa na za�iatok a spust� v�po�et prv�ho automatu

po
�
�
a

�
� ke& bude v akcepta�nom stave� zru�� falo�n� dol�r� vyrob� falo�n� cent a spust�

simul�ciu druh�ho automatu od falo�n�ho centa� Ak sa dostane do akcepta�n�ho stavu�
tak slovo w akceptuje�

Veta ����� Lcs je uzavret� na kladn� iter�ciu�

D�kaz� Budeme vyu"�va� uzavretos� na zre�azenie pre Lcs�

�� Gramatika generuj$ca L� najprv vygeneruje vetn$ formu pozost�vajucu z oddelen�ch po�i�
ato�n�ch netermin�lov� Av�ak� m%"u nasta� technick� probl�my spojen� s vymazan�m
ve k�ho po�tu udde ova�ov �uvedome si� "e vetn� forma sa nikdy nesmie skr�ti��� Preto
odde ova�e nepou"ijeme� ale namiesto nich vygenerujeme vetn$ formu v tvare ��������������
Potom pou"ijeme grmatiku zyvl��� v �iarkovanom a dvoj�iarkovanom tvare�

Budeme strieda� p�rne a nep�rne verzie gramatiky� ktor� bud$ robi� to ist� ako p%vodn�
gramatika� iba bud$ ma� disjunktn� netermin�ly a nebud$ sa navz�jom ovplyv!ova��
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�� Automat akceptuj$ci iter�ciu p%vodn�ho jazyka sa bude spr�va� nasledovne�
ke& vyrob� falo�n� dol�r� bude simulova� p%vodn� automat na slove pred n�m a ak sa
dostanem do akcepta�n�ho stavu� tak zma"e falo�n� dol�r� vyrob� falo�n� cent a bu&
umiestni nov� falo�n� dol�r alebo op�� bude simulova� po prav� dol�r� Automat skon��
iba ak sa bude nach�dza� v akcepta�nom stave a na pravom dol�ri�

��� Szelepcz�nyiho veta

Matematici zaoberaj$ci sa te�riou form�lnych jazykov po desa�ro�ia h adali odpove& na ot�zku�
�i je trieda jazykov rozpozn�van�ch LBA� teda kontextov�ch jazykov roz��ren�ch o �� uzavret� na
komplement�� V���ina z t�chto b�date ov si toti" myslela� "e pr�ve neuzavretos� na komplement
je vlastnos�� ktor� odli�uje triedu kontextov�ch jazykov od triedy rekurz�vne enumerovan�ch
jazykov� t�j� jazykov akceptovan�ch Turingov�m strojom�� Preto h adali d%kazy toho� "e trieda
LECS nie je uzavret� na komplement� Uk�zalo sa v�ak� "e opak je pravdou� Za tento ve k�
v�sledok v&a��me slovensk�mu matematikovi�	 R�bertovi Szelepcz�nyimu� E�te predt�m� ako
sa pust�me do d%kazu� poznamenajme� "e in�pir�ciou k d%kazu mu bola pr�ca s nekvalitn�mi
harddiskami� Ak toti" chcel� aby jeho program klasick�m sp%sobom ��ta� $daje z pevn�ho disku�
�asto sa st�valo� "e harddisk nepre��tal v�etko� Bola teda potrebn� rutina� ktor� porovn� objem
skuto�ne pre��tan�ch d�t s objemom d�t� ktor� mali by� pre��tan�� #itate � ktor� pre�tuduje
nasleduj$ci d%kaz iste n�jde paralelu medzi t�mto probl�mom a my�lienkou� ktor� sa v d%kaze
nieko kokr�t objav��

Veta ������ �Innermann� Szelepcz�nyi� Trieda LECS je uzavret� na komplement�

D�kaz� Nech L � LECS je rozpozn�van� line�rne ohrani�en�m automatom A �
�K����� �� q�� F 	� Skon�truujme line�rne ohrani�en� automat A�� ktor� akceptuje LC � Uve�
domme si najprv� kde je probl�m� Keby sme jednoducho zamenili akceptuj$ce a neakceptuj$ce
stavy� potom by sme dostali LBA� ktor� akceptuje pr�ve tie slov�� pre ktor� sa p%vodn� LBA
vedel dosta� do neakceptuj$ceho stavu s hlavou na dol�ri� Budeme teda postupova� in�m sp%�
sobom� Z�kladnou my�lienkou je� "e A� bude generova� kon�gur�cie A pre vstupn� slovo a
zis�ova� o nich� �i s$ dosiahnute n�� Ak naraz� na dosiahnute n$ kon�gur�ciu tak$� ktor� m�
hlavu na konci vstupn�ho slova a stav akcepta�n�� slovo neakceptuje��� Ak zist�me� "e sme u"
pre�li v�etky dosiahnute n� kon�gur�cie a "iadna nebola akceptovate n� p%vodn�m A� potom
slovo akceptujeme�

Uvedomme si� "e pre dan� vstupn� slovo w vieme zhora ohrani�i� po�et r%znych dosiah�
nute n�ch kon�gur�cii LBA A pre vstupn� slovo w� V�etk�ch mo"n�ch kon�gur�cii toti" je
j�jjwj�jKj��jwj� 
	���

2alej bude n�� d%kaz pokra�ova� svoj�m koncom� Predpokladajme� "e pozn�me po�et dosi�
ahnute n�ch kon�gur�ci� Q� Nesk%r uk�"eme� "e toto ��slo vieme naozaj vypo��ta�� Postupne

��alej v tomto paragrafe nebudeme rozli�ova
 medzi kontextov�mi jazykmi a kontextov�mi jazykmi roz��ren�mi
o �� ak to nebude nutn�

�Teda �i k �ubovo�n�mu kontextov�mu jazyku L nad abecedou � existuje jazyk nad tou istou abecedou L�

tak�� �e L 
 L� � � � L � L� � ��� Jazyk L� v tom pr�pade ozna�ujeme LC
�Pripom�name� �e Turingov stroj je najsilnej�ie v�po�tov� zariadenie� ekvivalentn� s po��ta�mi tak� ako ich

pozn�me �ak predpoklad�me potenci�lne nekone�n� pevn� disk� �i in pam�
�� trieda jazykov akceptovan�ch TS
neobsahuje v�etky mo�n� jazyky� Toti�� mohutnos
 mno�iny v�etk�ch jazykov nad � je j��

N

j � �� ale mohutnos

mno�iny v�etk�ch Turingov�ch strojov je len j��N�j � �

�	ktor� v tom �ase �tudoval na MFF UK Bratislava
��Napr�klad zacyklen�m sa
����slo j�jjwj vyjadruje po�et r�znych slov zap�san�ch na p�ske a jwj� � poz�ciu hlavy
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na p�ske automat A� generuje v�etky mo"n� kon�gur�cie� Pre ka"d$ znich nedeterministicky
uh�dne� �i je dosiahnute n� automatom A� V pr�pade� "e h�da �no� skontroluje� �i naozaj� V
pr�pade� "e t�to kon�gur�cia je naozaj dosiahnute n�� zist� to v kone�nom �ase� Ak nie� t�to
v�po�tov� vetva sa zacykl�� no mo"nos� nedeterministick�ho .nie/ d�va mo"nos� zistenia jeho
nedosiahnute nosti� T�mto sp%sobom dosiahneme� "e automat A� n�s m%"e oklama� len jedn�m
smerom� Nedosiahnute n$ kon�gur�ciu nikdy neozna�� za dosiahnute n$� no niektor� dosiah�
nute n� prehl�si za nedosiahnute n�� Nato sme pr�ve potrebovali vedie� Q� Ak po poslednej
vygenerovanej kon�gur�cii zist�me� "e sme dosiahnute n�mi vyhl�sili menej ako Q kon�gur�cii�
cel� proces opakujeme�

D%le"it� na tomto mieste je uvedomi� si� "e logaritmus ��sla Q je nanajv�� jwj�j�j� c� a teda
si ho line�rne ohrani�en� automat dok�"e pam�ta��

Po&me teraz uk�za�� "e LBA si naozaj dok�"e vypo��ta� Q��� Postupne bude generova� ��sla
Q�� Q�� ���� ktor� bud$ vyjadrova� po�et dosiahnute n�ch kon�gur�ci� automatu A na vstupnom
slove w� do ktor�ch sa vie dosta� na maxim�lne i krokov� Ke&"e do v�etk�ch dosiahnute n�ch
kon�gur�ci�� ktor�ch je kone�ne ve a� sa vie A dosta� na kone�ne ve a krokov� existuje kone�n�
i tak�� "e Qi � Q� Zrejme plat� Qi � Qi��  Qi � Q� #�slo Q� pozn�me� je rovn� jednej�
Uk�"me� "e na z�klade poznania ��sla Qi si dok�"e LBA vypo��ta� Qi��� Naozaj to mus� zvl�d�
nu� len na z�klade poznania ��sla Qi a nie zapam�tania si v�etk�ch Qi kon�gur�cii� nato toti"
LBA nem� na p�ske priestor� M� v�ak priestor nato� aby dok�zal postupne generova� v�etk�ch
Qi dosiahnute n�ch kon�gur�ci�� Za tohto predpokladu uk�"eme� "e potom vie postupne vy�
generova� aj v�etk�ch Qi�� kon�gur�ci�� Uvedomme si najprv� "e pre dan� vstupn� slovo w�
kon�gur�ciu k a ��slo i dok�"e LBA nedeterministicky v kone�nom �ase zisti�� �i sa A asi dok�"e
na maxim�lne i krokov dosta� do tejto kon�gur�cie� .Asi/ znamen�� "e jeho .nie/ v skuto�nosti
znamen� .mo"no/ a jeho .�no/ znamen� naozaj .�no/� LBA bude postupova� nasledovne�

� Nastav� counter Qi�� na hodnotu Qi�

� Postupne generuje niektor� z Qi dosiahnute n�ch kon�gur�ci� k�� k�� ���� km na max� i
krokov�

� Pre ka"d$ ki urob� jeden krok v�po�tu automatu A a op�� postupne generuje niektor� z
Qi dosiahnute n�ch kon�gur�ci� k��� k

�
�� ���� k

�
n aby ich porovnal s ki� Ak je porovnanie pre

nejak� z nich $spe�n�� potom Qi nezv���uje� Ak na konci generovania k��� ���� k
�
n zist�� "e

n 	 Qi� potom tento krok opakuje�

	 Ak m 	 Qi� potom sa vr�� na krok +�,� Ak m � Qi a v�etky prech�dzajuce porovnania
boli negat�vne� inkrementuj counter Qi�� o jedna�

T�m sme dok�zali� "e Qi dok�"eme vypo��ta��
T�m je d%kaz podan�� Poznamenajme na z�ver� "e podrobn� d%kaz vy"adoval nieko ko desi�

atok str�n a skon�truovan� LBA A� mal nieko ko desiatok st%p� My�lienka pou"it� pri d%kaze�
ktor� vyu"ije nedeterminizmus na generovanie v�etk�ch mo"nost�� pri�om ich vygenerujeme ur�ite
nie viac� no mo"no menej� a tak tento podvod odhal�me� dostala n�zov inductive counting�

��Logicky presnej�ie� Pre dan� LBA M vieme vyrobi
 LBA tak�� ktor� pre ka�d� vstupn� slovo zist� po�et
dosiahnute�n�ch kon�gur�ci� automatu M �
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Kapitola �


Turingove stroje

���� De�n�cie

V popisovan� zariaden� na rozpozn�vanie jazykov sme sa dostali k poslednej abstrakcii� ku stro�
ju� ktor� dok�"e zast$pi� ka"d� doposia zmienen� automat� dok�"e simulova�  ubovoln� in�
Turingov stroj� ba dokonca v�etko� �o je algoritmick� �teda naprogramovateln���
V tejto �asti sa budeme zam��la� aj nad vlastnos�ami TS� ktor� bud$ v���inou len zov�eobec�
nen�m LBA� Turingove stroje s$ vlastne LBA� ale s nekone�nou p�skou�

Najprv de�nujeme Turingove stroje neform�lne� s ist�m stup!om abstrakcie a nesk%r
si uk�"eme aj n�zorn$ form�lnu de�n�ciu�

Turingov stroj je stroj� s nekone�nou p�skou� jednou hlavou pohybuj$cou sa doprava� do ava�
alebo stojacou na mieste� Hlava na��ta p�smeno na p�ske� prep��e ho nov�m znakom� a pohne
sa doprava� do ava� alebo nikde�

Na za�iatku predpoklad�me� "e sa hlava nach�dza na prvom p�smenku vstupn�ho slova� pri�om
na miestach� kde sa vstupn� slovo nenach�dza� je na p�ske zap�san� p�smeno 8B8 � ako Blank ��
Plat� tu mal� dohoda� B sa nem%"e zapisova�� Sp%sobuje to iba mal� probl�my � napr� ke& ��tame
za vstupom� pre��tame Blank a mus�me tu nie�o zap�sa�� Rie�enie je bu& zapisova� falo�n�
Blank�y� alebo jednoducho zru�i� dohodu�

Kon�gur�cie m%"eme zapisova� podobne ako u LBA s t�m� "e zapisujeme iba nepr�zdne �asti
� bez Blank�ov�� To znamen�� "e m�me na v�ber viacero mo"nost� �

�� Kon�gur�cia so stavom �
� wqv 	� v� w � �� pri�om kon�gur�cie s hlavou na za�iatku� resp� na konci zapisujeme ako
� wq 	 � resp� � qBw 	

�� Kon�gur�cia s bi��kom � �
� q � w �v 	� v� w � �� pri�om kon�gur�cie s hlavou na za�iatku� resp� na konci zapisujeme
ako � q � w � 	 � resp� � q � �Bw 	

�� Kon�gur�cia s udan�m poz�cie od za�iatku slova �
� q � a�a� � � � an� i 	� w � a�a� � � � an � w � �� pri�om je v�hodnej�ie pou"�va� Turingov
stroj s jednosmernou p�skou� a potom sa hlava m%"e nach�dza� na miestach � � za�iatok�
a" n9� � koniec �vtedy ��tame Blank�

�p�smen� s z pracovnej abecedy �
�d�kaz ekvivalencie jednosmerne nekone�nej p�sky a obojsmerne nekone�nej p�sky bude nesk�r


	



Akceptovanie Turingov�m strojom zabezpe��me iba akcepta�n�m stavom� a teda v�etky kroky
v akcepta�nom stave s$ nepotrebn���

De�n�cia ������� Nedeterministick�m Turingovym strojom naz�vame %�ticu �K����� �� q�� F 	�
Kde K je kone�n� mnoina stavov� � je abeceda vstupn�ch symbolov� � je abeceda pracovn�ch
symbolov �� 
 �	� q� � K je po�iato�n� stav� F 
 K je mnoina akcepta�n�ch stavov�

� � K � �� � fBg	� 
K�����f������g

pri�om plat�
��q�B	 
 K � fBg � f��� �� �g

De�n�cia ������� Kon�gur�cia TS je prvok z KB�� � ��K�� � ��KB� �K � � � 		

De�n�cia ������ Krok v�po�tu TS je rel�cia � na kon�gur�ci�ch de�novan� nasledovne�
�a� b� c � � � fBg � p� q � K�

� ��qa�� � ��pb�� � �p� b� �	 � ��q� a	

� ��qa�� � ��bp�� � �p� b� �	 � ��q� a	

� ��cqa�� � ��pcb�� � �p� b���	 � ��q� a	

De�n�cia ������� Jazyk akceptovan� TS je

L�A	 � f w � �� j �q�w	 �
� �uqv	� u� v � ��� q � F g

De�n�cia ������� deterministick� Turingov stroj je tak� TS� kde�

���k�q� a		 � �� �q � K� a � � � fBg

���� Varianty Turingov�ch strojov

� Nedeterministick� a deterministick� Turingov� stroje

� TS s jednosmerne �zprava� nekone�nou p�skou
Rie�enie je bu� �peci�lnymi stavmi� ktor� pri pokuse zapisova� do ava najprv cel� slovo
posun$ doprava a nadstavia hlavu na za�iatok � $plne do ava� kde sa dan� p�smeno zap��e�
Alebo je mo"n� norm�lny TS simulova� pomocou p�sky zohnutej na dvojstop$� pri�om
znaky na hornej stope by boli vlastne znaky� ktor� mali by� na avo od za�iatku� a znaky
na spodnej stope by boli na svoj�ch miestach� V tomto pr�pade je nutn� si p�sku na dvo�
jstop$ najprv upravi� � doplnen�m falo�n�ch Blank�ov nad vstupn� slovo �

� Viacp�skov� s hlavami na ka"dej p�ske
Pomocou jednej hlavy by sme tak�to automat mohli simulova� s viacer�mi stopami� Po�
hyby jednotliv�ch hl�v by sa prejavovali zodpovedaj$cimi pohybmi slov na jednotliv�ch
p�skach nad ur�it�m miestom� Automat by iba zais�oval pre��tanie poschodov�ho znaku
nad t�mto miestom na z�klade �oho by posunul slov� na jednotliv�ch stop�ch pr�padne
tam zap�sal dan� znaky�
Taktie" by sme to mohli vyrie�i� dvojn�sobn�m po�tom st%p� ako m�me p�sok� Na ka"dej
druhej stope by sme si evidovali poz�ciu hlavy na jej p�ske �stopa pod !ou�� Treba si uve�
domi�� "e to� �o ��ta K � hl�v� si vieme zapam�ta� v stave�

�z toho je napr�klad vidie
� �e Turingov stroj je schopn� akceptova
 aj slovo� ktor� nepre��tal







� Viachlav� TS
Dohoda� Ke& chce viac hl�v zapisova� na to ist� pol��ko� zap��eme znak hlavy s najv����m
��slom�
Rie�enie� Na � p�ske m�me viac st%p� pre ka"d$ hlavu jednu� kde si zapisujeme poz�cie
hl�v� Znaky na��tan� jednotliv�mi hlavami si m%"me zapam�ta� v stave� a potom postupne
robi� to� �o p%vodn� automat s viacer�mi hlavami�

� �D p�ska
Treba vymysli� iba vhodn$ bijekciu medzi pol��kami na �D p�ske a pol��kami na norm�lnej
p�ske� Taktie" je nutn� simulova� ka"d� pohyb uskuto�nen� na �D p�ske aj na norm�lnej
� napr�klad pohyb z + i� j , hore na + i� j9� ,� � � � ���

���� K�dovanie TS

�� V tejto �asti si povieme o zak&dovan� ��funkcie do postupnost� f�� �g�� Ke� budeme ma�
dan� k&d ��funkcie �k&d TS A ozna�ujme 'A(�� budeme m�c� zostroji� tzv� Univerz�lny TS�
ktor� dostane na vstup k&d nejak�ho TS a vstupn� slovo w� pri�om tento univerz�lny stroj bude
simulova� stroj A na vstupe w� ��

������ Jednoduh�� k�d pre TS

Berme do $vahy DTS�

Stavy K Pracovn� abeceda � � � Pohyb hlavy
q� �� s� �� �� ��
q� ��� s� ��� � ���
q� ���� s� ���� � ����

Na oddelenie jednotliv�ch �ast� zak�dovanej ��funkcie budeme pou"�va� znak :�
Napr�klad ��q�� s�	 � �q�� s	� �	 zak�dujeme ako 7:������������������:7�
Zaiste si vieme predstav�� "e m%"me zak�dova� aj znak : �pri�om trochu zmen�me na�e
k�dovanie � a teda cel� k�d TS bude iba slovo z f�� �g��

Pozn�mka ������ Ka"d� re�azec f�� �g� k�duje nejak� TS� Ak by tu boli nejak� nezrovnalosti�
tak je to tak� TS A pre ktor� plat� L�A	 � 	 �

���� Vlastnosti Turingov�ch strojov

������ Uzavretos� jazykov rozpozn	van
ch TS

Veta ������� Jazyky rozpozn�van� Turingov�mi strojmi s� uzavret� na prienik�

D�kaz� �� Podobne ako u LBA �� Pomocou dvojstopej p�sky� Na vrchnej stope budeme dan�
slovo kontrolova� jedn�m Turingov�m strojom a po akcept�cii budeme simulova� druh� Turingov
stroj na spodnej stope� Ak by prv� Turingov stroj potreboval dlh�iu p�sku ako je vstupn� slovo
zapisovali by sme na spodn$ stopu falo�n� Blank�y� Po akcept�cii prv�m strojom by sme v�ak

�na �D p�ske m��e by
 p�smenami vyplnen� �ubovoln� svisl� tvar
�V�etko nasledujce sa d� aj pri pr�snej de�n�cii k�du TS� D�le�it� je len aby sme vedeli algoritmicky n�js
 k

��slu i k�d i�teho TS a obr�tene ku k�du jeho poradie v zozname k�dov TS �to obn��a generova
 poporad� re
azce
a iba skontrolova
 �i korektne k�duj ��funkciu�
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s hlavou skon�ili za � alebo aj pred �slovom na spodnej stope a teda by sme najprv museli n�js�
za�iatok slova na spodnej p�ske�
Rie�en�m by bolo aj pou"�va� Turingove stroje s jednosmerne nekone�nou p�skou a potom by sme
si mohli tieto slov� zap�sa� aj v tvare w�w� Prv� automat by pracoval na prvom slove w � na z ava
nekone�nej p�ske �� druh� na druhom w � na zprava nekone�nej p�ske �

������ Ekvivalencia medzi TS a fr	zov
mi jazykmi

Veta ������� K �ubovolnej fr�zovej gramatike G existuje NTS A tak�� e L�A	 � L�G	�

�� V tomto pr�pade by sme mohli uvies� podobn� algoritmus ako pri LBA� so zmenou� ke� je
�av� �as� pravidla dlh�ia ako prav��� mus�me do slova nap�sa� cel� �av� �as�� �o obn��a posunutie
zvy�ku slova doprava�
My v�ak uvedieme aj in� pr�stup k zisteniu� �i je dan� slovo patr� do jazyka generovan�ho gra�
matikou G� Zatia��o u LBA sme sa z dan�ho sova w nedeterministicky dostali a k po�iato�n�mu
netermin�lu gramatiky G �tipnut�m si naposledy pouit� pravidlo pouit� na nejakom mieste pri
odvodzovan� vstupn�ho slova�� teraz z po�iato�n�ho netermin�lu na z�klade pravidiel vyrob�me
nedeterministicky nejak� slovo a skontrolujeme so vstupom� �i sa rovn�� �vstup sme si uchovali
na druhej stope� ��

D�kaz� N�� TS bude pracova� nasledovne�

�� Prekop�ruje vstup na horn$ stopu a na dolnej nech� po�iato�n� netermin�l gramatiky G��

��q�� a	 � f�q
�

��
a
�
	g

��q
�

�� a	 � f�q
�

��
a
B
	g

��q
�

��B	 � f�q��B	g

�� Tipne si pravidlo� ktor� ide pou"i�� Nech je tvaru a�a� � � � an � b� � � � bk� automat prejde
do stavu ��q��

x
a
	 � fq a�a����an� b����bk��

x
a
� �g

�� Tipuje si miesto� kde mo"no dan� pravidlo pou"i��
��qu�v��

x
a
	 � f�qu�v��

x
a
���	� ��qu�v��

x
a
� �	� �qu�v��

x
a
� �	g

	� Ide prep�sa� p�smenka pod a tipnut�ho pravidla� �qu�v��
x
a
	 � f�q

�

u�v��
x
a
� �	g


� Prepisuje a upravuje p�sku� ��q
�

au�bv��
x
a
	 � f�q

�

u�v��
x
b
� �	g

Ke& skon�ila  av� strana pravidla posunie vstup doprava a prip��e zostatok pravej strany
pravidla do vyroben�ho priestoru�
Ke& skon�ila prav� strana pravidla kontroluje e�te  av$ stranu a postupne ma"e znaky�
teda pos$va zostatok do ava� ��q

�

au����
x
a
	 � f�qZu����

x
a
� �	g ��q

�

au����
x
b
	 � 	

Pri�om �qZu�v��
x
a
� �	 posunie vstup na spodnej p�ske o � do ava� ��m prep��e p�smeno a� a

skon�� na tom istom mieste kde za�al v stave �q
�

u���	

�� Ak prep�sal pravidlo� rozhodne sa� �i skontroluje vygenerovan� slovo so vstupom na hornej
p�ske� alebo �i generuje &alej� �q

�

�����
x
a
	 � f�q��

x
a
� �	� �qend�

x
a
� �	g

�� Ak bol v stave qend iba skontroluje �i sa stopy rovnaj$� a pod a toho ide do akcepta�n�ho
stavu�

�Toto u LCS nie je mo�n�
�Pr�padne si d�me lep�� pozor na pr�zdne slovo


�



Je zrejm�� "e ak dan� slovo patr� do L�G�� potom existuje odvodenie v G a teda aj akceptuj$ci
v�po�et v A �automat rob� to� �o gramatika�� Naopak ak existuje akceptuj$ci v�po�et v A�
potom n�m tento pon$ka aj odvodenie slova v G� Z�verom teda plat� L�A	 � L�G	�

Veta ������ K �ubovoln�mu TS A existuje fr�zov� gramatika G tak�� e L�G	 � L�A	�

D�kaz� Vytvor�me gramatiku G� ktor� bude simulova� TS A�

�� G vygeneruje kon�gur�ciu Zq�
a�
a�
� � � an

an
pre  ubovoln� a� � � � an�

� � Z�
� a
a
� �

�

� �
� a
a
� �a � � � �

�

� q�
N � K

S
�� � - T � �

�� G simuluje v�po�et na spodnej stope�
Ak �p� b� �	 � ��q� a	� potom q x

a
� px

b
� �x � �

Ak �p� b� �	 � ��q� a	� potom x
a
q � px

b
� �x � �

Ak �p� b���	 � ��q� a	� potom q y
c
x
a
� y

c
px
b
� �x� y � � � �c � �

�� Generujeme termin�lne slovo q � Q � q � F � V�etko sa m� prep�sa� na horn$ stopu�
ke& u" raz TS akceptoval�
x
y
Q� Qx� ZQ� �

������ Ekvivalencia deterministick�ho a nedeterministick�ho TS

Veta ������� LDTS � LNTS

D�kaz� Inkl$zia LDTS 
 LNTS je zrejm��� Pozrime sa na opa�n$ inkl$ziu LDTS � LNTS �
�� Princ�p bude vo vytv�ran� ak�hosi stromu kon�gur�cii NTS A� To znamen�� e budeme

ma� strom s uzlami zn�zor�uj�cimi ko�gur�cie� do ktor�ch sa n�� NTS A mohol po�as v�po�tu
dosta�� Kore� bude za�iato�n� kon�gur�cia q�w� N�sledn�ci kad�ho uzlu s� tak� kon�gur�cie�
do ktor�ch sa NTS A mohol dosta� na uskuto�nen� � krok v�po�tu�
Pr�klad�

q0abba

aq1bba

aq2aba

q2abba

q1bbba aq2bba

My budeme tento strom vytv�ra� postupne odvrchu� po jednotliv�ch �rovniach� To znamen��
�Z je tu ako zar��ka pre za�iatok
�determinizmus je len �peci�lny pr�pad nedeterminizmu






e na p�ske budeme ma� vdy iba jednu �rove�� ktor� postupn�m prejden�m prep��eme na nasle�
duj�cu � na ni�ie poschodie stromu�� Ke�e stavov� p�smen na p�ske NTS A je kone�n� po�et� a
hlavne ��funkcia NTS pre dan� stav a symbol de�nuje iba kone�n� mnoinu� prepis jednej kon�g�
ur�cie na v�etky mon� jej nasleduj�ce kon�gur�cie je kone�n��	� a teda aj prepis jednej �rovne
stromu na nasleduj�cu je kone�n��
Akceptuj�cu kon�gur�ciu NTS A spozn�me jednoducho pod�a stavu� ktor� je tie zap�san� v kon�
�gur�cii na p�ske� Ak teda zbad�me na p�ske p�smeno ozna�uj�ce nejak� z akcepta�n�ch stavov
NTS A� p�vodn� slovo w akceptujeme aj my na��m DTS A�� ��

�	Dan� kon�gur�cia m� kone�n d��ku


�



Kapitola ��

Probl�my rie�ite�n� a nerie�ite�n�

���� Zak�dovanie TS nad abecedou �����

Pozn�mka ������� Zopakujme si� �o sme sa dozvedeli a na �om sme sa dohodli oh adom k��
dovania TS�

� Ka"d� re�azec z f�� �g� je k�d TS�

� Ak to nebude k�d skuto�n�ho TS� tak to bude TS� ktor� akceptuje 	�

Pozn�mka ������� V�etko nasleduj$ce sa d� uva"ova� aj pri pr�snej de�n�cii k�du TS�� D%le"it�
je� aby sme vedeli algoritmicky k ��slu i n�js� k�d i�teho TS a obr�tene� ku k�du TS jeho poradie
v zozname k�dov TS�

Zak�dovanie TS do postupnosti n$l a jednotiek vyu"ijeme v nasleduj$com tvrden��

Veta ������� Existuje jazyk� ktor� nepatr� do LRE �

D�kaz� Zostrojme si nekone�n$ tabu ku� kde uvid�me� ak� slov� ktor� TS akceptuje�

w� w� w	 w
 � � �
A� � � � � � � �
A� � � � � � � �
A	 � � � � � � �
A
 � � � � � � �
���

���
���

���
���

� � �

Do tabu ky T na miesto tij p��eme � a � takto�
tij � � � ak TS Ai akceptuje slovo wj
tij � � � ak TS Ai neakceptuje slovo wj

TS reprezentujeme slovom z f�� �g�� Uvedomme si� "e v tejto tabu ke s$ v�etky TS�
Zostrojme jazyk� ktor� sa nebude vyskytova� v "iadnom riadku tabu ky �a teda "iadny TS
nem%"e tento jazyk akceptova��� P%jdeme po diagon�le a invertujeme znamienka� Najsk%r ale
zade�nujme diagon�lny jazyk LD �ten� ktor� chceme invertova��� ktor� e�te v &al�om texte
vyu"ijeme�

LD �� fw � f�� �g� j w � L�Aw	g

��eby na sk�ke �

��



Uvedomme si� "e pod a na�ej dohody je k�d TS Ai pr�ve wi� Potom zrejme LcD �� LRE � lebo
ak by existoval TS Aj � ktor� by tento jayzk akceptoval� tak sa pozrieme na slovo wj a zist�me�
"e Aj toto slovo akceptuje� ale v jazyku LcD teda nie je� �o je spor� alebo obr�tene� TS Aj toto
slovo neakceptuje a v jazyku LcD pr�ve preto je� �o je tie" spor�

De�n�cia ������� Symbolom Lrec ozna�ujeme mnoinu jazykov L� pre ktor� existuje determin�
istick� TS A� ktor� zastav� � na kadom vstupe a L � L�A	� Mnoina Lrec sa naz�va trieda
rekurz�vnych jazykov�

Ke&"e existuj$ TS� ktor� sa zacyklia pre nejak� vstup� tak potom sa zrejme Lrec a LRE bud$
l��i��

Veta ������� Lrec je uzavret� na komplement�

D�kaz� M�me TS A� ktor� sa zastav� na ka"dom vstupe a L�A	 � L� Zrejme m%"me predpok�
lada� norm�lny tvar automatu A� a to tak�� "e v akcepta�nom stave sa TS u" neh�be� Zostrojme
TS A� pre komplement jazyka L� De�nujeme F � � F c� Pozrieme sa na stavy a p�smenk�� pre
ktor� TS stoj�� Ak stoj� na neakcepta�nom stave� potom sa ��funkciacia v novom TS A� dode�n�
uje na skok do nov�ho akcepta�n�ho stavu� Star� akcepta�n� stavy do mno"iny F � nezahrnieme�
Potom bude plati� L�A�	 � L�A	c�

Teraz uk�"eme� "e LRE na komplement uzavret� nie je� Na to vyu"ijeme nasleduj$cu lemu� ktor�
hovor�� "e pomocou TS �tzv� univerz�lny TS� m%"eme napodob!ova� pr�cu in�ch TS� Pre dan�
vstup � k�d TS A a slovo w n�m tento univerz�lny TS simuluje pr�cu TS A na slove w�

Lema ������� Existuje UNIVERZ)LNY TS U tak�� e vstup *	k&d A � � w* akceptuje pr�ve
vtedy� ak w � L�A	�

D�kaz� My�lienka d%kazu nie je �a"k� a form�lne sa n�m to tu nechce p�sa�� #itate si tento
d%kaz m%"e nap�sa� ako dom�ce cvi�nie� Taktie" je mo"n� nahliadn$� do literat$ry �+�,��

Veta ������ LRE nie je uzavret� na komplement�

D�kaz� Zatia vieme len o jazyku LcD� "e nie je z LRE � Teda ak uk�"eme� "e LD � LRE � tak
m�me� "e LcD �� LRE a teda LRE nie je uzavret� na komplement�
Ako zostroji� TS A pre jazyk LD ) My vieme� "e o ka"dom slove wi � f�� �g� vie rozhodn$� TS
Ai� Tak sme ten jazyk LD kon�truovali� Teda pod a toho� ak� vstup dostaneme� tak� TS by
sme mali spusti�� Zostrojme teda TS A pre LD�

�� Pre vstup w vyrob�me na p�ske 	k�d A � � w� #i"e w�w� lebo k�d TS Aw je pod a na�ej
dohody w�

�� Spust� na w�w stroj U z lemy �������

Zrejme L�A	 � LD� Teda LD � LRE a preto"e LcD �� LRE � tak LRE nie je uzavret� na
komplement�

Praktick� pr�klad univerz�lneho TS je to� �o m�me zadr�tovan� v po��ta�i� Tak ako po��ta�
interpretuje programy� tak tento TS interpretuje in� TS� ktor� sme naprogramovali��
Zade�nujme teraz univerz�lny jazyk� ktor� ve mi $zko s$vis� s univerz�lnym TS�

�� �fcia nie je de�novan�
�Nap�sa
 � �fciu je vlastne programovanie TS

��



De�n�cia ������� Univerz�lny jazyk LU je de�novan� nasledovne�

LU � fv�w j w � L�Av	g

Na�rtneme tu teraz jednu predstavu o triedach Lrec a LRE � TS si m%"eme predstavi� ako
krabi�ku

�� s garanciou� "e po ur�itom �ase TS povie jednu z odpoved� 	�no
nie � Potom tento TS patr�

do Lrec�

�� bez vstupu� ktor� produkuje slov�� v akom porad� nevedno� ale ka"d� slovo z toho jazy�
ka �asom vyprodukuje� Tak�to TS patr� do LRE � Preto aj ten n�zov REKURZ;VNE
VYMENOVATE(N< �rekurz�vne vy��slite n���

Pomocou tohto intuit�vneho rozdie u ve mi  ahko dok�"eme nasleduj$ce tvrdenie�

Veta ������� Ak pre nejak� jazyk L plat� L � LRE a Lc � LRE � potom L � Lrec�

D�kaz� Op�� len nazna��me� Pre vstup w m�me rozhodn$t v kone�nom �ase� �i w � L� alebo
nie� Spust�me obidva TS �pre L a pre Lc� naraz� Vieme� "e po istom �ase n�m jeden z nich povie
�no� Pod a toho� ktor� to bol� sa rozhodneme� �i akceptujeme� alebo nie� Stroje musia robi�
syst�mom� ka"d� chv� ku �ah� p� ku� ��m odsimulujeme ich paraleln� v�po�et�

���� Turingova t�za

De�n�cia ������� Hovor�me� e probl�m je turingovsky rie�ite�n�� ak existuje DTS� ktor� zastav�
na kadom vstupe a ktor� rie�i dan� probl�m�

+teda ak vhodne zak�dovan� probl�m je rekurz�vny jazyk,

T
za ������� Turingovsk� rie�ite�nos� je ekvivalentn� algoritmickej rie�ite�nosti�

�� +o je algoritmicky rie�ite�n�� je rie�ite�n� aj na turingov�ch strojoch� ��

Pozn�mka ������� Ke&"e prijmeme Turingovu t�zu za platn$� odteraz budeme hovori� zjed�
notene RIE�ITE(NOS= n�m ekvivalentn�m pojmom algoritmick� a turingovsk� rie�ite nos��

De�n�cia ������� Hovor�me� e probl�m je rozhodnute�n�� ak je rie�ite�n� a rie�enie je odpove�
	�nonie �

Pozn�mka ������� Z t�chto de�n�ci� n�m vypl�va L � Lrec � probl�m pr�slu�nosti slova do
jazyka je rozhodnute n��

���� Probl�m zastavenia pre TS

Predstavme si $lohu naprogramova� softv�r� ktor� pre dan� program a d�ta rozhodne� �i sa
program na t�chto d�tach dopo��ta� alebo nie� Uk�"eme� "e tak� softv�r nie sme schopn� vo
v�eobecnosti nap�sa��

Sformulovan� do n��ho jazyka� Ur�i� pre dan� �k�d� DTS A a slovo w� �i stroj A spusten� na
w zastav�� alebo nie�

Veta ������ Probl�m zastavenia pre TS je nerozhodnute�n���
�teda neexistuje DTS� ktor� zastav� na ka�dom vstupe a pre �ubovo�n� vstup �A�w� rozhodne� �i A na w

zastav�� alebo nie

��



+Vhodne zak�dovan� probl�m LHALT �� f	k�d A � � w j A na w zastav�g� Veta hovor�� "e
LHALT �� Lrec� �Teda � DTS tak�� ktor� zastav� na ka"dom vstupe a � � � �,

D�kaz� Vetu dok�"eme sporom� Uk�"eme� "e ak LHALT � Lrec� potom aj LD � Lrec� Nech
AHALT je DTS� ktory v"dy zastav� pre LHALT � Zostrojme A pre LD takto�

�� A na w vyrob� 	k�d Aw � � w� kde TS Aw je v norm�lnom tvare �v akcepta�nom sa
neh�be�

�� A simuluje na 	k�d Aw � � w stroj AHALT a ak ten povie nezastav�� A zastav� a neak�
ceptuje a ak povie zastav�� tak A simuluje Aw �m%"e� lebo Aw zastav�� a akceptuje ak Aw

akceptuje�

Teda m�me d%kaz� ktor� na ka"dom vstupe zastav� a akceptuje LD� �o je spor� lebo LD �� Lrec�
V�etko� �o sme robili� je  ahko kon�truovate n� ��o sa t�ka algoritmickej str�nky�� Jedin�� na
�om to mohlo stroskota�� je zl� TS pre AHALT � Teda tak� stroj nem%"e existova��

���� Postov kore�ponden�n� probl�m

Rozhodn$� pre dan� n a dve n�tice nepr�zdnych slov x � �x�� x�� � � � � xn	� y � �y�� y�� � � � � yn	�
�i existuje postupnos� indexov i�� i�� � � � � ik � k � �� tak�� "e xi�xi� � � � xik � yi�yi� � � � yik � Indexy
ij nemusia by� nutne r%zne��

In�� n�zornej�ia interpret�cia tejto $lohy je dominov� verzia�
M�me nejak� domin�

x�
y�

x�
y�

x	
y	

� � �
xn
yn

Ka"d� domino m�me v neobmedzenom mno"stve� �lohou je posklada� tie domin� k sebe tak�m
sp%sobom� aby sa vrchn� poschodie rovnalo spodn�mu�

xi�
yi�

xi�
yi�

xi�
yi�

� � �
xik
yik

Uk�"eme� "e tento probl�m nie je rozhodnute n�� teda "e nie je algoritmicky rie�ite n�� Zd%raz!u�
jeme� "e rie�en�m tohto probl�mu nie je h adanie indexov ij � ale len odpove&� �i tak� postupnos�
indexov existuje� Modi�kujeme trochu tento PKP a ten potom zredukujeme na probl�m zas�
tavenia TS�

������ Modikovan
 Postov kore�ponde�n
 probl�m

Je rovnak� ako PKP� ale vy"adujeme� aby i� � �� Teda chceme vedie�� �i existuje postupnos�
indexov i�� i	� � � � � ik tak�� "e x�xi�xi� � � � xik � y�yi�yi� � � � yik �

Pozn�mka ������� Ak v PKP existuje rie�enie� v modi�kovanom PKP rie�enie existova� ne�
mus�� Napr�klad�

�M��u sa n�m opakova
 tie ist� slov�� Ak by sme to zak�zali� jednochu by sme vyzk�ali v�etky mo�nosti �bol
by ich kone�n� po�et� a vedeli by sme� �i rie�enie existuje

��



��
�






Obr�tene to u" plat�� ak v modi�kovanom PKP �MPKP� existuje rie�enie� tak pre tie ist� domin�
trivi�lne existuje aj v PKP� Plat� v�ak nasleduj$ce tvrdenie�

Veta ������� PKP je rozhodnute�n� pr�ve vtedy� ak je rozhodnute�n� MPKP�

Pozn�mka ������� T�to veta hovor� o algoritmoch� nie o konkr�tnych $loh�ch� kde implik�cia
medzi v�rokmi neplat��

D�kaz� Dok�"me obe implik�cie�

�

M�me dok�za�� ak je MPKP rozhodnute n�� potom je rozhodnute n� aj PKP� ��
t�j� ak m�me algoritmus pre MPKP� potom existuje aj algoritmus pre PKP �� Ak
A je TS �pre rozhodnute nos� MPKP� potom TS A� pre rozhodnute nos� PKP
zostroj�me takto� A� spust� v cykle od � po n pre dan� x� y simul�ciu stroja A na
pr�pade �x�� y�	� � � � � �xn� yn	� ktor� z�ska z �x� y	 cyklick�m posunom komponent�
Ak na nejakom takomto probl�me povie A existuje� tak A� tie" povie existuje�
Ak m� PKP rie�enie� tak mus� za��na� nejak�m dominom� to sa mu sk$�ame
podstr�i� v pr�pade MPKP� preto je n�� d%kaz t�mto podan��



Teraz dok�"me� ak je PKP rozhodnute n�� tak je rozhodnute n� aj MPKP� Ma�
jme teda MPKP a algoritmus A pre PKP� Ako to na!ho na�i�) Ako prin$ti�
A� aby za�al prv�m dominom) My�lienka je nejak pozmeni� slov� xi a yi� aby
jedin�m mo"n�m po�iato�n�m dominom bolo pr�ve to prv��

Zoberme si prv� domino
x�
y�

a urobme z neho
�x��
�y�

� kde znak : d�me

medzi ka"d� p�smeno vn$tri slov x� a y�� Ostatn� domin� �ale e�te aj prv��

prisp%sob�me tak� aby sa dali za prv� pekne nap�ja�� Teda domino
xi
yi

�

i � f�� 
� � � � � ng bude
xi�
�yi

� kde znak : d�me op�� medzi v�etky p�smen�

slov xi a yi� Na z�ver e�te vyrob�me domino
�
��

� ktor�m m%"eme ukon�i�

prikladanie dom�n� Form�lne� k dan�mu pr�padu MPKP �x� y� zostroj�me pr�pad
PKP �x�� y�� takto�

x�� � �h��x�	 x�i � h��xi��	
y�� � h��y�	 y�i � h��yi��	

i � f
� �� �� � � � � n� �g
x�n�� � �
y�n�� � ��

a pre homomor�zmy h�� h� plat�
h��a	 � a�
h��a	 � �a

�a � �

(ahko vidno� "e i�� i�� � � � � ik je rie�en�m MPKP pre �x� y	 pr�ve vtedy� ke&
�� i���� i	��� � � � � ik��� n� 
 je rie�en�m PKP pre �x�� y�	�

Veta ������� MPKP je nerozhodnute�n��
�rozumieme t�m deterministick�� ktor� zastav� na ka�dom vstupe

�	



D�kaz� Sporom a redukciou na probl�m zastavenia� Predpokladajme� "e je MPKP rozhod�
nute n�� t�j� existuje algoritmus �TS A� a pre pr�pad MPKP �x�y� rozhodne� �i existuje rie�enie�
Na z�lade tohto predpokladu zostroj�me algoritmus A� pre rozhodnutie probl�mu zastavenia�
To bude spor� lebo tak� algoritmus� ako u" dobre vieme� neexistuje�

Vstup pre TS A� bude k�d stroja D a slovo w� Na z�klade vstupu si urob�me domin��
na ktor� spust�me algoritmus A� T�mi dominami budeme simulova� v�po�et automatu D na
slove w �to jest postupnos� kon�gur�ci� oddelen�ch znakom :�� Pri�om chceme� aby ke& sa TS
zastav�� tak MPKP mal rie�enie a obr�tene� ke& sa TS zacykl�� tak aby sme mohli priklada�
domina tie" do nekone�na a bez $spechu�

Na��m prv�m dominom �ktor�m pod a de�n�cie MPKP za�neme� bude
�q�w�
�

� kde

m�me na hornom poschod� po�iato�n$ kon�gur�ciu TS D a na ktorom bude prebieha� simul�cia
v�po�tu tohto stroja� Teraz mus�me n�js� domino� ktor� prilo"�me a na hornom poschod�

urob�me jeden krok v�po�tu� Ak m�me
�q�aw��
�

a ��q�� a	 � �p� b� �	 tak si de�nujeme

domino
bp
q�a

� Po prilo"en� teda budeme ma�
�q�aw��bp
�q�a

� Zrejme budeme &alej potrebova�

domin�
a
a

pre v�etky a � � aby sme mohli &alej priklada��� Zhr!me si na�e uva"ovanie a

uk�"me domin� �n�tice slov xi a yi�� ktor� budeme potrebova��

X Y
�q�w� �

a a �a � �D
pb qa �p� b� �	 � �D�q� a	
bp qa �p� b� �	 � �D�q� a	
pcb cqa �p� b���	 � �D�q� a	

�pBb �qa �p� b���	 � �D�q� a	
� �

Pre situ�ciu� ke& je TS D na blank�u� dostaneme nasledovn�

pb� q� �p� b� �	 � �D�q� B	
bp� q� �p� b� �	 � �D�q� B	
pcb� cq� �p� b���	 � �D�q� B	

(av� krajn� blank�y vybav�me podobne�

T�mito dominami vieme prikladan�m simulova� v�po�et TS D� A ni� in�� ako v�po�et
t�mi dominami neurob�me�

� Ak sa v�po�et TS D na w nezastav�� tak si domin� m%"eme priklada� ko ko len chcem�
nikdy neskon��m�

� Ak sa v�po�et TS D ale zastav�� tak zrejme pre tak$ kombin�ciu stavu a p�smenka nie
je de�novan� � fcia� Teda nem�me ani "iadne domino� ktor� by sme prilo"il� Teraz ale
chceme� aby MPKP mal rie�enie� Preto zavedieme nejak� nov� domino a s n�m do v�po�tu
nov� symbol Q� ktor�m sa podar� vyrovna� rozdie v hornej a dolnej �asti posp�jan�ch

�do oh�a

�




dom�n �n�skok� ktor� z�skalo poschodie x pou"it�m prv�ho domina a ktor� sa zatia y sna"�
m�rne dobehn$���

Nov� symbol Q na hornom poschod� bude postupne po"iera� symboly okolo seba� V ka"dej
kon�gur�cii �postupnos� symbolov oddelen�ch znakom �� zo"erie na hornom poschod� jeden
symbol� ��m sa rozdie medzi oboma poschodiami zemn�� o �� Teda nov� domin� bud$ tak�to�

X Y
Q qa ak ��q� a	 � 	
Q Qa
Q aQ

T�mto sp%sobom Q okolo seba vyma"e v�etky symboly a skon�� v takomto konci
�Q�
�

�

Tak"e teraz u" len zd�rne dokon�i� na�e zapo�at� dielo�
�
Q��

�

Zrejme pr�pad MPKP pre tak$to sadu dom�n m� rie�enie pr�ve vtedy� ak D na w zas�
tav�� Vzh adom na to� "e kon�trukcia pr�padu MPKP zo vstupu D a w je algoritmick�� jedin�
problematick� �as� pri A� je pr�ve vyu"itie algorimu A� preto A nem%"e existova��

Veta ������ PKP je nerozhodnute�n��

D�kaz� Tvrdenie vypl�va z viet ���	�� a ���	���

���� �tandardn� probl�my pre bezkontextov� jazyky

V tejto �asti budeme zis�ova�� �i dan� bezkontextov� gramatika generuje pr�zdnu mno"inu�
kone�n� resp� nekone�n� jazyk� ��� �i prienik dvoch bezkontextov�ch jazykov je pr�zdna
mno"ina a podobne� Kompletn� tabu ka t�chto probl�mov aj pre ostatn� gramatika je uveden�
v na�om texte nesk%r�

Vo v�etk�ch pr�padoch budeme uva"ova� ako vstup pre probl�my bezkontextov� gramatiky��

Probl
m pr�zdnosti prieniku pre jazyky LCF

Zisti� predan� L��L�� �i L� � L� � 	� Niekedy tie" pod�van� ako probl�m frustrovan�ho pro�
gram�tora � takto� Chud�k program�tor programuje v C��ku a ka"d� kompil�tor je in� a nie
v�etko mu ten �i onen zo"erie� Normy nie s$ a" tak jednotn� a tak chce vedie� �ak budeme na
chv� ku predpoklada�� "e jazyk C je bezkontextov��� �i existuje program� ktor� skompiluj$ dva
kompil�tory tohto jazyka od r%znych �riem�

Veta ������� Probl�m pr�zdnosti prieniku bezkontextov�ch jazykov je nerozhodnute�n��	�

D�kaz� Sporom� Redukciou na PKP� Nech teda existuje algoritmus A na rozhodnutie pr�zdnosti
prieniku LCF � Uk�"me� "e potom vieme zostroji� algoritmus A� pre PKP� Majme na vstupe sadu
dom�n �x� y	 pre pr�pad PKP� Treba zostroji� vstup pre A� t�j� dve bezkontextov� gramatiky

�na v�ber boli aj z�sobn�kov� automaty
�vi� Rovanove predn��ky �na�ivo�

�	nevieme� �i to frustrovanov�mu program�torovi pom��e� ale hovor� mu to� �e je to 
a�k� vec� �e na to nejak�
univerz�lny postup neexistuje

��



G�� G� tak� aby ich slov� simulovali nejak to prikladanie dom�n� Jazyk L� horn� poschodie a
jazyk L� doln�� Teda aby sme mali

L�G�	 � L�G�	 � 	 � pr�pad �x� y	 PKP nem� rie�enie

Predpokladajme pre jednoduchos�� "e xi� yi � fa� bg�� Nech x � �x�� x�� � � � � xn	� De�nujme
jazyk L�x	 nad abecedou f�� 
� � � � � n� a� b� cg�

L�x	 �� fi�i� � � � ikcxRikx
R
ik��

� � � xRi� j k � �� � � i � ng

Zrejme L�x	 � LCF a plat� w � L�x	�L�y		 pr�ve vtedy� ke& existuje rie�enie pr�padu �x� y	 PKP�
Ke&"e PKP je nerozhodnute n�� je nerozhodnute n� aj probl�m pr�zdnosti prieniku bezkontex�
tov�ch jazykov�

Zamyslime sa teraz nad niektor�mi probl�mami� ktor� s$ pre LCF rozhodnute n��

Probl
m pr�zdnosti jazyka LCF

M�me algoritmicky ur�i�� �i L�G	 � 	�

Veta ������� Probl�m pr�zdnosti pre bezkontexov� jazyky je rozhodnute�n��

D�kaz� P%jdeme na to cez redukovan� gramatiky �kap� ��� Pre dan$ gramatiku G zostroj�me
mno"inu netermin�lov� z ktor�ch sa d� odvodi� termin�lne slovo� Ak do tej mno"iny patr� aj ��
potom je L�G	 �� 	� in�� L�G	 � 	�

Probl
m kone�nosti jazyka LCF

M�me n�js� algoritmus� ktor� pre dan$ bezkontextov$ gramatiku G zist�� �i L�G	 je kone�n�
mno"ina�

Veta ������ Je rozhodnute�n� ur�i� pre �ubovo�n� bezkontextov� gramatiku G� �i je jazyk L�G	
kone�n��

D�kaz� Pod a p�q lemy �veta 
�
��� existuje nejak� ��slo p tak�� "e pre v�etky slov� w � L�G	-
jwj � p m%"eme nejak� ich nepr�zdny $sek pumpova�� To ale zabezpe�� nekone�nos� jazyka� my
si m%"eme takto napumpova� nekone�ne ve a slov� Tak"e n�m sta�� vedie�� �i v L�G	 existuje
slovo dlh�ie ako p �

L�G	 � �p���� �� 	 � L�G	 je nekone�n�

Ke& si uvedom�me� "e jazyk �p���� je regul�rny� a "e ��slo p vieme algoritmicky zisti� �vi&
pupovaciu lemu pre bezkontextov� jazyky�� tak sa n�m tento probl�m redukuje na probl�m
pr�zdnosti bezkontextov�ho jazyka�

Probl
m pr�slu�nosti slova do dan
ho jazyka L

Pre dan$ gramatiku G n�js� algoritmus� ktor� by pre  ubovo n� slovo w ur�il� �i w � L�G	�

Veta ������� Probl�m pr�slu�nosti slova do dan�ho jazyka L je pre L � LCF rozhodnute�n����

D�kaz� Algoritmus bude pracova� takto�

�� ak w � �� tak sta�� zist�� �i � patr� do mno"iny vymaz�vaj$cich netermin�lov �kap� ���

��automat na to rozhodne nem��eme pou�i
� lebo je nedeterministick�

��



�� ak w �� �� tak m%"eme predpoklada�� "e gramatika G je v Greibachovej norm�lnom tvare
�kap� ��� �o je $kon� ktor� vieme urobi� algoritmicky� Potom ak w � L�G	� tak jeho
odvodenie m� najviac jwj krokov� Tak�chto odvoden� je ale kone�ne ve a� tak ich v�ecky
vysk$�ajme � � � �

Toto boli asi tak v�ecky rozhodnute n� probl�my� ktor� n�s zauj�maj$� pre LCF � D%kaz poslednej
vety sa d� robi� ove a elegantnej�ie a to pomocou dynamick�ho programovania� Uvedieme teraz
dan� algoritmus�

Algoritmus Cocke�Younger�Kasami

Predpokladajme� "e gramatika G je ��free a v Chomsk�ho norm�lnom tvare� Majme slovo w �
a�a� � � � an� Algoritmus bude postupne kon�truova� mno"iny netermin�lov Nij tak�� "e

Nij � f� � N j �
�

� aiai�� � � � ai�j��g

pri�om bude vyu"�va� mno"iny sk%r vytvoren��

N�n

N��n��� N��n���

���
� � �

N�� N�� N	� � � � Nn�

Prv� riadok� teda mno"iny N��� N��� � � � � Nn�� vytvor�me v&aka Chomsk�ho norm�lnemu tvaru
raz dva� Pozrieme sa� ktor� pravidl� n�m d�vaj$ dan� symbol ai a pr�slu�n$  av$ stranu pravidla
�netermin�l �� d�me do mno"iny Ni�� Po&me teraz budova� mno"inu Nij � V tej maj$ by� tie
netermin�ly� z ktor�ch sa d� odvodi� slovo aiai�� � � � ai�j��� Zrejme ak j � �� tak tak� slovo
sa d� odvodi� len z netermin�lu� ktor� je  avou stranou nejak�ho pravidla� ktor� m� na pravej
strane dva netermin�ly �pravidlo � � ���� Z netermin�lu � sa &alej mus� da� odvodi� slovo
a� � � � ak �pre�x slova aiai�� � � � ai�j��� a z netermin�lu � zasa slovo ak�� � � � ai�j�� �su>x slova
aiai�� � � � ai�j���� Budeme preto kombinova� netermin�ly t�chto mno"�n�

Ni�j��� Nj�

Ni�j��� N�j����
���
Ni� N�i����j���

Teda ak m�me v gramatike G pravidlo � � �� tak�� "e � � Ni�j�k� a � � N�j�k���k � potom
netermin�l � d�me do mno"iny Nij � No a nakoniec sa pozrieme� �i je � v mno"ine N�n�

Pozn�mka ������� Zlo"itos� tohto algoritmu je O�n		� k�m toho z d%kazu je exponeci�lna�

Na &al�ie h�kusy�p�kusy budeme potrebova� nasleduj$ce jazyky� Pre dan� postupnosti �x� y	
slov nad abecedou fa� bg de�nujeme�

L�x� y	 �� L�x	cLR�y	

LSYM �� fucvcvRcuR j u � f�� 
� � � � � ng�� v � fa� bg�g

�



Pozn�mka ������� Dopustili sme sa tu malej nepresnosti ' ke&"e nem�me �xn$ abecedu
f�� 
� � � � � ng �n je premneliv��� tak nem�me jeden jedin� jazyk LSYM � Ak by sme si ale za�
k�dovali indexy f�� 
� � � � � ng pomocou abecedy fa� bg� tak by sme u" mali jedin� jazyk LSYM �

Pozn�mka ������ L�x� y	 � LSYM �� 	 � PKP pr�pad �x� y	 m� rie�enie

Je d%le"it� si uvedomi�� "e jazyky L�x� y	� LSYM � LCF � 2alej potrebujeme� "e
Lc�x� y	� LcSYM � LCF � Len"e m%"eme uk�za�� "e Lc�x� y	� LcSYM � LDCF a teda aj z LCF �
Teda plat�

�L�x� y	 � LSYM 	c � Lc�x� y	 � LcSYM � LCF

Takto podan� m�me vlastne nasleduj$ce tvrdenie�

Probl
m generovania ��

Veta ������� Probl�m zisti�� �i CF gramatika G generuje �� je nerozhodnute�n��

D�kaz� Sporom� Redukciou na PKP� Nech pre ka"d$ gramatiku G vieme ur�i�� �i generuje ���
Tak zostrojme gramatiku G pre �L�x� y	 � LSYM 	c �je to predsa bezkontextov� jazyk�� Potom
zrejme plat��

L�G	 � �� � L�x� y	 � LSYM � 	 � PKP pre �x� y	 nem� rie�enie

Z dan�ho u" spor vypl�va a" pr�li� okate�

Probl
m regul�rnosti dan
ho jazyka

Veta ������� Je nerozhodnute�n� ur�i� pre dan� bezkontextov� gramatiku G� �i L�G	 � R�

D�kaz� Sporom� Redukciou na PKP� Majme preto nejak� pr�pad �x� y	 PKP� K tomuto pr�padu
m�me jazyky L�x� y	 a LSYM � Uvedomme si� "e L�x� y	 �LSYM je bu&to 	 alebo �� To plynie
z toho� "e ak m� PKP rie�enie� potom ich u" m� nekone�ne ve a� Ak ten prienik nie je pr�zdny�
potom nie je bezkontexov�� Neplat� toti"to pumpovacia lema� Na druh$ stranu ale vieme� "e
�L�x� y	 � LSYM 	c � LCF � Kedy m%"e by� tento jazyk regul�rny ) Ke&"e R je uzavret� na
komplement� tak len ak je ten prienik ����� Tak"e sme dospeli k nie�omu tak�muto�

�L�x� y	 � LSYM 	c � R � L�x� y	 � LSYM � R � L�x� y	 � LSYM � 	 � PKP nem� rie�enie

#o k tomu doda�) Sn�& u" len dokresli� �tvor�ek � � � �

���	 �tandardn� probl�my pre �tandardn� jazyky

P�tame sa� �i dan� probl�m je rozhodnute n� �R�� nerozhodnute n� �N�� pr�padne �i v"dy plat�
�T��

��ak by tak nebolo� musel by by
 aj komplement regul�rny� ale ke��e ten by nebol pr�zdny� tak pod�a n��ho
zistenia by nebol ani bezkontexov�

��



Probl�m R LCF L�E�CS LRE
�� L�G	 � 	� kone�n��� R � R N  N
�� L�G	 � �� R N  N  N

�
�� L�G�	 � L�G�	 R N  N  N

�
	� L�G�	 
 L�G�	 R N  N  N

� L�G�	 � L�G�	 � 	 R N  N  N
�� L�G	 � R�R pevn� z R R N  N  N
�� L�G	 � R T N  N  N
� L�G�	 � L�G�	 je toho ist�ho typu T N � T T

Cel$ tabu ku T si m%"eme predstavi� ako dvojrozmern� pole a indexova� ho T �p� L�� kde p je ��slo
probl�mu� teda riadok a L je trieda jazykov� teda st pec� Dopl!me e�te tabu ku o inform�ciu�
"e T �
� LCF � T ��� LCF �� Pozrime sa teraz bli"�ie na jednotliv� tvrdenia���

� T ���R� � T ���LCF �� Ak je G � R� tak je aj z LCF a teda m%"eme pou"i� rovnak�
algoritmus�

� T �
�R�� L�G	 � �� � L�G	c � 	 a R je uzavret� na komplement�

� T ���R�� Z te�rie mno"�n vypl�va� "e A � B � A � B � 	 � B � A � 	 � A � Bc �
	 �B � Ac � 	� No a ke&"e R je uzavret� na komplement� tak � � � �

� T ���R�� Podobne� ako pr�pad T ���R��

� T ���R�� Podobne� ako pr�pad T ���R��

� T �
�LCF �  T ���LCF �� Ak by bolo T ���LCF � rozhodnute n�� tak za L�G�	 d�me �� a
mali by sme to�

� T ���LCF � T ���LCF �� Dve inkl$zie znamenaj$ rovnos�� Tak"e by sme vedeli T ���LCF ��

� T �
�LCF � T ���LCF �� T�to my�lienka u" tu niekde bola spomenut� � � � �

Zostal u" len probl�m T ���L�E�CS�� ale ten by �itate mohol dok�za� s�m� Zrejme sporom a
nejakou redukciou�

Pozn�mka ������� Probl�m L�G�	 
 L�G�	 pre LCF je nerozhodnute n�� av�ak pre �peci�lne
pr�pady gramat�k R � R� G � LCF dost�vame�

� R 
 L�G	 ako nerozhodnute n� probl�m �sporom� potom nech R � �� a vedeli by sme
rozhodn$� generovanie ����

� L�G	 
 R ako rozhodnute n� probl�m �L�G	 
 R� L�G	 �Rc � 	 a probl�m pr�zdnosti
jazyka pre LCF je rozhodnute n���

���
 Nejak� redukcie pre TS

Najsk%r zop�r zauj�mav�ch a potrebn�ch jazykov�
��tak toti�to tto tabu�ku ch�peme� ka�d� miesto T 	i� L
 je samostatn� veta� ktor by sme mali by
 schopn�

vyslovi
 a dok�za


��



Jazyk platn�ch v�po�tov TS

Dan� je TS A� de�nujeme jazyk LPV �A��

LPV �A� �� fw��w
R
� � � � ��wR�k��� mod �

k j �i wi je kon�gur�cia A� w� je po��kon�g�� wk je ak�
cepta�n�� wi � wi��g

Jazyk neplatn�ch v�po�tov TS

LNPV �A� �� Lc
PV �A�� pri�om komplement sa mysl� vzh adom na mno"inu v�etk�ch re�azcov�

O t�chto jazykoch platia nasleduj$ce tvrdenia�

�� LNPV �A� � LCF

�� K  ubovo n�mu TS A existuj$ jazyky LA� � LA� � LCF tak�� "e LPV �A� � LA� � LA�

�� L�A	 � 	 � LPV �A� � 	

K bodu �� asi to koto� LA� bude kontrolova� nadv�znos� wi � wi��� kde i je neparne a LA�

bude kontrolova� nadv�znos� wi � wi��� kde i je p�rne�

Vieme� "e L�G	 � 	�resp� � je pre LRE nerozhodnute n� a teda je to nerozhodnute n�
aj pre jazyk LPV �A�� Tento fakt sa d� &alej vyu"i� pri rozhodovan� in�ch probl�mov�

Ako vlastne prebieha redukcia vo v�eobecnosti si uk�"eme teraz�

Redukcia L� na L�

L� � L� � �f x � L� � f�x	 � L� �pr�p� f�x	 �� L��

Gra�cky zn�zor!ujeme diagramom takto�

A1

Transf.
f

f(x)
A(N)

x A2

A

N N(A)

Pr�klad ������� D� sa uk�za�� "e Lu � LRE � ale Lu �� Lrec� Po"ije sa redukcia LD � Lu� z
�oho u" vypl�va Lu �� Lrec�

De�n�cia ������� Nech S je vlastnos� jazyka v LRE� potom de�nujeme jazyk

LS �� f'A( j L�A	 m� vlastnos� Sg

Pozn�mka ������� Ak je vlastnos� rozhodnute n�� tak mus� existova� DTS A� ktor� zastav� na
ka"dom vstupe a teda m�me� "e LS � Lrec�

��



Pr�zdnos� pre TS

Na�ou vlastnos�ou S je pr�zdnos�� preto dost�vame jazyk Lpr �� f?A@ j L�A	 � 	g�

Veta ������� Je nerozhodnute�n� ur�i� pre dan� TS A� �i L�A	 � 	� tj� Lpr �� Lrec

D�kaz� Sporom� Redukciou na Lu� Nech Lpr � Lrec� teda existuje DTS Apr� ktor� zastav�
na ka"dom vstupe a L�Apr	 � Lpr� Zostroj�me DTS C� ktor� zastav� na ka"dom vstupe a
L�C	 � Lu�

�� Nech B je DTS� ktor� pre ka"d� ?A�w@ zostroj� ?A�w�@ tak�ho TS A�w	� "e

L�A�w		 � 	 ak w �� L�A	
L�A�w		 � �� ak w � L�A	

   A(w)

A
w

Áno Ánox

Ako vyzer� TS A�w	) V%bec si nebude v��ma� vstup� ale za�ne simulova� automat A na
w� Ako ale skon�truova� TS B algoritmicky) Vieme vytvori� TS X na zmazanie vstupu
a skop�rovanie slova w� To bude deterministick� TS� 2alej m�me na vstupe k�d TS A aj
k�d slova w� Ak TS X pou"�val n stavov� tak ich v�etky skop�rujeme pred k�d TS A spolu
s ��fciou a stavy TS A �ich k�dy� inkrementneme o n� Toto v�etko vieme algoritmicky
uskuto�ni�� teda tak� DTS B viem vytvori��

�� Zostroj�me TS C takto�

C

B
<A( w)>

N
<A,w> Apr

A

N A

Pozn�mka ������� Lcpr � Lnepr � LRE � Pre�o )

� Nedeterministicky � uh�dneme slovo a na tom spust�me A

� Deterministicky � budeme robi� v�po�ty na v�etk�ch slov�ch� raz to jedno mus�me ak�
ceptova� �v ka"dom kroku budeme na p�sku prid�va� jedno nov� slovo v lexikogra�ckom
usporiadan�� odsimulujeme na ka"dom slove zop�r krokov a zasa prid�me nov� slovo a tak
st�le dokola��

��



Rekurz�vnos� mno�iny L�A� pre TS A

P�tame sa� �i pre mno"inu� ktor$ vygeneruje nejak� TS A� existuje TS A� � Lrec tak�� "e
L�A	 � L�A�	�
Lr �� f?A@ j L�A	 � Lrecg
Lnr �� f?A@ j L�A	 �� Lrecg

Veta ������� Lr �� LRE � Lnr �� LRE�

D�kaz� Dok�"me obe tvrdenia�

Lr �� LRE Predpokladajme� "e Lr � LRE � teda "e existuje TS Ar tak�� "e L�Ar	 � Lr�
Uk�"eme� "e potom vieme zostroji� TS C pre Lcu�

�� Nech B je DTS� ktor� pre ?A�w@ zostroj� ?A�w�@ tak�ho TS A�w	� "e

L�A�w		 � 	 ak w �� L�A	
L�A�w		 � Lu ak w � L�A	

A(w)

Aw Áno-spustí

x
Au

Áno

x

Áno

�� Zostroj�me TS C pre Lcu�

C

B
<A( w)><A,w> Ar

Áno Áno

Lnr �� LRE Predpokladajme� "e Lnr � LRE � teda "e existuje TS Anr tak�� "e L�Anr	 � Lr�
Uk�"eme� "e potom vieme zostroji� TS C pre Lcu�

�� Nech B je DTS� ktor� pre ?A�w@ zostroj� ?A�w�@ tak�ho TS� "e

L�A�w		 � �� ak w � L�A	
L�A�w		 � Lu ak w �� L�A	

�� Zostroj�me TS C pre Lcu�

���� Riceho vety

Vieme� "e ka"d� vlastnos� rekurz�vne vy��slite n�ch jazykov �t�j� mno"ina jazykov maj$cich t$to
vlastnos�� je podmno"inou LRE � Ot�zkou zost�va� kedy je podmno"inou Lrec� Teda kedy je t�
vlastnos� rozhodnute n�� Na t$to ot�zku n�m d�va odpove& nasleduj$ca veta�

��



A(w)

Aw Áno

x Au

Áno

x

Áno

C
B

<A( w)><A,w> Anr
Áno Áno

De�n�cia ������� Vlastnos� S jazykov LRE sa naz�va netrivi�lna� ak existuj� jazyky L�� L� �
LRE tak�� e L� � S a L� �� S� Vlastnos� S sa naz�va trivi�lna� ak S � 	 � S � LRE�

Veta ������� �Rice� Kad� netrivi�lna vlastnos� rekurz�vne vy��slite�n�ch jazykov je nerozhod�
nute�n��

D�kaz� Sporom� Redukciou na jazyk Lu� Nech S je netrivi�lna rozhodnute n� vlastnos� a nech
	 �� S �ak 	 � S� tak zoberieme komplement S� ktor� mus� by� tie" z Lrec�� Zostrojme teraz TS
C� ktor� zastav� na ka"dom vstupe a akceptuje Lu� Pod a predpokladov nech L � S� L �� 	� K
nemu m�me TS ML s vlastnos�ou L�ML	 � L�
�� K slovu w a Turingovmu stroju M vyrob�me TS 	 M�w �� o ktorom vieme len to�ko� e

bu� akceptuje 	 �v pr�pade� e w �� L�M	�� alebo akceptuje L �v pr�pade w � L�M	�� ale in�
monos� nie je� Jazyky 	 a L sa l��ia v tom� e 	 m� vlastnos� S� ale L nem� vlastnos� S� Keby
sme teda vedeli rozhodn��� �i L�	 M�w �	 m� vlastnos� S� vedeli by sme� �i L�	 M�w �	 � L
alebo L�	 M�w �	 � 	� a teda aj to� �i w � L�M	� ��

�� Nech B je DTS� ktor� pre ka"d� ?M�w@ zostroj� ?M�w�@ tak�ho TS M�w	� "e

L�M�w		 � 	 ak w �� L�M	 ��tu sme vyu"ili 	 �� S
L�M�w		 � L ak w � L�M	

M(w)

Mw Áno-spustí

x
ML

Áno

x

Áno

�� Zostroj�me TS C pre Lu� ktor� zastav� na ka"dom vsupe�

D�sledok ������� Nasleduj$ce vlastnosti rekurz�vnych jazykov s$ nerozhodnute n��

�	



C

B
<M( w)>

A
<M,w> MS

A

N N

�� Pr�zdnos�

�� Kone�nos�

�� Regul�rnos�

	� Bezkontextovos�


� � � �

D�kaz� Ka"d� z t�chto vlastnost� je netrivi�lna �m�me kone�n� aj nekone�n� jazyky� pr�zdne
aj nepr�zdne� � � � ��

No a kedy je LS rekurz�vne vy��slite n� jazyk )

Veta ������� �Rice� LS � LRE pr�ve vtedy� ke� s� splnen� nasledovn� tri vlastnosti�

�� Ak L � S a L 
 L�� L� � LRE potom L� � S�

�� Ak L � S je nekone�n� jazyk potom existuje L� 
 L� L� je kone�n� a L� � S�

�� Mnoina v�tk�ch kone�n�ch jazykov v S je rekurz�vne vy��slite�n��

D�kaz� Dok�"eme obe implik�cie�

 Tak"e

�� Ak neplat� �� potom LS �� LRE
Sporom� Nech LS � LRE a nech L� � S� L� 
 L�� L� � LRE � L� �� S� Uk�"eme� "e
potom vieme zostroji� TS C pre Lcu�

�a� Nech B je DTS� ktor� pre ka"d� ?M�w@ zostroj� ?M�w�@ tak�ho TS M�w	� "e
L�M�w		 � L� ak w � L�M	
L�M�w		 � L� ak w �� L�M	

M(w)

Mw Áno-štart

x M1

Áno

x

ÁnoM2
Áno

�b� Zostroj�me TS C pre Lcu�

�




C

B
<M( w)><M,w> MS

Áno Áno

�� Ak neplat� �� potom LS �� LRE
Op�� sporom� Predpokladajme teda� "e LS � LRE a "e L� � S je nekone�n� jazyk a
"iadna jeho kone�n� podmno"ina L� nepatr� do S� Uk�"eme� "e potom vieme zostroji�
TS pre jazyk Lcu�
�a� Nech B je DTS� ktor� pre ka"d� ?M�w@ zostroj� ?M�w�@ tak�ho TS M�w	� "e

L�M�w		 � L� ak w �� L�M	
L�M�w		 � nejak� kone�n� podmno"ina L� ak w � L�M	

M(w)

M1

w

Áno-spustí |x|
 krokov simulácie

x

M Nebude
áno po as
|x| krokov

Áno

�b� Zostroj�me TS C pre Lcu�

C

B
<M( w)><M,w> MS

Áno Áno

�� Nech LS � LRE � potom plat� �
Zostrojme TS A� ktor� postupne generuje v�etky kone�n� prvky z S��a bude pracova�
takto�
Postupne generuje dvojice ��sel �i� j�� kde i je k�d kone�nej mno"iny� T$to m� da�
na v�stup� ak m� vlastnos� S� M�me TS MS pre LS � f?M@ j L�M	 � Sg� preto
zostroj� k�d TS Mi pre t$to kone�n$ mno"inu i �to sa d�  ahko� napr�klad kone�n�
automat�� Spust� j krokov stroja MS na ?Mi@� Ak MS akceptuje� d� i na v�stup�
Generuje &al�iu dvojicu �i� j�� Pomocou j sme zabezpe�ili� "e sa n�m TS A nezacyklil
na jednom vstupe i� ��m by sme sa nedostali k v�etk�m kone�n�m podmno"in�m�

� Nech M� je TS� ktor� generuje v�etky kone�n� jazyky v S� MS zostroj�me takto�
Pre vstup ?M@ rob� MS nasledovn��

�� MS generuje v�etky dvojice �i� j	�
�� Pre ka"d� �i� j	 MS simuluje M� j krokov� Ak M� v priebehu j krokov vygeneruje i�

potom MS simuluje M j krokov na ka"dom slove z i� Ak behom j krokovM akceptuje
ka"d� slovo z i� potom MS akceptuje ?M@�

��kone�n� podmno�iny m�me k�dovan� do re
azca z f�� �g

��



D�sledok ������� Nasleduj$ce vlastnosti rekurz�vne vy��slite n�ch jazykov nie s$ rekurz�vne
vy��slite n��

� L � 	 poru�en� ��- nadmno"iny to nededia� u" nie s$ 	

� L � �� poru�en� ��

� L � Lrec

� L �� Lrec

� Card�L	�� � �

� L � R

� L� Lu �� 	 poru�en� ��

D�sledok ������ Nasleduj$ce vlastnosti s$ rekurz�vne vy��slite n��

L �� 	

Card�L	 � ��

w � L pre pevn� w

L � Lu �� 	

���� �lohy

�� Dok�"te lemu ������

�� Ak de�nujeme L�U	 ako univerz�lny jazyk� kde U je univerz�lny TS� bude potom komple�
ment tohto jazyka z LRE)

�� Dop��te domin� z d%kazu vety ���	�� pre pr�pad ��fcie ��taj$cej blank�

	� Dok�"te� "e jazyk L�x	 z vety���
�� je bezkontextov��


� Dok�"te� "e jazyky L�x� y	c� LcSYM s$ bezkontextov��

�� Dok�"te� "e probl�m pr�zdnosti� kone�nosti a nekone�nosti �teda probl�m T ���L�E�CS�� je
pre triedu kontextov�ch jazykov nerozhodnute n��

��Po�et slov v jazyku

��



Kapitola ��

Syntaktick� anal�za

Syntaktick� anal�za je ve mi �irok� problematika� ktor� nach�dza uplatnenie pri tvorbe kompil��
torov alebo preklada�ov prirodzen�ch jazykov� #itate si ur�ite dobre uvedomuje� "e na preklad
viet z jedn�ho jazyka do druh�ho nesta�� ma� dobr� slovn�k�� ale ide�lne by bolo ma� v kni"nici
ak�si vetn�k� ktor� by napr�klad obsahoval v�etky anglick� vety a ich preklady do sloven�iny�
Probl�m by v�ak spo��val predov�etk�m v tom� "e vetn�k by musel by� nekone�n�� Pr�ve pre�
to treba h ada� pref�kan� cesty� ako �o najjednoduch�ie automatizova� preklad prirodzen�ch
jazykov��

Form�lne mo"no preklad de�nova� ako rel�ciu M 
 ��� � ���� pr�padne M 
 L� � L�� Uve�
domme si� k ak�mu posunu v terminol�gii tu doch�dza� Toti" na to� �o v be"nom "ivote uzna�u�
jeme ako slov�� sa v te�rii form�lnych jazykov pozer�me ako na p�smen�� ve& po�et slov ka"d�ho
prirodzen�ho jazyka je kone�n�� 2alej na vety sa v te�rii form�lnych jazykov pozer�me ako na
slov� a jazyk je pre n�s mno"ina prirodzen�ch viet� Podobne� syntakticky spr�vne pascalsk�
programy s$ slov�� k $�ov� slov� a pou"it� symboly s$ p�smenami abecedy�

Pri �t$diu form�lnych jazykov sme sa u" s ist�mi prekladmi stretli� Najjednoduch��m
prekladom bol homomor�zmus� inverzn� homomor�zmus� nesk%r sme sa zozn�mili s A�
preklada�mi� Aj na Turingov stroj sa mo"no pozrie� ako na preklada��

���� Syntaxou riaden� prekladov� sch�my

Syntaxou riaden� prekladov� sch�my n�padne pripom�naj$ bezkontextov� gramatiky� Form�lne
ich mo"no de�nova� nasledovne��

De�n�cia ������� �toricu S � �N�T� P� �	� kde N�T s� disjunktn�� kone�n� mnoiny neter�
min�lov� resp� termin�lov�

P � N � fu���u�����kuk��� v���v�����kvk�� j ��� ���� �k � N� u�� u�� ���� uk�� � T ��

v�� v�� ���� vk�� � T �g

� � N naz�vame prekladovou sch�mou�

De�n�cia ������� Prekladovou formou nazveme slovo

u���u�����kuk��� v���v�����kvk��

�Mohlo by sa sta
� �e anglick� Are you o	
 by tak�to preklada� neprelo�il spr�vne Odch�dza�
� ale Si vypnut�

�a z prekladate�ov a tlmo�n�kov urobi
 nezamestnan�ch
�Autormi form�lnych de�n�ci� s autori tohto textu� na predn��ke bola t�to �as
 odpredn��an� vo�ne

�



kde
��� ���� �k � N� u�� u�� ���� uk��� v�� v�� ���� vk�� � T �

De�n�cia ������ Krok odvodenia prekladovej sch�my S je rel�cia na mnoine prekladov�ch
foriem de�novan� nasledovne�

u������ui�iui������kuk��� v������vi�ivi������kvk�� �
S

u������uixui���kuk��� v������viyvi������kvk��

def
�

��i � x� y	 � P

De�n�cia ������� Prekladom ur�en�m programovou sch�mou S je mnoina
fu� v � T ��T � j ���

�
�
S

u� vg

Zamyslime sa teraz vo ne nad t�m� �o teda prekladov� sch�ma znamen�� Ako vid�me� m%"eme
sa na !u pozrie� ako na dvojicu ve mi podobn�ch bezkontextov�ch gramat�k G�� G� a na preklad
ako na mno"inu slov u� v� kde slov� u� v vznikli odvoden�m v gramatik�ch G�� resp� G�� pri�om
tieto odvodenia s$ ve mi podobn�� lebo sa pou"�vaj$ analogick� pravidl�� V�imnime si toti"� "e
prekladov� sch�ma obsahuje pravidl�� ktor� spolu s de�n�ciou rel�cie kroku odvodenia sp%sobuj$�
"e ka"d� prekladov� forma je typu u������ui�iui������kuk��� v������vi�ivi������kvk���

Aj ke& sme u" uk�zali� "e Pascal nie je bezkontextov� jazyk� v�etky praktick� preklada�e
klad$ obmedzenia �napr�klad na po�et parametrov funkcie�� ktor� zapezpe�ia bezkontextovos�
uva"ovan�ho programovacieho jazyka� Probl�mom teda je k slovu u n�js� slovo� pr�padne slov�
v tak�� "e �u� v	 �M � Pri tom potrebujeme pre dan� slovo u nielen pozna� odpove& na ot�zku�
�i toto slovo patr� do jazyka� ale potrebujeme tie" pozna� strom jeho odvodenia� Pr�ve h adanie
stromu odvodenia tvor� jadro syntaktickej anal�zy a preto sa v nasleduj$cej �asti pozrieme na
z�kladn� pr�stupy pou"�van� pri rie�en� tehto $lohy�

���� H�adanie stromu odvodenia

Aj ke& sme sa u" zmienili o algoritme CYK� ktor�ho roz��ren� verzia umo"!uje h ada� odvo�
denia slov� m� zmysel sa tejto problematike &alej venova�� Uvedomme si� "e �asov� zlo"itos�
tohto algoritmu z�vis� od d*"ky uva"ovan�ho slova kubicky� �o by napr�klad pri automatickom
kompilovan� programov asi nikoho nepote�ilo�

V z�sade existuj$ dve mo"nosti� ako h ada� stromy odvodenia�

�� Zhora nadol� Nech vstupn� slovo je w � w�w����wn� Postupne rob�me nasledovn� kroky�
Po�iato�nou formou F� je �� Ak forma za��na na termin�l� kontrolujeme so za�iatkom w�
Ak sa nezhoduj$� slovo sa ned� odvodi� �alebo sme v zlej nedeterministickej vetve�� Ak
za��na na netermin�l� nedeterministicky ur��me pravidlo a uprav�me formu� V podstate ide
o podobn� postup� ako pri kon�truovan� z�sobnikov�ho automatu ekvivalentn�ho s danou
bezkontextovou gramatikou�

Pr�klad ������� Vstupn� slovo w� � abbcb� Za�neme formou F� � �� nedeterministicky sa
rozhodneme pre pravidlo � � aAB� dost�vame formu F� � aAB� T�to za��na termin�lom
rovnak�m ako w� preto modi�kujeme formu aj w� Konkr�tne� w� � bbcb� F� � AB�
Nedeterministicky sa rozhodneme pre pravidloA� bb� dost�vame F	 � bbB� Kontrolujeme

�Napr�klad zn�ma implement�cia Pascalu od �rmy Borland � verzia �� umo��uje maxim�lne  !�" parametrov
procedry

��



F	 a w� a dost�vame F
 � B a w� � cb� Ak sa teraz rozhodneme pre pravidlo B � cb�
dostaneme F� � cb � w�� a teda slovo akceptujeme� pri�om pozn�me postupnos� pou"it�ch
pravidiel�

Probl�mom je spom�nan� nedeterminizmus� Ke& chceme nap�sa� deterministick� algorit�
mus� mus�me pou"i� nejak$ ra�novan$ techniku� Vo v�eobecnsti by bol toti" probl�m s
kone�nos�ou� Toti"� deterministick� algoritmus si mus� v ka"dom kroku pam�ta� v�etky
mo"nosti� ak� mohli nasta�� teda mno"inu mo"n�ch foriem spolu s postupnos�ami pou"it�ch
pravidiel� V pr�pade� "e vstupn� slovo nie je akceptovate n�� odvodzovanie foriem by ne�
muselo skon�i�� Ist� rie�enie pon$ka Greibachovej norm�lny tvar gramat�k� Toti"� v ka"dom
kroku m�me s�ce mno"inu mo"n�ch foriem� ale o ka"dej z nich plat�� "e

� za��na termin�lom� a teda v tomto kroku sa tejto formy zbav�me�ak tento termin�l
nes$hlas� s termin�lom na za�iatku zostatku vstupn�ho slova� alebo sa t�to forma
skr�ti �ak tento termin�l s$hlas� so za�iatkom zostatku vstupn�ho slova�

� alebo za��na netermin�lom� ktor� v�ak nahrad�me pravou stranou pravidiel� z ktor�ch
ka"d� za��na termin�lom a teda v &al�om kroku bude na za�iatku formy op�� termin�l

Je teda zrejm�� "e po dvoch krokoch sa ur�ite skr�ti d*"ka zostatku vstupn�ho slova pre
ka"d$ formu �aj ke& ich po�et sa zv������

�� Zdola nahor� Vstupn� slovo ��tame z ava� a" k�m neobjav�me tak$ jeho s$visl$ �as�� ktor�
je pravou stranou nejak�ho pravidla� Ak sme tak$ objavili� nahrad�me ju pr�slu�n�m neter�
min�lom a op�� pokra�ujeme od za�iatku vstupn�ho slova� Ak sa nato pozrieme takto nede�
terministicky� tak je n�m  ahko� ale deterministick� algoritmus sa nem� vo v�eobecnosti
pod a �oho rozhodn$�� ktor$ tak$to �as� m� pou"i�� Pr�ve preto budeme v nasleduj$com
sk$ma� ist� triedy beykontextov�ch gramat�k� pre ktor� sa tento postup d� robi� determin�
isticky�

���� Algoritmus posu� a redukuj �Shift and reduce

De�n�cia ������ �ubovo�n� s�visl� �as� vetnej formy� ktor� je pravou stranou nejak�ho pravid�
la gramatiky� naz�vame rukov!� alebo handle�

Tento algorimtus pou"�va z�sobn�k� do ktor�ho uklad� vstupn� symboly �rob� sa posun �
shift�� V momente� kedy sa na vrchu z�sobn�ka objav� nejak� handle� nedeterministicky sa
rozhodne� �i bude redukova�� V pr�pade� "e sa rozhodne redukova�� nahrad� symboly z�sobn�ka
prisl$chajuce tejto handle pr�slu�n�m netermin�lom a takto pokra�uje &alej� Ka"d� redukcia
znamen� zap�sanie pou"it�ho pravidla na v�stup� Na konci budeme ma� prav� krajn� odvodenia
yap�san� odzadu�

Niekedy m%"eme toto robi� deterministicky� V nasleduj$cich �astiach sa budeme venova�
dvom typom gramat�k� kedy sa nebudeme potrebova� nedeterministicky rozhodova��

������ Preceden�n� gramatiky

Pre ka"d$ dvojicu symbolov s� t � N � T m%"u nasta� tri mo"nosti�

� s � t Ak s a t sa m%"u nach�dza� ved a seba v naj avej�ej handle� T$to mo"nos� nesmieme
vyl$�i�� ak existuje nejak� pravidlo typu � � �st

�



� s  t Ak s nie je� ale t je v naj avej�ej handle� T$to mo"nos� nevylu�ujeme� ak

��A � N	 �A� s�	 � P

� s ! t Ak s je v naj avej�ej handle� ale t nie je� T$to mo"nos� nem%"eme vyl$�i�� ak

��A � N	 �A� �s	 � P

Ak pre ka"d$ dvojicu symbolov z N � T plat� najviac jedna z horeuveden�ch mo"nost�� potom
ide o preceden�n$ gramatiku� Rozhodovanie� �i sa m� urobi� posun alebo redukcia je potom
ve mi jednoduch�� Redukcia sa rob� v pr�pade� "e nastala tretia mo"nos��

D� sa hovori� aj o ist�ch zov�eobecneniach preceden�n�ch gramat�k� Opisovan� verzia sa
ozna�uje aj �� ��preceden�n�� s$ v�ak pop�san� aj r%zne m� n�preceden�n��

������ LR��gramatiky

Pre LR��gramatiky plat�� "e dok�"eme deterministicky skon�truova� prav� krajn� odvodenie slova
iba na z�klade jedn�ho symbolu na vrchu z�sobn�ka�

Potom� �o sa prebrod�me z�plavou pojmov� uk�"eme vhodn� pr�klad toho� ako pracuje LR��
analyz�tor�

De�n�cia ������ ,ivotaschopn�m pre�xom naz�vame kad� pre�x vstupn�ho slova� ktor�ho
koniec nepresahuje koniec naj�avej�ej handle vstupn�ho slova� �Naj�avej�ej v zmysle jej konca�

De�n�cia ����� LR��element je pravidlo gramatiky s bodkou na pravej strane� Presnej�ie� ak
� � x�x����xm je pravidlo� potom

� � �x�x����xm� � � x� � x����xm� ���� � � x�x����xm�

s� LR��elementy�

De�n�cia ������ LR��element A � � �  je platn� pre ivotaschopn� pre�x �� ak existuje
odvodenie

�
�

�
PK

�Aw �
PK

��w � � � ��

De�n�cia ������ LR��element A� R� �s bodkou na konci� naz�vame �pln� LR��element�

V nasleduj$com pr�klade uk�"eme� "e vieme zostroji� kone�n� automat� ktor� rozpozn� max�
im�lny "ivotaschopn� pre�x� V pr�pade nedeterministick�ho kone�n�ho automatu skon�� v pr��
pade akcept�cie v stave� ktor� reprezentuje nejak� platn� $pln� LR��element� Stavmi tohto
kone�n�ho automatu bud$ LR��elementy� akceptuj$cimi stavmi bud$ platn� LR��elementy�
Tento nedeterministick� automat prevedieme na deterministick� automat� ktor�ho stavmi bud$
mno"iny LR��elementov� akceptuj$cimi stavmi tak� mno"iny� ktor� obsahuj$ aspo! jeden platn�
LR��element�

Pr�klad ������ Uva"ujme gramatiku G de�novan$ t�mito pravidlami�
S� � Sc
S � SA j A
A� aSb j ab
Mno"ina stavov� resp� mno"ina LR��elementov je
K � fS� � �Sc� S� � S � c� S� � Sc�� S � �SA� S � S � A� S � SA�� A � �aSb� A �
a � Sb� A� aS � b� A� aSb�� A� �ab� A� a � b� A� ab�g

�



Uva"ujme toto prav� krajn� odvodenie�

S� �
G

Sc �
G

SAc �
G

S aSb
�z�
handle

c

0ivotaschon�mi pre�xami tejto vetnej formy s$ �� S� Sa� SaS� SaSb� Pre "ivotaschopn� pre�x
SaS je jedin�m platn�m LR��elementom aS � b�

Sch�ma kone�n�ho nedeterministick�ho automatu rozpozn�vajuceho "ivotaschopn� pre�xy�

Obr�zok ����� Nedeterministick� kone�n� automat rozpozn�vajuci "ivotaschopn� pre�xy

q
0 S'� .Sc

�

S� .SA

�

S� .A

�
S'� S.c

S

S'� Sc.

c

�
�

S� A.

A

S� S.A

S

A� .aSb

�

A� .ab

�

S� SA. A� a.Sb

A� a.b

A
a�

�

S

S

a

A� aS.b

S

A� ab.

b

A� aSb.

b

Prechodov$ funkciu de�nujeme pod a nasleduj$cich pravidiel�

� ��ov� prechod zo stavu� v ktorom je bodka pred netermin�lom � sp%sob� prechod do stavu
reprezentuj$ceho LR��element pravidla pre � s bodkou na za�iatku

� V stave � � � � v de�nujeme pri ��tan� symbolu v prechod na stav � � �v � 

To znamen�� "e vlastne za��najuc od kore!a �od �� h ad�me naj avej�ie najspodnej�ie pravidlo�
ktor� sme pou"ili pri odvoden�� Ak sa automat napr�klad nach�dza v stave A� a �Sb� znamen�
to� "e ak naj avej�ie pravidlo bolo A� a � Sb� potom e�te mus�me pre��ta� Sb�

Takto z�skan� nedeterministick� automat prevedieme na deterministick�� nepodstatn� stavy
neuva"ujeme Popis jednotliv�ch mno"�n�
I� � f q�� S� � �Sc� S � �SA� S � �A�A� �aSb�A� �ab g
I� � f S� � S � c� S � S � A�A� �aSb�A� �ab g
I� � f S � A� g
I	 � fA� A � Sb�A� A � b� S � �SA� S � �A�A� �aSb�A� �ab g

�



Obr�zok ����� Deterministick� kone�n� automat rozpozn�vajuci "ivotaschopn� pre�xy �LR��
polo"kov� automat�

I0
I1

S
I4

c

I2

A

I5

  A

I3
I6

I7

I8

aa

e

A
S

ab

b

I
 � f S� � Sc� g
I� � f S � SA� g
I� � f A� aS � b� S � S � A�A� �aSb�A� �ab g
I� � f A� ab� g
I� � f A� aSb�g

Pr�cu LR��analyz�tora mo"no predbe"ne pop�sa� tak� "e v ka"dom kroku si spust� na svo�
jom z�sobn�ku uveden� kone�n� automat� Ak skon�� v stave� ktor� reprezentuje mno"inu s
jedn�m platn�m $pln�m elementom� rob� redukciu� Ak t�to mno"ina neobsahuje $pln� platn�
element� rob� &al�� posun� Ak obsahuje viac ne" jeden $pln� platn� element� potom nejde o
LR��gramatiku� Na pr�klade vstupn�ho slova aababbc uk�"eme� ako tento lexik�lny analyz�tor
pracuje�

�



Z�sobn�k Stav Zostatok vstupu Akcia
� I� aababbc posun
�a I	 ababbc posun
�aa I	 babbc posun
�aab I� abbc redukuj pravidlo A� ab
�aA I� abbc redukuj pravidlo S � A
�aS I� abbc posun
aSa I	 bbc posun
aSab I� bc redukuj pravidlo A� ab
aSA I� bc redukuj pravidlo S � SA
aS I� bc posun
aSb I� c redukuj pravidlo A� aSb
A I� c redukuj pravidlo S � A
S I� c posun
Sc I
 � redukuj pravidlo S� � Sc

Program�torsk� implement�cia tohto algoritmu nesmie by� tak� �a"kop�dna� ako sme ju kv%li
jednoduchosti pop�sali� Kv%li zr�chleniu si na z�sobn�ku m%"eme pam�ta� za ka"d�m symbolom
aj stav� v ktorom kon�il uveden� kone�n� automat� keby na vstup dostal �as� z�sobn�ka od spodu
a" po tento symbol� Po ka"dom posune aj po ka"dej redukcii potom sta�� simulova� jeden krok
automatu a netreba robi� cel$ simul�ciu od za�iatku�

Doteraz sme neform�lne popisovali vlastnosti LR��gramat�k� Nasleduje teda jej de�n�cia�

De�n�cia ������ Bezkontextov� gramatika G je LR��	� ak s� splnen� obe nasleduj�ce pod�
mienky�

� � sa nevyskytuje na pravej strane iadneho pravidla

� Pre kad� ivotaschopn� pre�x � plat�� e ak A� �� je platn� pre �� potom iadny in� �pln�
LR��element nie je platn� pre � a iadny in� platn� element nem� bodku pred termin�lnym
symbolom �

Pr�klad kon�trukcie automatu� ktor� sme uviedli a pr�klad pr�ce analyz�tora� ktor� je vlastne
deterministick�m z�sobn�kov�m automatom n�s n$ti vyslovi� aj &al�iu vetu�

Veta ������ Ak L � L�G	 pre LR��	 gramatiku G� potom L � LdetCF a existuje deterministick�
z�sobn�kov� automat A tak�� e L � N�A	�

Z praktick�ho h adiska s$ zauj�mav� aj LR�k	 gramatiky pre r%zne k� V nich sa vieme na
z�klade k symbolov zo vstupu rozhodn$�� ak$ akciu zvol�me �posun alebo redukciu�� Ka"d�
LR�k	 gramatika sa d� upravi� na ekvivalentn$ LR��	 gramatiku� &alej na LR��	 gramatiku u"
v�ak nie�

Uvedomme si� "e horeuveden� pr�klad hovor� o tom� "e sa s� algoritmicky zisti�� �i dan�
gramatika je LR��	� Sta�� zostroji� kone�n� automat a nahliadnu�� �i sp*!a potrebn� vlastnosti�
Uv�dzame v�ak aj pr�klad gramatiky� kde vieme ad hoc ve mi r�chlo rozodn$�� "e nie je LR��	�

Pr�klad ������ Gramatika G dan� pravidlami
S � aAc j aBd

�Uvedomme si� �e ak nejak� platn� element m� bodku pred netermin�lom �o tejto mo�nosti de�n�cia zdanlivo
ml���� potom v�aka epsilonov�m prechodom existuje platn� element s bodkou pred termin�lom� alebo by pou�itie
in�ch pravidiel viedlo k zacykleniu

�Teda akceptuje pr�zdnou pam�
ou� Pozor# Trieda jazykov rozpozn�van� deterministick�m z�sobn�kov�m
automatom pr�zdnou pam�
ou je men�ia ako trieda jazykov rozpoznate�n�ch deterministick�m z�sobn�kov�ch
automatom �koncov�m stavom�

	



A � aAc j b
B � aBa j b
nie je LR��	� Uva"ujme toti" slovo aa���abb���b� Je jasn�� "e naj avej�ie handle je b� Nevieme
v�ak� �i m�me pou"i� pravidlo A� b alebo B � b� Dokonca sa d� uk�za�� "e t�to gramatika nie
je LR�k	 pre "iadne k�






Kapitola ��

	vod do te
rie zlo�itosti

#o sa t�ka Turingov�ch strojov a v%bec algoritmov ako tak�ch� sk$maj$ sa hlavne dve h adisk�
zlo"itosti Turingov�ch strojov� resp� algritmov� Ide o �as potrebn� na v�po�et a o priestor� t�j� o
d*"ku potrebnej p�sky �mno"stvo potrebnej pam�te�� Zlo"itos�� ako �asov$� tak aj priestorov$�
de�nujeme ako funkciu z�visiacu od d*"ky� resp� ve kosti vstupu�

���� Priestorov� zlo�itos�

V pr�pade priestorovej zlo"itosti nejak�ho probl�mu pou"�vame ako model Turingovho stroja
Turingov stroj s jednou �xnou vstupnou p�skou� na ktor$ nem%"eme zapisova� a s k nekone�n�mi
pracovn�mi p�skami�

De�n�cia ������ Hovor�me� e deterministick� Turingov stroj A je S�n	 p�skovo ohrani�en��
ak kad� v�po�et A na slove w d�ky n pouije na kadej z k pracovn�ch p�sok maxim�lne S�n	
pol��ok�

#o sa t�ka nedeterministick�ch Turingov�ch strojov� s$ mo"n� tri pr�stupy de�n�cie p�skovej
ohrani�enosti�

De�n�cia ������ Hovor�me� e nedeterministick� Turingov stroj A je S�n	 p�skovo ohrani�en��
ak

Siln� de�n�cia� Kad� v�po�et na vstupnom slove w d�ky n pouije maxm�lne S�n	 pol��ok na
kadej so svojich k pracovn�ch p�sok�

Stredn� de�n�cia� Kad� v�po�et na kadom vstupnom slove w � L�A	 d�ky n pouije max�
im�lne S�n	 pol��ok na kadej so svojich k pracovn�ch p�sok�

Slab� de�n�cia� Pre kad� vstupn� slovo w � L�A	 d�ky n existuje v�po�et� ktor� pouije
maxim�lne S�n	 pol��ok na kadej p�ske�

V &al�om texte budeme pou"�va� pojem slu�nej funkcie� Pod slu�nou funkciou rozumieme
ka"d$ funkciu f � N � N tak$� "e existuje Turingov stroj� ktor� pre vstup d*"ky n ozna�� �v �ase
T �n	� na p�ske T �n	 pol��ok�

Vr��me sa e�te k de�n�cii ������� Pre slu�n� funkcie je jedno� ktor$ z de�n�ci� pou"�vame�
Pred samotn�m v�po�tom si toti" m%"eme na pomocnej p�ske vygenerova� S�n	 a potom ka"d�
v�po�et� ktor� by potreboval viac ako S�n	� zabi��

�



����  asov� zlo�itos�

Ako model pou"�vame Turingov stroj s k p�skami� pri�om vstup o�ak�vame na prvej z nich�

De�n�cia ������ Hovor�me� e deterministick� Turingov stroj je T �n	 �asovo ohrani�en�� ak
pre kad� vstup d�ky n urob� Turingov stroj na tomto vstupe najviac T �n	 krokov�

Pri de�n�cii �asovej zlo"itosti pre nedeterministick� Turingove stroje m�me op�� tri mo"nosti�

De�n�cia ������ Hovor�me� e nedeterministick� Turingov stroj A je T �n	 �asovo ohrani�en��
ak

Siln� de�n�cia� Kad� v�po�et na vstupnom slove w d�ky n urob� najviac T �n	 krokov�

Stredn� de�n�cia� Kad� v�po�et na kadom vstupnom slove w � L�A	 d�ky n urob� max�
im�lne T �n	 krokov

Slab� de�n�cia� Pre kad� vstupn� slovo w � L�A	 d�ky n existuje v�po�et� ktor� urob� max�
im�lne T �n	 krokov�

���� Triedy zlo�itosti

Na z�klade predch�dzajucich de�n�ci� roz�len�me jazyky do tried zlo"itost��

De�n�cia ����� Triedy DSPACE� NSPACE� DTIME� NTIME s� de�novan� nasle�
dovne�

DSPACE�S�n		 �
df

fL j existuje det� TS A� S�n	�p�skovo ohrani�en�� tak� e L � L�A	g

NSPACE�S�n		 �
df

fL j existuje nedet� TS A� S�n	�p�skovo ohrani�en�� tak� e L � L�A	g

DTIME�T �n		 �
df

fL j existuje det� TS A� T �n	��asovo ohrani�en�� tak� e L � L�A	g

NTIME�T �n		 �
df

fL j existuje nedet� TS A� T �n	��asovo ohrani�en�� tak� e L � L�A	g

���� Vety o kompresii� zr�chlen� a redukcii

#itate � ktor� u" vie nie�o o zlo"itosti algoritmov vie� "e nie je z�sadn� rozdiel medzi algoritmom�
ktor� potrebuje n� pol��ok a algoritmom� ktor� potrebuje 
n� pol��ok� Z h adiska Turingov�ch
strojov plat�� "e ak vieme nejak� probl�m rie�i� Turingovym strojom s p�skou dlhou S�n	� potom
ho vieme rie�i� aj Turingov�m strojom s p�skou dlhou S�n�

k
� kde k je  ubovo n� kon�tanta�

Veta ������ �O kompresii p�sky� � K �ubovo�n�mu deterministick�mu Turingovmu stroju A�
ktor� je S�n	�p�skovo ohrani�en� a kon�tante k existuje deterministick� Turingov stroj A�� ktor�
je S�n�

k
�p�skovo ohrani�en� a plat� L�A	 � L�A�	�

D�kaz� Sta�� pou"i� nov$ pracovn$ abecedu �� � �k a reorganiz�ciu p�sky urobi� tak�m sp%�
sobom� "e ka"d� blok o k pol��kach bude pre A� predstavova� jedno pol��ko�

Podobn� veta plat� aj o zr�chlen�� Mus�me si v�ak uvedomi� dva z�sadn� probl�my� Prv��
"e ak chceme na za�iatku reorganizova� p�sku� mus�me ju cel$ prejs�� na �o budeme potrebova�
n krokov� Preto budeme musie� predpoklada�� "e toto je zanedbate ne mal� �as oproti �asu
v�po�tu automatu A�
Druh� probl�m spo��va v tom� "e ak chceme simulova� v jednom kroku TS A� k krokov p%vodn�ho

�



TS A�� mus�me ma� inform�ciu o tom� �o je na p�ske o k pol��ok v avo i vpravo od pol��ka� na
ktorom je umiestnen� hlava� Ak pou"�vame bloky o k p%vodn�ch pol��kach� mus�me si v stave
zapam�ta�� na ktorom z t�chto k pol��ok by bola hlava p%vodn�ho automatu� Ak je hlava kdesi
na prvom pol��ku bloku� potom sa hlava vude musie� pozrie� na ved aj�� blok�

Veta ������ �O line�rnom zr�chlen�� � Nech Aje �ubovo�n� deterministick� Turingov stroj A�
ktor� je T �n	��asovo ohrani�en� a nech

lim
n��

T �n	

n
� �

Nech k je �ubovo�n� kon�tanta� Potom existuje deterministick� Turingov stroj A�� ktor� je T �n�
k
�

�asovo ohrani�en� a plat� L�A	 � L�A�	�

D�kaz� Nech platia uveden� predpoklady� Turingov stroj A� bude pracova� nasledovne� Najprv
reorganizuje p�sku do blokov o m pol��kach� To znamen�� "e ka"d�ch m znakov prep��e na jeden
znak �op�� toti" �� � �m�� #�slo m je na teraz nezn�ma hodnota� ale na z�ver ju vy��slime�
Potom simuluje pr�cu p%vodn�ho automatu A s t�m� "e sa roz��ri mno"ina stavov na K �
f�� 
� ����mg� aby sme si pam�tali ��slo skuto�n�ho pol��ka� na ktorom by bol TS A v r�mci
aktu�lneho bloku� TS A� urob� teraz �tyri kroky� Pre��ta pol��ko� resp� blok� na ktorom sa
nach�dza� posunie sa do ava a tie" toto pol��ko pre��ta� potom urob� dva kroky doprava aby
aj tento blok pre��tal� vr�ti sa sp�� a na z�klade inform�cie� ktor$ z�skal vykon� m krokov
p%vodn�ho automatu� Ten na m krokov ur�ite nezapisoval do blokov vzdialen�ch od aktu�lneho
viac ako o �� Na tento z�pis potrebujeme op�� 	 kroky�

To znamen�� "e p%vodn�ch m krokov vieme simulova� %smimi krokmi� M�me teda dok�za��
"e plat�

n�
n

m
� �

T �n	

m
�

T �n	

k

Na to ale sta��� aby platilo

m �
�T �n	

T �n�
k
� n� n

m

� �k � �k
n�� � �

m
	

T �n	

Ale limita �k
n��� �

m
�

T �n� ide k nule� a teda existuje horn� ohraci�enie tejto postupnosti h� Potom
sta�� zvoli� m � �k � h�

Pozn�mka ������ To� "e A� bude T �n	�k �asovo ohrani�en�� treba bra� s rezervou� Pre T �n	 �
n� a k � ��� by to znamenalo� "e A� bude pre slovo d*"ky � sta�i� ��� kroku� V skuto�nosti
tvrdenie vo vete plat� len pre slov� dostato�nej d*"ky�
Nech Aje �ubovo�n� deterministick� Turingov stroj A� ktor� je T �n	��asovo ohrani�en� a nech

lim
n��

T �n	

n
� �

Nech k je �ubovo�n� kon�tanta� Potom existuje deterministick� Turingov stroj A�� ktor� je T ��n	�
�asovo ohrani�en�� plat� L�A	 � L�A�	 a �N��n � N�T

��n	 � T �n�
k
�

V nasleduj$com texte uk�"eme� "e i po�et pou"it�ch p�sok mo"no redukova�� Bohu"ia � v
niektor�ch pr�padoch t�m �osi strat�me�

Veta ����� �O redukcii po�tu p�sok z k na jednu pre priestor� � K �ubovo�n�mu k�p�skovemu
deterministick�mu TS A pracuj�com v priestore S�n	 existuje ��p�skov� TS A� pracuj�ci tie v
priestore S�n	�





D�kaz� Pointa d%kazu spo��va v tom� "e na p%vodn� Turingov stroj A sa pozrieme tak� "e
namiesto toho� aby sa h�bali hlavy� bud$ sa h�ba� jednotliv� p�sky� Znamen� to� "e ke& sa m�
pohn$� nejak� hlava do ava� namiesto toho vykon� zlo"it$ proced$ru�� ktor� dok�"a posun$�
cel� slovo na tejto p�ske doprava� Namiesto jedn�ho kroku teda m�me S�n	 krokov� Dostali sme
sa teda k Turingovmu stroju� ktor�ho v�etky hlavy s$ na pevnej poz�cii a pracuje tie" v priestore
S�n	� iba �as sa n�m zhor�il na S�n	T �n	 � �T �n		�� Tak�to Turingov stroj m%"eme po ahky
prostredn�ctvom roz��renia pracovnej abecedy na �k previes� na h adan� jednop�skov� Turingov
stroj�

Z d%kazu predch�dzajucej vety vypl�va &al�ia�

Veta ������ �O redukcii po�tu p�sok z k na jednu pre �as�� K �ubovo�n�mu deterministick�mu
k�p�skovemu Turingovmu stroju A pracuj�com v �ase T �n	 existuje jednop�skov� deterministick�
Turingov stroj A� pracuj�ci v �ase T �n	� tak� e L�A	 � L�A�	�

Redukcia po�tu p�sok na jednu n�s s�ce stoj� ve a� redukcia na dve p�sky n�s v�ak stoj� ove a
menej�

Veta ������ �O redukcii po�tu p�sok z k na dve pre �as� K �ubovo�n�mu deterministick�mu
k�p�skovemu Turingovmu stroju A pracuj�com v �ase T �n	 existuje dvojp�skov� deterministick�
Turingov stroj A� pracuj�ci v �ase T �n	 log�T �n		 tak� e L�A	 � L�A�	�

D�kaz� Pou"ijeme druh$ p�sku ako ak$si cache pam��� Op�� pou"ijeme met�du posunu stopy
p�sky namiesto posunu hlavy� No nebudeme pos$va� cel$ stopu� ale v���inu len jej k$sok�
Podstata pou"itej my�lienky spo��va v tom� "e si p�sku rozdel�me na myslen� bloky o ve kostiach
�� 
� �� �� ���� 
k pol��ok� Fungovanie automatu A� vysvetl�me na pr�klade�

a�
a�� a�� a�� a�
 a�	 a�� a�� x a� a� a	 a
 a� a� a�

kde x zna�� stred p�sky� t�j� �xovan$ polohu hlavy� Posun doprava�

a�� a�
a�� a�� a�� a�
 a�	 a�� x a� a� a	 a
 a� a� a�

2al�� posun doprava�

a�� a� a�
a�� a�� a�� a�
 a�	 x a�� a� a	 a
 a� a� a�

Do tretice posun doprava�

a�	 a�� a� a�
a�� a�� a�� a�
 x a�� a� a	 a
 a� a� a�

A na poslednom zn�zornenom posune doprava vidno silu tohto postupu�

a�
 a� a� a� a	
a�� a�� a�� x a�	 a�� a�� a
 a� a� a�

O blokoch na p�ske platia v"dy nesleduj$ce dve tvrdenia�
�Uvedomme si� �e ona trv� r�dovo S�n�

�



�� Ak sa k blokov napravo� resp� na avo od hlavy zapln� a chceme do nich op�� prida� &al��
symbol� potom sa tieto bloky po nasleduj$com kroku do polovice vypr�zdnia

�� O symetrick�ch blobkoch plat�� "e ak je jeden pln�� resp� polopln�� resp� pr�zdny� k nemu
symetrick� blok je pr�zdny� resp� polopln�� resp� pln��

To znamen�� "e  ahko mo"no odhadn$�� ako �asto sa bude pracova� s k�tym blokom� Zrejme a"
vtedy� ke& sa predch�dzajucich k � � blokov zapln�� Ke&"e ve kos� prv�ch k blokov je zhruba

k� tak t�to situ�cia nastane najviac raz za 
k krokov� Pr�ca s k�tym blokom trv� zhruba 
k

krokov� blokov je spolu najviac log� S�n	 � log� TA�n	� a preto

TA��n	 �

log��TA�n��X
k��

TA�n	


k

k � TA�n	 log��TA�n		

Ke&"e sme uk�zali� "e redukcia na dve p�sky zhor�� �asov$ zlo"itos� len pridan�m logaritmu�
na mieste je ot�zka� �i by sa v�sledok z vety ���	�	 nedal zlep�i�� Nasleduj$ca lema ukazuje� "e
vo v�eobecnosti sa tento v�sledok ned� zlep�i��

Lema ������ Kad� Turingov stroj pre L � fwcwR j w � fa� bg�g m� �asov� zloitos� aspo�
T �n	 � n��

D�kaz� Nech A je Turingov stroj akceptuj$ci tento jazyk� Uva"ujme prechodov� postupnosti
fpx�igj � pre i � �� 
� ���� n� kde n je d*"ka vstupn�ho slova x�� Zrejme plat�

nX
i��

jpx�ij � TA�n	

kde jpx�ij je d*"ka i�tej prechodovej postupnosti�
Uva"ujme nasledovn� podmno"iny jazyka L de�novan� nasledovne�

Lm � fybmcbmyR j y � fa� bg�� jyj � mg

Ak s��tame �asy potrebn� na akcept�ciu v�etk�ch slov z jazyka Lm� dost�vame

X
x�Lm

TA�n	 �
X
x�Lm

jxjX
i��

jpx�ij � �
X
x�Lm

�m��X
i�m

jpx�ij �
�m��X
i�m

X
x�Lm

jpx�ij ������

Uvedomme si teraz� "e mus� plati�

�� px�i �� py�i pre x �� y� i � m��
m� �� Keby toti" nastal opak� potom by TS A akceptoval
aj slovo ybmcbmxR�

�� px�i �� px�j pre i� j � m��
m� �� i �� j� Keby nastal opak� potom by A akceptoval aj slovo
xbm�jj�ijcbmxR�

Z toho vypl�va� "e uva"ovan� postupnosti px�i s$ v�etky r%zne� Form�lne� aj skuto�ne ich teda
pre �xn� i je 
m� Keby to v�etko boli aj tie najkrat�ie postupnosti� d*"ka najdlh�ieho z nich by

�Ide o postupnosti stavov� v ktor�ch sa A nach�dzal� ke� prech�dzal i�tym pol��ok vstupn�ho slova

��



bola aspo! logs�

m	� Preto pre s$�et d*"ok t�chto postupnost� pre v�etky slov� z Lm

P
x�Lm

jpx�ij
plat�

X
x�Lm

jpx�ij �

logs��
m�X

d��

d�sd ������

Z kombinatorickej anal�zy vieme� "e

nX
d��

dsd �
nsn

log��s	
�

sn

log��s	
������

Z ���� a ���� dost�vame X
x�Lm

jpx�ij � logs�

m	�slogs��

m� � cm�
m ����	�

Z toho a z ���� dost�vame

X
x�Lm

TA�n	 �
�m��X
i�m

X
x�Lm

jpx�ij �
�m��X
i�m

cm
m � cm��
m ����
�

Slov v jazyku Lm je presne 
m� a preto pre jedno z t�chto slov y mus� plati� TA�y � cm�� �o bolo
treba dok�za��

���� Hierarchia tried zlo�itosti

Veta ������ Nech S��n	� S��n	 s� slu�n� funkcie tak�� e

lim
n��

S��n	

S��n	
� �

a obe s� aspo� log�n	�
Potom DSPACE�S��n		 � DSPACE�S��n		

D�kaz� Cel� d%kaz mo"no n�js� v +�, na strane ���� Uv�dzame preto len my�lienku tohto
d%kazu� Z�kladn� princ�p je op�� v akejsi diagonaliz�cii� ale ove a pref�kanej�ej ako v pr�pade
d%kazu vety �������

Zostroj�me S��n	 p�skovo ohrani�en� TS A tak�� "e bude akceptova� tak� jazyk� ktor� ur�ite
neakceptuje "iadny S��n	�p�skovo ohrani�en� TS�
TS A bude pracova� nasledovne� Nech f � �� f�� �g je surjekt�vna funkcia

�� Pre svoj vstup w d*"ky n ozna�� na p�ske S��n	 pol��ok� aby pri &al�ej pr�ci vedel� kedy
skon�i��

�� Na vstup w sa pozrie ako na bin�rne ��slo i �spo��ta f�w	� a na p�ske vyrob� k�d i�teho
Turingovho stroja� Ak by jeho k�d mal by� dlh�� ako S��n	� mus�me sa samozrejme zastavi�
bez akceptovania� Av�ak� pre ka"d� Turingov stroj Ti je jeho k�d kone�n� a teda existuje
vstupn� slovo w s ve k�m po�tom n$l na za�iatku� a teda s dostato�nou d*"kou n takou�
"e priestor S��n	 sta�� na vygenerovanie k�du Ti�n	�

��



�� Simuluje pr�cu Ti na vstupe w� Ak Ti akceptuje w� potom ho T neakceptuje� Ak Ti zastav�
a neakceptuje� potom ho T akceptuje� Ak je Ti S��p�skovo ohrani�en� a zacykl� sa� potom
ho Ti akceptuje�

=a"ko explicitne de�nova� jazyk akceptovan� TS T � Av�ak� m%"eme dok�za�� "e "iadny TS T ��
ktor� je S��n	�p�skovo ohrani�en� neakceptuje tento jazyk� Keby ho toti" akceptoval� bol by to
nejak� Ti spomedzi Turingov�ch strojov generovan�ch Turingov�m strojom T v kroku �� Ale
pre vstupn� slovo x tak�� "e T v druhom kroku vygeneruje Ti plat�� "e T ho akceptuje pr�ve
vtedy� ke& Ti ho neakceptuje� �o je spor�

Veta ������ Nech T��n	� T��n	 s� slu�n� funkcie tak�� e

lim
n��

T��n	� log�T��n		

T��n	
� �

a obe s� aspo� log�n	�
Potom DTIME�T��n		 � DTIME�S��n		

D�kaz� D%kaz mo"no n�js� v +�, na strane ���� je podobn� d%kazu vety ���
���

������ Element	rne s�vislosti medzi triedami zlo�itosti

V�etky uva"ovan� funkcie s$ slu�n��

Veta ����� Plat�

��

DTIME�f�n		 
 DSPACE�f�n		 ������

��

�f�n	 � log�n	 �L � DSPACE�f�n		 �c � L � DTIME�cf�n�	 ������

��

�f�n	 � n �L � NTIME�f�n		 �c � L � DTIME�cf�n�	 �����

��

�f�n	 � lg�n	 � NSPACE�f�n		 
 DSPACE�f��n		 -Savitch. ������

D�kaz� V pr�pade prv�ch troch tvrden� uv�dzame len my�lienky d%kazov�

�� Za �as T �n	 aj tak nedok�"eme nav�t�vi� viac ne" T �n	 pol��ok

�� Po�et kon�gur�ci�� ktor� m%"u s pou"it�m f�n	 pol��ok nasta�� je k�j�jf�n� � cf�n� M%"eme
po��ta� po�et kon�gur�ci�� v ktor�ch sa TS ocitol� Ak sa u" ocitol vo viac kon�gur�ciach
ako cf�n�� potom slovo nem%"e by� akceptovan�� lebo TS sa zacyklil�

�� Pomocou preh ad�vania do ��rky� Kon�tanta c je maximum z mohutnost� mno"in ��q� a	�

�Uvedomme si� �e toto S��n� p�skovo ohrani�en� TS dok��e zisti
� Toti�� po�et kon�gur�ci� S��n��p�skovo
ohrani�en�ho TS je S��n��q�kS��n�� logaritmus tohto ��sla� �i�e po�et pol��ok potrebn�ch na jeho z�pis je S��n�k�
k�� �o m�me k dispoz�cii� lebo S��n�� S��n��

��



	� Ak existuje akceptuj$ci v�po�et� tak existuje aj necykliaci sa akceptuj$ci v�po�et� Tak�to
akceptuj$ci v�po�et m%"e obsahova� maxim�lne cf�n� kon�gur�ci�� Ka"d� kon�gur�cia sa
d� nap�sa� na maxim�lne f�n	 pol��ok�

Pou"ijeme Savitchovu simul�ciu nedeterministick�ho TS A deterministick�m TS A�� Bez
ujmy na v�eobecnosti predpoklad�me� "e TS A m� jedin$ akceptuj$cu kon�gur�ciu� Nech
existuje akceptuj$ci v�po�et� t�j� postupnos� kon�gur�ci� k�� k�� ���� kcf�n� � TS A� m� zisti��
�i existuje tak�to postupnos�� Postupne sk$�a v�etky mo"n� kon�gur�cie a zis�uje� �i mohli
by� v strede tohto v�po�tu� Probl�m zistenia existencie postupnosti kon�gur�ci� teda
redukuje na dva probl�my zistenia existencie postupnosti dvoch krat��ch postupnost�� Na
tento postup sa mo"no pozrie� ako na tak$to rekurz�vnu funkciu modern�ho imperat�vneho
programovacieho jazyka�

bool exists�CONFIG k��CONFIG k��int maxlength�

�

if �maxlength �� �� return �k� �� k���

else �

��generate all possible configurations

CONFIG k�	

while�getnextconfiguration�k���

��recursively test if k may be the midconfiguration

return exists�k��k�maxlength��
maxlength �� � �� exists�k�k��maxlength����







Uvedomme� si "e h*bka rekurzie je log�cf�n�	 � c��f�n	 a v ka"d� volanie potrebuje priestor
na zapam�tanie si jednej kon�gur�cie �jedin� premenn� deklarovan� vo funkcii exists je
premenn� k� ktor� zastupuje ak$si kon�gur�ciu� Na jej uchovanie potrebujeme priestor
f�n	� Celkovo budeme teda potrebova� na beh programu

exists�poc�konf�posl�konf�c�f�n��

pam�� c��f�n	�f�n	 � c�f��n	� 	o bolo treba dok�za��

������ D�le�it� triedy zlo�itosti

Triedu DSPACE�log�n		 ozna�ujeme LOG
Triedu DSPACE�log�n		 ozna�ujeme NLOG
Triedu �kDTIME�nk	 ozna�ujeme P
Triedu �kNTIME�nk	 ozna�ujeme NP
Triedu �kDSPACE�nk	 ozna�ujeme PSPACE

Pozn�mka ������ Zo Savitchovej vety vypl�va� "e pri de�n�cii triedy PSPACE je jedno� �i
uva"ujeme zjednotenie DSPACE�nk	� alebo NSPACE�nk	�

Veta ������ Plat�
LOG 
 NLOG 
 P 
 NP 
 PSPACE

a
LOG � PSPACE

��



D�kaz� Prv� inkl$zia plat� trivi�lne�
Druh� inkl$zia� )))
Tretia inkl$zia plat� trivi�lne�
�tvrt� inkl$zia je d%sledkom �����

Druh� tvrdenie vypl�va z ���
��� ak dosad�me za S��n	 funkciu lg�n	 a S��n	  ubovo n�
polyn�m� Ke&"e teda

LOG � DSPACE�nk	 pre v�etky k

plat� aj
LOG � PSPACE

�	



Dodatok A

Vybran� rie�en� �lohy

V tejto �asti sa nach�dzaj$ niektor� rie�en� $lohy� ktor� sa vyskytli na dom�ce $lohy� alebo
na p�somk�ch v �k� roku ������� Rie�enia t�chto $loh s$ ��m &alej� t�m vo nej�ie a menej
form�lne� #itate by v�ak nemal str�ca� schopnos� ktor$ko vek $lohu dok�za� i �isto form�lne�

A�� �vod

Pr�klad A����� Nech L� a L� s$ jazyky� Rozhodnite� �i plat�

�L� � L�	
� � L��L�L�	

�

Rie�enie �� Zjavne plat� inkl�zia L��L�L�	
� 
 �L�

S
L�	

�� lebo jazyk na�avo obsahuje niektor�
slov�� ktor� vznikli zre�azen�m slov z jazykov L� a L�� zatia� �o jazyk napravo obsahuje v�etky
mon� tak� slov�� ��

Plat� L��L�L�	
� 
 �L�

S
L�	

��
D%kaz� Nech w � L��L�L�	

�� Potom existuj$ slov� u�� u�� ���� un � L�� v�� v�� ���� vn� vn�� � L�

tak�� "e w � v�u�v�u�v	���unvn�� a n � �� Ale ke&"e plat� ui � L�� vi � L� pre v�etky duchapln�
i� plat� ui � L�

S
L�� ako aj vi � L�

S
L�� a tak w � v�u�v�u�v	���unvn�� � �L�

S
L�	

��

Neplat� v�ak obr�ten� inkl$zia�
Kontrapr�klad� Ak L� � fag a jazyk L� je  ubovo n�� potom pr�zdne slovo � patr� do jazy�
ka �L�

S
L�	

�� ale iste nepatr� do jazyka L��L�L�	
�� lebo v�etky slov� z tohto jazyka vznikn$

zre�azen�m slova a a nejak�ho slova z �L�L�	
�� a teda maj$ d*"ku aspo! �� �

A�� Bezkontextov� gramatiky

Pr�klad A����� Zostrojte gramatiku pre jazyk

L � fw j w obsahuje podslovo abba g nad abecedou �a�b�

Rie�enie G � �f��Cg� fa� bg� P� �	� kde
P � f� � a�jb�jabbaC�
C � aCjbCj�g

�




Tvrdenie� Nech L � fv�abbav�jv�� v� � fa� bg�g� Potom L � L�G	�
D%kaz�

�� L 
 L�G	�
�� slovo v�abbav�� kde v�� v� � fa� bg� vygenerujeme tak� e jv�j�kr�t pouijeme pravidlo
� � a�� resp� pravidlo � � b�� potom pravidlo � � abbaC� �alej jv�j�kr�t pravidlo
C � aC� resp� C � bC a nakoniec pravidlo C � �� ��
Form�lne� Najprv zavedieme dve v�rokov� formy�
F��n	 �� Ak v� � fa� bg� a jv�j � n� potom �

�
� v�abbaC�

F��n	 �� Ak �
�

� vC a w � fa� bg� a jwj � n� potom �
�

� vwC�

Tvrdenie �� ��n � N�	F��n	�
D%kaz� Indukciou cez n� Pre n � � sta�� pou"i� pravidlo �

�
� abbaC� Nech plat� Fn pre

v�etky n � k� Dok�"eme� "e potom plat� aj Fk��� Nech jv�j � k � �� S$ dve mo"nosti�
Prv�� "e v� � av�� a druh�� "e v� � bv��� Bez ujmy na v�eobecnosti predpokladajme� "e plat�
prv�� Ke&"e plat� � �

� a��aplikovan�m jedn�ho z pravidiel� a �
�

� v��abbaC �induk�n�
predpoklad�� tak plat� aj � �

� av��abbaC � v�abbaC� �o bolo treba dok�za��

Tvrdenie �� ��n � N�	F��n	�
D%kaz� Tento d%kaz urob�me tie" indukciou cez n� Pre n � � je tvrdenie trivi�lnou imp�
lik�ciou� Nech plat� toto tvrdenie pre n� Dok�"em� "e plat� aj pre n��� Nech jwj � n���
S$ dve mo"nosti� w � w�a� alebo w � w�b� Bez ujmy na v�eobecnosti prepoklad�m prv$�
Pod a induk�n�ho predpokladu plat� � �

� vw�C� Pou"it�m pravidla C � aC dostaneme�
"e �

� vwC� ��m je tvrdenie dok�zan��

Teraz u" m%"eme dok�za� prv$ inkl$ziu� Nech v � L� Nech v � v�abbav�� Pod a tvrdenia �
plat� � �

� v�abbaC� 2alej pod a tvrdenia � plat� � �
� v�abbav�C� Ke&"e plat� C �

� ��
plat� aj � �

� v�abbav� � v� a t�m je d%kaz podan��

�� Dok�"eme obr�ten$ inkl$ziu L�G	 
 L�
Dok�"eme dokonca v�eobecnej�ie tvrdenie�� z ktor�ho toto vypl�va�

Tvrdenie �� Nech v je vetn� forma tak�� "e �
�

� v� Potom bu& obsahuje netermin�l �
alebo podslovo abba� �i"e
v � fC� �� a� bg��fC� �� a� bg�

S
fC� �� a� bg�abbafC� �� a� bg� �def L

��
D%kaz� Dok�"em to indukciou cez po�et krokov odvodenia d vetnej formy v� Zrejme
tvrdenie plat� pre d � �� Predpokladajme� "e tvrdenie plat� pre nejak� d a dok�"me�
"e plat� aj pre d � �� Nech �  v�  v�  ���  vd  vd�� � v� Pre vd pod a
induk�n�ho predpokladu tvrdenie plat�� t�j� patr� do L�� S$ dve mo"nosti� Prv�� "e vetn�
forma v vznikla z vd nahraden�m netermin�lu C� alebo druh�� "e termin�lu �� Po ahky
nahliadneme� "e v oboch pr�padoch bude tvrdenie pre vd�� plati��

�

Pr�klad A����� Zostrojte bezkontextov$ gramatiku pre jazyk �nad abecedou fa� bg�

L � fw j �aw � �bw g

Nezabudnite form�lne dok�za�� "e navrhnut� gramatika je gramatikou pre jazyk L�
Pozn�mka� �aw� resp� �bw znamen� po�et p�smen a� resp� b v slove w�

�Je ve�mi �ast�m javom� �e pri d�kaze indukciou nedokazujeme tvrdenie� ktor� potrebujeme� ale tak� jeho
zov�eobecnenie� ktor� je uzavret� na indukciu

��



Rie�enie G � �N � f��A�Bg� T � fa� bg� P� �	� kde
P � f� � �jaBjbA
A� a�jbAA
B � b�jaBB
g

D%kaz� "e L�G	 � L� kde L � fwjw � fa� bg� ��aw � �bwg�

�� L�G	 
 L�
Dok�"eme tro�ku silnej�ie tvrdenie� a to nasledovn��

Tvrdenie� Nech w � �N
S
T 	�� Ak �

�
�
G

w� potom

�aw ��Aw � �bw ��Bw

D%kaz� D%kaz urob�me indukciou cez d*"ku odvodenia n� Pre n � � je tvrdenie jasn�� Nech
teraz

�  w�  w�  ��� wn  wn�� � w

Predpoklad�me� "e pre vetn$ formu wn toto tvrdenie plat� a chceme dok�za�� "e plat� aj
pre wn��� Toto slovo mohlo vznikn$� pou"it�m jedn�ho z � pravidiel� Ani jedno z t�chto
pravidiel nemen� hodnotu �aw ��Aw ��bw ��Bw� Napr�klad� ak pou"ijeme pravidlo
A� bAA� potom vlastne slovo wn�� sa od w bude l��i� tak� "e odbudne jedno A� pribudn$
dve A a jedno b� T�m je t�to �as� d%kazu podan��

�� L 
 L�G	�
Op�� bude potrebn� dok�za� v�eobecnejie tvrdenie� z ktor�ho toto vypl�va�

Tvrdenie� Nech w � �N
S
T 	� a nech jwj � n�

Potom plat��
Ak �aw ��Aw � �bw ��Bw� potom �

�
�
G

w�

Ak �aw ��Aw � �bw ��Bw � �� potom A
�

�
G

w�

Ak �aw ��Aw � �bw ��Bw � �� potom B
�

�
G

w�

D%kaz� Tentokr�t by sme pou"ili d%kaz indukciou cez d*"ku vetnej formy w� Pre jwj � �
je z  av�ch str�n splnen� jedine prv� a trivi�lne plat� aj jej prav� strana� Nech toto
tvrdenie plat� pre v�etky formy� ktor�ch d*"ka neprevy�uje n a overme� �i je splnen� aj pre
jwj � n� ��

Nech vyzer� slovo w akoko vek� v"dy m%"e by� splnen� najviac jedna  av� strana dokazo�
van�ch implik�ci�� S$ 	 mo"nosti�

�a� �aw ��Aw � �bw ��Bw Mus�me dok�za�� "e plat� � �
�
G

w�

Teraz m�me � mo"nosti�

i� w � aw�� Potom slovo w� obsahuje o jedno b��ko viac ako ��ok� Jeho d*"ka je
najviac n� a tak pod a induk�n�ho predpokladu B

�
�
G

w�� a tak �
�

�
G

aB
�

�
G

aw� � w�
ii� w � bw�� Dokazuje sa nalogicky ako v predch�dzajucom pr�pade�

�b� �aw ��Aw � �bw ��Bw � � Mus�me dok�za�� "e plat� A �
�
G

w�

Op�� m�me dve mo"nosti�

��



i� w � bw�� Potom slovo w� obsahuje o dve viac ��ok ako b��ok� Existuje v�ak
jeho pre�x w��� ktor� obsahuje o jedno viac ��ok ako b��ok� Nech w� � w��w

��
� �

Potom slovo w��� obsahuje tie" o jedno viac ��ok ako b��ok� D*"ky slov w��� w
��
� s$

nanajv�� n� tak�e pod a induk�n�ho predpokladu A
�

�
G

w��� ako aj A �
�
G

w��� �

Trivi�lne plat� A �
�
G

bAA� a tak plat� aj dokazovan� A �
�
G

bw��w
��
� � bw� � w

ii� w � aw�� V tomto pr�pade slovo w� obsahuje rovnako ��ok ako b��ok� Pod a
induk�n�ho predpokladu teda �

�
�
G

w�� a ke&"e trivi�lne plat� aj A �
�
a

�� plat�

aj A �
�
G

aw� � w� �o bolo treba dok�za��

�c� �aw � �Aw � �bw � �Bw � � Dokazovan� tvrdenie� "e B
�

�
G

w sa dok�"e ako v

predch�dzajucom pr�pade�

�d� j�aw ��Aw ��bw ��Bw � �j � � V tomto pr�pade nie je splnen� ani jedna  av�
strana imoplik�ci�� a tak s$ v�etky pravdiv��

T�m je d%kaz podan�� �

A�� Kone�n� automaty

Pr�klad A���� Zostrojte deterministick� kone�n� automat �reprezentujte ho prechodov�m di�
agramom� prechodovou tabu kou a aj delta funkciou� pre jazyk�

L � fw j w je ��slo v dvojkovej s$stave a po delen� � d�va zvy�ok �g

�w je zap�san� obvykl�m sp�sobom� teda naj�avej�ia cifra je najv�znamnej�ia� Napr� ��/ je %��

Rie�enie ��Rie�enie tejto �lohy bude zaloen� na tom� budeme ma� � stavy� kad� stav reprezentuje
zvy�ok po delen� �asti vstupn�ho re�azca� ktor� u je pre��tan�� tromi� Zrejme napr�klad pri
pre��tan� znaku / v stave R�� ktor� vyjadruje� e dosia� pre��tan� re�azec je kongruentn� s ��
prejdeme do stavu R�� ��
A � �K � fR�� R�� R�g�� � f�� �g� �� R�� F � fR�g	�
kde

� � f��R�� �	� R�	� ��R�� �	� R�	� ��R�� �	� R�	� ��R�� �	� R�	� ��R�� �	� R�	� ��R�� �	� R�	g

D%kaz L�A	 � fw j w " 
 � mod �	g�
Zrejme ak c � �k � r� potom 
c � � � ��
k � 
r� a teda 
c � � " 
r � mod �	� 2alej

c� � " ��
k � 
r � �� a teda 
c� � " 
r � ��mod�	� Z toho vypl�va prechodov� tabu ka

� �
R� R� R�

R� R� R�

R� R� R�

Dokazovan� rovnos� je zrejm�� �

Pr�klad A���� Dok�"te� "e ku ka"d�mu nedeterministick�mu kone�n�mu automatu A existuje
nedeterministick� kone�n� automat A�� ktor� m� pr�ve jeden akceptuj$ci stav a pritom L�A	 �
L�A�	�

�



Rie�enie Nech A � �K��� �� q�� F 	� Bez ujmy na v�eobecnosti predpoklad�m z �� K� ��Vyuijeme
jednu kr�snu vlastnos� nedeterministick�ch automatov� a to e m�eme z nejak�ho stavu do in�ho
prejs� aj bez pre��tania vstupn�ho symbolu��� De�nujeme nov� automat A� � �K � fzg��� � �
f�f� �	� z j f � Fg� q�� fzg	�

Dok�"eme� "e L�A	 � L�A�	�

�� L�A	 
 L�A�	 Ak w � L�A	� potom �q�� w	
�

�
A
�f� �	� ale ka"d� krok odvodenia v A je aj

krokom odvodenia v A�� tak"e plat� �q�� w	
�

�
A�

�f� �	� ale trivi�lne plat� �f� �	 �A� �z� �	 a

teda z tranzit�vnosti �q�� w	
�

�
A�

�z� �	� a teda w � L�A�	�

�� L�A�	 
 L�A	 T�to �as� je e�te element�rnej�ia� Najprv si uvedomme� "e neexistuj$ tak�

slov� u� v a stav q� "e �z� u	
�

�
A�

�q� v	� lebo zo stavu z sa nikam u" ned� dosta��

Ke& slovo w patr� L�A�	� potom �q�� w	
�

�
A�

�f� �	 �A� �z� �	 pre nejak� f � F � Ale v�etky

kroky odvodenia od po�iato�nej kon�gur�cie �q�� w	 a" po �f� �	 s$ aj krokmi odvodenia v

A� a teda plat� �q�� w	
�

�
A
�f� �	 w � L�A	

�

A�� Neregul�rne jazyky a z�sobn�kov� automaty

Pr�klad A����� Pomocou Myhill�Nerodovej vety dok�"te� "e L � fanbn j n � �g nie je reg�
ul�rny jazyk�

Rie�enie Budeme postupova� sporom� Nech jazyk L � fanbng � R� Z Myhill�Nerodovej vety
potom vypl�va� "e existuje rel�cia ekvivalencie E tak�� "e

�� Je kone�n�ho indexu

�� Je sprava invariantn�

�� L je zjednoten�m nieko k�ch jej tried rozkladu�

Ozna�me index tejto rel�cie ekvivalencie k� Sk$majme slov� z mno"iny fa� a�� a	� ���� ak��g� Z
toho� "e index E je k a Dirichletovho princ�pu vypl�va� "e existuj$ prirodzen� ��sla i� j tak� "e

� � i 	 j � k � � �A���

ai E aj �A���

Z faktu� "e E je sprava invariantn� a z �A��� vypl�va� "e

aibi E ajbi �A���

Jazyk L m� by� zjednoten�m nieko k�ch tried rozkladu indukovan�ho rel�ciou E� Pod a �A���
slov� aibi a ajbi patria tej istej triede rozkladu� Ale aibi � L� ajbi �� L� �o je spor� �

��



Pr�klad A����� Dok�"te� "e jazyk L � fw j �aw � �bwg nie je regul�rny�

Rie�enie Budeme postupova� sporom� Nech jazyk L je regul�rny� Pod a pumpovacej lemy pre
regul�rne jazyky existuje ��slo p tak�� "e pre v�etky slov� w z tohto jazyka dlh�ie ne" p plat�

��u�� u�� v	��k	 � �w � u�u�v	 � �ju�u�j � p	 � �u� �� �	 � �u�u
k
�v � L	 �A�	�

Slovo bpa�p zrejme patr� jazyku L� teda pre! tie" plat� �A�	�� Slovo u�u�� ak jeho d*"ka nem�
presahova� p� mus� by� zlo"en� iba zo symbolov b� To ale znamen�� "e w� � u�u

	p
� v m� na

za�iatku aspo! �p symbolov b a na konci presne 
p symbolov a�� Toto slovo ale de�nitoricky
nem%"e patri� jazyku L� �

Pr�klad A���� Nech je dan� �nedeterministick�� kone�n� automat A s mno"inou stavov
K � fq�� q�� ���� qmg� Nech L je jazyk nad abecedou � � K de�novan�

L �df fq�q����qn j �v � akceptuj$ci v�po�et automatu A na slove v

prech�dzaj$ci po rade stavmi q�� q�� ���� qng

Dok�"te� "e L je regul�rny jazyk a pop��te kon�trukciu automatu rozpozn�vajuceho jazyk L�

Rie�enie Nech je dan� NKA A s mno"inou stavov K � fq�� q�� ���� qmg� Nech L je jazyk nad
abecedou � � K obsahuj$ci v�etky tak� slov� p�p����pn� "e existuje nejak� slovo w a akceptuj$ci
v�po�et automatu A na slove w prech�dzaj$ci po rade stavmi p�� p�� ���� pn� Dok�"te� "e L je
regul�rny jazyk�

Dok�za�� "e L je regul�rny jazyk je ekvivalentn� napr�klad s existenciou kone�n�ho automatu
akceptuj$ceho tento jazyk L� Skon�truujme preto nedeterministick� kone�n� automat A� takto�

A� �� �K ����� ��� q��� F 	� kde
K � � K � fq��g
�� � K
F � � F
q�� je nov� symbol
a funkcia �� je de�novan� nasledovne�
���q��� q�	 � fq�g
���qi� qj	 � fqj j �s � �� ��qi� s	 � qjg

Automat A� sk$ma� �i dan� vstupn� slovo u �postupnos� stavov� m%"e by� akceptuj$cim
v�po�tom automatu A� Zrejme u m%"e by� v�po�tom� len ak za��na po�iato�n�m stavom A�
To je zabezpe�en� de�n�ciou fcie ��� Potom u" automat kontroluje� �i z dan�ho stavu qi m%"e
automat A prejs� do stavu qj � Ak �no� potom existuje symbol s� ktor� automat A pre��tal v
stave qi� Takto sa d� kon�truova� vstupn� slovo w automatu A� Slovo w je akceptovan�� ak
je automat v koncovom stave� Teda vtedy m� by� v koncovom stave aj automat A�� ale tak
je predsa de�novan� prechodov� funkcia automatu A�� Automat A� je v koncovom stave� ak
nejak� symbol s dostal automat A do koncov�ho stavu� to jest ak nami kon�truovan� slovo w
je moment�lne akceptovan� automatom A� Obr�tene� ak m�me automat A� v koncovom stave�
tak je ur�ite v koncovom aj automat A �je to rovnak� stav� a nami kon�truovan� slovo w ho do
tohto stavu priviedlo� �

�Sme naozaj ve�korys�

���



Pr�klad A����� Nech L� je bezkontextov� a L� regul�rny jazyk� Potom Shu3e�L�� L�	 je
bezkontextov� jazyk� Dok�"te�

Rie�enie Majme dan� z�sobn�kov� automat

Az � �Kz��z��� �z� q�z� Z�� Fz	

ktor� rozpozn�va dan� bezkontextov� jazyk L� akcepta�n�m stavom� a nedeterministick�
kone�n� automat

Ak � �Kk��k� �k� q�k� Fk	

rozpozn�vaj$ci regul�rny jazyk L��

Zostroj�me z�sobn�kov� automat A rozpozn�vaj$ci Shu3e�L�� L�	

A � �K����� �� q�� Z�� F 	� kde�
K � Kz �Kk ' nov� stavy bud$ dvojice
� � �z

S
�k ' vstupn� abeceda

q� � �q�z� q�k� ' po�iato�n� stav
F � Fz � Fk ' akcepta�n� stavy bud$ tie" dvojice

A prechodov$ funkciu � de�nujeme�

���qz� qk�� a� Z	 � f ��pz� qk�� Z�	 j �pz� Z�	 � �z�qz � a� Z	g

�f ��qz � pk�� Z	 j pk � �k�qk� a	g pre a � � � f�g� Z� � � �

Z kon�trukcie ��funkcie je zrejm�� "e L�A	 � Shu3e�L�� L�	� Vid�me� "e n�� nedeterministick�
automat sa m%"e hocikedy rozhodn$�� �i ��ta slovo z jazyka L� alebo L�� pri�om simuluje prechod
automatom Az alebo Ak� N�� automat sa nach�dza v akcepta�nom stave pr�ve vtedy� kedy by
sa nach�dzali v akcepta�nom stave aj simulovan� automaty Az a Ak� �

Pr�klad A����� Dok�"te� "e existuj$ bezkontextov� jazyky L�� L� tak�� "e Shu3e�L�� L�	 nie
je bezkontextov��

Rie�enie Pr�kladom tak�chto jazykov by mohli by� L� � fanbng� L� � fcndng� Dok�"em� "e
L �df Shu3e�L�� L�	 nie je bezkontextov� jazyk� a to sporom pomocou p� q�lemy� Nech teda
L je bezkontextov� jazyk� Potom existuj$ ��sla p� q tak�� "e

��w � L� jwj � p	 �u� x� v� y� z � ��

tak�� "e

�� w � uxvyz

�� xy �� �

�� jxvyj � q

	� ��i � �	 uxivyiz � L

���



#o keby sme sk$mali slovo alclbldl� kde l � q� l � p� Toto slovo zrejme patr� jazyku L� Tret�
bod v�ak hovor�� "e napumpov�van� �asti� x a y� musia by� k sebe .bl�zko/�

aa���a cc���c bb���b dd���d

Kde teda tieto u� v bud$) V ka"dom pr�pade� nem%"eme zabezpe�i�� ak sa t�mto napumpov�
�van�m x a y zv���ovuje po�et povedzme ��ok� aby sa zv���oval i po�et b��ok� lebo tieto s$ od
seba &aleko� Bohu"ia � napumpovan�m z�skame slovo� v ktorom po�et ��ok bude in� ako po�et
b��ok� alebo po�etc��ok in� ako po�et d��ok� Ale pre v�etky slov� z L plat� �aw � �bw ako aj
�cw � �dw� �o je vyt$"en� spor� �

Pr�klad A����� Dok�"te� "e jazyk L � fu�vR j u� v s$ kon�gur�cie dan�ho Turingovho
stroja tak�� "e z u sa jedn�m krokom dostaneme do v je bezkontextov��

Rie�enie Nech M � �KM ����� �M � qM�	 je dan� Turingov stroj� Ako vieme� jazyk

L� � fw�wR j w je kon�gur�cia Mg

je bezkontextov��

Sta�� teda zostroji� A�preklada� A� ktor� jazyk L� transformuje na jazyk L�

Kv%li jednoduchosti predpokladajme� "e kon�gur�cie M s$ v tvare

a�a�����ai� q	ai�����an

kde q je aktu�lny stav a i je poz�cia hlavy� 2alej predpokladajme� "e mno"iny stavov M a jeho
pracovnej abecedy s$ disjunktn�� Zostrojme tak�to A�preklada��

A � �K��� � � � ��KM ��� � ��� H� q�� F � fqkoncg	

kde K � fq�� qkoncg�fqa j a � ��f�� x� �g g�fqp j p � KMg a � funkciu de�nujeme nasledovne�
H�q�� x	 � �q�� x	 prep�� po�iato�n� cent
H�q�� a	 � �q�� a	 �a �� � k�m nie je mrie"ka� iba prepisuj
H�q���	 � �q���	 mrie"ku vyp��� zapam�taj si ni��t�j� �
H�qa� b	 � �qb� a	 pre �a� b � � � f�� x� �g zap�� zapam�tan� a� zapam�taj nov� b
H�qa� �b� q		 � f�qc� �a� r		 j�M �q� b	 � �r� c���	g� A je na poz�cii hlavy� M robil krok v avo

� f�q�� a�c� r		 j �M �q� b	 � �r� c� �	g A je na poz�cii hlavy� M stoj� na mieste
� f�qr� ac	 j �M �q� b	 � �r� c� �	g A je na poz�cii hlavy� M robil krok vpravo

H�qp� b	 � �q�� �b� p		 vyp�� zapam�tan� stav a pre��tan� symbol
H�qa� �	 � �qkonc� a�	 skon�i

A�preklada� A simuluje jeden krok Turingovho stroja� ke& naraz� na poz�ciu hlavy� V indexe
stavu si A�preklada� pam�t� posledne pre��tan� symbol� aby v pr�pade� "e Turingov stroj �iel
v avo� vedel toto zabezpe�i��

Z kon�trukcie vypl�va� "e H�L�	 � L� a teda jazyk L je bezkontextov�� �o bolo treba dok�za�� �

A�� Line�rne ohrani�en� automaty a kontextov� jazyky

Pr�klad A����� Zostrojte line�rne ohrani�en� automat �LBA� pre nasleduj$ci jazyk�

L� � fww j w � fa� bg�g

���



Rie�enie Automat m%"e pracova� napr�klad takto� #�ta vstupn� slovo �napr� ww�� pri�om sa
kdesi nedeterministicky rozhodne� "e moment�lne sa nach�dza na poslednom p�smene slova w� t�j�
na poslednom p�smene prvej polovi�ky vstupn�ho slova� Potom cyklicky vykon�va nasledovn��

�� Prep��e p�smeno na p�ske znakom � a prejde do stavu sa� resp� sb pod a toho� ak� p�smeno
to bolo

�� V stave sa� resp� sb ��ta vstupn� symboly z ava doprava� K�m s$ t�mito symbolmi nuly�
zost�va v stave� v ktorom je� Ke& v�ak z p�sky pre��ta in� znak� prejde do stavu s�a� resp�
s�b a op�� ��ta vstupn� symboly a ke& naraz� na znak �� alebo �� prejde do stavu s��a� resp�
s��b �

�� Pohne sa o � poz�ciu do ava a v pr�pade� "e znak na p�ske sa nezhoduje s indexom stavu�
potom prejde do neakcepta�n�ho stavu� v ktorom sa m%"e napr�klad zasekn$�� Ak sa
zhoduje� nahrad� ho znakom � a prejde do stavu qL� ktor� indikuje prechod do ava� V
tomto stave zost�va a rob� pohyb do ava� a" k�m nenaraz� na znak �� V !om prejde do
stavu q�L a op�� ��ta vstupn� symboly a prech�dza p�skou do ava� V momente� ke& naraz�
na znak r%zny od nuly� prejde do stavu sa� resp� sb�

	� Kedy skon�i�) Uvedomme si� "e skon�i� m%"eme vtedy� ak v stave q�L naraz�me na znak c�

Form�lne�
A � �K���� � � � f�g� �� q� � z� F � fqakcg
K � fq�� q��� sa� sb� s

�
a� s

�
b� s

��
a � s

��
b � qL� q

�
L� qakcg

� funkcia je de�novan� nasledovne� ��q���	 � f�q���� �	g �

��q�� �	 � f�qakc� �� �	g
��q�� a	 � f�q��� a� �	� �sa� �� �	g
��q�� b	 � f�q

�
�� b� �	� �sb� �� �	g

��q��� a	 � f�q
�
�� a� �	� �sa� �� �	g

��q��� b	 � f�q
�
�� b� �	� �sb� �� �	g

��sa� �	 � f�sa� �� �	g
��sa� a	 � f�s�a� a� �	g
��sa� b	 � f�s�a� b� �	g
analogicky pre ��sb� ���	

��s�a� �	 � f�s
��
a� ����	g

��s�a� �	 � f�s
��
a� ����	g

analogicky pre ��s�b� ���	

��s��a � a	 � f�qL� ����	
��s��b � b	 � f�qL� ����	

��qL� a	 � f�qL� a���	g
��qL� b	 � f�qL� b���	g
��qL� �	 � f�q�L� ����	g

��q��� �	 � f�q
�
�� ����	g

��q�L� a	 � f�sa� �� �	g

�V stave q� sa nach�dza� ak e�te nepre��tal �iadny vst� symbol okrem po�iato�n�ho c� Ak pre��ta koncov� ��
potom ho akceptujeme� inak prech�dzame do stavu q���stavu h�adania stredu

���



��q�L� b	 � f�sb� �� �	g
��q�L� c	 � f�qakc� c� �	g

D%le"it� je� "e tento automat bude akceptova� akceptuj$cim stavom bez uoh adu na to� kde sa
nach�dza hlava� T�j�� v momente� ke& sa ocitne v akceptuj$com stave� je slovo akceptovan�� �

A�	 Rozhodnute�nos�!nerozhodnute�nos�

Pr�klad A����� Je rozhodnute n�� �i pre dan� homomor�zmy h�� h� � �� � �� existuje slovo
w tak�� "e h��w	 � h��w	 )

Rie�enie Uk�"eme� "e tento probl�m nie je rozhodnute n�� lebo keby bol rozhodnute n�� potom
by aj PKP bol rozhodnute n��

Nech je dan� PKP probl�m P � f�ui� vi	 j i � �� 
� ���ng nad abecedou �� De�nujme abecedy
�� � f�� 
� ���� ng� �� � � a homomor�zmy h� a h� nasledovne� h��i	 � ui� h��i	 � vi� Zrejme
plat�

��w	 �h��w	 � h��w		 � PKP P m� rie�enie

Toti"� ak tak�to slovo w � i�i����ik existuje� potom prilo"en�m dominov�ch kociek ��slo i�� i�� ���� ik
dostaneme rie�enie PKP� Opa�ne plat� analogick� $vaha�

Keby sme teda vedeli rozhodn$� probl�m zo zadania� potom by sme vedeli rozhodn$�  ubovo n�
PKP� �o je spor� �

Pr�klad A����� Majme triedu Turingov�ch strojov tak�ch� ktor� nem%"u zapisova� na p�sku
blank� Je pre tak�to stroje rozhodnute n� probl�m

Pre dan� TS A� vstupn� slovo w a kon�gur�ciu k� existuje v�po�et A na w� ktor� prech�dza cez
kon�gur�ciu k0

Rie�enie Uvedomme si� "e tak�to Turingov stroj nikdy nedok�"e skr�ti� slovo zap�san� na p�ske�
Preto by sta�ilo overi� pre kone�ne ve a vstupn�ch slov w �v�etk�ch mo"n�ch� ktor�ch d*"ka

nepresahuje d*"ku slova v kon�gur�cii k�� �i w
�

�
A
k� A pritom sa op�� sta�� obmedzi� na tak�

v�po�ty� v ktor�ch "iadna kon�gur�cia svojou d*"kou nepresahuje d*"ku slova v kon�gur�cii k�
Ak si uvedom�me� "e tak�chto kon�gur�ci� je kone�ne ve a� a "e vieme detekova� zacyklenie sa
dan�ho Turingovho stroja A� odpove& znie� "e tento probl�m je rie�ite n�� �

��	
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TS� 



kvocient jazyka
 av�� �
prav�� �

LBA� 	


mohutnos�� 	

netermin�l
dosiahnute n�� �

NSPACE� �
NTIME� �

obraz
zrkadlov�� �

odvodenie� �
 av� krajn�� �
prav� krajn�� �

podslovo� �

��




pravidl�
re�azcov�� ��

pre�x� �

redukcia po�tu p�sok� 

slovo� �
strom

odvodenia� 
su�x� �

triedy
jazykov� 	

triedy zlo"itosti� ��
TS� 


Turingov stroj

p�skovo ohrani�en�� �
tvar gramatiky

bezepsilonov�� ��
norm�lny

Chomsk�ho� �
Greibachovej� ��

redukovan�� �

uz�ver
Kleeneho� �

veta
o bezepsilonovom tvare� ��
o Greibachovej norm�lnom tvare� ��
Szelepcz�nyiho� 
�

zlo"itos�
�asov�� �
priestorov�� �

zr�chlenie Turinovho stroja� �
zre�azenie� �

���
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