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1 Hanojské veze

K dispozicii mame tri tyce (ozna¢me ich A, Ba(C) a
n diskov navlecenych na ty¢ A. Disky majui rozlicny
priemer a na ty¢i A su usporiadané podl'a priemeru,
s najvacsim diskom naspodu. Ulohou je premiest-
nit’ vSetky disky na ty¢ C' s vyuzitim pomocnej tyce
B.

A B C

Pri presuvani diskov je potrebné dodrzat nasledu-
juce pravidla:

1. naraz mozeme preniest len jeden disk

2. disk mézeme preniest’ len na inad tyc (nie mi-
mo)

3. disk mézZeme polozit’ len na disk s va¢Sim prie-
merom

V prvom rade nas zaujima, ¢i sa tloha vobec da vy-
riesit pre I'ubovolné n. Ak ano, tak akym najmen-
$§im poctom preneseni je ju mozné splnit. Lahko
vidiet, Ze pre n = 1,2,3 ma uloha rieSenie. Pre je-
den disk staci jedno prenesenie: A — C. V pripade
n = 2 potrebujeme tri prenesenia: A — B, A — C,
B — C. Pre n = 3 mame sedem preneseni: A — C,
A—-B,C—-B A—-C,B—-A B—-C,A— C.
Tieto rieSenia su zaroven optiméalne — dosahuju mi-
nimalny pocet potrebnych preneseni.

Pre riesenie tlohy vo vSeobecnosti mozeme ap-
likovat’ rekurzivny pristup. Ak potrebujeme pre-
niest n > 0 diskov z ty¢e A na ty¢ C, tak najskor
prenesieme n — 1 vrchnych diskov z tyte A na B,
potom najvacsi disk z A na ty¢ C' a nakoniec presu-
nieme n—1 diskov z tyce B na ty¢ C. Kedze elemen-
tarne pripady sme uz vyriesili skor, vieme, Ze tiloha
ma vzdy rieSenie. Zaroven sme ziskali horny odhad
poctu potrebnych preneseni. Oznaéme T, minimal-
ny potrebny pocet preneseni diskov pre tlohu s n
diskami. Vieme, ze 77 = 1, T, = 3 a 13 = 7. Pre
n = 0 mdézZeme polozit Ty = 0. Z prezentovaného
rekurzivneho postupu vyplyva:

T,<2T, 141, VYn>1L.

Fakt, ze rekurzivny postup vedie k optimalnemu
premiestnovaniu diskov nie je tazké ukazat. Pocas
presunov musime niekedy prendsat’ najvacsi disk
medzi dvoma tyéami. V tomto okamihu musia byt
vSetky ostatné disky na zostavajucej ty¢i. Prirodze-
ne, nema zmysel prenasat najvicsi disk na tyc B,
ale hned na ty¢ C. Teda iloha sa rozpadne na dve
Casti: pred presunom najvécSieho disku a po jeho

presune. Tieto podilohy treba riesit optimalne aby
aj vysledné rieSenie bolo optimalne ... a dostaneme
popisany postup. Zosumarizovanim predchadzajui-
cich ivah dostavame pre optimalny pocet preneseni
diskov rekurenciu

T():O

1
Tn = 2Tn—1 + 17 ( )

Vn>1.

Pokusme sa rekurenciu riesit. Vypocitame nie-
kolTko d’alsich hodnét T;,:
n|0[1][2]3]4]5]6

7.
T.|0[1[3]7

15| 3163 ] 127 | ...

Po vypocte niekolkych hodnét 7;,, nas napadne
nasledujuca hypotéza: T,, = 2" —1, pre vSetky n > 0.
Dokazat ju mozno matematickou indukciou.

1. Tvrdenie platipren =1: T} = 2Ty + 1 = 1.

2. Nech tvrdenie plati pre n—1. UkaZeme, Ze pla-
tiajpren: T, = 2T, 1 +1=2-(2" "1 —1)+1=
2" —1.

Rekurentny vztah (1) sa da riesit’ aj inak ako
yuhadnutim® a naslednym dokazovanim. MoéZeme
napriklad urobit’ substiticiu U, = T, + 1. Potom
dostaneme

Up=1

Un:2Un71, VTLZl.

Odtial uz priamociaro dostavame U,, = 2" a te-
da 7T, = 2" — 1. Neskor si ukazeme d’alSie metddy,
ako riesit’ rekurencie systematickejSim sposobom.

Uloha: Ako sa zmeni situdcia s poctom preneseni,
ak zakaZeme priame presuny diskov z tyée A na ty¢
C?

2 Priamky v rovine

Maéme n priamok v rovine. Ulohou je uréit, aky je
maximalny pocet ¢asti, na ktoré sa rovina rozdele-
na tymito priamkami ,rozpadne“. Oznac¢me tento
pocet L,. Pre malé hodnoty n je 'ahké urcit’ L,:
Lo=1,L; =2, Ly = 4a Ls = 7. Urcit z tychto
hodnét rozumnu hypotézu nie je jednoduché. Skon-
Struujme preto rekurentny vztah pre L,,.

Predpokladajme, Ze mame v rovine uz n — 1 pria-
mok. Polozme d'al$iu priamku tak, Ze pretina vSet-
ky ostatné (teda nie je rovnobezna ani zhodné so
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ziadnou z nich) a zaroven nepretina Ziadnu z pria- g ékrtanie Cisel

mok v bode prieniku s inou priamkou. Tato priam-

ka bude mat' n — 1 navzajom roznych prienikov s V kruhu méame postupnost’ n ¢isel: 1,2,...,n. Za-

ostatnymi priamkami. Pritom medzi kazdymi dvo-
ma prienikmi rozdeli prislu$nu ¢ast roviny na dve
casti. Podobne rozdeli na dve aj ¢asti roviny pred
prvym prienikom a po poslednom prieniku. Roz-
delenie prave na dve casti vyplyva z konvexnosti
vSetkych ¢asti roviny. To znamena, Ze n-ta priamka
zvy$si pocet ¢asti o n. Dostavame nasledujuci vztah:

LnZLn—l‘i‘na VnZl

Lahko mozno vidiet, Ze v rekurencii plati rov-
nost, lebo viac ako n — 1 prienikov s ostatnymi

priamkami novopridana mat neméze. Zosumari-
zujme rekurentny vzt'ah pre L,,:

Lo=1

(2)

L,=L,_1+n, Vn>1.

Rozvinutim rekurencie (2) dostaneme
L,=L,1+n

=L, o+ (n—-1)+n

=Lo+1+2+--+(n-1)+n
Oznatme S, = >.}_, k. Teda L, = 1+ S,. Teraz

staéi uz len dopocitat’ hodnotu S,,. Existuje mnoho
sposobov vypoctu S,, (napr. ide o stucet aritmeticke;j
postupnosti), ukdZzeme si jeden. Scitajme nasledu-
juce rovnosti:

S,= 1 + 2 +...4+4 n

Sp= n +Mm-1)+...4+ 1
2S,=(n+1)+(n+1)+... +(n+1)

Odtial mame
S, = (";1), V> 0.

Dosad'me ziskani hodnotu do vzt'ahu pre L, a ma-
me rieSenie ulohy:

nn+1)

L, =
2

+1, Vn>0.

Uloha: Uréte maximalny pocet Casti, na ktoré sa
rozpadne rovina, ak namiesto priamok pouZijeme
,uhly“ (jeden ,,uhol“ je na obrazku).

¢iname od ¢isla 1 a Skrtame postupne kazdé druhé
¢islo. Ulohou je urcit, aké ¢islo z postupnosti ostane
ako posledné.
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% ¢ XV % ¢ XX

Pre n = 14 postupne Skrtame ¢isla 2, 4, 6, 8, 10,
12,14, 3, 7, 11, 1, 9, 5. Poslednym ¢islom teda bude
(Stastna) 13.

Oznacme J(n) ¢islo posledného ¢isla. Ak mame
parny pocet cisel, teda 1,2, ..., 2n, tak v prvom kole
vySkrtame vSetky parne ¢isla a v druhom kole opat’
zatiname od ¢isla 1. Pritom ostali uz len neparne
¢isla1,3,...,2n — 1. Teda vieme, Ze

J(2n) =2J(n) —

Uvazujme teraz o neparnom pocte Ccisel:
1,2,...,2n + 1. Po prvom kole a jednom Skrtnuti
navySe nam ostane n Cisel 3,5,...,2n + 1, pricom
za¢iname od ¢isla 3. Preto

J2n+1)=2J(n)+1

Speciélny pripad, ktory nie je zatial pokryty je

n = 1. Vtedy je J(n) = 1. Zosumarizujme rekurent-
ny vztah pre vypocet J(n):

J(1)=1

J(2n) =2J(n) — 1, Vn>1

J(2n+1) =2J(n) +1, Vn>1.

Na zaklade rekurencie (3) moézeme vypocitat

niekol'ko prvych hodnét J(n).

(3)

JEETEIE AL SR AL RAEEL

J) [1]T]3]1[3]5]7[1]3 \
n [ 111213 |14 | 15|16 | 17 | 18
J)y| 79111 1][3]5

Lahko si mézeme v§imnut (a eSte FahSie mate-
matickou indukciou overit), ze J(2") = 1. Avsak
aj medzi mocninami 2 vykazuje J(n) pravidelnost.
Vyjadrime n v tvare n = 2™ + [, kde 0 < I < 2™. Po-
tom podla hodnét v tabulke mdZeme vyslovit hypo-
tézu, ze J(n) = 21+ 1. Pravdivost hypotézy mozeme
ukéazat’ v dvoch krokoch:

1. J(2™) =1 (trividlne indukciou).

2. Nech 0 < I < 2™. Vyskrtneme [ ¢isel. Osta-
ne mi 2™ ¢isel, z ktorych posledné bude podfa
predchadzajiceho bodu prave to, od ktorého
teraz pokracujeme. Tym ¢islom je 27 + 1.
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KedZe J(n) zavisi na mocnine 2, skisme ho
vyjadrit binarne: n = (b, bym—1 ... by)2, kde
by, = 1. Potom | = (Obm,1 b0)2 az2l+1 =
(b—1bm—2 ... by 1)2. Teda J(n) dostaneme z n cyk-
lickou rotéciou o jeden bit dofava.

Uloha: Pre aké n je J(n) = n/2?

3.1 Zovseobecnenie
Zovseobecnime rekurentny vzt'ah (3) takto:
f) =«

f(@2n) =2f(n)+ 0,
f@n+1)=2f(n)+n,

Vn>1
Vn>1.

4)

Niekol'ko prvych hodnét f(n) je v nasledujicej
tabulke.

n |1 2 | 3 | 4

f(n) a‘2a+ﬁ‘2a+7‘4a+35

n 5 | 6 | 7
f(n) | da+28+~ | da+B+27 | 4a+3y

Opét vyjadrime n vtvaren = 2™+, kde 0 <1 <
2m. Oc¢akavame, Ze rieSenie bude v tvare

f(n) = A(n)a+ B(n)B + C(n)y.

Na hladanie funkcii A(n), B(n) a C(n) pouZijeme
metédu budovania repertodru. V nej dosadzujeme
vhodné hodnoty za parametre «, 3, v alebo vhodné
funkcie za f(n) tak, aby sme ziskali hladané fun-
kcie.

1. Polozme o = 1, § = v = 0. Potom f(n) =
a mame rekurentny vztah

A(n)

Al =«
A(2n) = 2A(n), Vn>1
A(2n+1) =24A(n), VYn>1.

Jeho riesenim dostaneme A(n) = 2™.

2. Polozme f(n) = 1. Z rekurencie (4) potom ma-

me
1=«
1=2-1+4
1=2-1+~.
Riesenim dostaneme o =1, 3= —1a~vy = —1.
Dosadenim konstant do vyrazu pre f ( ) zis-
kame

f(n) =1=A(n) - B(n) - C(n).
3. Polozme f(n) = n. Z rekurencie (4) potom ma-
me
l=«a
2n =2n+
2n+1=2n+nr.

RieSenim dostaneme o =1, 3 =0a v = 1. Do-
sadenim konstant do vyrazu pre f(n) ziskame

f(n) =n=An)+C(n).

Pouzitim hodnoty A(n) ziskanej v bode 1 do-
staneme hodnotu C'(n):

Cn)=n—An)=2"4+1-2"=1.

Teraz zostava uz len zo vztahu odvodenom v bode 2

ziskat hodnotu B(n):
B(n)=A(n)—C(n)—1=2"—-1-1.

Preto je rieSenie rekurencie (4) takéto:
f@m+)=2"a+ 2" -1-1)p+1r.

Na zaver uvedme (posledné) zovSeobecnenie.
Uvazujme rekurentny vztah

f()=a;
f(2) = az
fld=1)=a4

fldn) = cf(n) + Bo

fldn+1) = cf(n) + 5
Vn>1,

fldn+d—1) = cf(n) + Ba
kde d,c € N. Vyjadrime argument v sustave o za-
klade d a pocitajme:

f((brm -+ bo)a) = cf((bm .- b1)a) + Be,
= (b - .- b2)a) + B, + Boy
= (,, Boy_v - Bb1 Bro)e

Priklad: Nech d = 3 a ¢ = 5. Nech f(n) je dana
rekurenciou

f1)y=9
f(2) =10
f(Bn)=5f(n) —1
f(3n+1)=5f(n)+2
f(3n+2)=5f(n) — 3.
Poéitajme
f(137) = £((12002)3) = (9, -3, —1,—1,-3)5 = 9-5* +
(=3)- 5%+ (=1) - 52+ (=1) -5 + (=3) - 5° = 5217.

Uloha: Analyzujte situaciu, ak v pévodnom problé-
me o Skrtani ¢isel Skrtame kazdé tretie ¢islo.
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