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1 Sumy - oznacenia Riesenie rekurencie (1) je preto

Na zapis sum pouzivame dve zakladné notacie: 1 n

Ltrojbodkovi“ a sigma notaciu: Tn=——|sbTo+ > sek |- ()

Zak:al +az+---+an.
k=1
Niekedy je vhodnejsie (a budeme) pouzivat Spe-
cifikdciu indexu pomocou podmienky pod sumou:

2, o

1<k<n

Oznacenie ) P(k) Ok oznacuje sucet vSetkych cle-
nov a; takych, ze k je celé Cislo spfﬁajﬁce podmien-
ku P(k). Ak je P(k) nepravda pre vSetky k, tak sa-
cet je rovny 0 (hodnota ,prazdnej“ sumy). Alterna-
tivne pouzivané oznacenie ponika Iversonova nota-
cia, ktora podmienku prenasa dovnitra sumy:

D ar =Y a[P(k)],

P(x) k
kde [P(k)] = 0, ked je P(k) nepravda a [P(k)] = 1
v opacnom pripade. Niekedy nemusi byt a; defi-
nované pre vSetky k. V takomto pripade prijmeme
dohodu, Ze nasobenie nulovou hodnotou [P(k)] ve-
die k 0. Teda vo vyraze > ,[4 < k < 9](k — 2)~! pre
hodnotu k = 2 dostavame [4 <2 < 9]-(1/0) = 0.

Uloha: Rozpiste sumu

2.

—1<k2-3<5

Ak+2.

2 Sumy a rekurencie

Mnohé sumy je mozné vyjadrit' v tvare rekurencie:

n
S”:E ap ——
k=0

Na druhej strane aj niektoré rekurencie sa daju
pretransformovat na sumy. UvaZujme rekurentny
vzt'ah

S():a()

Spn=5Spn-1+a,, n>0

anTn = bnTn—l + Cn, (1)

pricom Tj je konstanta. Vynasobme obe strany ,su-
macénym faktorom“ s,,:

n >0,

Snandy = SpbnThn—_1 + Spcn-

Ak zvolime s, tak, ze s,b, = s,_1a,_1, tak pri
substitacii S,, = s,a, 1), dostaneme:

Sp =

n—1 1 SnCn,

n
S, = s1b1Tp + Zskck.
k=1

Otazkou je, ako zvolit’ hodnotu s,,. Po¢itajme:

Ap—1Qp—2 ...471

bpbr—1...b2

= ——S8p_1 ="'+ =

Okrem uvedenej hodnoty mézeme za s,, vziat aj jej
T'ubovolny nasobok (je to otdzka volby konstanty za
s1). Poktusme sa teraz nacrtnuty postup aplikovat
na rekurenciu z problému Hanojskych vezi. Tam
ma rekurencia tvar:

To=0
T, =97, ,+1, V¥n>1
Teda a, = 1 a b, = 2. Preto zvolime s, = 5+

a dosadenim do (2) dostaneme rieSenie 7T,, v tvare
sumy

1 n
—ont g, ~(k-1) .
T, =2 (20 204 2 1)
k=1

n n—1

— 9n—1 i:z—(k—l) — ZQn—k — Z 2k —9m _ 1.
k=1 k=0

k=1

Nasledujuca rekurencia sa objavi pri analyze al-
goritmu quicksort:

Co=0
277,71
Cn:n—i—l—i-fZCk, n>1.
=0

Prenasobme rekurenciu n (aby sme sa zbavili zlom-
ku) a potom vyjadrime rekurentny vztah pre clen
C,,—1. Dostaneme

n—1
nCh, :n2+n+2ZCk, n>1,
k=0
n—2
(n—1)Ch1=mn-1>+n-1)+2) Cp, n>2
k=0

Ak teraz od¢itame druhy vztah od prvého, budeme
mat

nCp—(n—1)Cpr_1 =2n+2C,—1, n>2.

Nie je tazké overit, Ze tento vztah plati aj pren = 1
a pévodnu rekurenciu mézeme prepisat’ na tvar

Co=0

nCp,=(mn+1)Ch_1+2n, n>1
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Aplikujme teraz postup so ,sumacénym faktorom®.
Ten vypocitame podl'a odvodeného vztahu (momen-
télnean =nab, =n+1):s, = % =

Riesenie je preto podla (2) v tvare

n 1
k=1

So suctom 1 + % + % + % sa budeme casto
stretavat. Tuto hodnotu budeme oznacovat H,, a
nazyvat n-té harmonické ¢islo. Upravme vztah (3):

n(nJrl

3)

1
Nikdy nezaskodi overit’ vysledok vyskisanim nie-
kolkych konkrétnych prikladov (pre malén) ...

Uloha: PouZite prezentovanu techniku na rieSenie
rekurencie

T0:5

2T, =nTy, 1 +3T7J', n > 1.

3 Manipulacie so sumami

Manipulacie so sumami pomahaji v rieSeni sim
(pri hfadani uzavretého vztahu) a umoznuju pre-
viest' zlozité sumy na jednoduchs$ie. Prezentujeme
niekol'ko zdkladnych pravidiel pre narabanie so su-
mami. Prvymi sd distributivny, asociativny a ko-
mutativny zdkon (K je kone¢nd mnozina a p je per-
mutécia na K):

Sew=cY

keK keK
Zak—f—bk E ak+Zbk
keK keK keK
Suse 5 o

keK

S vyuzitim Iversonovej notacie mézeme odvodit’
d’alsie uzitoéné vlastnosti sim. Napriklad, nech K
a K’ si mnoziny celych ¢isel. Potom

Zak+zak: Z ag + Z

keK keK’ keKNK' keEKUK'

Tento vztah vyplyva z toho, Ze [k € K] +
ke KNK'|+[ke KUK'].

Manipulécie so sumami sud aj zakladom jednej z
metdéd vypoctu uzavretého tvaru sim — tzv. pertur-
bacénej metédy. Nech

ke K') =

S

0<k<n

Myslienka tejto metédy spociva v tom, Ze vyjadri-
me S,,.1 dvoma sposobmi, vybranim posledného a
prvého c¢lena:

Sn + anp41 = Sn+1 =ap+ Z Af41-

0<k<n

Nasledne sa snazime vyjadrit posledni sumu po-
mocou S,,.
Skiusme aplikovat perturba¢ni metédu na vy-

pocet sumy S, = >, k2~
Spt+m+1)2" =04+ Y (k+1)2"
0<k<n
Z k2k+1 + Z 2k+1
0<k<n 0<k<n
=25, +2 ) 2
0<k<n

=285, +2(2" —1)
Ked z rovnice vyjadrime S,, dostaneme:
Sp=(n—1)2"" 2.

Opat by nezaskodilo overit’ vysledok vyskiusanim
niekolkych konkrétnych prikladov ...

Tento vztah sme mohli dostat’ aj aplikaciou de-
rivacie na sucet geometrického radu:

1 — gntl
2 =
0<k<n -
S it 2 (=) D) 1
0<k<n (1 —2)?
_1—(n+1)z" + na"*!
- (1—)?

Dosadenim x = 2 a prenasobenim konstantou 2 ma-

me:

1— (n+1)2" + n2ntl
(1-2)?

Z K2k =2

0<k<n
=2+2"2n—-n-1)
=24 2"(n—1).

Uloha: Perturbaénou metédou uréte uzavrety tvar

sumy S, = Zogkgn K23k

4 Viacnasobné sumy

Castokrat sa vyskytuji sumy, v ktorych &leny zavi-
sia na viacerych premennych. Napriklad
Z a;by = a1b1 + arbs + a1bs+
1Spkss + azby + azba + azbs+
+ asby + aszbs + azbs.
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Podobne ako v predchadzajucich castiach, aj pri
viacnasobnych sumach moézeme pouzit’ Iversonovu
notaciu (suma sa berie cez vSetky pripustné hodno-
ty indexov):

Z “Jk—Z“Jk

P(j,k) gk

Dalsi typ vyrazov su ,,sumy sum®, kde jednou zo
zakladnych tprav je zmena poradia sumacie:

Zmena poradia sumacie sa da urobit’ vidy, ked su
indexy j, k nezavislé. Napriklad:

E ajbk: E ajbk[jEJ/\ k‘EK]
jedJ gk
keK

= a;bilj € J][k € K]
= ZZajbk[j € J|[k € K]
ik

= "a;lj € J]D _bilk € K]
J k
= <jze;]aj> (1;( bk>~

V pripade, Ze j a k nie su nezavislé, treba postupo-
vat opatrnejSie. Identita

Z Z Ajk = Z Z @j.k

Jj€J kEK(J) k€K' jeJ' (k

plati vtedy, ked J, K(j), K’ a J'(k) spliiaju vztah
(7 € )k e K(j)) < (ke K')(j € J'(k)).

Tlustrujme to na priklade. Plati (1 < j < n)(j <
E<n)=(1<j<k<n)=(01<k< )( <j<k).
Preto

n n n k
PI)BLTED D) DL
j=1k=j k=1j=1

Priklad: UvaZujme pole n? &sel

aja; a1a9 aijas a1 Qp,
aza1 G202 G203 A20n
apa; Gapa2 apa3z ApnQn

v ktorom chceme n4jst’ jednoduchy vyraz pre su-
¢et prvkov v hornej trojuholnikovej podmatici pola
(oznacme sucet S). Zaroven oznacme sucet dolnej
trojuholnikovej podmatice S;. Teda

E a;ak.

1<j<k<n

Sh, =

Lahko vidiet, Ze S, = Sy (lebo ajar, = axa;). Poci-

tajme:

25, =S4+ Sh

= E ajar + g a;jag
1<k<j<n 1<j<k<n

= E ajak + E ;G
1<j.k<n 1<j=k<n

- 2

= E a; E ak + E aj
1<j<n  1<k<n 1<j<n

2
— ) 2
(T a)+ X a
1<j<n 1<j<n

Teda dostavame

1 2
Sy = 5 ( Z aj) +
1<j<n
Priklad: Chceme zjednodusit’

> (ak—ay)(bk —by).

1<j<k<n

2
Z%

1<j<n

S =

Opat mozeme vyjadrit’ S aj pomocou ,,prehodenych”
indexov a budeme pocitat hodnotu 25

2= Y (ar —a;)(bk — bj)
1<j<k<n
+ Y (an—ay) (b — by)
1<k<j<n
= Y (ak—ay)(bp — b))
1<j,k<n
— > (e —ay)(b —by).
1<j=k<n

Druha suma je zjavne rovna 0, takZe dostavame
(hranice indexov pre prehl'adnost’ vynechavame):

28 = Zakbk — Zakbj — Zajbk + Zajbj
Jk gk gk Jk
= anakbk - 2(2 ak> (Z bk>
k k k

Ak dame doterajsie odvodenia dokopy, dostane-
me:

(X

k=1

)(Zbk> = nZakbk
— > (ak —ay)(bk —by).

1<j<k<n

7Z tejto identity vyplyvaja éebyéevove sumacné ne-
rovnosti. Ak plati

a <--<a, AN b

a, N b

IV IA
|

alebo a; > ---
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tak dostavame
(Z ak> (Z bk> § n Z akbk.
k=1 k=1 k=1
Ked podmienku oto¢ime,

alS"'Sam, A bl
alebo a1 >:--->a, A b

IN IV

budeme mat’

($20) (o) =03

k=1
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