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1 Sumy – označenia
Na zápis súm používame dve základné notácie:
„trojbodkovú“ a sigma notáciu:

n∑
k=1

ak = a1 + a2 + · · ·+ an.

Niekedy je vhodnejšie (a budeme) používat’ špe-
cifikáciu indexu pomocou podmienky pod sumou:∑

1≤k≤n

ak

Označenie
∑

P (k) ak označuje súčet všetkých čle-
nov ak takých, že k je celé číslo spĺňajúce podmien-
ku P (k). Ak je P (k) nepravda pre všetky k, tak sú-
čet je rovný 0 (hodnota „prázdnej“ sumy). Alterna-
tívne používané označenie ponúka Iversonova notá-
cia, ktorá podmienku prenáša dovnútra sumy:∑

P (x)

ak =
∑

k

ak[P (k)],

kde [P (k)] = 0, ked’ je P (k) nepravda a [P (k)] = 1
v opačnom prípade. Niekedy nemusí byt’ ak defi-
nované pre všetky k. V takomto prípade prijmeme
dohodu, že násobenie nulovou hodnotou [P (k)] ve-
die k 0. Teda vo výraze

∑
k[4 ≤ k < 9](k − 2)−1 pre

hodnotu k = 2 dostávame [4 ≤ 2 < 9] · (1/0) = 0.

Úloha: Rozpíšte sumu∑
−1≤k2−3≤5

ak+2.

2 Sumy a rekurencie
Mnohé sumy je možné vyjadrit’ v tvare rekurencie:

Sn =
n∑

k=0

ak ←→
S0 = a0

Sn = Sn−1 + an, n > 0

Na druhej strane aj niektoré rekurencie sa dajú
pretransformovat’ na sumy. Uvažujme rekurentný
vzt’ah

anTn = bnTn−1 + cn, n > 0, (1)

pričom T0 je konštanta. Vynásobme obe strany „su-
mačným faktorom“ sn:

snanTn = snbnTn−1 + sncn.

Ak zvolíme sn tak, že snbn = sn−1an−1, tak pri
substitúcii Sn = snanTn dostaneme:

Sn = Sn−1 + sncn,

Sn = s1b1T0 +
n∑

k=1

skck.

Riešenie rekurencie (1) je preto

Tn =
1

snan

(
s1b1T0 +

n∑
k=1

skck

)
. (2)

Otázkou je, ako zvolit’ hodnotu sn. Počítajme:

sn =
an−1

bn
sn−1 = · · · = an−1an−2 . . . a1

bnbn−1 . . . b2
.

Okrem uvedenej hodnoty môžeme za sn vziat’ aj jej
l’ubovol’ný násobok (je to otázka vol’by konštanty za
s1). Pokúsme sa teraz načrtnutý postup aplikovat’
na rekurenciu z problému Hanojských veží. Tam
má rekurencia tvar:

T0 = 0
Tn = 2Tn−1 + 1, ∀ n ≥ 1.

Teda an = 1 a bn = 2. Preto zvolíme sn = 1
2n−1

a dosadením do (2) dostaneme riešenie Tn v tvare
sumy

Tn = 2n−1

(
1
20
· 2 · 0 +

n∑
k=1

2−(k−1) · 1

)

= 2n−1
n∑

k=1

2−(k−1) =
n∑

k=1

2n−k =
n−1∑
k=0

2k = 2n − 1.

Nasledujúca rekurencia sa objaví pri analýze al-
goritmu quicksort:

C0 = 0

Cn = n + 1 +
2
n

n−1∑
k=0

Ck, n ≥ 1.

Prenásobme rekurenciu n (aby sme sa zbavili zlom-
ku) a potom vyjadrime rekurentný vzt’ah pre člen
Cn−1. Dostaneme

nCn = n2 + n + 2
n−1∑
k=0

Ck, n ≥ 1,

(n− 1)Cn−1 = (n− 1)2 + (n− 1) + 2
n−2∑
k=0

Ck, n ≥ 2.

Ak teraz odčítame druhý vzt’ah od prvého, budeme
mat’

nCn − (n− 1)Cn−1 = 2n + 2Cn−1, n ≥ 2.

Nie je t’ažké overit’, že tento vzt’ah platí aj pre n = 1
a pôvodnú rekurenciu môžeme prepísat’ na tvar

C0 = 0
nCn = (n + 1)Cn−1 + 2n, n ≥ 1.
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Aplikujme teraz postup so „sumačným faktorom“.
Ten vypočítame podl’a odvodeného vzt’ahu (momen-
tálne an = n a bn = n + 1): sn = (n−1)(n−2)···1

(n+1)·n···3 =
2

n(n+1) . Riešenie je preto podl’a (2) v tvare

Cn = 2(n + 1) ·
n∑

k=1

1
k + 1

. (3)

So súčtom 1 + 1
2 + 1

3 + · · · + 1
n sa budeme často

stretávat’. Túto hodnotu budeme označovat’ Hn a
nazývat’ n-té harmonické číslo. Upravme vzt’ah (3):

Cn = 2(n + 1)(Hn +
1

n + 1
− 1) = 2(n + 1)Hn − 2n.

Nikdy nezaškodí overit’ výsledok vyskúšaním nie-
kol’kých konkrétnych príkladov (pre malé n) . . .

Úloha: Použite prezentovanú techniku na riešenie
rekurencie

T0 = 5
2Tn = nTn−1 + 3 · n!, n ≥ 1.

3 Manipulácie so sumami
Manipulácie so sumami pomáhajú v riešení súm
(pri hl’adaní uzavretého vzt’ahu) a umožňujú pre-
viest’ zložité sumy na jednoduchšie. Prezentujeme
niekol’ko základných pravidiel pre narábanie so su-
mami. Prvými sú distributívny, asociatívny a ko-
mutatívny zákon (K je konečná množina a p je per-
mutácia na K):∑

k∈K

cak = c
∑
k∈K

ak∑
k∈K

(ak + bk) =
∑
k∈K

ak +
∑
k∈K

bk∑
k∈K

ak = c
∑

p(k)∈K

ap(k)

S využitím Iversonovej notácie môžeme odvodit’
d’alšie užitočné vlastnosti súm. Napríklad, nech K
a K ′ sú množiny celých čísel. Potom∑

k∈K

ak +
∑

k∈K′

ak =
∑

k∈K∩K′

ak +
∑

k∈K∪K′

ak.

Tento vzt’ah vyplýva z toho, že [k ∈ K] + [k ∈ K ′] =
[k ∈ K ∩K ′] + [k ∈ K ∪K ′].

Manipulácie so sumami sú aj základom jednej z
metód výpočtu uzavretého tvaru súm – tzv. pertur-
bačnej metódy. Nech

Sn =
∑

0≤k≤n

ak.

Myšlienka tejto metódy spočíva v tom, že vyjadrí-
me Sn+1 dvoma spôsobmi, vybraním posledného a
prvého člena:

Sn + an+1 = Sn+1 = a0 +
∑

0≤k≤n

ak+1.

Následne sa snažíme vyjadrit’ poslednú sumu po-
mocou Sn.

Skúsme aplikovat’ perturbačnú metódu na vý-
počet sumy Sn =

∑
0≤k≤n k2k.

Sn + (n + 1)2n+1 = 0 +
∑

0≤k≤n

(k + 1)2k+1

=
∑

0≤k≤n

k2k+1 +
∑

0≤k≤n

2k+1

= 2Sn + 2
∑

0≤k≤n

2k

= 2Sn + 2(2n+1 − 1)

Ked’ z rovnice vyjadríme Sn dostaneme:

Sn = (n− 1)2n+1 + 2.

Opät’ by nezaškodilo overit’ výsledok vyskúšaním
niekol’kých konkrétnych príkladov . . .

Tento vzt’ah sme mohli dostat’ aj aplikáciou de-
rivácie na súčet geometrického radu:∑

0≤k≤n

xk =
1− xn+1

1− x∑
0≤k≤n

kxk−1 =
(1− x)(−(n + 1)xn) + 1− xn+1

(1− x)2

=
1− (n + 1)xn + nxn+1

(1− x)2
.

Dosadením x = 2 a prenásobením konštantou 2 má-
me: ∑

0≤k≤n

k2k = 2 · 1− (n + 1)2n + n2n+1

(1− 2)2

= 2 + 2n(2n− n− 1)
= 2 + 2n(n− 1).

Úloha: Perturbačnou metódou určte uzavretý tvar
sumy Sn =

∑
0≤k≤n k23k.

4 Viacnásobné sumy
Častokrát sa vyskytujú sumy, v ktorých členy závi-
sia na viacerých premenných. Napríklad∑

1≤j,k≤3

ajbk = a1b1 + a1b2 + a1b3+

+ a2b1 + a2b2 + a2b3+
+ a3b1 + a3b2 + a3b3.
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Podobne ako v predchádzajúcich častiach, aj pri
viacnásobných sumách môžeme použit’ Iversonovu
notáciu (suma sa berie cez všetky prípustné hodno-
ty indexov): ∑

P (j,k)

aj,k =
∑
j,k

aj,k[P (j, k)].

Ďalší typ výrazov sú „sumy súm“, kde jednou zo
základných úprav je zmena poradia sumácie:∑

j

∑
k

aj,k[P (j, k)] =
∑

P (j,k)

aj,k =
∑

k

∑
j

aj,k[P (j, k)].

Zmena poradia sumácie sa dá urobit’ vždy, ked’ sú
indexy j, k nezávislé. Napríklad:∑

j∈J
k∈K

ajbk =
∑
j,k

ajbk[j ∈ J ∧ k ∈ K]

=
∑
j,k

ajbk[j ∈ J ][k ∈ K]

=
∑

j

∑
k

ajbk[j ∈ J ][k ∈ K]

=
∑

j

aj [j ∈ J ]
∑

k

bk[k ∈ K]

=
(∑

j∈J

aj

)(∑
k∈K

bk

)
.

V prípade, že j a k nie sú nezávislé, treba postupo-
vat’ opatrnejšie. Identita∑

j∈J

∑
k∈K(j)

aj,k =
∑

k∈K′

∑
j∈J′(k)

aj,k

platí vtedy, ked’ J , K(j), K ′ a J ′(k) spĺňajú vzt’ah
(j ∈ J)(k ∈ K(j))⇔ (k ∈ K ′)(j ∈ J ′(k)).

Ilustrujme to na príklade. Platí (1 ≤ j ≤ n)(j ≤
k ≤ n) = (1 ≤ j ≤ k ≤ n) = (1 ≤ k ≤ n)(1 ≤ j ≤ k).
Preto

n∑
j=1

n∑
k=j

aj,k =
n∑

k=1

k∑
j=1

aj,k.

Príklad: Uvažujme pole n2 čísel
a1a1 a1a2 a1a3 . . . a1an

a2a1 a2a2 a2a3 . . . a2an

...
...

ana1 ana2 ana3 . . . anan


v ktorom chceme nájst’ jednoduchý výraz pre sú-
čet prvkov v hornej trojuholníkovej podmatici pola
(označme súčet Sh). Zároveň označme súčet dolnej
trojuholníkovej podmatice Sd. Teda

Sh =
∑

1≤j≤k≤n

ajak.

L’ahko vidiet’, že Sh = Sd (lebo ajak = akaj). Počí-
tajme:

2Sh = Sd + Sh

=
∑

1≤k≤j≤n

ajak +
∑

1≤j≤k≤n

ajak

=
∑

1≤j,k≤n

ajak +
∑

1≤j=k≤n

ajak

=
∑

1≤j≤n

aj

∑
1≤k≤n

ak +
∑

1≤j≤n

a2
j

=
( ∑

1≤j≤n

aj

)2

+
∑

1≤j≤n

a2
j .

Teda dostávame

Sh =
1
2

( ∑
1≤j≤n

aj

)2

+
∑

1≤j≤n

a2
j

 .

Príklad: Chceme zjednodušit’

S =
∑

1≤j<k≤n

(ak − aj)(bk − bj).

Opät’ môžeme vyjadrit’ S aj pomocou „prehodených“
indexov a budeme počítat’ hodnotu 2S:

2S =
∑

1≤j<k≤n

(ak − aj)(bk − bj)

+
∑

1≤k<j≤n

(ak − aj)(bk − bj)

=
∑

1≤j,k≤n

(ak − aj)(bk − bj)

−
∑

1≤j=k≤n

(ak − aj)(bk − bj).

Druhá suma je zjavne rovná 0, takže dostávame
(hranice indexov pre prehl’adnost’ vynechávame):

2S =
∑
j,k

akbk −
∑
j,k

akbj −
∑
j,k

ajbk +
∑
j,k

ajbj

= 2n
∑

k

akbk − 2
(∑

k

ak

)(∑
k

bk

)
.

Ak dáme doterajšie odvodenia dokopy, dostane-
me:( n∑

k=1

ak

)( n∑
k=1

bk

)
= n

n∑
k=1

akbk

−
∑

1≤j<k≤n

(ak − aj)(bk − bj).

Z tejto identity vyplývajú Čebyševove sumačné ne-
rovnosti. Ak platí

a1 ≤ · · · ≤ an ∧ b1 ≤ · · · ≤ bn

alebo a1 ≥ · · · ≥ an ∧ b1 ≥ · · · ≥ bn,
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tak dostávame( n∑
k=1

ak

)( n∑
k=1

bk

)
≤ n

n∑
k=1

akbk.

Ked’ podmienku otočíme,

a1 ≤ · · · ≤ an ∧ b1 ≥ · · · ≥ bn

alebo a1 ≥ · · · ≥ an ∧ b1 ≤ · · · ≤ bn,

budeme mat’( n∑
k=1

ak

)( n∑
k=1

bk

)
≥ n

n∑
k=1

akbk.
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