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Rekurentné problémy
Mnohé kombinatorické problémy sa rieSia prevadzanim daného problému na rieSenie
mensich pripadov, ktoré uz vieme vyriesit. Takejto metdde sa hovori metdda rekurencie (z
latinského recurrere — vracat). Nasledujtice motiva¢né priklady st klasickymi prikladmi na
tuto metédu a boli matematikmi mnohokrat vySetrované.
Motivacny priklad na pocet permutacii, Fibonacciho ¢islo . ..

Hanojské veze

Boli vymyslené francizskym matematikom Edouardom Lucasom v roku 1883. Mame
dani vezu zostavenu z 8 diskov, ktoré si na za¢iatku umiestnené na koliku A a usporiadané
podla velkosti od najviacsieho po najmensi. Ulohou je preniest vezu z kolika A na iny kolik
B, pricom:

e mame k dispozicii jeden pomocny kolik C,
e mozme prendSat vzdy len jeden disk,

Lucas opriadol svoju hracku romantickym pribehom o ovela vic¢sej Brahmovej vezi,
ktord mé tdajne 64 diskov z rydzeho zlata navlecenych na 3 diamantovych ihliciach. Na
pociatku vekov, vravi, dal Boh tieto zlaté disky na prvu ihlicu a stanovil skupine kihazov
preniest ich na tretiu, podla hore uvedenych pravidiel. Ako hovoria spravy, kiiazi pracuji
na tlohe diiom a nocou. Ked skonéia, veza sa rozpadne a svet zanikne.

Na prvy pohlad nie je ani zrejmé, ¢i hlavomam mé vobec rieSenie. Ale trocha pre-
myslania (alebo ak uz nebodaj problém pozndme) nas presved¢i, Zze ma. Teraz vyvstane
otézka: ako sa to da urobit najlepsie? Kolko presunov je nevyhnutnych a postac¢ujuicich na
vyrieSenie tlohy?

Najlepsi sposob ako vyriesit podobni otazku je trochu ju zovSeobecnit. Brahmova
veza méa 64, Hanojska veza 8; uvazujme ¢o sa stane, ked diskov bude n.

Jednou z nespornych vyhod takéhoto zovSeobecnenia je, Ze problém sa moze eSte zmen-
§it. Naozaj, niekedy je vyhodné najprv sa pozerat na malé pripady. Je mozné velmi Tahko
nahliadnut, ako prenasat vezu obsahujicu len 1, ¢i 2 disky. S troskou experimentovania
zistime, ako prenasat vezu z 3 diskov.

Dalsi krok v rieSeni problému je zaviest vhodné oznalenie: vhodne oznaé a zvitaz.
Nech povedzme T, je minimalny pocet presunuti, ktorymi prenesieme n diskov z jedného
kolika na druhy dodrziavajuc pritom Lucasove pravidla. Potom zrejme T, =1 a Ty = 3.

Zadarmo moZeme ziskat eSte nejaké informécie, ak zoberieme najmensi pripad zo
vSetkych: samozrejme Ty = 0. Rozumni matematici sa nehanbia mysliet v malom, pretoZe
v8eobecné pripady su lahSie pochopitelné, ked dobre rozumieme extrémnym pripadom (aj
ked st trividlne).

Teraz sa ale snazme mysliet vo velkom. Najprv prenesieme n — 1 menSich diskov na iny
kolik (o vyzaduje T,,_; presunov), potom prenesieme najvicsi (¢o vyzaduje 1 presun) a
nakoniec preniest n — 1 mensSich diskov spat na vacsi (¢o vyzaduje dalSich T,,_; presunov).
Teda n diskov vieme preniest na najviac 27;,_1 + 1 presunov:

T, <2T,_1+1, pren > 0.
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V tomto vztahu je zdmerne pouzité ‘<’ namiesto ‘=’ pretoze nas sposob ukazuje len, Ze
2T,,_1 + 1 presunov sta¢i neukizali sme, ze 27;,_1 + 1 je nevyhnutnych. Niekto rozumnejsi
by mohol byt schopny vymysliet postup vyZadujuci menej presunov.

Existuje ale lepsi sposob? V skutocnosti nie. V istej chvili musime presunit najvacsi
disk. Ked ho budeme prenasat, n — 1 mensich diskov musi byt na jednom koliku, na ¢o
sme potrebovali aspon T;,_; presunov. Ak nie sme prili§ Sikovny, méZeme prestvat najvacsi
disk aj viackrat. Ale po poslednom presune musime presunit mensich n — 1 diskov (ktoré
musia byt opat na jednom koliku) spét na najvacsi; ¢o zase vyzaduje Ty, presunov. Teda

T, >2T,_1+1, pren > 0.
Tieto dve nerovnosti, spolu s trividlnym rieSenim pre n = 0 davaju:

(1) To = 0;
T,=2T,_1+1, pren >0.

V8imnime si, Ze tieto vztahy si konzistné so zndmymi hodnotami 77 =1 a Ty = 3.

Mnozina rovnosti sa nazyva rekurencia. Ma zakladné hodnoty a rovnost na vypocet
vSeobecnej hodnoty na zaklade predchadzajicich. Niekedy sa odvoldvame na samostant
vSeobecnu rovnost ako na rekurenciu, i ked niekedy z technického hladiska, kvoli Gplnosti,
potrebujeme aj zakladné hodnoty.

Rekurencia ndm umoznuje vypodcitat T, pre Tubovolné n. Ale v skuto¢nosti, ked je
n velké, nik rdd nepocita priamo z rekurencie; trva to pridlho. Rekurencia ndm déva len
nepriamu “lokdlnu” informéciu. Ovela S$tastnejSimi nds spravi riesenie rekurencie. To je
to, co by sa nam pacilo, mily maly uzavrety tvar pre T,,, pomocou ktorého by sme mohli
rychlo pocéitat, hoci aj pre velké n.

Ako teda rieSime rekurencie? Jeden sp6sob je uhddnut sprdavne rieSenie a potom o
nom dokazat, Ze je naozaj spravne. Ak chceme teda hadat, pozrime sa opit na najmensie
pripady. Tak teda pocitajme postupne: T3 = 2-34+1 =7 Ty =2-7T+1 = 15;T5 =
2-1541=31;Tg =2-31+1=63. Aha, vyzera to ako

(2) T,=2"—1, pren >0.

Kazdopadne to funguje aspoii pre n < 6.

Najvhodnej$im sposobom pre dokaz spravnosti rieSenia je matematicka indukcia. Spo-
minate si? Baza a indukény predpoklad! Baza je trividlna, pretoze Tp = 2° — 1 = 0. A
indukény krok vyplyva pre n > 0, ak predpokladdme, Ze (2) plati, ked n nahradime n — 1:

Tp,=2T, 1 +1=22""1—1)+1=2"—1.

Teda (2) plati aj pre n. Dobré! Nase hladanie T, sa skonéilo tspesne!

Ale praca kinazov sa naproti tomu neskoncila. Ako oznamila tlacova agentira ITKA,
stale usilovne prenssaju disky a eSte chvilu aj bud, pretoZe pre n = 64 treba vykonat 264 —
1 presunov. A aj pri neuskutoCnitelnej rychlosti presivania diskov, kazdd mikrosekundu
1 disk, by potrebovali viac nez 5000 storoc¢i na prenesenie celej Brahmovej veze. Lucasov
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povodny problém je trochu praktickejsi. Vyzaduje 28 — 1 = 255 presunov, ¢o zruénému
trva asi Styri minaty.

Nasa analyza Hanojskych vezi nas doviedla k spravnemu rieSeniu, ale mali sme zrovna,
Stastie pri typovani vysledku, ktory sa ukdzal ako spravny. Jednym z hlavnych cielom tejto
Casti prednasok bude vysvetlit, ako sa daju rekurencie riesit (alebo asponi asymptoticky
odhadnit) bez toho, aby sme boli jasnovidci. Napriklad uvidime, Ze rekurenciu (1) méZeme
zjednodusit pripoc¢itanim 1 k obom strandm rovnice:

T0+1:1;
T,+1=2T,_1+2, pren > 0.

Teraz, ak polozime U,, = T,, + 1, dostaneme

UO = 1;
U, =2U,_1, pren > 0.

A nemusime byt zrovna génius nato, aby sme zistili, Ze rieSenie tejto rekurencie je prave
U, =2™; teda T, = 2™ — 1. Na to by snad priSiel aj pocitac.

Kratke zhrnutie

Rekurencia Hanojskych vezi je typickd pre mnohé rekurencie, ktoré sa vyskytuju v ap-
likiciach v8etkych druhov. Pri hladani uzavretych foriem pre zaujimavé veli¢iny vyzerajuce
ako T,,, prechadzame tromi etapami:

e Pozrieme sa na malé pripady. Cim vnikneme do problému a poméZze nim to (mono)
v 2. a 3. etape.

e Nijdeme a dokdZeme matematicky vztah pre veli¢inu, ktord nés zaujima. V pripade
Hanjskych vezi je to rekurencia (1), ktord ndm umozni vypocitat T,, pre kazdé n.

e Najdeme a dokdZeme uzavret formu pre nas matematicky vztah. Pre Hanojské veze
je to rieSenie rekurencie (2).
My sa budeme ststredovat predovSetkym na tretiu etapu.

Priamky v rovine

Nasledujuci priklad mé vonu pravej talianske pizzy a prichut arti¢okov: na kolko naj-
viac kiskov mozno rozrezat jeden kus pizzy ked budeme krajat n rovnymi rezmi. (Kasky
nemusia byt rovnako velké, to je zas iny zndmy problém spravodlivého delenia n Tudi.
Poznéte jeho rieSenie?)

Preformulujme tlohu matematickejSie: aky je maximéalny pocet L,, oblasti uréenych
n priamkami v rovine? Ako prvy tento problém vyriesil roku 1826 Svajciarsky matematik
Jacob Steiner.

Na zacliatku sa opéat pozrieme na malé pripady, priCom nezabudneme ani na celkom
najmensie. Zrejme: Lo = 1; L1 = 2; Ly = 4.

Po troche rozmyslania s tretou priamkou (Ls = 7) vykondme vhodné zovSeobecnenie.
n-t4 priamka (pre n > 0) zvy8i pocet oblasti o k prave vtedy, ked pretne predchidzajice
priamky v k£ — 1 réznych bodoch. Dve priamky méZe pretniat najviac v dvoch bodoch. Z
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tohoto déovodu moze nova priamka pretnit n — 1 starych priamok v najviac n — 1 réznych
bodoch a musi teda platit k& < n. Ziskali sme horny odhad

L,<L, 1+n, pren>0.

Navyse sa dé lahko nazriet, Ze v tomto vyraze mozeme dosiahnut rovnost. n-ti priamku
umiestnime jednoducho tak, Ze nie je so ziadnou inou rovnobezné (teda ich vSade pretina)
a tak, aby neprechadzala cez ziaden ich prieseénik (teda ich pretina vSetky v navzijom
roznych bodoch). Rekurencia je preto:

(3) L() :Ln—l +n,
=L, 2+ (n—1)+n,
=L, 3+(n—2)+(n—1)+n,

=Lo+14+2+---+(n—-2)+(n—-1)+mn,
=14+S,, kde S, =14+2+3+---+(n—1)+n.

Povedané Tudsky, L,, je o jedna viac nez stucet S,, prvych n kladnych celych ¢isel. Potrapime
trochu pamat s aritmetickou postupnostou a spomenieme si, ze S,, = w NasSe rieSenie
je teda

1
(4) L,F%JFL kde n > 0.

Ako odbornici mézeme byt s tymto odvodenim spokojni a povazovat ho za dokaz, ved
sme sa aj pri rozvijani a premyslani zapotili. Ale Studenti matematiky by mali byt schopni
dosahovat vyssi Standard, ¢o tak teda vytvorit rigorézny dokaz indukcie. KIi¢ovy indukény
krok je

1 1
L,=L, 1+n= (E(n—l)n+1> +n:§n(n+1)+1.

Teraz nemo6zu byt o nasom vysledku Ziadne pochybnosti.

Na zaciatku sme vraveli o uzavretych tvaroch bez toho, aby sme exaktne povedali, ¢o
tym myslime. Oby¢ajne je to celkom jasné. Rekurencie typu (1) a (3) nie si v uzavretom
tvare — vyjadruju veli¢iny sami pomocou seba; ale rieSenia typu (2) a (4) st v uzavretom
tvare. Sumy ako 1 4+ 2 4+ --- + n nie st v uzavretom tvare — klama “ ... ”7; ale vyrazy
typu % st. Sktisme to definovat: vyraz vyjadrujici veli¢inu f(n) je v uzavretom tvare,
ak ho mozeme vypocitat nanajvys s konstantnym poc¢tom “dobre znamych” Standardnych
operacii, nezavislych od n. Napriklad, 2™ — 1 a % su v uzavretom tvare, pretoze
vyzaduju explicitne len s¢itanie, od¢itanie, nasobenie, delenie a umocnovanie.

Celkovy pocet jednoduchych uzavretych tvarov je obmedzeny. Existuji rekurencie,
ktoré nemaji jednoduché uzavreté tvary. Ked sa niektora z tychto rekurencii bude ukazo-
vat ddlezita, pretoZze sa bude opakovane vyskytovat, rozsirime nas repertoar o nové opracied
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tymto sposobom méZzeme Siroko rozsirit §kalu problémov, ktoré vieme vyriesit v “jedno-
duchej” uzavretej forme. Napriklad, sa¢in prvych n celych ¢isel, n!, sa ukizal byt dolezity,
tak ho budeme povazovat za zdkladni operaciu.

Predstavme si, Ze namiesto priamok pouzZijeme lomené ciary, kazda s jednym cikom
vytvarajucim ostry uhol. Aky je maximalny pocet Z,, oblasti ur¢enych takymito lomenymi
¢iarami v rovine?

Jozefova iloha

Najskor trochu historie. Nasledujtiica tloha bola pomenovana po znadmom historikovi
prvého storocia, Flaviusovi Jozefovi. Podla legendy, by Flavius bez matematického nadania
neprezil a nestal sa sldvnym (a taktiez by ndm nemohol porozpravat svoj pribeh). Pocas
Zidovsko-Rimskej vojny, bol medzi 41 Zidovskymi vzbuirencami, ktorych Rimania chytili do
pasce v jaskyni. Vzburenci sa rozhodli, ze radSej ako by sa vzdali, spadchaji organizovane
samovrazdu nasledovnym spésobom: vytvoria kruh a postupujic v nom krok po kroku
kazdy treti spacha samovrazdu, aZ pokym nikto neostane. Ale Jozef eSte s jednym priatelom
nesuhlasil s touto nezmyselnou samovrazdou a rychlo si vypocital kam sa ma on a jeho
priatel v za¢arovanom kruhu postavit.

V naSom variante za¢neme s n fudmi, o¢islovanymi v kruhu od 1 aZ po n a budeme
z neho vylucovat kazdého druhého, pokym nezostane len jeden. Bojova tloha: uréite ¢islo
prezivajiceho, oznac¢me si ho J,,.

Urcime si pokusne Jig. A Co zistujeme, Ze ¢islo 5 Zije!!! A teraz ako obvykle, spoéitajme
si niekolko malych hodnot:

n | 123456

J. 113135

7da sa, ze J, je vidy neparne Cislo. A vskutku je preto dobry dovod: prvy prechod
po kruhu vyluci vSetky parne cisla.

Predpokladajme, Ze povodne mame 2n Tudi. Po prvom prejdeni kruhu sa nadm zredu-
koval pocet Tudi na n. VyrieSsme tlohu pre n, dostaneme ¢islo J,,. Vieme z tohto vysledku
zrekonstruovat vysledok pre povodny pocet? Samozrejme,

Jopn =2J, —1, pren > 1.

A ¢o v neparnom pripade? V pripade 2n+ 1 Tudi sa ukaZe, Ze osoba ¢islo 1 je zahubend
po osobe ¢islo 2n. Analogicky ako v predchadzajicom pripade dostavame sa do pociatoc¢nej
situdcie s n Tudmi. VyrieSime Glohu pre n a zistime, Ze tentoraz su ich ¢isla dvojnasobné a
zvysené o 1. Teda

Jopnt1 =2J,+1, pren > 1.

Skombinovanim tychto rovnic s J; = 1 dostaneme rekurenciu, ktora definuje J vo vsetkych
pripadoch:
Jp =1,
(5) Jon =2J, — 1, pren >1,
Jop+1 =2J, +1, pren > 1.
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Tato rekurencia je ovela efektivnejSia ako predchadzajice, pretoze pri kazdom pouZi-
ti zmenSuje n dva alebo viackrat. Mohli by sme vypocitat, povedzme J(10000000) len
18-nasobnym pouzitim (5). Ale pretoZe Zivot je tak krasny, eSte stdle hladdme uzavretreti
formu, pretoze pomocou nej to bude este rychlejsie a o mnoho poucnejsie. Koniec koncov,
je to otazka zivota a smrti.

Pri pohlade na (5) nds vS8ak ni¢ mudre nenapadd a tak si skisme rozpisat viacej
hodnot:

n | 1234567891011 1213 14 15 16
Jol1]l13]1357]135 7 9 111315] 1

Ej, hla ... Zac¢ina ndm svitat. Zda sa, Ze moéZeme vytvorit skupiny podla mocnin 2
(v tabulke oddelené zvislymi ¢iarami); J,, je na zaiatku skupiny vZdy 1 a postupne sa v
ramci skupiny zvacsuje o 2. Teda ak si napiSeme n v tvare n = 2™ + [, kde 2™ je najvacsia
mocnina 2 neprevysSujica n a [ je to, ¢o ostalo, rieSenie nasej rekurencie vyzera potom
takto:

(6) Jomyy=204+1, prem>0a0<1l<2™.

Pre naSu tplnu spokojnost musime este vztah (6) dokdzat. Ako aj predtym, pouZijeme
indukciu, tentokrat vzhladom na m (t.j. na celd skupinu 2™, 2™+1,2™+42, ..., 2™42™—1).
Ked m = 0, tak musi byt / = 0 a baza sa redukuje len na J; = 1, ¢o zrejme plati. Indukény
krok mé dve Casti v zavislosti od toho, ¢i je | parne alebo neparne. Ak m > 0a 2™ +1 = 2n,
tak potom je [ parne a

Jamigy = 2Jgm-141y2) —1=2(2-1/2+1) =1 =21 — 1,

podla (5) a indukéného predpokladu, ¢o sme vlastne chceli. Podobny dokaz zaberie i v
pripade nepéarneho /.

Tak, ¢i onak, indukcia je kompletné a vysledok (6) nepopieratelny.

Teraz si mo6Zzme prezradit, Ze existuje aj elegantnejSie rieSenie uvedeného problému.
Klacovym je fakt, Ze Jom = 1 pre vSetky m. Vo vSeobecnom pripade, ked n = 2™ 4+ [ sa
pocet 0s6b zmeni na mocninu 2 potom, ako vylac¢ime z kruhu [ osob. Osoba, ktora je na
rade prezije a jej Cislo je prave 2/ + 1.

V naSom hladani rieSenia hraji dolezitd tlohu mocniny 2, takZe je len prirodzené
pozriet si bindrnu reprezentaciu n a .J,. Uvazujme binarny zapis n

n = (bmbm_1...b1bg)2;

to je
N = bp2™ + by 12" 4 -+ 512 + by,
kde kazdé b; je bud 0 alebo 1 a vedtci bit b, je 1. Ak si spomenieme, Ze n = 2™ + [,
dostaneme,
n = (1by—1bm—2...b1bo)2,
I = (0by—1bm—2 ... b1bo)2,
2l = (by—1bm—2 .. . b1bg)2,
20+ 1= (1by_1bm_2...b1bol)2,
In = (bp—1bm—2 . .. b1boby, )2,
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Dokazali sme teda, ze

J((bpubm—1 - - . b1b0)2) = (Br_1 - - . brbobm )2,

¢o v reci programatorov znamend, zZe .J,, dostaneme z n cyklickym posunom o jeden bit do-
lTava! Magické. Napriklad, ak n = 100 = (1100100)3, tak J, = J((1100100)2) = (1001001),,
¢o je 73. Keby sme pracovali cely ¢as v dvojkovej ststave, pravdepodobne by sme si to
vS§imli hned.

Malé zobecnenie

Skiisme riesit podobni rekurenciu ako (5), ale so zavedenymi konStantami «, 3 a 7.
Ako bude rieSenie vyzerat teraz?

f() =a,
(7) f(@2n) =2f(n)+ B, pren>1,
f@2n+1)=2f(n)+~, pren > 1.

N4&§ povodny problém bol pre o = 1, 8 = —1 a v = 1. Zalnic s f(1) = « a pokracujuc
dalej m6Zeme vytvorit nasledujicu v8eobecni tabulku pre malé hodnoty n:

n|  f(n)

1| «

212 + S
3|20 + v
44 + 3P
5l4a  + 28+ v
6|40 + B+ 2y
7 | 4o + 3y
8|8« + 70
9(8a +68+ v

Zd4 sa, ze koeficient pri « je najvacsia mocnina 2 v n. A dalej, Ze medzi mocninami 2
koeficienty pri (3 klesaji po 1 k 0 a koeficienty pri v rasti po 1 od 0. Preto, ak vyjadrime
f(n) v tvare

(8) f(n) = A(n)a+ B(n)f + C(n)v,

a vylacime jeho zavislost na «, 3 a v ukazuje sa, Ze:

A(n) =2™,
B(n)=2"—-1-1,
C(n)=1.

Ako obycajne, n =2"+1a0<[<2™ pren > 1.
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Uvedenu skuto¢nost nie je ani prilis tazké dokazat indukciou, ale my to robit nebu-
deme. Namiesto toho si ukdZeme iny spdsob, ako riesit rekurenciu (7): volbou Specidlnych
hodnét a ich vzdjomnou kombinéciou. Ilustrujme to uvdzenim Specidlneho pripadu o = 1,
B =v=0, kedy sa f(n) musi rovnat A(n). Rekurencia (7) potom vyzera takto:

A1) =1,
A(2n) = 2A(n), pren > 1,
A(2n+1) =2A(n), pren > 1.
A skutoCne je pravda (indukciou vzhladom na m), ze A(2™ +1) = 2™.
V dalsom kroku za¢neme s nejakou jednoduchou funkciou f(n) a budeme hladat kon-

Stanty («, 8,7), ktorymi je definovand. Dosadenim konstantnej funkcie f(n) = 1 dostane-
me, ze

1 =aq,
1=2-14+7,
1=2-1+417,

a teda hodnoty (o, 8,7v) = (1,—1,—1) spliiajice tieto rovnice ndm daji
A(n) = B(n) —C(n) = f(n) = 1.
Podobne moézme dosadit f(n) = n:

1 =q,
2n =2n+ 3,
2n+1=2n+7,
Tieto rovnice platia pre vSetky n, ked (o, 3,7) = (1,0,1).

A v podstate sme hotovi! Ukazali sme, Ze funkcie A(n), B(n) a C(n) z (8), ktoré s
rieSenim (7) vo v8eobecnosti, spliiaji rovnice:

An)=2", pren=2"+la 0<[<2™
A(n) — B(n) — C(n) =1,
A(n) + C(n) = n.

Riesenim uvedenej ststavy dostavame znédme rieSenie.

Tento pristup ilustruje prekvapivo uzito¢ni metoédu neurcitych koeficientov. Najprv si
zvolime hodnoty parametrov, pre ktoré pozname rieSenie, tym dostaneme zoznam Special-
nych pripadov, ktoré mame vyriesit. Kombinéaciou Specidlnych pripadov potom ziskame
vSeobecny pripad. Potrebujeme tolko nezdvislych rieSeni Specidlnych pripadov, kolko je
nezavislych parametrov (v tomto pripade su tri «, 3, 7).
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