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Rekurentné problémy

Mnohé kombinatorické problémy sa rieSia prevadzanim daného problému na rieSenie
mensich pripadov, ktoré uz vieme vyriesit. Takejto metéde sa hovori metdda rekurencie (z
latinského recurrere — vracat). Nasledujtice motiva¢né priklady st klasickymi prikladmi na
tuto metédu a boli matematikmi mnohokrat vySetrované.

Motivacny priklad na pocet permutécii, Fibonacciho ¢islo . ..

1. Hanojské veze

Boli vymyslené francizskym matematikom Edouardom Lucasom v roku 1883. Mame
dani vezu zostavenu z 8 diskov, ktoré st na za¢iatku umiestnené na koliku A a usporiadané
podla velkosti od najvicsieho po najmensi. Ulohou je preniest vezu z kolika A na iny kolik
B, pricom:

e mame k dispozicii jeden pomocny kolik C,
e mozeme prenasat vzdy len jeden disk,
e nesmieme nikdy polozit vicsi disk na mensi.

Lucas opriadol svoju hracku romantickym pribehom o ovela viiéSej Brahmovej veZi,
ktord mé tdajne 64 diskov z rydzeho zlata navle¢enych na 3 diamantovych ihliciach. Na
pociatku vekov, vravi, dal Boh tieto zlaté disky na prvu ihlicu a stanovil skupine knhazov
preniest ich na tretiu, podla hore uvedenych pravidiel. Ako hovoria spravy, kiiazi pracuji
na tlohe diiom a nocou. Ked skonéia, veZa sa rozpadne a svet zanikne.

Na prvy pohlad nie je ani zrejmé, ¢i hlavomam ma vobec rieSenie. Ale trocha pre-
myslania (alebo ak uz nebodaj problém pozndme) nas presvedci, Zze ma. Teraz vyvstane
otazka: ako sa to da urobit najlepsie? Kolko presunov je nevyhnutnych a postacujicich na
vyrieSenie tlohy?

Najlepsi sposob ako vyrieSit podobni otizku je trochu ju zovsSeobecnit. Brahmova
veza méa 64, Hanojska veZza 8; uvaZujme ¢o sa stane, ked diskov bude n.

Jednou z nespornych vyhod takéhoto zovSeobecnenia je, Ze problém sa moze este zmen-
sit. Naozaj, niekedy je vyhodné najprv sa pozerat na malé pripady. Je mozné velmi Iahko
nahliadnut, ako prenasat veZu obsahujucu len 1, ¢ 2 disky. S troSkou experimentovania
zistime, ako prenéSat vezu z 3 diskov.

Dalsi krok v rieSeni problému je zaviest vhodné oznadenie: vhodne oznac¢ a zvitaz.
Nech povedzme T, je minimalny pocet presunuti, ktorymi prenesieme n diskov z jedného
kolika na druhy dodrziavajic pritom Lucasove pravidla. Potom zrejme 77 =1 a T = 3.

Zadarmo mdzeme ziskat eSte nejaké informécie, ak zoberieme najmensi pripad zo
vSetkych: samozrejme Ty = 0. Rozumni matematici sa nehanbia mysliet v malom, pretoze
v8eobecné pripady su lahSie pochopitelné, ked dobre rozumieme extrémnym pripadom (aj
ked st trividlne).

Teraz sa ale snazme mysliet vo velkom. Najprv prenesieme n — 1 menSich diskov na iny
kolik (Go vyzaduje T,,_; presunov), potom prenesieme najvicsi (¢o vyzaduje 1 presun) a
nakoniec preniest n — 1 menSich diskov spét na vicsi (¢o vyzaduje dalsich T,,_; presunov).
Teda n diskov vieme preniest na najviac 27),,_1 + 1 presunov:

T, <27, 1+1, pren>0.
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V tomto vztahu je zamerne pouzité ,<'namiesto ,='pretoZe nas sposob ukazuje len, Ze
2T,,—1 + 1 presunov staci neukazali sme, ze 27}, _1 + 1 je nevyhnutnych. Niekto rozumnejsi
by mohol byt schopny vymysliet postup vyZadujuci menej presunov.

Existuje ale lepsi sposob? V skutocnosti nie. V istej chvili musime presunit najvacsi
disk. Ked ho budeme prenésat, n — 1 mensich diskov musi byt na jednom koliku, na ¢o sme
potrebovali aspon 71;,_; presunov. Ak nie sme prili§ Sikovny, moZeme presivat najvicsi
disk aj viackrat. Ale po poslednom presune musime presunit mensich n — 1 diskov (ktoré
musia byt opit na jednom koliku) spéf na najvidsi; ¢o zase vyZzaduje T;,—1 presunov. Teda

T, >21,_1+1, pren > 0.
Tieto dve nerovnosti, spolu s trividlnym rieSenim pre n = 0 davaju:

(1) Ty = 0;
T,=2T,_1+1, pren>0.

V&imnime si, Ze tieto vztahy si konzistné so zndmymi hodnotami 77 =1 a 15 = 3.

MnoZina rovnosti sa nazyva rekurencia. Ma zdkladné hodnoty a rovnost na vypocet
vSeobecnej hodnoty na zaklade predchadzajicich. Niekedy sa odvolavame na samostant
vSeobecni rovnost ako na rekurenciu, i ked niekedy z technického hladiska, kvoli Gplnosti,
potrebujeme aj zakladné hodnoty.

Rekurencia ndm umoziuje vypocitat T,, pre Tubovolné n. Ale v skuto¢nosti, ked je
n velké, nik rad nepocita priamo z rekurencie; trva to pridlho. Rekurencia ndm déva len
nepriamu ,lokdlnu* informéciu. Ovela $tastnejSimi nés spravi riesenie rekurencie. To je
to, ¢o by sa nam péacilo, mily maly uzavrety tvar pre T,,, pomocou ktorého by sme mohli
rychlo pocitat, hoci aj pre velké n.

Ako teda rieSime rekurencie? Jeden spOsob je uhddnut spréavne rieSenie a potom o
nom dokézat, Ze je naozaj spravne. Ak chceme teda hadat, pozrime sa opit na najmensie
pripady. Tak teda pocitajme postupne: T3 = 2-3+1 =7, Ty =2 -7+ 1 = 15; T =
2-15+1=31;Ts =2-314+1=063. Aha, vyzera to ako

(2) T,=2"—1, pren>0.

Kazdopadne to funguje aspon pre n < 6.

Najvhodnej$im sposobom pre dékaz spravnosti rieSenia je matematicka indukcia. Spo-
minate si? Baza a indukény predpoklad! Baza je trividlna, pretoze Ty = 2° —1 = 0. A
indukény krok vyplyva pre n > 0, ak predpokladame, ze (2) plati, ked n nahradime n — 1:

T,=2T, 1+1=202""1-1)4+1=2"—1.

Teda (2) plati aj pre n. Dobré! NaSe hladanie T, sa skonéilo tspesne!

Ale praca knazov sa naproti tomu neskoncila. Ako oznamila tlacova agentira ITKA,
stale usilovne prenésaju disky a eSte chvilu aj budd, pretoZe pre n = 64 treba vykonat 264 —
1 presunov. A aj pri neuskutocnitelnej rychlosti prestivania diskov, kazdu mikrosekundu
1 disk, by potrebovali viac nez 5000 storoc¢i na prenesenie celej Brahmovej veze. Lucasov
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povodny problém je trochu praktickejsi. Vyzaduje 28 — 1 = 255 presunov, ¢o zruénému
trva asi Styri minuty.

NaSa analyza Hanojskych vezi nas doviedla k spravnemu rieSeniu, ale mali sme zrovna,
Stastie pri typovani vysledku, ktory sa ukazal ako spravny. Jednym z hlavnych cielom tejto
Casti prednasok bude vysvetlit, ako sa daju rekurencie riesit (alebo asponi asymptoticky
odhadnut) bez toho, aby sme boli jasnovidci. Napriklad uvidime, Ze rekurenciu (1) moZeme
zjednodusit pripo¢itanim 1 k obom strandm rovnice:

T,+1=2T, 1+2, pren>0.

Teraz, ak polozime U,, = T}, + 1, dostaneme

Uo - 1;
U,=2U,_1, pren > 0.

A nemusime byt zrovna génius nato, aby sme zistili, Ze rieSenie tejto rekurencie je prave
U, = 2™; teda T, = 2™ — 1. Na to by snad prisiel aj podéitac.

Kratke zhrnutie

Rekurencia Hanojskych vezi je typicka pre mnohé rekurencie, ktoré sa vyskytuju v ap-
likdciach v8etkych druhov. Pri hladani uzavretych foriem pre zaujimavé veli¢iny vyzerajice
ako T;,, prechaddzame tromi etapami:

1. Pozrieme sa na malé pripady. Cim vnikneme do problému a pomdze ndm to (mo#no) v
2. a 3. etape.

2.Najdeme a dokaZeme matematicky vztah pre veli¢inu, ktord nas zaujima. V pripade
Hanojskych veZi je to rekurencia (1), ktord ndm umozni vypocitat T,, pre kazdé n.

3. Néjdeme a dokaZeme uzavreti formu pre nas matematicky vztah. Pre Hanojské veze je
to rieSenie rekurencie (2).

My sa budeme ststredovat predovSetkym na tretiu etapu.

2. Priamky v rovine

Nasledujuci priklad mé voniu pravej talianske pizzy a prichut arti¢okov: na kolko naj-
viac kiiskov mozno rozrezat jeden kus pizzy ked budeme krajat n rovnymi rezmi. (Kusky
nemusia byt rovnako velké, to je zas iny znadmy problém spravodlivého delenia n Tudi.
Poznéte jeho rieSenie?)

Preformulujme tlohu matematickejSie: aky je maximéalny pocet L, oblasti uréenych
n priamkami v rovine? Ako prvy tento problém vyriesil roku 1826 Svajc¢iarsky matematik
Jacob Steiner.

Na zaciatku sa opit pozrieme na malé pripady, pricom nezabudneme ani na celkom
najmensie. Zrejme: Lo = 1; L1 = 2; Ly = 4.

Po troche rozmyslania s tretou priamkou (L3 = 7) vykondme vhodné zovSeobecnenie.
n-t4 priamka (pre n > 0) zvysi pocet oblasti o k prave vtedy, ked pretne predchadzajice
priamky v k — 1 roznych bodoch. Kazda nové priamka médZe pretat existujicu priamku
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nanajvys v jednom bode. Z tohoto dovodu médZe novéa priamka pretnit n — 1 starych
priamok v najviac n — 1 réznych bodoch a musi teda platit k& < n. Ziskali sme horny odhad

L,<L, 1+n, pren>0.

Navyse sa dé lahko nazriet, Ze v tomto vyraze mozeme dosiahnut rovnost. n-ti priamku
umiestnime jednoducho tak, 7e nie je so Ziadnou inou rovnobe’né (teda ich vSade pretina)
a tak, aby neprechadzala cez 7iaden ich prieseénik (teda ich pretina vSetky v navzajom
roznych bodoch). Rekurencia je preto:

(3) L, =Ly 1+n,
=L, o+ (n—1)+n,
:Ln—3+(n_2)+(n_1)+n7

=Lo+14+24+---+(n—2)+(n—1)+n,
=145, kde S, =14+24+3+---+(n—1)+n.

Povedané Tudsky, L,, je o jedna viac nez siucet S,, prvych n kladnych celych ¢isel. Potrapime
trochu pamit s aritmetickou postupnostou a spomenieme si, Ze S,, = @ Nage rieSenie
je teda

n(n+1)

5 +1, kde n > 0.

(4) L, =
Ako odbornici mézeme byt s tymto odvodenim spokojni a povaZovat ho za dokaz,
ved sme sa aj pri rozvijani a premyslani zapotili. Ale Studenti matematiky by mali byt

schopni dosahovat vyssi Standard, ¢o tak teda vytvorit rigorézny dékaz indukcie. KIucovy
indukény krok je

1 1
L,=L, 1+n= (E(n—l)n—l—l)—}-nzin(n-i—l)-l—l.

Teraz nemdZzu byt o naSom vysledku Ziadne pochybnosti.

Komentar

Na zaciatku sme vraveli o uzavretych tvaroch bez toho, aby sme exaktne povedali, ¢o
tym myslime. Oby¢ajne je to celkom jasné. Rekurencie typu (1) a (3) nie s v uzavretom
tvare — vyjadruju veli¢iny sami pomocou seba; ale rieSenia typu (2) a (4) si v uzavretom
tvare. Sumy ako 1+ 2+ --- 4+ n nie su v uzavretom tvare — klamu ,, ...“; ale vyrazy typu
@ st. Skisme to definovat: vyraz vyjadrujici veli¢inu f(n) je v uzavretom tvare, ak
ho méZeme vypocitat nanajvys s konStantnym poc¢tom ,,dobre znamych“ Standardnych
operacii, nezavislych od n. Napriklad, 2 — 1 a % su v uzavretom tvare, pretoze
vyzaduju explicitne len sc¢itanie, od¢itanie, nasobenie, delenie a umocnovanie.
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Celkovy pocet jednoduchych uzavretych tvarov je obmedzeny. Existuji rekurencie,
ktoré nemaji jednoduché uzavreté tvary. Ked sa niektord z tychto rekurencii bude ukazo-
vat dolezitd, pretoze sa bude opakovane vyskytovat, rozsirime nas repertoar o nové opracie;
tymto spésobom mozeme Siroko rozsirit Skalu problémov, ktoré vieme vyriesit v ,,jednodu-
chej* uzavretej forme. Napriklad, sucin prvych n celych &isel, n!, sa ukazal byt délezity,
tak ho budeme povaZovat za zdkladni operéciu.

Probléem

Predstavme si, Ze namiesto priamok pouZijeme lomené ¢iary, kazdéa s jednym cipom
vytvarajucim ostry uhol. Aky je maximalny pocet Z,, oblasti uréenych takymito lomenymi
¢iarami v rovine?

3. Jozefova 1loha

Najskor trochu historie. Nasledujica tuloha bola pomenovand po zndmom historikovi
prvého storocia, Flaviusovi Jozefovi. Podla legendy, by Flavius bez matematického nadania
neprezil a nestal sa sldvnym (a taktieZ by ndm nemohol porozpravat svoj pribeh). Pocas
Zidovsko-Rimskej vojny, bol medzi 41 Zidovskymi vzbirencami, ktorych Rimania chytili do
pasce v jaskyni. Vzburenci sa rozhodli, Ze radsej ako by sa vzdali, spachaji organizovane
samovrazdu nasledovnym spésobom: vytvoria kruh a postupujic v nom krok po kroku
kazdy treti spacha samovraZzdu, aZ pokym nikto neostane. Ale Jozef eSte s jednym priatelom
nesuhlasil s touto nezmyselnou samovrazdou a rychlo si vypocital kam sa ma on a jeho
priatel v za¢arovanom kruhu postavit.

V naSom variante za¢neme s n Tudmi, o¢islovanymi v kruhu od 1 aZ po n a budeme
z neho vylucovat kazdého druhého, pokym nezostane len jeden. Bojova tloha: urcite ¢islo
prezivajiceho, ozna¢me si ho J,,.

Urc¢ime si pokusne Jyg. A ¢o zistujeme, Ze Cislo 5 Zije!!! A teraz ako obvykle, spoéitajme
si niekolko malych hodnot:

n|123456
J. 113135

7Zda sa, ze J, je vidy neparne ¢islo. A vskutku je preto dobry dévod: prvy prechod
po kruhu vyluci vSetky parne cisla.

Predpokladajme, Ze povodne mame 2n Tudi. Po prvom prejdeni kruhu sa nam zredu-
koval pocet Tudi na n. VyrieSme tlohu pre n, dostaneme ¢islo .J,,. Vieme z tohto vysledku
zrekonstruovat vysledok pre pévodny pocet? Samozrejme,

Jon =2J, —1, pren > 1.

A ¢o v neparnom pripade? V pripade 2n+ 1 Iudi sa ukéZe, Ze osoba ¢islo 1 je vylucend
po osobe ¢islo 2n. Analogicky ako v predchadzajicom pripade dostavame sa do pociatocnej
situdcie s n Tudmi. VyrieSime tlohu pre n a zistime, Ze tentoraz su ich éisla dvojnasobné a
zvySené o 1. Teda

Jony1 =2J, +1, pren > 1.
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Skombinovanim tychto rovnic s J; = 1 dostaneme rekurenciu, ktora definuje .J vo vSetkych
pripadoch:

Jp =1,
(5) Jon =2J, —1, pren >1,
J2n+1 = 2Jn + 1, pre n Z 1.

Tato rekurencia je ovela efektivnejSia ako predchddzajice, pretoZe pri kazdom pouZiti
zmenSuje n dva alebo viackrat. Mohli by sme vypoditat, povedzme J(10000000) len 18-
nasobnym pouzitim (5). Ale pretoZze Zivot je tak krasny, eSte stdle hladdme uzavretu for-
mulu, pretoZze pomocou nej to bude eSte rychlejSie a o mnoho poucnejsie. Koniec koncov,
je to otazka Zivota a smrti.

Pri pohlade na (5) nas vS8ak ni¢ mudre nenapadd a tak si skisme rozpisat viacej
hodnot:

n | 1]23]4567[8091011 12 13 14 15 | 16
Jol1l13l1357]135 7 9 111315/ 1

Ej, hla ... Zacdina ndm svitat. Zda sa, Ze moZeme vytvorit skupiny podla mocnin 2
(v tabulke oddelené zvislymi ¢iarami); J,, je na zaiatku skupiny vzdy 1 a postupne sa v
ramci skupiny zvicsuje o 2. Teda ak si napiSeme n v tvare n = 2™ + [, kde 2™ je najvicsia
mocnina 2 neprevysSujica n a [ je to, ¢o ostalo, rieSenie nasSej rekurencie vyzera potom
takto:

(6) J2m+l:2l+1, prem2030§l<2m

Pre naSu tplnu spokojnost musime eSte vztah (6) dokazat. Ako aj predtym, pouZijeme
indukciu, tentokrat vzhladom na m (t.j. na celd skupinu 2™, 2™ +1, 2™ 42, ..., 2m42™—1).
Ked m = 0, tak musi byt [ = 0 a baza sa redukuje len na J; = 1, ¢o zrejme plati. Indukény
krok ma dve ¢asti v zavislosti od toho, ¢i je [ parne alebo neparne. Ak m > 0a 2™+ = 2n,
tak potom je [ parne a

J(2m+l) = 2J(2m—1+l/2) —1= 2(2 . l/2 + 1) —1=2[+1,

podla (5) a indukéného predpokladu, ¢o sme vlastne chceli. Podobny dokaz zaberie i v
pripade neparneho [. (Skiste si to, ¢i ste eSte nezabudli indukciu.)
Tak, ¢i onak, indukcia je kompletné a vysledok (6) nepopieratelny.

Elegantnejsi pristup

Teraz si m6zme prezradit, Ze existuje aj elegantnejSie rieSenie uvedeného problému.
KItcovym je fakt, Ze Jom = 1 pre vSetky m. Vo vSeobecnom pripade, ked n = 2™ + [ sa
pocet 0s6b zmeni na mocninu 2 potom, ako vylac¢ime z kruhu [ osdb. Osoba, ktora je na
rade prezije a jej Cislo je prave 2] + 1.
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Magicky suvis s dvojkovou siustavou
V naSom hladani rieSenia hraji doleziti tlohu mocniny 2, takZe je len prirodzené
pozriet si bindrnu reprezentaciu n a J,. Uvazujme binarny zapis n

n = (bmbm—l e blbo)Q;
to je
n = by2™ 4+ bpy_12™ 7L 4 4 512 + by,

kde kazdé b; je bud 0 alebo 1 a veduci bit b, je 1. Ak si spomenieme, Ze n = 2™ + [,
dostaneme,

Dokazali sme teda, Ze
J((bmbm—1--.b1b0)2) = (b—1-..b1bobm)2,

¢o v reci programatorov znamend, zZe .J,, dostaneme z n cyklickym posunom o jeden bit do-
lava! Magické. Napriklad, ak n = 100 = (1100100)s, tak J,, = J((1100100)2) = (1001001),,
¢o je 73. Keby sme pracovali cely ¢as v dvojkovej stustave, pravdepodobne by sme si to
vSimli hned.
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