30. septembra 1998 Rekurentné problémy 1
Metody rieSsenia rekurentnych rovnic

V knihe ,Liber Abaci“, ktora sa objavila v roku 1202 uviedol taliansky matematik
Leonardo Pisansky, zvany Fibonacci, tito tlohu:

Pdr krdlikov privadza jedenkrdt za mesiac na svet dve mlidatd (samdéeka a samicku),
ktori prindsaji dalSie prirastky uZ za dva mesiace po svojom narodeni. Kolko kralikov sa
objavi za rok ak predpokladdame, Ze na zaciatku roku bol jeden par kralikov.

Oznacme F,, symbolom pocet kralikov po n mesiacoch od zaciatku roku. Vidime, Ze
za n + 1 mesiacov budeme mat tychto F,, parov a naviac eSte tolko novorodenych péarov
kralikov, kolko ich bolo na konci (n—1)-ého mesiaca, t.j. F;,—1. Dostavame teda rekurentny
vzorec:

(1) Fn:Fn—1+Fn—2a n>1

Pociato¢né podmienky Fy = 0, F; = 1. Ako ale vyzera uzavretd formula pre F,,, tzv. n-té
Fibonacciho ¢islo?

Ak {ag,a1,...,Gn,...}, {bo,b1,...,bp,...} st rieSenim (1), potom aj stiet, resp. na-
sobok skaldrom z R je rieSenim (1). Teda priestor rieSeni (1) je vektorovy priestor nad
R. AK4 je jeho dimenzia? Volbou prvych dvoch ¢lenov méame jednoznacne urcenu celd
postupnost, dimenzia je teda 2.

Sktsme hladat rieSenie F,, v tvare r™ pre nejaké r € R. Po prepise (1) dostavame

P =ttt 2 n > 1.

2

Pripad r = 0 je nezaujimavy, po vydeleni 7”~2 dostdvame: > = r + 1 s korefimi r; =

1+T¢5 ary = 1_2—‘/5 Ani jedno s uvedenych rieSeni nesplha inicializacné podmienky tlohy,
podla ivodnych tvah v8ak Iubovolnd linedrna kombinécia korefiov r1 a ro je tieZ rieSenim.
Hlad4dme teda A, p také, Ze

(2) )+ pry = Fy =0,
Al oprt = Fp = 1.

RieSenim systému (2) zistime, Ze A = —p = 1. Dostavame teda rieSenie (1) v tvare:
k=

e () -(57)

A ako obvykle, nasleduje sktska spravnosti matematickou indukciou.




30. septembra 1998 Rekurentné problémy 2
Riesenie linearnych rovnic s konstantnymi koeficientami
UvaZzujme linedrnu homogénnu rovnicu (t.j. s konstantnymi koeficientami) v tvare:

(3)  Up =a1tnp_1+ agy_o+ -+ agly_g, pre n >k, (induktivna rovnica)
u; =b;, pre 0 <i <k, (inicializaéné podmienky)

Oznatme P(r) = Z;c a;r*=J charakteristicky polyném k-teho rddu induktivnej
rovnice a P(r) = 0 jej charakterlstlcku rovnicu. Korene P(r) nazyvame charakteristické
korene.

Podla tvodného prikladu ak vieme najst vSetky korene charakteristickej rovnice, po-
tom vieme néjst aj uzavreti formu linedrnej rekurencie (3).

Podla zakladnej vety algebry ma charakteristicka rovnica k-teho radu najviac k kore-
fiov v R (nad komplexnymi ¢islami préave k).

Veta. 1. Ak charakteristickd rovnica md k roznych koretiov r1, ra, ..., Tk, potom
rekurencia (2) md riesenie tvaru

k
Uy = E gy
i=1

kde \; su riesenia systému linedrnych rovnic:

k
Z JJ, pre 0 <1 < k.

2. Ak charakteristickd rovnica md p roznych koreriovry, ..., rp, p <k a koren r; md
ndsobnost m; > 1, potom

r 2 ;1, m;—1,.n

Lanrd i nIrE, L n T;

s tieZ riesenia induktivnej rovnice a existuje rieSenie splniajice inicializacné podmienky v

tvare:
D
Uy = Z Pj(n)ry,
j=1

kde P;(n) je polynom stupria (m; — 1), koeficienty ktorého mozu byt obdrZané ako jedno-
znacn€ riesenie systému linedrnych rovnic:

p
by =Y Pk, 0<i<k.

i=1

Priklad. RieSte rekurentni rovnicu

n = OUp—1 — BUp_2 +4Uy_3, n >3
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s inicializa¢nymi podmienkami: ug = 0, u; = —1, us = 2.
Korenimi charakteristickej rovnice 3 = 572 — 8 +4 st 7, = 1 a 79 = 2 nasobnosti 2.
RieSenie je teda tvaru:

up = a+ 2"(b+ cn),

kde a, b, c splhaju systém rovnic:

0=a+(b+c-0)-2°
—1=a+(b+c) -2
2=a+ (b+c-2)-2%

RieSenie: u, = 6 + 2"(—6 + 2n).

Asymptotické porovndvanie funkcii

Ked nie sme schopni najst uzavreti formulu pre rekurenciu, zaujima nas aspon jej ,,od-
had*, t.j. ako rychlo rastie n-ty ¢len postupnosti. Zaujima nas horny, dolny, resp. stredny
odhad.

Nech f, g st redlne funkcie jednej premennej definované na prirodzenych c¢islach,
pricom predpokladame, Ze hodnoty f a g st nezaporné.

Funkcia f(n) je hornym odhadom funkcie g(n), formélne g(n) = O(f(n)), ak
existujt &fsla C a ng také, 7e pre vietky n > ng plati | f(n)| < Cg(n). Napriklad 10n2+5n =
O(n?). Zapisu f(n) = g(n) + O(n®) sa m4 rozumiet tak, Ze funkcia f rastie rovnako rychlo
ako g, aZ na chybu rddu n3. Jednoduchy priklad je (5) = n(n—1)/2 = n?/24+0(n). Aj ked
sa v tomto zapise vyskytuje rovnost, zapis je nesymetricky, pretoZe je to v svojej podstate
nerovnost, t.j. nie O(g(n)) = f(n).

Funkcia f(n) je dolnym odhadom funkcie g(n), formélne g(n) = Q(f(n)), ak
existuju ¢isla C' > 0 a ng také, Ze pre vSetky n > ng plati Cg(n) < f(n).

Nie vSetky funkcie rasti rovnako rychlo, niektoré rasti nekonecne rychlejSie nez iné,
formaélne:

f(n)

f(n) <g(n) <= nILH;O ) = 0.

Prehlad bezne pouzivanych obdobnych znaceni:

f(n) =o0(g(n)) nli_)rgo % =0 f rastie podstatne pomalSie ako g

f(n)=Q(g(n)) g(n) =0(f(n)) f rastie aspon tak rychlo ako g

f(n)=0(g(n)) f(n) =0(g(n)) a f a g rastu rddovo rovnako rychlo
f(n) =Q(g(n))

f(n) ~g(n) lim ) =1 f a g rastt asi rovnako rychlo
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Zékladné vlastnosti:

n®<n’ <= a<pBprea,feN
f) < () = —5 < s
1< f(n) < g(n) < elfMI < ela™l
f(n) = O(f(n))
c-O(f(n)) =0O(f(n)), c konstanta
O(f(n)) + O(g(n)) = O(f(n) + g(n))
O(f(n)g(n)) = O(f(n))O(g(n))
log f(n) <logg(n) = f(n) < g(n)

, f(n) a g(n) nenulové

Priklady (0 <e <1< ¢):

1 <loglogn < logn < n® < n® < nl%8™ < ¢ <n™ < ¢



