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2. Metddy rieSenia rekurentnych rovnic

Riesenie linearnych homogénnych rovnic s konstantnymi koeficientami

Priklad na vvod.

V knihe ,Liber Abaci“, ktora sa objavila v roku 1202 uviedol taliansky matematik
Leonardo Pisansky, zvany Fibonacci, tuto tlohu:

Pdar kralikov privadza jedenkrdt za mesiac na svet dve mldadatd (samceka a samicku),
ktori prinasaji dalSie prirastky uZ za dva mesiace po svojom narodeni. Kolko kralikov sa
objavi za rok ak predpokladame, Ze na zaciatku roku bol jeden pdr kralikov.

Oznac¢me F),, symbolom pocet kralikov po n mesiacoch od zaciatku roku. Vidime, 7Ze
za n + 1 mesiacov budeme mat tychto F, parov a naviac eSte tolko novorodenych parov
kralikov, kolko ich bolo na konci (n—1)-ého mesiaca, t.j. F,—1. Dostdvame teda rekurentny
vzorec:

(2.1) Fo=Fo1+F, 3 n>1

Pociato¢né podmienky Fo = 0, F; = 1. Ako ale vyzera uzavreta formula pre F,,, tzv. n-té
Fibonacciho ¢islo?

Ak {ag,a1,...,an,...}, {bo,b1,...,by,...} st rieSenim (2.1), potom aj stcet, resp.
nasobok skaldrom z R je rieSenim (2.1). Teda priestor rieSeni (2.1) je vektorovy priestor
nad R. AK4 je jeho dimenzia? Volbou prvych dvoch ¢lenov méme jednoznacne urcéeni celd
postupnost, dimenzia je teda 2.

Sktisme hladat rieSenie F), v tvare r™ pre nejaké r € R. Po prepise (2.1) dostdvame

L r”_2, n > 1.

2

Pripad r = 0 je nezaujimavy, po vydeleni r"~2 dostavame: r?> = r + 1 s korefimi r; =

1+T\/§ ary = 1_2—\/5 Ani jedno s uvedenych rieSeni nesplha inicializa¢né podmienky tlohy,
podla tivodnych uvah v8ak TubovoIna linearna kombinécia korenov r1 a 79 je tieZ rieSenim.
Hlad4dme teda A, p také, Ze
(2.2) M+ purd = Fy =0,

Al 4 pury = Fy = 1.

Riesenim systému (2.2) zistime, 7e A = —u = L. Dostavame teda riesenie (2.1) v tvare:

ne e ((50) - (50)),

A ako obvykle, nasleduje skiska spravnosti matematickou indukciou.

S
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Zobecnenie predchdadzajiceho:

UvaZujme linedrnu homogénnu rovnicu (t.j. s kon§tantnymi koeficientami) v tvare:

(2.3)
Up = Q1Up—1 + A2Up—9 + -+ + QpUp—k, Pre n >k, (induktivna rovnica)

u; =b;, pre 0 <i <k, (inicializaéné podmienky)

Oznaéme P(r) = r* — 2521 a;r*=J charakteristicky polyném k-teho rddu induktivnej
rovnice a P(r) = 0 jej charakteristickii rovnicu. Korene P(r) nazyvame charakteristické
korene.

PodTla ivodného prikladu ak vieme najst vSetky korene charakteristickej rovnice, po-
tom vieme néjst aj uzavreti formu linedrnej rekurencie (2.3).

PodTla zakladnej vety algebry ma charakteristicka rovnica k-teho radu najviac k kore-
nov v R (nad komplexnymi &islami prave k).

Veta. 1. Ak charakteristickd rovnica md k réznych korenov ri, ra, ..., Tk, potom
rekurencia (2.2) md rieSenie tvaru

k
Uy = E )\jr?
=1

kde \; su riesenia systému linedrnych rovnic:

k
b; = E Ajrs, pre 0 <i < k.
j=1
2. Ak charakteristickd rovnica md p roznych koretiovry, ..., rp, p <k a koren r; md
ndsobnost m; > 1, potom
n n 2,.n m;—1,.n
rinrd ntrd, o n T

su tieZ rieSenia induktivnej rovnice a existuje rieSenie splniajice inicializacné podmienky v
tvare:

p
j=1

kde P;(n) je polynom stupria (m; — 1), koeficienty ktorého mozu byt obdrzané ako jedno-
znacn€ riesenie systému linedrnych rovnic:

bi=> Pi(i)r}, 0<i<k.
j=1
Priklad. RieSte rekurentni rovnicu
Up = dUp_1 — BUp_2 +4u,_3, 1 >3

s inicializacnymi podmienkami: ug = 0, u; = —1, ug = 2.
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Korenimi charakteristickej rovnice 3 = 572 — 8 +4 st 7, = 1 a 79 = 2 nasobnosti 2.
RieSenie je teda tvaru:
up = a+2"(b+ cn),

kde a, b, ¢ spliiaji systém rovnic:
O=a+(b+c-0)-2°
—l=a+(b+c)-2,
2=a+ (b+c-2)-22
RieSenie: u, = 6 + 2"(—6 + 3n).

Malé zobecnenie Jozefovej tlohy

Sktisme riesit podobni rekurenciu ako v Jozefovej tlohe, ale so zavedenymi konstan-
tami «,  a . Ako bude rieSenie vyzerat teraz?

(2.4) f(@2n)=2f(n)+ B, pren=>1,
f2n+1)=2f(n)+~, pren>1.

N&s§ poévodny problém bol pre a = 1, § = —1 a v = 1. Zaénic s f(1) = « a pokracujic
dalej m6Zeme vytvorit nasledujicu vSeobecni tabulku pre malé hodnoty n:

n| )

1| «

202 + B
3|20 4+ v
414+ 30
5l4a  + 268+ v
6|40 + [+ 2y
7 4o + 3y
8|8« + 703
9(8a +68+ v

Zda sa, ze koeficient pri « je najvicésia mocnina 2 v n. A dalej, Ze medzi mocninami 2
koeficienty pri 3 klesaji po 1 k 0 a koeficienty pri v rasti1 po 1 od 0. Preto, ak vyjadrime
f(n) v tvare

(2.5) f(n) = A(n)a+ B(n)8+ C(n)y,
a vyluc¢ime jeho zavislost na «, 3 a 7 ukazuje sa, Ze:
A(n) =2,

B(n)=2"-1-1,
C(n)=1.
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Ako obycCajne, n =2"+1a0<1<2™, pren > 1.

Uvedentu skutocnost nie je ani prili§ tazké dokazat indukciou, ale my to robit nebude-
me. Namiesto toho si ukdZeme iny spdsob, ako riesit rekurenciu (2.4): volbou Specidlnych
hodnét a ich vzajomnou kombinaciou. Ilustrujme to uvazenim Specidlneho pripadu a =1,
B =~ =0, kedy sa f(n) musi rovnat A(n). Rekurencia (2.4) potom vyzera takto:

A(l) =1,
A(2n) = 2A(n), pren >1,
A(2n+1) =2A(n), pren > 1.

A skuto¢ne je pravda (indukciou vzhladom na m), ze A(2™ +1) = 2™.

V dalsom kroku za¢neme s nejakou jednoduchou funkciou f(n) a budeme hladat kon-
Stanty («, 3,7), ktorymi je definovana. Dosadenim konStantnej funkcie f(n) = 1 dostane-
me, 7e

1=aqa,
1=2-1+47,
1=2-1+417,

a teda hodnoty (o, 8,7) = (1, —1, —1) spliajtice tieto rovnice ndm daji

Podobne mozme dosadit f(n) = n:

1=aq,
2n = 2n + f3,
2n+1=2n+ 7,

Tieto rovnice platia pre vSetky n, ked (o, 3,7) = (1,0, 1).
A v podstate sme hotovil Ukéazali sme, Ze funkcie A(n), B(n) a C(n) z (2.5), ktoré st
rieSenim (2.4) vo vSeobecnosti, spliiaji rovnice:

A(n)=2", pren=2"+la 0<[1<2™
A(n) — B(n) = C(n) =1,
A(n) + C(n) = n.

Riesenim uvedenej ststavy dostavame zname rieSenie.

Tento pristup ilustruje prekvapivo uzitocni metédu neurcitych koeficientov. Najprv si
zvolime hodnoty parametrov, pre ktoré pozname rieSenie, tym dostaneme zoznam Special-
nych pripadov, ktoré mame vyriesit. Kombinaciou Specidlnych pripadov potom ziskame
vSeobecny pripad. Potrebujeme tolko nezavislych rieSeni Specidlnych pripadov, kolko je
nezavislych parametrov (v tomto pripade su tri o, 3, 7).
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Asymptotické porovndvanie funkcii

Ked nie sme schopni najst uzavreti formulu pre rekurenciu, zaujima nas aspoi jej ,,od-
had“, t.j. ako rychlo rastie n-ty ¢len postupnosti. Zaujima nés horny, dolny, resp. stredny
odhad.

Nech f, g st redlne funkcie jednej premennej definované na vSetkych prirodzenych
¢islach (vo vicsine pripadov budi funkcie f a g nezaporné).

Ak piSeme f < g znamend to, Ze f(n) < g(n) pre vietky n € N. Ale ak uvaZujeme
funkcie f(n) = 5n a g(n) = n?, potom zrejme neplati ani f(n) < g(n) ani f(n) > g(n) pre
vSetky n € N. V skutoc¢nosti ale g rastie podstatne rychlejsie ako f, az na niekolko prvych
n hodnot.

V matematike a v informatike, funkcie definované na prirodzenych ¢islach st obvykle
porovnavané podla spravania, ked n ide do nekonec¢na a spravanie pre malé n je ignorované.
Tento pristup je obvykle nazyvany asymptotickd analyza uvazovanych funkcii. Hovorime
tieZ o asymptotickom spravani, alebo asymptotike nejakej funkcie, majic na mysli jej
porovnanie pre nejaké jednoduché funkcie pre n — oo.

Zavedieme znalenie f =< g, ak existuje nejaké ng tak, 7e nerovnost f(n) < g(n) plati
pre vietky n > ng, napriklad 5n < n2.

Funkcia g(n) je hornym odhadom funkcie f(n), forméalne f(n) = O(g(n)), ak
existuje ¢islo C také, Ze plati f(n) < Cg(n). Napriklad 10n% + 5n = O(n?). Zapisu f(n) =
g(n) + O(n?) sa ma rozumiet tak, ¥e funkcia f rastie rovnako rychlo ako g, a% na chybu
radu n®. Jednoduchy priklad je (5) = n(n —1)/2 =n?/2+ O(n).

Pozor, aj ked sa v tomto zapise vyskytuje rovnost, zapis je nesymetricky, pretoZe je
to v svojej podstate nerovnost, t.j. nie O(g(n)) = f(n).

Funkcia ¢g(n) je dolnym odhadom funkcie f(n), forméalne f(n) = Q(g(n)), ak
existuje ¢islo C' > 0 Ze pre vSetky n > ng plati Cg(n) < f(n).

Prehlad bezne pouZzivanych obdobnych znaceni:

f(n) =o(g(n)) lim —= =0 f rastie podstatne pomalsie ako g

w5 g(n)
f(n)=0(g(n)) f(n) =0(g(n)) a f a g rastt rddovo rovnako rychlo
f(n) = Q(g(n))
f(n) ~ g(n) lim B =1 f a g rastt asi rovnako rychlo
e g(n)

Zakladné vlastnosti:

n®<nf <= a<pprea,feN
f(n) < g(n) = ﬁ < %n)’ f(n) a g(n) nenulové

1< f(n) < g(n) < elfMI < els@

f(n) = O(f(n))
c-O(f(n)) = O(f(n)), c konstanta
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O(f(n)) + O(g(n)) = O(f(n) + g(n))
O(f(n)g(n)) = O(f(n))O(g(n))
log f(n) <logg(n) = f(n) <g(n)

Priklady (0 <e <1< ¢):

1 <loglogn <logn < n° <n° < nl8" < ¢ <n" <
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