7. oktobra 1998 Rekurentné problémy 1
Asymptotické rieSenia rekurentnych rovnic

Motivacia Mergersortu ako prikladu met6dy rozdeluj a panuj:
e najskor rozdelime postupnost na 2 podpostupnosti diiky ktorych sa liSia najviac o 1
e utriedime rekurentne obe podpostupnosti
e nakoniec utriedime 2 (uZ utriedené) postupnosti

Pre pocet porovnani plati rekurencia:

s =1 (|2]) + ([3]) +n-10>1.

D4 sa ukédzat, 7e f(n) = n[logyn] — 28271 4 1.
Vsetky algoritmy typu ,rozdeluj a panuj* sleduji nasledujicu schému: UvaZujme prob-
lém P velkosti n = b*, pre b € N.

e dekompozicia P v €ase cin na b podproblémov rovnakého typu velkosti 3
e rieSenie vSetkych podproblémov rekurzivne pouzitim rovnakej metody
e kombinovanie v Case con rieSenia P z rieSeni vSetkych podproblémov

Zobecnend rekurencia vyplyvajuca z predchidzajicej metddy ,,rozdeluj a panuj“, a >
1, b > 1 konstanty, f funkcia:

(1) T(1)=6(1),
a-T(%) + f(n),n>1

Lemma 1. Necha > 1, b > 1 si konstanty, f(n) nezipornd funkcia definovand na
mocnindch b. Definujme T (n) na mocnindch b rekurenciou

T(n)=06(1), akn =1,
T(n) =aT (%) + f(n), akn =10%1i¢€ N.

Potom

Dokaz. Po upravach
T(n) = f(n)+aT (

= f(m) +af (
= f(n)+af
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Pretoze a!°8 ™ = nl°8s ¢ posledny vyraz je rovny:
a'°8"T(1) = O(n'8 @),

Po dosadeni dostavame:

)

Hodnota 0(n!°8 %) odpoveds cene riesenie podproblémov (suma listov rekurzivneho
stromu), hodnota, Z;‘;gg"‘l al f (%) odpoveds cene rozkladu (suma vnitornych vrcholov
rekurzivneho stromu).

Lemma 2. Nech a > 1, b > 1 si konstanty, f(n) nezapornd funkcia definovand na
mocnindch b. Funkcia g(n) definovand na mocnindch b vztahom

log, n—1

gn)= ajf(%)

i=0
moze byt ohranicend asymptoticky pre mocniny b nasledujico:
1. Ak f(n) = O(n'°8 *=¢) pre nejaki konstantu € > 0, potom g(n) = O(n'°8 2).

2. Ak f(n) = 0(n'°8 %), potom g(n) = 6(n'°8 % log, n).
3. Ak af (%) < cf(n) pre nejaki konstantu c < 1 a vSetkyn > b, potom g(n) = 0(f(n)).

Dokaz. 1. Ak f(n) = O(n'°% =), potom f () = O ((%)log" a_6>. Upravami dostévame:

log, n—1 log, n—1

| - € J
S i (2) S pemae 3 _ab®
bi plog, a
j=0 =0
log, n—1
— nlogb a—¢ § : (be)j
=0

_ nlogb ue be logyn _ 1
be -1

_(nf—1

S\ -1

PretoZe b a ¢ st konStanty, mézme odhadniit n'°8 2=¢0(n€) = O(n!°8 ), &im dostévame:
g(n) = O(n'°&*).
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2. Za predpokladu f(n) = 0(n'°8*), dostdvame: f () = 0 ((%)log"a). Upravami

dostavame:

logy n—1

X log, a J
() e 8 )
bI plogy a

§=0 =0

log, n—1

log, n—1

:nlogba § : 1
=0

= %8 % log, n.
Substiticiou do sumy dostavame:
g(n) = H(n'o8s 2 log, n) = 6 (n'°% @ log, n).

3. Pretoze f(n) sa objavuje v definicii g(n) a vSetky ¢leny g(n) st kladné, dostavame:
g(n) = Q(f(n)) pre mocniny b. Z predpokladu: af (%) < cf(n) pre nejaké ¢ < 1 a vSetky
n > b mame: a’ f (b%) < d f(n). Upravami dostdvame:

o) =a'f (55)
log, n—1

< Y dfn)

=0

Spojenim oboch tvah dostavame: g(n) = 6(f(n)) pre mocniny b.

[ )

Lema 3. Nech a > 1, b > 1 su konstanty, f(n) je nezdpornd funkcia definovand na
mocnindch b. Definujme T(n) na mocnindch b rekurenciou

T(n)
T(n)

0(1), akn =1,
n i .
aT(g)—i—f(n), akn ="' 1€ N.

Potom T (n) méze byt ohranicené asymptoticky:
1. Ak f(n) = O(n!°8 2=¢) pre nejaki konstantu € > 0, potom T(n) = 6(n'°8+2).
2. Ak f(n) = 0(n'°8 @), potom T(n) = 0(n'°& 2 log, n).
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3. Ak f(n) = Q(n'°8 7€) pre nejaki konstantu e > 0, a ak af(%) < cf(n) pre nejaki
konstantu ¢ < 1 a vSetky dostatocne velké n, potom T (n) = 6(f(n)).

Dokaz. 1. Z lemy 1 a 2 dostéavame:
T(n) = §(n1°8 %) + O(n'°% @) = G(nl°% ),
2. 7Z lemy 1 a 2 dostéavame:
T(n) = 6(n'°8 %) + A(n'°8 * log, n) = O(n'° % log, n).

3. Podmienka af(%) < c¢f(n) implikuje f(n) = Q(n'°80 **¢) (dokédzat za DU), &m z
lemy 1 a 2 dostavame:

T(n) = 0(n'°®*) + 0(f(n)) = 6(f (n))-

Master Theorem. Nech a > 1, b> 1 si konstanty, f(n) funckia a nech
n
T(n) = a7(2) + f(n),

kde % interpretujeme ako [ %] alebo |} ]. Potom T (n) méze byl ohranicené asymptoticky:
1. Ak f(n) = O(n!°® 2=¢) pre nejaki konstantu € > 0, potom T(n) = 0(nl°8 ).
2. Ak f(n) = 0(n'°8 ), potom T'(n) = 0(n'°&** log, n).
3. Ak f(n) = Q(n'°8 7€) pre nejaki konstantu e > 0, a ak af(%) < cf(n) pre nejaki
konstantu ¢ < 1 a vSetky dostatoéne velké n, potom T (n) = 6(f(n)).

Dokaz. D4 sa dokazat na zaklade vysledkov Lemy 3 a odhadmi na celé Casti Cisel.

)

Pre spominany pripad mergesortu (za predpokladu f(n) = n—1,a = 2, b = 2)
dostavame odhad 6(nlog,n).
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