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3. Asymptotické rieSenia rekurentnych rovnic

Motivacia Mergersortu ako prikladu metédy rozdeluj a panuj:
e najskor rozdelime postupnost na 2 podpostupnosti dlzky ktorych sa ligia najviac o 1
e utriedime rekurentne obe podpostupnosti
e nakoniec utriedime 2 (uZ utriedené) postupnosti

Pre pocet porovnani plati rekurencia:

f(n)=fqgj> fng +n—1,n>1.

D4 sa ukézat, ze f(n) = n[log,n] — 2108271 4 1,
Vsetky algoritmy typu ,rozdeluj a panuj* sleduji nasledujicu schému: UvaZujme
problém P velkosti n = b*, pre b € N.

n

e dekompozicia P v €ase cin na b podproblémov rovnakého typu velkosti 7
e rieSenie vSetkych podproblémov rekurzivne pouzitim rovnakej metdédy
e kombinovanie v ¢ase con rieSenia P z rieSeni vSetkych podproblémov

Zobecnend rekurencia vyplyvajica z predchddzajicej metédy ,,rozdeluj a panuj“, a >
1, b > 1 konstanty, f funkcia:

(3.1) T(1) = o),
a-T(%) + f(n),n>1

Lemma 1. Necha >1,b > 1 si konstanty, f(n) nezdpornd funkcia definovand na
mocnindch b. Definugme T'(n) na mocnindch b rekurenciou

T(1) =6(1),
aTl

T(n) = (%)+f(n), akn="0" i€ N,n>1
Potom
log, n—1 n
T =06+ S o ()
j:

Doékaz. Po tpravach

T(n)= f(n)+aT (%)
= S+ af () +0°7 ()
- torear () (5) - v () s
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Pretoze a!°8 " = nl°8» @ posledny vyraz je rovny:
a'°8 T (1) = O(n'& ).

Po dosadeni dostavame:

)

Hodnota 6(n!°8> %) odpoveds cene riesenie podproblémov (suma listov rekurzivneho
stromu), hodnota, Z;‘;gg ""Laif (&) odpovedd cene rozkladu (suma vnitorngch vrcholov
rekurzivneho stromu).

Lemma 2. Necha >1,b > 1 si konstanty, f(n) nezdpornd funkcia definovand na
mocnindch b. Funkcia g(n) definovand na mocnindch b vztahom

log, n—1

gm)= > o'f(3)

=0

moze byt ohranicend asymptoticky pre mocniny b nasledujico:
1. Ak f(n) = O(n'°8 2=¢) pre nejaki konstantu € > 0, potom g(n) = O(nl°8*).
2. Ak f(n) = 0(n'°8» ), potom g(n) = 6(n'°8 *logy n).
8. Ak af(3) < cf(n) pre nejaki konstantu c < 1 a vsetkyn > b, potom g(n) = 0(f(n)).

Dokaz. 1. Ak f(n) = O(n'°8 “~), potom f () = O ((%)logb a_€>. Upravami dostavame:

log, n—1 log, n—1

(2 e S (Y
bi plog, a
5=0 §=0
log, n—1
— plogya—e Z (bs)j
7=0

_ nlogb o be log, n __ 1
bs —1

(-1

S\ -1

PretoZe b a ¢ st konStanty, mdzme odhadntt n'°8 2=¢0(n?) = O(n'°8» %), &m dostavame:

g(n) = O(n'°s ).
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, 1 .

2. Za predpokladu f(n) = 6(n'°& ), dostdvame: f () = 6 ((b%) Ogba). Upravami
dostavame:

log, n—1 log, n—1

. log, a J
() e 8 ()
bI plog;, a
J=0 J=0
log, n—1

:nlogba § : 1
3=0

= n'°8 % Jog, n.
Substitiiciou do sumy dostavame:
g(n) = 0(n'°8 *log, n) = O(n'°8 *log, n).
3. Pretoze f(n) sa objavuje v definicii g(n) a v8etky ¢leny g(n) su kladné, dostdvame:

g(n) = Q(f(n)) pre mocniny b. Z predpokladu: af (%) < cf(n) pre nejaké ¢ < 1 a vietky
n > b mame: a’ f ( b%) < ¢/ f(n). Upravami dostavame:

g(n) = a'f (35)

log, n—1

Spojenim oboch tvah dostavame: g(n) = 6(f(n)) pre mocniny b.

[ )

Lema 3. Nech a > 1, b> 1 si konstanty, f(n) je nezipornd funkcia definovand na
mocnindch b. Definugme T(n) na mocnindch b rekurenciou

T(n)
T(n)

6(1), akn =1,
n i .
aT<E>+f(n), akn=1">" 1€ N.

Potom T'(n) moZe byt ohranicené asymptoticky:
1. Ak f(n) = O(n!°& 2=¢) pre nejaki konstantu € > 0, potom T'(n) = 0(n'°8 ).
2. Ak f(n) = 0(n'°8 @), potom T'(n) = 6(n'°8 *log, n).
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3. Ak f(n) = Q(n'°8 <) pre nejaki konstantu € > 0, a ak af(%) < cf(n) pre nejaki
konstantu ¢ < 1 a vSetky dostatocne velké n, potom T'(n) = 6(f(n)).

Doékaz. 1. Z lemy 1 a 2 dostavame:
T(n) = 0(n'°8> %) + O(n'°8» %) = (n'°8 ).,
2. Z lemy 1 a 2 dostéavame:
T(n) = 0(n'°8 *) + 0(n'°% *log, n) = O(n'°® *log, n).

3. Podmienka af(%) < cf(n) implikuje f(n) = Q(n'°8» **¢) (dokdzat za DU), &m z
lemy 1 a 2 dostavame:

T(n) = 0(n'°® ) + 0(f(n)) = 0(f(n)).

Master Theorem. Nech a > 1, b > 1 si konstanty, f(n) funkcia a nech
n
7(n) = a7 () + 1(n),

kde % interpretujeme ako [ ] alebo |%]. Potom T'(n) moZe byt ohranicené asymptoticky:
1. Ak f(n) = O(n'°8*~¢) pre nejaki konstantu e > 0, potom T(n) = 0(n'°82).
2. Ak f(n) = 0(n'°& @), potom T'(n) = 0(n'°8 *log, n).
3. Ak f(n) = Q(n'°8 7<) pre nejaki konstantu e > 0, a ak af(%) < cf(n) pre nejaki
konstantu ¢ < 1 a véetky dostatoéne velké n, potom T(n) = 0(f(n)).

Dokaz. Da sa dokazat na zdklade vysledkov Lemy 3 a odhadmi na celé éasti ¢isel.

)

Je dolezité si uvedomit, Ze uvedené tri pripady nepokryvaji vSetky moZnosti pre f(n).
Existuje ,diera‘medzi pripadmi 1 a 2, ked f(n) je mensie nez n'°% ¢ ale nie polynomicky
mensie. Podobnd diera je aj medzi pripadmi 2 a 3, ked f(n) je vicSie nez n'°8 2, ale nie
polynomicky.

Pre spominany pripad mergesortu (za predpokladu f(n) = n—1,a = 2, b = 2)
dostavame odhad 6(nlog, n).

Priklad. UvaZujme pripad rekurencie T'(n) = 97'(n/3)+n. Pre tuto rekurenciu mame:
a=9b=3, f(n) = n a teda n'°% = §(n?). Teda f(n) = O(N>7°), kde ¢ = 1.
Aplikovanim prvého pripadu Master Theoremu dostdvame rieSenie T'(n) = 6(n?).

Priklad. UvaZujme pripad rekurencie T'(n) = T'(2n/3)+1. Pre tiito rekurenciu mame:
a=1,b=3/2, f(n) =1 a teda n'°% ¢ = p!°8s21 = p0 = 1. Pretoze f(n) = 6(n'°8 %) =
(1), aplikovanim pripadu 2 dostdvame rieSenie rekurencie 7'(n) = 6(log, n).
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Priklad. Master Theorem ale neméze byt aplikovany v pripade rekurencie: 7'(n) =
2T (n/2) + nlogyn. Plati a = 2, b = 2, f(n) = nlogyn a nl°8* = n. Vyzera to na 3
pripad, oviem nie je moZné najst ¢ > 0 také, aby nlog,n = Q(n'te). Rekurencia sa d4
vSak napriek tomu spocitat podla Lemy 1.

Literatiura

Cormen, Leiserson, Rivest: Introduction to Algorithms, 1990.
Sucty - avod

Sucdty st v matematike vSade, preto potrebujeme zakladné nastroje na manipu-
laciu s nimi. V tejto kapitole objasnime spdsoby zapisu a vSeobecné metddy, ktoré nam
sprijemnia narabanie so sti¢tami.

Oznacenie a zapis

V kapitole 1 sme sa stretli so si¢tom prvych n celych ¢isel, ktory sme zapisali 1+ 2 +
34+ ...+ (n—1)+ n. Symboly ,,...“ ndm naznac¢uji, ako doplnit v sii¢te chybajice ¢leny
podla okolitych ¢lenov. Samozrejme, musime dévat pozor na suc¢ty tvaru 1+7+...+41.7,
ktoré bez okolitého kontextu nedévaju zmysel. Na druhej strane, uvadzanie ¢lenov 3 a
(n — 1) je trochu zbyto¢né, nakolko predpis pre ¢leny by bol dostato¢ne zrozumitelny, aj
keby sme napisali lenl + 2 + ... + n. Niekedy méZeme byt tak nedodsleny, Ze napiSeme len
1+...4+n.

Budeme pracovat so stctami vSeobecného tvaru

(3.2) ar+ag+ ...+ ay,,

kde kazdy ¢len aj je nejako definované cCislo. Tento zapis ma ti vyhodu, Ze vidime cely
sucet takmer, ako by sme ho mali cely vypisany na papieri (samozrejme pri dostatku
predstavivosti).

Kazdy vyraz a; v stiéte nazyvame €len. Cleny stétu st oby¢ajne implicitne $pecifiko-
vané vyrazmi, ¢o umoziuje TahSie pochopit predpis na ich tvorbu. V takychto pripadoch
vSak musime stcet zapisat v dostato¢ne rozsirenom tvare, aby vyznam ¢lenov bol dosta-
tocne zrejmy. Napriklad

14+24... +2007D

zrejme oznacuje sucet n ¢lenov (a nie 2(n—1) ¢lenov), ¢o moZeme priamociarejSie zapisat
20 4ot 4 420D,

Zapis s troma bodkami ma mnohoraké pouzitie, ale moze byt rozvlaény a dvojzmy-
selny. Naskytaji sa dalSie moZnosti, najmé stacet s hranicami tvaru

(3.3) Z A,
k=1
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ktory sa nazyva Sigma zapis, lebo pouziva grécke pismeno ) (velka sigma). Tento zapis
nam hovori, Ze sucet zahfna presne tie ¢leny ag, ktorych index k je celé ¢islo medzi dolnou
a hornou hranicou stic¢tu 1 a n vratane. Hovorime, Ze ,,s¢itujeme cez k od 1 po n*“. Prvykrat
pouzil » zépis v roku 1820 Joseph Fourier a ten zakratko zachvatil cely matematicky svet.

Mimochodom, veli¢ina nasledujica za > (teraz ay) sa nazyva séitanec.

Hovorime, Ze indexové premennd k je zviazand so znakom » ), lebo premennd k vo
vyrazoch aj nestvisi s premennou k£ mimo » | zépisu. Pismeno k v zapise sictu modZzeme
nahradit fubovolnym inym pismenom bez zmeny vyznamu vyrazu. Casto sa ako meno inde-
xovej premenne]j pouZiva pismeno ¢ (snad preto, Ze znamena ,,index“). My, vo vSeobecnosti,
budeme séitovat podla premennej k, nakolko premennd i je vyhradens pre /—1.

Ukazuje sa, ze vSeobecné > zapisy st pouzitelnejsie ako stéty s hranicami. VSeobecny
>~ zapis dostaneme tak, Ze napiSeme jednu alebo viac podmienok pod znak »_ na vyme-
dzenie mnoziny indexov, cez ktoru s¢itujeme. Napriklad, stcet vo vyrazoch (3.2) a (3.3)
moZeme prepisat

(3.4) > .

1<k<n

V tomto konkrétnom priklade nie je vela odliSnosti medzi novym tvarom suc¢tu a tva-
rom (3.3), ale vSeobecny zapis ndm umoziuje s¢itovat cez mnozinu indexov, ktora nemusi
byt ohrani¢end na posebeidice celé ¢isla. Napriklad, stcet Stvorcov vSetkych neparnych
kladnych c¢isel mensich ako 100 zapiSeme nasledovne:

2
PO
1<k<100
k je neparne

¢o je ekvivalentné zapisu
49

> 2k +1)?

k=0
ktory je vSak tazkopadnejsi a menej jasny. Podobne sucet prevratenych hodnét vsetkych
prvocisel medzi 1 a N je
>
p<n_ P

p je prvodislo

¢o pomocou sictu s hranicami zapiseme

kde pj oznacuje k-te prvocislo a (V) je pocet prvocisel < N.
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NajvicSou vyhodou vSeobecného > zapisu je to, Ze sa s nim lahSie manipuluje ako so
stctami s hranicami. Napriklad, predpokladajme, Ze chceme zmenit indexovi premenni z
k na k + 1. Vo vSeobecnom zapise tlto zamenu zapiSeme

2. w= D, ke

1<k<n 1<k+1<n

lahko vidime, ¢o sa stalo pri zdmene premennej a substitiiciu moéZeme vykonat takmer bez
rozmyslania. Ale v tvare su¢tu s hranicami dostavame

n n—1
E ap = E Q415
k=1 k=0

to uz tazSie vidiet, ¢o sa stalo a skér spravime chybu.

Na druhej strane, tvar su¢tu s hranicami nie je celkom nepouZitelny a zbytocny. Je
pekny, thladny a rychlejsie ho zapiSeme, lebo vyraz (3.3) ma sedem znakov v porovnani
s vyrazom (3.4), ktory ma 8 znakov. Preto ¢asto pri formuldcii problému a jeho rieSenia
pouzivame » | zapis s hornou a dolnou hranicou, ale pri jeho rieSeni — pri manipuldciach so
suctom, pri ktorych transformujeme indexovi premennt — preferujeme pracu so vSeobec-
nym »  zapisom s podmienkami dole.

Znak > budeme pouZivat prili§ ¢asto a tak by sme si mali byt isty, Ze vieme, ¢o
znamend. Formalny zapis pouzivame

(3.5) > ak

P(k)

ako skratku pre stucet vSetkych ¢lenov ax takych, Ze k je celé ¢islo majtce vlastnost P(k).
(,, Vlastnost* je Tubovolné pravdivé ¢ nepravdivé tvrdenie o k). Doteraz sme uvaZovali,
Ze existuje len konecne vela celych &isel spliujtcich P(k) takych, Ze ay # 0; v opa¢nom
pripade by sme s¢itovali spolu nekonecne vela nenulovych éisel a situdcia by bola trochu
komplikovanejSia. Opaény krajny pripad je, ak vlastnost P(k) je nepravdiva pre vsetky
celé k. Vtedy dostavame ,,prazdny“ stucet, ktorého hodnota je definovana ako nula.

Casto sa pokaSame pisat

i k(k—1)(n—k)  namiesto Y k(k—1)(n—k)

pretoze Cleny pre £k = 0,1 a n st v tomto sucte rovné nule. Mdze sa zdat efektivnejsie
sCitovat len n — 2 ¢lenov namiesto n+ 1. Takéto snahy mézu byt na pritaz; lebo efektivnost
vypocétu nie je to isté, ako efektivnost porozumenia! Je vyhodné udrZiavat horni a dolna
hranicu v najjednoduchSom tvare, pretoze narabanie so si¢tami je tym jednoduchsie, ¢im
jednoduchsie su hranice. NavySe vyraz ZZ;; je nebezpecny a zradny, pretoZe nie je jasny
jeho vyznam pre n = 0 alebo n = 1. Nulové ¢leny nesp6sobuju ziadne Skodu, a ¢asto nas
chrania pred mnohymi problémami.
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Doteraz diskutované oznacenia st vcelku Standardné. Teraz urobime radikélny odklon
od tradi¢ne zauzivanych oznaceni. Kenneth Iverson objavil prekrasnu myslienku v jeho
programovacom jazyku APL [161,strana 11], ktora (ako uvidime) velmi zjednodusi mnohé
veci, ktoré v tejto knihe chceme robit. Myslienka spociva v tom, Ze do zatvoriek uzavrieme
pravdivy ¢i nepravdivy vyraz a povieme, Ze jeho vysledkom je 1, ak je vyraz pravdivy,
alebo 0, ak je vyraz nepravdivy.

Napriklad

. 1, ak p je prvocislo;
(p je prvodislo) = { . W
0, ak p nie je prvocislo.
Iversonov sposob umoziuje pisat sucty bez akychkolvek obmedzeni na index, pretoZe vyraz
(3.5) mozeme prepisat do tvaru

(3.6) > ar(P(k)).
k

Ak P(k) je nepravdivé, ¢len ay je rovny nule, takze ho moZeme bez obav zaclenit medzi
sCitované ¢leny. Tym sa TahSie pracuje s indexom pri s¢itovani, pretoZe nemusime robit
ziaden rozruch s ohranicujicimi podmienkami.

Musime poznamenat niektoré technické detaily: niekedy ay nie je definované pre vSetky
celé k. Mozeme to obist predpokladajic, Ze (P(k)) je ,velkd nula“, ak P(k) je nepravdivé;
to je takd velkd nula, Ze vyraz ax(P(k)) je rovny nule, aj ked ax je nedefinované. Napri-
klad, pouzijic Iversonov zapis mdzeme zapisat sucet prevratenych hodndt prvocisel < N
nasledovne

Z(p je prvoéislo)(p < N)/p,

p

pri¢om nevznika Ziaden problém delenia nulou, ak p = 0, lebo podla uvedenej dohody (0
je prvocislo )(0 < N)/0 = 0.

Zhriime, ¢o sme povedali o sictoch. Existuji dva rozumné spdsoby ako vyjadrit sucet
¢lenov: jeden pouZziva ,...‘a druhy ,> . Zapis pouzivajici trojbodku je ¢asto praktickejsi pri
manipulaciach (zv1ast pri kombinécii susednych ¢lenov), nakolko v iom lahSie objavime trik
potrebny na tpravu, ak mame cely stucet pred o¢ami. Ale vela detailov je tieZ zavadzajucich.
Sigma zapis je jednoduchy, pésobivy a priatelsky a ¢asto vhodny pre manipulaciu, ¢o nie
je také ocividné u zapisu s troma bodkami. Ak pracujeme so Sigma zapisom, nulové ¢leny
nie s nebezpecné. V skutocnosti, nuly ndm casto v Sigma operaciach pomahaju.

Suéty a rekurentné vztahy

Tak dobre, teraz uZ vieme, ako vyjadrit stcty v prijatelnom zépise. Ale ako ¢lovek
skuto¢ne postupuje pri hladani hodnoty stc¢tu? Jeden spdsob je, vSimnat si, Ze existuje
blizky vztah medzi sti¢tami a rekurentnymi vztahmi. Sucet

n
Sn: E (473
k=0
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je ekvivalentny rekurzivnemu vztahu

So = ao;
(3.7) Sn = Sn_1+ an, pre > 0.

Preto sucet mézeme vypocitat pouzitim metddy, ktort sme sa naudcili v na rieSenie
rekurentnych vztahov.

Napriklad, ak a,, je rovné konstante plus nasobok n, rekurentné vztahy pre stucet typu
(3.7) majt nasledujtci tvar:

Ry = o
(3.8) R,=R,_1+ 0+ n, pre n > 0.

Pokracujic podobne ako pi rekurenciidch zistime, 7e Ry = a+ 6+ 7, Re = a+ 26+ 37, a
t.d. Vo vSeobecnosti rieSenie moZzeme zapisat v tvare

(3.9) R, = A(n)a+ B(n)B+ C(n)y,

kde A(n), B(n) a C(n) st koeficienty zavislosti na vSeobecnych parametroch «, (3 a ~.

Metdda z ,naSeho repertoaru“ nam radi skusit dosadit jednoduché funkcie do R,
dufajic, ze ndjdeme konstantné parametre o, (3 a v, pre ktoré je rieSenie zvlast jednoduché.
Polozenim R,, = 1 dostavame, ze « =1, =0 a v = 0. Z toho vyplyva

A(n) = 1.
Polozenim R,, = n dostavame, ze « =0, 5 =1 a v = 0. Z toho vyplyva
B(n) = n.
PoloZenim R,, = n? dostdvame, e o = 0, 3= —1 a v = 2. Z toho vyplyva
2C(n) — B(n) = n?

a dostavame C'(n) = (n? +n)/2.

Preto, ak chceme vypoditat
n

> (a+ bk),

k=0
rekurentné vztahy (3.7) sa redukuji na (3.8), pricom a = § = a, 7 = b, a rieSenie m4 tvar
aA(n) +aB(n)+ bC(n) =a(n+1) + b(n+ 1)n/2.

Opacne, mnohé rekurentné vztahy mozeme redukovat na sucty, preto sa v tejto ka-
pitole obozndmime so $pecidlnymi metédami na vypocet suctov, ktoré ndm pomozu riesit
rekurentné rovnice, ktoré by sme inak riesili obtiazne. Rekurentné vztahy pre tlohu Ha-
nojskych vezi st toho prikladom:

To = 0;
T,=2T,_1+1, pre n > 0.
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Upravime ich do Specidlneho tvaru podobného tvaru (3.7) tak, ze vydelime obe strany 2™:

To

2~V

T, T,, 1

2_n:2n—1+2_n’ pren>0.
Teraz polozime S,, = g—z a dostavame

SO - 0;

Sp=8,_1+27", pre n > 0.
7 toho vyplyva vztah

n
S, =) 27k

k=1

(Poznamenajme, Ze sme zo su¢tu vynechali ¢len pre k& = 0). Sucet geometrickej rady
2742724 . 4 27 = (%)1 + (%)2 + -+ (3)" odvodime v tejto kapitole neskor a
ukaZzeme, Ze je 1 — (%)n Preto T,, = 2"S,, = 2" — 1.

V tomto odvodeni sme previedli 7}, na S, tym, Ze sme rekurentné vztahy vydelili
¢islom 2™. Tento trik je Specidlny pripad metdédy, ktord moze redukovat skutoéne Tubovolny
rekurentny vztah tvaru

(3.10) anTy = b, Ty 1+ ¢y
na sucet. Myslienka spociva na triku vynasobit obe strany sumarizaénym ¢lenom, s,,:
SnanTy = SnbnTh_1+ Spcn.
Tento Clen je chytré zvolit tak, aby
Snbn = Sp_1an—_1.
Potom, ak oznacime S,, = s,a,T,, dostaneme rekurentny sucet,
Sp = 8Sn_1+ Sncp.

Preto

n n
Sn = soaoTp + E sgcr = 1017 + g 5kCh,
k=1 k=1

a rieSenie povodnej rekurentnej rovnice (3.10) je

(3.11) T, = 1 (SlblTO + Z skck>.

Snanp 1
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Napriklad, ked n = 1, dostaneme T = (s101Tp + s1¢1)/s1a1 = (b1Tp + ¢1)/as.
Ale ako byt dostato¢ne chytry pri hladani spravneho s,,? To nie je problém! Vztah
Sn = Sp—1ap—1/b, mdzeme rozvinit do zlomku,

Ap—10p—92 ...071

3.12 n = :
(3.12) ° b by 1. by

ktory sam alebo nejaky jeho nasobok, je vhodny ako s,,. Napriklad v pripade rekurentnych
vztahov pre Hanojské veze st a, = 1 a b, = 2 a vSeobecnd metdéda, ktori sme prave
odvodili, hovori, ze s,, = 27" je vhodny nasobok na nisobenie rekurentnej rovnice, ak ju
chceme redukovat na stacet. Na objavenie tohoto sucinitela nepotrebujeme skvely zablesk
inSpiréacie.

Musime byt vSak opatrni, aby sme sa nedopustili delenia nulou. Popisana metdda

funguje vzdy, ak vSetky koeficienty a a b s nenulové.



