14. oktébra 1998 Stcty 1
Sucty

Siéty st v matematike v8ade, preto potrebujeme zdkladné néstroje na manipuldciu s nimi. V tejto
kapitole objasnime spdsoby zapisu a vSeobecné metddy, ktoré ndm sprijemnia nardbanie so saétami.

Oznaéenie a zapis

V kapitole 1 sme sa stretli so siétom prvych n celych &isel, ktory sme zapisali 1+2+3+...+(n—1)+n.
Symboly ,,...“ ndm naznacuji, ako doplnit v sicte chybajice ¢leny podla okolitych ¢lenov. Samozrejme,
musime divat pozor na sucty tvaru 1 + 7+ ...+ 41.7, ktoré bez okolitého kontextu nedévaji zmysel. Na
druhej strane, uvadzanie ¢lenov 3 a (n — 1) je trochu zbyto¢né, nakolko predpis pre ¢leny by bol dostato¢ne
zrozumitelny, aj keby sme napisali lenl + 2 + ... + n. Niekedy mézeme byt tak nedésleny, ze napiSeme len
1+...4+n.

Budeme pracovat so stétami vieobecného tvaru

(2.1) a+as+ ...+ an,

kde kazdy €len ay, je nejako definované ¢islo. Tento zapis ma tG vyhodu, Ze vidime cely sucet takmer, ako by
sme ho mali cely vypisany na papieri (samozrejme pri dostatku predstavivosti).

Kazdy vyraz ay v stéte nazgvame &len. Cleny sétu st obyajne implicitne Specifikované vyrazmi,
¢o umoznuje lah$ie pochopit predpis na ich tvorbu. V takychto pripadoch v8ak musime stéet zapisat v
dostato¢ne rozsirenom tvare, aby vyznam ¢lenov bol dostatoéne zrejmy. Napriklad

1+2+...+20Y
zrejme oznaluje stcet n Elenov (a nie 2("~1) &lenov), o mbzeme priamotiarejsie zapisat
2042t 4. 420D,

Zapis s troma bodkami mé& mnohoraké pouZitie, ale méze byt rozvlaény a dvojzmyselny. Naskytaja sa
dalgie moznosti, najmé stcéet s hranicami tvaru

(2.2) >,
k=1

ktory sa nazyva Sigma zapis, lebo pouZiva grécke pismeno ) (velkd sigma). Tento zdpis ndm hovori, Ze
sucet zahfha presne tie ¢leny ay, ktorych index k je celé ¢islo medzi dolnou a hornou hranicou stétu 1 a n
vratane. Hovorime, Ze ,sCitujeme cez k od 1 po n“. Prvykrat pouzil > zépis v roku 1820 Joseph Fourier a
ten zakratko zachvatil cely matematicky svet.

Mimochodom, veli¢ina nasledujica za ), (teraz ay) sa nazyva séitanec.

Hovorime, Ze indexové premennd k je zviazan4 so znakom ), lebo premennd k vo vyrazoch ay nesivisi
s premennou k mimo Y zapisu. Pismeno k v zapise siétu moézeme nahradit lubovolnym inym pismenom bez
zmeny vyznamu vyrazu. Casto sa ako meno indexovej premennej pouZiva pismeno i (snad preto, Ze znamend
»index“). My, vo vSeobecnosti, budeme stitovat podla premennej k, nakolko premennd ¢ je vyhradend pre
v—1.

Ukazuje sa, Ze vSeobecné Y zapisy st pouZitelnejSie ako stiéty s hranicami. VSeobecny > zapis dosta-
neme tak, Ze napiSeme jednu alebo viac podmienok pod znak } na vymedzenie mnoziny indexov, cez ktori
stitujeme. Napriklad, silet vo vyrazoch (2.1) a (2.2) mdZeme prepisat

(23 Y
1<k<n

V tomto konkrétnom priklade nie je vela odliSnosti medzi novym tvarom sictu a tvarom (2.2), ale vieobecny
zapis ndm umoZnuje séitovat cez mnozinu indexov, ktord nemusi byt ohranifend na posebeidice celé Eisla.
Napriklad, stacet Stvorcov vSetkych neparnych kladnych ¢isel mensich ako 100 zapiSeme nasledovne:

2
PIINLE
1<k<100
k je nepérne
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¢o je ekvivalentné zapisu
49

> (2k+ 1),

k=0
ktory je vSak tazkopadnejsi a menej jasny. Podobne siifet prevratenych hodnét vietkych prvocisel medzi 1
a N je

1
p<N P
p je prvoéislo

?

¢o pomocou suctu s hranicami zapiSeme

kde py, oznaluje k-te prvoéislo a w(IN) je pocet prvocisel < N.
Najvéi¢8ou vyhodou vSeobecného > zépisu je to, Ze sa s nim lahSie manipuluje ako so stétami s hrani-
cami. Napriklad, predpokladajme, Ze chceme zmenit indexovi premennt z k na k + 1. Vo v8eobecnom zapise

tato zdmenu zapiseme
E ap = E Af+15

1<k<n 1<k+1<n

Tahko vidime, ¢o sa stalo pri zdmene premennej a substiticiu mézeme vykonat takmer bez rozmyslania. Ale
v tvare stétu s hranicami dostédvame
n n—1
Z ag = Z Ak+15
k=1 k=0
s v

to uz tazsie vidiet, ¢o sa stalo a skor spravime chybu.

Na druhej strane, tvar saétu s hranicami nie je celkom nepouzitelny a zbytoény. Je pekny, Ghladny a
rychlejsie ho zapiSeme, lebo vyraz (2.2) m4a sedem znakov v porovnani s vyrazom (2.3), ktory mé 8 znakov.
Preto Casto pri formuldcii problému a jeho rieSenia pouZivame » | zépis s hornou a dolnou hranicou, ale pri
jeho rieSeni — pri manipulaciach so si¢tom, pri ktorych transformujeme indexov( premennd — preferujeme
pracu so vieobecnym Y zipisom s podmienkami dole.

Znak Y budeme pouzivat prili§ Casto a tak by sme si mali byt isty, Ze vieme, o znamend. Formélny
zapis pouzivame

> a

P(k)

ako skratku pre stulet v8etkych €lenov ay takych, Ze k je celé ¢islo majtce vlastnost P(k). (,, Vlastnost“ je
Tubovolné pravdivé & nepravdivé tvrdenie o k). Doteraz sme uvazovali, Ze existuje len konecne vela celych
Cisel spliwjtcich P(k) takych, Ze ax, # 0; v opa¢nom pripade by sme séitovali spolu nekoneéne vela nenulovych
isel a situdcia by bola trochu komplikovanejSia. Opalny krajny pripad je, ak vlastnost P(k) je nepravdiva
pre vSetky celé k. Vtedy dostavame ,prazdny“ sacet, ktorého hodnota je definovand ako nula.

Casto sa pokagame pisat

ni k(k—1)(n—k) namiesto i k(k—1)(n—k)
k=2 k=0

pretoze ¢leny pre k = 0,1 a n s v tomto sucte rovné nule. Moze sa zdat efektivnejsie s¢itovat len n — 2 ¢lenov
namiesto n + 1. Takéto snahy mo6zu byt na pritaz; lebo efektivnost vypoc¢tu nie je to isté, ako efektivnost
porozumenia! Je vyhodné udrZiavat horni a doln hranicu v najjednoduch8om tvare, pretoze nardbanie so
suctami je tym jednoduchsie, ¢im jednoduchs$ie sG hranice. NavySe vyraz ZZ;; je nebezpelny a zradny,
pretoze nie je jasny jeho vyznam pre n = 0 alebo n = 1. Nulové ¢leny nespdsobujt ziadne Skodu, a ¢asto nas
chrania pred mnohymi problémami.
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Doteraz diskutované oznacenia st vcelku standardné. Teraz urobime radikdlny odklon od tradi¢ne zauzi-
vanych oznageni. Kenneth Iverson objavil prekrasnu myslienku v jeho programovacom jazyku APL [161,stra-
na 11], ktoré (ako uvidime) velmi zjednodusi mnohé veci, ktoré v tejto knihe chceme robit. Myslienka spoéiva
v tom, ze do zatvoriek uzavrieme pravdivy ¢i nepravdivy vyraz a povieme, Ze jeho vysledkom je 1, ak je
vyraz pravdivy, alebo 0, ak je vyraz nepravdivy.

Napriklad

. 1, ak p je prvocislo;
(p je prvotislo) = { . .
0, ak p nie je prvodislo.
Iversonov spdsob umoZituje pisat siucty bez akychkolvek obmedzeni na index, pretoZze vyraz (2.4) moézeme
prepisat do tvaru

(2.5) > ar(P(k)).
k

Ak P(k) je nepravdivé, €len ay je rovny nule, takZe ho moézeme bez obdv zallenit medzi scitované €leny.
Tym sa lah$ie pracuje s indexom pri séitovani, pretoZe nemusime robit Ziaden rozruch s ohrani¢ujacimi
podmienkami.

Musime poznamenat niektoré technické detaily: niekedy ay nie je definované pre vSetky celé k. MdZeme
to obist predpokladajic, ze (P(k)) je ,velkd nula“, ak P(k) je nepravdivé; to je takd velkd nula, Ze vyraz
ak (P(k)) je rovny nule, aj ked ay, je nedefinované. Napriklad, pouZijic Iversonov zapis mozeme zapisat sacet
prevratenych hodnot prvocisel < N nasledovne

> (p je prvodislo)(p < N)/p,
p

pri¢om nevzniké Ziaden problém delenia nulou, ak p = 0, lebo podla uvedenej dohody (0 je prvoéislo )(0 <

N)/0=0.
Zhrhme, ¢o sme povedali o suctoch. Existuja dva rozumné spOsoby ako vyjadrit sicet ¢lenov: jeden
pouZiva ,...‘a druhy ,Y ‘. Zapis pouzivajici trojbodku je Casto praktickejsi pri manipuldciach (zv1ast pri

kombin4cii susednych ¢lenov), nakolko v iom lah&ie objavime trik potrebny na Gpravu, ak mame cely stdet
pred oc¢ami. Ale vela detailov je tieZ zavadzajicich. Sigma zapis je jednoduchy, pdsobivy a priatelsky a ¢asto
vhodny pre manipuldciu, ¢o nie je také ofividné u zdpisu s troma bodkami. Ak pracujeme so Sigma zapisom,
nulové ¢leny nie st nebezpecéné. V skutocnosti, nuly ndm ¢asto v Sigma operaciach poméahaja.

Stiéty a rekurentné vzfahy

Tak dobre, teraz uz vieme, ako vyjadrit siéty v prijatelnom zapise. Ale ako ¢lovek skuto¢ne postupuje pri
hladani hodnoty sa¢tu? Jeden spdsob je, vSimnat si, Ze existuje blizky vztah medzi si¢tami a rekurentnymi

vztahmi. Stcet
n
Sn = E ag
k=0
je ekvivalentny rekurzivnemu vztahu

So = ao;
(2.6) Sn=Sn_1+ an, pre > 0.

Preto stéet mézeme vypoditat pouzitim metddy, ktord sme sa naudili v na rieSenie rekurentnych vztahov.
Napriklad, ak a, je rovné konstante plus ndsobok n, rekurentné vztahy pre stcet typu (2.6) maja
nasledujuci tvar:

Ro = Qg
(2.7) R, =R,_1+ 6+ n, pre n > 0.
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Pokracujic podobne ako pi rekurenciich zistime, ze Ry = a+ 8+, Ry = a+ 28+ 3+, a t.d. Vo vSeobecnosti
riefenie moZeme zapisat v tvare

(2.8) R, = A(n)a+ B(n)B + C(n)y,

kde A(n), B(n) a C(n) sa koeficienty zavislosti na vSeobecnych parametroch «, 8 a 7.

Metéda z ,naseho repertodru“ ndm radi skasit dosadit jednoduché funkcie do R,, dafajic, Ze ndjdeme
konstantné parametre «, 3 a vy, pre ktoré je rieSenie zvlast jednoduché. PoloZzenim R, = 1 dostavame, Ze
a=1,8=0a~vy=0.Z toho vyplyva

A(n) =1.

Polozenim R, = n dostavame, 7e o =0, § =1 a v = 0. Z toho vyplyva
B(n) = n.

Polozenim R,, = n? dost4dvame, ze o =0, 3 = —1 a v = 2. Z toho vyplyva

2C(n) — B(n) =n?

a dostdvame C(n) = (n? +n)/2.

Preto, ak chceme vypoditat
n

Z(a + bk),

k=0

rekurentné vztahy (2.6) sa redukuji na (2.7), pri¢om o = 8 = a, vy = b, a rieenie mé tvar aA(n) + aB(n) +
bC(n) =a(n+1) +b(n+ 1)n/2.

Opacne, mnohé rekurentné vztahy mézeme redukovat na siaéty, preto sa v tejto kapitole obozndmime so
$pecidlnymi metdédami na vypocet suétov, ktoré ndm pomdZzu riesit rekurentné rovnice, ktoré by sme inak
rie§ili obtiaZne. Rekurentné vztahy pre ilohu Hanojskych veZi st toho prikladom:

To = 0;
T,=2T, 1+1, pren > 0.

Upravime ich do 3pecidlneho tvaru podobného tvaru (2.6) tak, ze vydelime obe strany 2™:

Ty
P
T, Toq 1

2—n—2n71+2—n, pren>0.

Teraz polozime S,, = g—; a dostavame

S() = 0;
Sp=5n-1+2°", pre n > 0.

Z toho vyplyva vztah

n

S, = Z 27k,

k=1

(Poznamenajme, ze sme zo sGétu vynechali ¢len pre k = 0). Sti¢et geometrickej rady 271 +272+... 427" =
(%)1 + (%)2 +-+-+(3)" odvodime v tejto kapitole neskor a ukézeme, ze je 1 — (3)". Preto T, = 2"S,, = 2" —1.
V tomto odvodeni sme previedli T}, na S, tym, Ze sme rekurentné vztahy vydelili éislom 2™. Tento trik

je $pecidlny pripad metddy, ktord mdze redukovat skutoéne lubovolny rekurentny vztah tvaru

(2.9) anTp = bpTp_1 + Cn
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na sucet. Myslienka spociva na triku vynésobit obe strany sumarizaénym &lenom, s,;:
$nanTy = s$pbpTh_1 + $pcn-
Tento €len je chytré zvolit tak, aby
Snbn = Sp—1Gn_1.-
Potom, ak oznadime S,, = s,pa,7T},, dostaneme rekurentny stcet,
Sn = Sn_1 + SnCn.

Preto

n n
S = soapTo + E spCr = s1biTp + E SkCh,
k=1 k=1

a riefenie pévodnej rekurentnej rovnice (2.9) je

(31b1T0 + z”: skck).

n“n k=1

(2.10) T, =

Napriklad, ked n = 1, dostaneme T = (81 biTh + 8101)/8101 = (blTo -+ cl)/al.
Ale ako byt dostato¢ne chytry pri hladani spravneho s,? To nie je problém! Vztah s, = sp_1an_1/bn
mdZzeme rozvinit do zlomku,

ap—1ap—2 .-.0a1
(2.11) T byt by
ktory sdm alebo nejaky jeho nasobok, je vhodny ako s,. Napriklad v pripade rekurentnych vztahov pre
Hanojské veze s a, = 1 a b, = 2 a v8eobecnd metdda, ktort sme prave odvodili, hovori, ze s, = 27" je
vhodny nésobok na nésobenie rekurentnej rovnice, ak ju chceme redukovat na stacet. Na objavenie tohoto
stdinitela nepotrebujeme skvely zablesk inSpiracie.

Musime byt vSak opatrni, aby sme sa nedopustili delenia nulou. Popisand metéda funguje vzdy, ak

vSetky koeficienty a a b st nenulové.

Priklad. Aplikujme tieto myS$lienky na rieSenie rekurentného vzfahu, ktory vznikd pri skimani triedenia
nazyvaného ,Quick-sort“; jedného z najrychlejSich vnitornych metdd na triedenie dat. Priemerny pocet
porovnani splituje rekurentny vztah

Co =0;
9 n—1
(2.12) Cn=n+1+ﬁkz_00k, pre n > 0.

Hmmm! To vyzerd ovela stragidelnejsie ako rekurentné vztahy, ktoré sme videli doteraz; vyraz obsahuje
stucet v8etkych predchadzajicich hodnét a delenie ¢islom n. Sktsanim niektorych malych pripadov ziskame
niektoré hodnoty (C1 = 2,0, =5,C3 = %), ale nezbavime sa naSeho strachu.

Postupne redukujeme zlozitost (2.12), najprv odstranime delenie a potom odstréanime znak ). Myslienka
vynésobit obe strany n nés privedie k vztahu

n—1
nCn:n2+n+2ZCk, pre n > 0;
k=0
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a ak n nahradime vyrazom n — 1, dostaneme

n—2
(n—l)Cn,l:(n—1)2+(n—1)+220k, pren—1>0.
k=0

Teraz odéitame druhid rovnicu od prvej a znak ) sa strati
nCp—(n—1)Ch_1 =2n+2C,_1, pren > 1,

Z toho vyplyva, Ze tento vztah plati aj pre n = 1 pretoze C; = 2. Tym sme pdvodny rekurentny vztah pre
C), redukovali na ovela jednoduchsi

nCp=(n+1)Cph_1 + 2n, pre n > 0.

To je uspech! Teraz sme v stave, ked mézeme pouZit sumarizaény ¢len, nakolko rekurentny vztah méa tvar
(2.9) s an = n,b, =n+1 a ¢, = 2n. Vieobecnd metdda popisand predtym ndm hovori, aby sme vyndsobili
rekurentny vztah nejakym nasobkom vyrazu

Op—1Gn—2-..a1 n-1)-n—-2)-...-1 2
Sp = = —

bpbp_1...bo m+1n-...-3 (n+1)n

Riesenie podla (2.10) je
n
2(n+1) Z
k=1

Stcet, ktory sme dostali, je velmi podobny tym, ktoré Casto vznikaju v aplikiciach. Oni vznikaja v
skutocnosti tak Casto, Ze pre ne zavedieme Specidlne meno a Specidlny zapis:

?rlv—

1 n
(2.13) Hy=1++ kz

Pismeno H znamend ,harmonické“; H, je harmonické ¢&islo. Nazyva sa tak preto, lebo k-ta harmonicka
tvorend huslovou strunou je zédkladnym ténom tvorenym strunou, ktora je 1/k krat dlhsia.

Nage $tadium rekurentného vztahu pre ,Quick-sort“ (2.12) zavi§ime upravenim C,, na vysledny tvar.
To bude mozné, ak vyjadrime C,, pomocou H,. Sicet nasej formuly pre C), je

1 1
;k+1_1£nk+1'

Zémenou indexovej premennej k na k — 1 a zmenou ohranic¢ujicich podmienok moézeme tato formulu dat do
vztahu s Hy,:

1 3 1
1<k<n k+1 1<k—1<n k
_ 1
2§k§n+1k
_( 1) 1+ 1 _ n
N k 1 n+1 " on+1
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» Vyborne“! Dostali sme sti¢et potrebny na dokon&enie rieenia vztahu (2.12): Priemerny poéet porovnani
triedenia algoritmu ,,Quick-sortu® na utriedenie n ndhodne vybranych &isel je

(2.14) Cn=2(n+1)H, — 2n.
A ako obvykle; skontrolujeme, ¢i tento vztah plati pre malé n Cy = 0,C1 = 2,C5 = 5.
Praca so stictami

KTa¢om k Gispechu pri préci so saétami je schopnost zmenit jednu ) na ind, ktord je blizsie k nejakému
cielu. Ak si osvojime niekolko zakladnych transformaénych pravidiel a precvi¢ime ich pouZitie, p6jde ndm to
Tahko.

Nech K je nejakd koneénd mnozina celych ¢&isel. Sty ¢lenov cez mnozinu indexov K mozeme transfor-
movat pouZitim troch jednoduchych pravidiel:

e distributivny zikon

E cap = ¢ E Qg

keK kEK
e asociativny zdkon
Dolan+be) =Y ar+ ) by
keEK keEK keEK
e komutativny zakon
D= D
keK p(k)EK

Distributivny zadkon ndm dovoluje vsunit a vynat konstantu zo ). Asociativny zakon dovoluje rozdelit
stcet na dve Casti a spajat viacero si¢tov do jedného. Komutativny zdkon hovori, Ze mdzeme preusporiadat
leny v lubovolnom poradi, kde p(k) je lubovolné permutécia (Preco sa teda tento zdkon nevold permutativny
zékon, ale komutativny?) mnoZiny vSetkych celych &isel. Napriklad, ak K = {-1,0,4+1} a p(k) = —k, tieto
tri zdkony hovoria, Ze

e distributivny zdkon
ca_1 + cag + ca; = cla_1 +ag + ay);

e asociativny zdkon
(a—1 +b_1) + (ap + bo) + (a1 + b1) = (a—1 + ag + a1) + (b_1 + bo + b1);
e komutativny zakon
a-1+ap+a =a1+ag+a-1.

Délezité je uvedomit si predpoklad, Ze funkcia p(k) vo vieobecnom komutativnom zakone je permutéciou
vietkych celych ¢isel. Inymi slovami, pre kazdé celé &islo n existuje prave jedno celé &éislo k také, ze p(k) = n.
V opatnom pripade komutativny zédkon nemusi platit. Transformécie typu p(k) = k + ¢ alebo p(k) = ¢ — k,
kde c¢ je celociselné kongtanta, si vzdy permutéciami, preto vzdy funguja.

Na priklade uvedieme délezité pravidlo na kombindciu réznych mnoZin indexov: ak K a K' st fubovolné
mnoziny celych ¢isel, potom

(2.20) Na+ > a = > a+ > a

keK kEK’ keKNK' keKUK'

Nasledujice vztahy vyplyvaja zo vSeobecnej formule
(2.22) (ke K)+(keK'Y=(ke KNK'Y+ (ke KUK").

Podobne pouzijeme pravidlo (2.22) na kombindciu dvoch takmer disjunktych indexovych mnozin

m n n
Zak+2ak:am+2ak, pre 1 <m < mn;
k=1 k=m k=1
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alebo na vynatie jedného ¢lena zo suétu

(2.23) Z ag ag + Z ag, pre n > 0.

0<k<n 1<k<n

Tato operacia vynatia jedného ¢lena je zdkladom perturbaénej metddy, ktord nam casto pomoze pri
vypocte hodnoty stctu v explicitnom tvare. Myslienka spociva v tom, Ze najprv si neznamy sicéet oznacime

Sh:
Sn: Z ag.
0<k<n

(pomenuj a zvitaz), a potom dvomi spésobmi prepiSeme S, 1; vyhatim najprv prvého, a potom posledného

¢lena:
Sn+any1 = E ay = ag + E ay
0<k<n+1 1<k<n+1

=aqag + Z ap41

1<k+1<n+1

(224) =ag + Z Ap41-
0<k<n

Teraz sa pokisme posleny sicet vyjadrit pomocou S,. Ak sa ndm to podari, ziskame rovnicu, ktorej rieSenim
je hladany stéet.
Ako priklad, pouZijeme tato metédu na najdenie sictu vSeobecnej geometrickej postupnosti,

Sp = Z az®.

0<k<n

Vseobecné perturbaénd schéma vo vztahu (2.24) ndm radi

Sy +az™ = az® + Z azFtt,
0<k<n

a stdet na pravej strane je podla distributivneho zékona rovny Y o<j<, az® = ©S,. Preto S, + az"*! =
a + xS, a hladané rieSenie pre S,, m4 tvar

_ n+1
(2.25) > ek = GIL pre z # 1.
— X

(Ah4aa, tato formulu sme drilovali na strednej skole!!!) (Ked z = 1, sGiet sa samozrejme zjednodusi na
a(n + 1)). Prava strana pripomina vyraz, ktory vznikne tym, Ze od prvého ¢lena odéitame posledny &len
(resp. ¢len nasledujici za poslednym) a vydelime vyrazom 1 minus kvocient.

Priklad. Toto bolo tiez Tahké. Skiisme metddu perturbécie na zlozitejSom priklade sactu,
Sno= Y k2t
0<k<n

V tomto pripade plati S = 0,51 = 2,5, = 10,53 = 34,55 = 98. Ale ako vyzerd vSeobecny vztah? Podla
vztahu (2.24) dostavame, Ze
Sp+m+1)2m = N (k+1)28
0<k<n

a chceme vyjadrif prava stranu saétu pomocou S,. MéZeme ju rozdelit pomocou asociativneho zdkona na

dva stcty,
ORI S
0<k<n 0<k<n
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Prvy z uvedenych stétov je rovny 2S5,,. Druhy stdet je geometrickd rada, ktorej stiéet sa podla vztahu (2.25)
rovnd (2 —2"2) /(1 - 2) = 2a™*2 — 2. Odtial S, + (n + 1)z = 25, + (z — 2""2)/(1 — z), a algebraickymi
upravami dostaneme

> k2P =(n-1)2"H 2.
0<k<n

Teraz uz rozumieme, preco Sz = 34: 34 je teda 32 + 2 a nie 2 - 17.
Podobné odvodenie so zdkladom x namiesto 2 ndm d4 rovnicu S, +(n+1)z"*! = zS,+(z—z"*2)/(1-x);
z ¢oho mézeme odvodit vztah

(2.26) , prex #1

i z — (n+ 1)zt + ngnt?
> ket = P
(1-=)
Je zaujimavé si v§imnit, Ze sme tento explicitny vztah mohli odvodit Gplne inym spésobom pomocou
elementarnych metéd diferencidlneho poétu. Ak uvazujeme rovnicu
n 1
= 11—z

a zderivujeme obe jej strany vzhladom na z dostaneme

Z kz*1 = 1-2)(=(n+1)z")+1—z"*!

2
= (1-2)
_1—(n+1)z" + na"*!
B (1-2)? ’

.....

vztahov medzi matematickou analyzou a diskrétnou matematikou.
Viacnasobné sicty

Cleny v stéte mozu byt uréené dvomi alebo viacerymi indexami, nie len jednym. Napriklad, vyraz

Z (l]'bk =a1b1 + ai1bs + a1 b3
1<5,k<3

azb1 + azbs + asbs
a3b1 + a3b2 + a3b3.

predstavuje dvojity sacet deviatich ¢lenov uréenych dvomi indexami j a k. Pre takéto sGlty pouZijeme

rovnaky zapis a metddy, ako sme pouzivali pre jednoduché indexy.
Moézme tiez pouZit dva znaky ), a vtedy hovorime o sicte stctov. Napriklad, zapis

> ajk = ajk(P(, k)

P(5,k) gk

je skratenym zapisom pre

¥ Y assr) = 3 (Sesatr)).

Jj ok J k
(Viacndsobné Yy sa vyhodnocuji zprava dolava (zvnitra von).) ¢o je stlet cez vSetky celé j z vyrazov
>k (P(j, k), t.j. z Clenov aj cez vetky celé k, pre ktoré je P(j,k) pravdivé. V takychto pripadoch
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hovorime, Ze sCitujeme najprv podla k a potom podla j. Viacnasobny saet viacerych indexov méZzeme
sCitovat v lubovolnom poradi indexov.

Vdaka tomu dostévame zékladny zdkon pre viacndsobné stéty, nazyvany tiez zdkon zameny poradia
séitovania, ktory zovSeobeciiuje asociativny zdkon (2.16) uvedeny skor:

(2.27) DD ain(PGE) = Y aje = D> a;k(PG, k).
ik ko

P(j,k)

Stredny vyraz v tomto zdkone je sucet cez dva indexy k a j. Lavy sadet > j > je sucet najprv podla k, a
potom podla j. Pravy stéet >, > ;e stucet najprv podla j, a potom podla k. V praxi, ak chceme vypod&itat
dvojity stacet, Casto je lahsie s¢itovat najprv podla prvého indexu a potom podla druhého. Poradie indexov
si zvolime podTla toho, ktoré je vyhodnejsie.

Stcet suctov nie je dovod pre paniku, ale u zadiatoénikov méze vyvolat zméatok. Urobime preto viaceré
priklady. Nas priklad s devédt¢lennym sicetom poskytuje dobr( ilustriciu pre manipuldciu s dvojitymi saé-
tami, pretoze takyto sicet moéze byt naozaj zjednoduSeny a proces zjednoduSovania je typicky pre pracu s
viacndsobnymi sactami:

Y ajbe =) a1 <,k <3) = D ajbe(1<j<3)(1<k<3)

1<5,k<3 3.k 3.k

=3 > ab(1<j<3)(1<k<3)

7 k

=Y a;(1<j<3)) b(1<k<3)
j k

J

=Y a1 <Y(X 1<k <)
j k

J

= (X a0<i<y)(Xna<k<y)
- (So) (En)

=
Prvy riadok oznacuje stcet deviatich ¢lenov bez uréeného poradia. Druhy riadok ich zoskupuje do trojic. Treti
riadok vyuziva distributivny zdkon na vyhatie v8etkych ¢lenov a, nakolko a; nezavisi na k; tym dostdvame
a1 (b1 + by + b3) + a2(by + by + b3) + az(by + by + bs). étvrty riadok je rovnaky ako treti, len obsahuje zbyto¢ny
par zatvoriek, takZe piaty riadok nevyzera az tak stragne. V piatom riadku sme vyhali Elen (by + be + b3),
ktory sa vyskytuje v kazdom &lene pre kazdé j: (a1 + aa +as3)(by + bz + b3). Posledny riadok je inak zapisany
predposledny riadok. Tato metdédu odvodenia mdézeme pouZit pri odvodeni v§eobecného distributivneho
zakona,

(2.28) Z ajby = (Z aj) (Z bk)a

sy jeJ keK
ktory plati pre fubovolné mnoZiny indexov J a K.

Zakladné pravidlo (2.27) na zdmenu poradia sumécie m4 vela obmien, ktoré vznikni, ked nejakym sp6so-
bom ohrani¢ime indexové mnoziny (miesto sumécie cez vietky celodiselné j a k). Existuji dve moznosti, ako
presne formalizovat toto pravidlo: prvy sposob ma prichut vanilky a druhy tfnistej cesty. Najprv, vanilkova
varianta:

(2.29) Z Z ajr = Z ajbk = Z Zaj,k.

: Py :
jeJ keEK ijeK kEK jeJ

To sme len inak zapisali vzfah (2.27). Tato vanilkova varianta zdkona sa pouZiva, ked obory hodndt pre
indexy st navzajom nezavislé.



14. oktébra 1998 Sudcty 11

Vztah pre variantu tfnistej cesty je trochu zaludnejsi. Pouziva sa vtedy, ked obor hodndt pre vnitorny
index zavisi na hodnote indexovej premennej vonkajsieho stctu:

(2.30) Z Z Qjk = Z Z Qj.k-
jed keK(j) keK' jeJ' (k)
J,K(5),K' a J'(k) sG mnoZiny spliajice vztah

(GeNkeK() = (ke K')(jeJ k)

Podobné faktorizacia je v principe vzdy mozné, pretoZze modzeme polozit J = K’ rovné mnozZine vSetkych
celych &isel a K(j) = J'(k) tak, aby vyjadrovalo zékladna vlastnost P(j, k), ktora riadi dvojity sacet. Ale
existuju $pecidlne pripady, kedy mnoZiny J,K(j),K’' a J'(k) maja jednoduchy tvar. Tieto pripady Casto
vznikaja v aplikdciach. Ako priklad uvedieme zvl4st uZito¢nt faktorizaciu:

(2.31) (1<j<m(<k<n) = (1<j<k<n) = (1<k<n)(1<j<h).

Zvycajne jeden z tychto sultov je lahsie vypocitatelny ako druhy. Vztah (2.31) méZzeme pouZit aj na trans-
formaciu tazgieho tvaru na lahsi.

Priklad. Aplikujme tieto myslienky na uzito¢nom priklade. Uvazujme maticu

a1y a1 a2 aias . a1Qn
a201 a20a2 as20as3 . a2Qn
asa; asaz2 asas ... asQn
anpa1 apQas apasz ... QpQnp

obsahujtcu n? stlinov a;jag. Nagim cielom je n4jst jednoduchy vztah pre sadet vietkych ¢lenov nad, alebo
pod hlavnou uhlopriec¢kou v tejto matici:

SHT = E a;jag,

1<j<k<n

Nakolko ajar = ara; matica je symetrickd podla hlavnej uhlopriecky, preto aj sicet Syt je priblizne rovny
polovici zo stétu vietkych prvkov (okrem prvkov hlavnej uhlopriecky).
Podobné Gvahy motivuji nasledujtce Gpravy, v ktorych sme premenili (j, k) na (k, j).

SHT = E ajak = E akaj = E ajak = SDT,

1<j<k<n 1<k<j<n 1<k<j<n
Pretoze plati
(1<j<k<n)+(1<k<j<n) = 1<5,k<n)+(1<j=k<n),

dostavame
2Spr = Sur+spr = Y ajax = Y ajax.
1<j,k<n 1<j=k<n
Prvy salet je po aprave pomocou vieobecného distributivneho zdkona (2.28) rovny (Z?Zl aj)(ZZ:1 ay) =

2 PR , ; . . , AN . . ‘
(Y-h_y ax)”. Druhy stcet je rovny > ,_, ai. TakZze dostdvame vyraz pre stdet ¢lenov matice, ktoré sa naché-
dzaja v hornom trojuholniku:

n 2 n
(2.33) SHT = Z a;ar = %((Zak) +Zai> .

1<j<k<n k=1 k=1
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Priklad. Posmeleny Gspechom si v§imnime iny dvojity stcet:
S = > (ak—a;)(be—by).
1<j<k<n
Zamenou k za j opat dostaneme symetricky vztah:
S= > (aj—a)bj—be) = D (ax—a;)(bs— b))
1<k<j<n 1<k<j<n
Takze moZeme obe rovnosti pre S séitat a pouzijuc vztah
(1<j<k<nm)+(1<k<j<n) = (1<jk<n)—(1<j=k<n),
dostaneme
28 = Y (aj—ar)bi—be)— Y. (a; —ak)(b — i)
1<j,k<n 1<k=j<n

Druhy stdet je rovny nule; a ¢o prvy? Ten sa rozpadne na $tyri oddelené suéty, kazdy s vanilkovou prichutou:

Z ajbj— Z (ljbk— Z akb]‘+ Z arbg

1<g,k<n 1<g,k<n 1<j,k<n 1<g,k<n
=2 Z akbk - Z ajbk
1<j,k<n 1<j,k<n
n n
=2n Z akbk — 2(2 ak) (Z bk) .
1<k<n k=1 k=1

V poslednom kroku kroku sme oba staéty zjednodusili podla v8eobecného distributivneho zakona (2.28). Ak
sa Upravy prvého sactu zdaja hrozostrasné, zopakujeme ich pomaly:

2 Z akbk:2 Z Z akbk

1<j,h<n 1<k<n1<j<n

=2 j{: abr j{: 1

1<k<n 1<j<n

=2 Z akbkn:2n Z akbk.

1<k<n 1<k<n
Indexovd premennd, ktord sa nevyskytuje v séitancoch moéze byt jednoducho vypustend, ak vynisobime
zvy$ok velkostou mnoziny obory daného indexu (v naSom pripade n).
Vratime sa tak, kde sme nase Gvahy prerusili; nd§ vztah moézeme vydelit dvomi a preusporiadt tak, ze
dostaneme zaujimavy vztah
n

(.39 (Sa) (b)) =ndabi— X (- a)e—by).
k=1 k=1

k=1 1<j<k<n

7Z tejto identity ako Specidlny pripad vyplyva Cebysevova nerovnost pre stéty:

n

(Zak)(ibk)ﬁniakbk, akalﬁ"'ﬁanahﬁ---ﬁbn;
k=1 k=1 k=1
(iak)(ibk)zniakbk; akalg---ganablz...zbn_
k=1 k=1 k=1
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