21. oktébra 1998 Sumy 1
Vseobecné metody na pocitanie siim

Teraz si na jednoduchom priklade precvi¢ime z roznych stran poznatky, ktoré sme sa
naucili. Na niekolkych nasledujicich stranich sa pokusime néjst explicitné vyjadrenie pre
sucet Stvorcov prvych n celych ¢isel, ktory oznacime [,,:

(2.37) 0, = Z k2, pre n > 0
0<k<n

Ukazeme, Ze existuje aspon sedem roznych sposobov, ako riesit tento problém a postupne
sa budeme ucit uzitocné stratégie na ,,utocenie proti si¢tom® vo vSeobecnosti.
Najprv, ako oby¢ajne, si v8imnime rieSenia pre niekolko malych pripadov:

012 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
n? 01 4 9 16 256 36 49 64 81 100 121 144
O, 0 1 5 14 30 55 91 140 204 285 385 506 605

7 uvedenych prikladov nie je bezprostredne jasné, ako vyzerd explicitny vztah. Avsak,
ak ho najdeme, m6zeme ho podla tychto hodn6t skontrolovat.

Metdoda 0: Ndajdi to v tabulkdch

Uloha najdenia suctu prvych n Stvorcov uz pravepodobne bola vyrieSend, takZze naj-
prijemnejSie je najst rieSenie vo vreckovej prirucke. Istotne nadm dobre poslazi CRC Stan-
dard Mathematical Tables, ktord na strane 72 uvadza rieSenie naSej ulohy:

1)(2n + 1
(2.38) o, = M )6( ntl o en>o0

Na presvedéenie, Ze sme sa nepomylili, skontrolujeme tento vztah pre O = 5-6-11/6 = 55.
Okrem iného, strana 72 v tychto tabulkich poskytuje dalSie informdcie o su¢toch tretich,
Stvrtych, ... az detiatych mocnin.

Je dobré si osvojit zdkladné zdroje informécii, lebo mézu byt velmi uzitoéné a napo-
mocné. Ale Metdda 0 nie je celkom konzistentnéd s nasim duchom, lebo chceme vediet, ako
sami moézZeme prist na rieSenie. Tato vyhladdvacia metéda je ohrani¢end na problémy, o
ktorych sa rozhodli ini Tudia, Ze st tazko riesitelné. Iné problémy tam nemusia byt.

Metoda 1: Navrhni rieSenie a dokadz ho indukciou.

Snad ndm maly vtacik povie rieSenie problému, alebo prideme na explicitny vztah
nejakou menej presnou mySlienkou. Potom musime dokézat, Ze rieSenie je spravne.

Napriklad, m6Zeme si pov8imnit, Ze hodnoty [, maji mélo prvociselnych delitelov
... Taktiez moZeme mat podozrenie na ekvivalentd formulu

1
5 1
(2.39) O, = n(n+ 23)(n T ), pren >0
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ktoré je krajSia a lahSie zapamétatelna.
Tak sa na to pozrime! Vieme, ze Oy = 0 = 0(0+ 1)(0+ 1)/3, takZe zdklad indukcie je
lahky. Predpodkladajme, 7e n > 0 a (2.39) plati, ked n nahradime n — 1. Nakolko

U, =0,—1+ n2a

dostavame

1
30,=(n-1) <n—§>n+3n2

3 1
= <n3— Enz—}— 5) + 3n?
3 1

— 342024

—<n -|-2n +2)
1

:n<n+§)(n+1).

Preto vztah (2.39) skutocne plati pre vSetky n > 0.

Indukcia méa svoj vyznam, ale je akosi viac obrannd metdda, ako progresivna metdda
hladania rieSenia, Ale toto eSte nie je to, ¢o sme v skutonosti hladali. VSetky ostatné
sucty, ktoré sme doteraz v tejto kapitole vypocitali, boli ziskané bez indukcie. Preto tiez

byt schopni s¢itovat stcty aj v menej tvorivych dioch.

Metoda 2: Perturbdcia suctu

Vratme sa k metdde perturbécie, ktorda tak dobre fungovala pre geometricki radu
(2.25). Vyjmeme prvy a posledny ¢len z (1,11 a dostaneme rovnost pre [,,.

On+(n+1°= > (k+1)>= > (K +2k+1)

0<k<n 0<k<n
S LD YT N
0<k<n 0<k<n 0<k<n
=0,42 ) k+(n+1).

0<k<n

Hop-la! éleny [1,, sa navzajom vyruSia. Niekedy, napriek nasemu velkému nadSeniu, per-
turbacna metdéda dava vztah typu O,, = O,,.

Na druhej strane, odvodenie nie je uplne zbyto¢né, poradi ndm, ako scitat sicet prvych
n celych ¢isel a aky je explicitny vztah pre tento sucet:

2 Z k=m+1)?—(n+1),

0<k<n
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aj ked sme dufali, Ze objavime stcet Stvorcov prvych n celych &isel. MoZzno, ak by sme
zacali so su¢tom tretich mocnin celych ¢isel, ktory moZzeme oznacit M,,, dostali by sme
vyraz pre sucet Stvorcov celych ¢isel? Skisme to.

W, +(n+1)°= > (k+1)°= > (k*+3k>+3k+1)
0<k<n 0<k<n

(n+1)n

=M, +30,+3 + (n+1).

Cleny W, sa vykratia a dostdvame vztah pre [0, bez spoliehania sa na matematickd in-
dukciu:

3Dn=(n+1)3—3(n+1)g—(n+1)

:(n+1)(n2+2n+1—§n—1)=(n+1)(n+%)”-

Metéda 3: Prevod sumy na rekurenciu (mozno i obecnejsiu)

Mierne zov8eobecneny rekurentny vztah (2.7) taktieZ posta¢i na s¢itanie ¢lenov ty-
pu n2. RieSenie rekurentnej rovnice

(240) Ro = Q,
R, = R,_1 + B+ yn+ on?, pre n > 0

bude vSeobecného tvaru
(2.41) R, = A(n)a+ B(n)g + C(n)y + D(n)d;

a uz sme urcili A(n),B(n) a C(n), pretoze (2.41) je rovnaky ako vztah (2.7), ked § = 0.
Ak teraz poloZime R,, = n3, zistime, 7e n3 je riefenim pre a =0, B =1, v = —3, § = 3.
Preto vztah

3D(n) — 3C(n) + B(n) = n®;

uréuje D(n).

Zaujimali sme sa o stucet [,,, ktory sa rovna (,,_1 +n?, preto sme dostali (J,, = R,,, ked
sme polozilia = =v=0a d =1 vo vztahu (2.41). Odtial OJ,, = D(n). Nepotrebujeme
algebraické tpravy na vypocet D(n) z B(n) a C(n), pretoze uz vieme, aky bude vysledok.
Ale pochybovaé¢i medzi nami by sa mali uistit upravou

(n+1)n

3D(n) =n*+3C(n) — B(n) =n®*+3 5

—nzn(n-ﬁ-%) (n+1).

Metoda 4: Zamena suctu integralom.
Ludia, ktorym je miesto diskrétnej matematiky bliz$ia matematickd analyza, st bliZsie
J miesto Y, takZe prirodzene hladaji moZnost ako nahradit )" za [. UkdZeme si, Ze to nie
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je aZ taky zly napad. Ale zatial, dobra myslienka je vysvetlit vzfah medzi ) a [, nakolko
sCitovanie a integrovanie si zaloZené na velmi podobnych myslienkach.

V matematickej analyze integral zndzornujeme ako plochu pod krivkou. Tato plochu
mozeme aproximovat pokrytim dlhymi a tenkymi obdIznikmi, ktoré sa dotykaju krivky.
Nakolko [, je stcet ploch obdlznikov, ktorych rozmery st 1 x 1, 1 x 4, ..., 1 x n?, je
priblizne rovny ploche pod krivkou f(z) = 2% medzi 0 a n.

Plocha pod krivkou je [; 2% = n®/3, preto vieme, Ze O, je priblizne rovné n.

Jeden spdsob, ako pouzit tento vztah je ur¢it chybu E, = O, — %n3 v aproximaécii

stétu integralom. Nakolko E,, splituje rekurentny vztah O, = O,_; + n2, zistime, Ze E,
spliiuje jednoduchsi rekurentny vztah

1 1 1 1
En:Dn_§n3:|:|n_1+n2_§n3:En_1+§(n_1)3+n2_§n3

= n_1+’n—§.

Iny sposob sledovania integralneho pristupu je najst formulu E,, s¢itovanim ploch.

n ) n ) k
I:In—/o T d:U:Z(k —/

z2 dm)
1 k—1
(Toto je pre Tudi, ktori st zasviteni do matematickej analyzy!!!)

Uz vieme vyjadrit F,, an potom aj [1,,.
Metoda 5: Rozvijaj, upravuj a uvidis.

Iny sposob urcenia explictného vyrazu pre [],, je nahradenie pévodného stuctu zdanlivo
komplikovanejSim dvojitym stc¢tom, ktord v skuto¢nosti méze byt zjednodusend

On= Y k= Y k

1<k<n 1<j<k<n
=2 2k
1<j<n j<k<n

=2 ¥ () +i- )

1<j<n

Posledny krok je podobny perturbac¢nej metdode, pretoze dostavame rovnicu s neznamou
veli¢inou na oboch stranéch.

1 1
=-n?*(n+1)+ Zn(n—i— 1) — ED"

1 1
— 1) — =0,.
n(n+2)(n+ ) 5

N = N =
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Prechod od jednoduchého stétu k viacnidsobnému sa moze zdat na zaciatku ako krok
spat, ale v skuto¢nosti je to pokrok pretoze dostdvame sucty, s ktorymi sa TahSie pracuje.
Nemozeme ocakavat, Zze pri rieSeni kazdého problému budeme neustile zjednoduSovat a
zjednodusovat: nedosiahneme najvyssi vrchol len lezenim hore!

Metoda 6: Pouzi konecny kalkulus.

Metoda 7: Pouzi vytvdarajice funkcie.



