29. oktobra 1998 Sumy 1
Koneény a nekoneény kalkulus

Naucili sme sa narabat so sic¢tami mnohymi sposobmi. Teraz je nacCase ziskat Sirsi
pohlad pozerajuc sa na problém sumécie z vysSej irovne. Matematici objavili ,koneény
kalkulus®“ ako analégiu nekoneénému kalkulu, pomocou ktorého je mozné pristupovat k
sC¢itovaniu systematicky.

Nekonec¢ny kalkulus sa zaklad4 na pojme operatora derivdcie D, ktory je definovany

Df(e) — tim FEHR) — @)

h—0 h

Koneény kalkulus sa zaklada na pojme operatora diferencie A, ktory je definovany

(2.42) Af(z) = f(z+1) — f(z).

Toto je konec¢nd varianta derivacie, v ktorej sme sa ohranicili na kladné celociselné hodnoty
h. Preto, h = 1 je najblizsie kladné celé ¢islo k 0 v zmysle ,limity“ ked h — 0 a Af(z) je
hodnotou vyrazu Af(z) = (f(z+ h) — f(z))/h pre h = 1.

Symboly D a A sa nazyvaji operatory, pretoze zobrazuji funkcie do funkcii. St to
vlastne funkcie funkcii, ktorych vysledky st funkcie. Ak f je dostato¢ne hladka funkcia z
realnych ¢isel do redlnych ¢isel, potom D f je tiez funkcia z redlnych ¢isel do realnych cisel.
Ak f je IubovoIna realna funkcia, tak tiez Af(z). Hodnoty funkcii Df a Af v bode z st
definované vyssie.

Kedysi sme sa v analyze ucili, ako operator D pracuje na mocninnych funkciach f(x) =
™. V takychto pripadoch Df(x) = maz™ 1. Toto mdZeme neformalne zapisat tym, Ze f
vynechame

D(z™) = mz™ L.

Bolo by pekné, keby operator A daval rovnako pekné vysledky. Pravdaze, ¢o ¢ert nechcel,
tomu tak nie je. Pozrime sa na priklad

A(@®) = (z+1)% — 23 =322 + 3z + 1.

Ale existuje typ ,,m-tej mocniny“, ktord sa operatorom A transformuje krajsie a to je
to, ¢o robi konec¢ny kalkulus zaujimavym. Tato nova m-t4 mocnina je definovand nasledu-
jacim pravidlom

m

(2.43) a:ﬂ:;:(ac—l)...(ac—m—l—li, pre m > 0.

Vsimnime si, ze maly podc¢iarovnik pod m, ktory znamend, Zze nasobime m c¢leny, ktoré
sa postupne zmensSuju. Existuje tiez zodpovedajice oznacenie pre sucin ¢lenov, ktoré rasti:

m
A

J— ™~

(2.44) xm:?ﬁ(x-}-l)...(:v—i-m—l), pre m > 0.
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Ak m = 0, definujeme 22 = 2% = 1, pretoZe prazdny stcin sa obycajne definuje 1 (prave
ako prazdny sucet sa definuje 0).

Veli¢ina £™ sa nazyva ,x na klesajice m“ a podobne z™ &tame ,z na rastice m*.
Tieto funkcie sa nazyvaja klesajica a rastica faktorialovd mocnina, pretoze maja blizky
vztah k funkcii faktoridl n! = n(n —1)...(1). V skutocnosti n! = n® = 1™.

V matematickej literatire sa objavuju niektoré iné oznacenia pre faktoridlové mocniny,
napriklad ,, Pochhammerov symbol“ (z),, pre ™, alebo £™; resp. oznacenie z(™) g T (m) DPre
™. Ale oznacenie s pod¢iarovnikom a nadéiarovnikom je vystizné, lebo sa lahko zapisuje,
pamata a neobsahuje zbytocné zatvorky.

Klesajice mocnina ™ je zvlast pekna z pohladu A. Plati, Ze

A(z™) = ((z +1)™) — 2™
=z+lz..(z—m+2)—z...(—m+2)(x—m+1)
=mz(z—1)...(x —m+2),

a preto konecény kalkulus mé $ikovny zdkon podobny zakonu D(z™) = ma™ 1

(2.45) A(r™) = ma™=L,

Toto je zakladny poznatok.
Operator D v nekone¢nom kalkule mé inverzny oprator, ,anti-derivaény“ (resp. integ-
rainy operator [). Zakladn4 teoréma matematickej analyzy déva do vztahu D a |:

g(z) = Df(x) prave vtedy, ked /g(x) dz = f(z) + C.

V tomto vztahu [ g(z)dz oznatuje neurdity integral funkcie g(z), ¢o je trieda funkei,
ktorych derivéicia je g(z). Analogicky aj A ma inverzny operator, ,anti-diferenény“ (alebo
sumacny) operator » . Plati tu dalsia zdkladna teoréma:

(2.46) g(x) = Af(x) prave vtedy, ked Zg(m)&x = f(z) + C.

Tu vyraz Y g(x)dx nazyvame neurcitym sictom a oznacuje triedu funkcii, ktorych dife-
rencia je g(x). (Poznamenajme, ze malé ¢ zodpoveda velkému A tak, ako d zodpoveda D).
Konstanta C pre neurcité integrily oznacuje Tubovolni konStantu; vyraz C pre neurcité
sucty je lubovolna funkcia p(x), pre ktoru plati, Ze p(z +1) = p(z). Napriklad, C' mo6ze byt
periodicka funkcia a 4 bsin 27x; takéto funkcie predstavuju ,konStanty*“ pri diferencovani,
prave tak ako konstanty pri derivovani. V celociselnych hodnotach je funkcia C konstantou.

Teraz sme dostatocne pripraveny na uder. Nekone¢ny kalkulus ma tiez urcité integraly:
ak g(x) = Df(zx), potom

b
/ g(z) dz = f(z) b= £(b) — f(a).
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Preto kone¢ny kalkulus ma ur¢ité sumy. Ak g(z) = Af(x), potom

(2.47) S g(a) oz = f(z) = (b) ~ F(a).

Tato formula ddva zmysel zépisu Zz g(z)dz prave tak, ako predchadzajica dava vyznam
z4pisu f; g(z) dx

Ale, ¢o v skutocnosti znamena Zz g(z)dz? Tento zapis sme definovali na zaklade
analogie a nie nevyhnutnosti a potreby. Chceme, aby sa analdgia zachovala aj v budic-
nosti. Preto si lahko moéZeme spomenit na pravidld koneéného kalkulu. Ale zépis bude
nepouzitelny, ak by sme nerozumeli jeho vyznamu. Pokisme sa vydedukovat jeho vyznam
sledovanim niektorych $pecidlnych pripadov. Nech g(z) = Af(x) = f(z + 1) — f(x).

Ak b = a, plati

> g(w) bz = f(a) - f(a) = 0.
Dalej, ak b = a + 1, vysledok je
S (@) bz = f(a+1) ~ f(a) = g(a).
Este vSeobecnejsie, ak b zvacSime o 1, plati
S a@)be =Y gl@) e = (F(b+1) - f(a) ~ (F(B) - F(@)
= f(b+1) = f(b) = g(b).

Tieto vyskumy spolu s matematickou indukciou ndm dovoluji dedukovat presny vyznam
zépisu Zz g(z)dx vo vSeobecnosti, ked a a b su celé &isla také, ze b > a:

b—1
b
(2.48) Z g(z)ox = Zg(k) = Z g(k), pre celé ¢isla b > a
k=a a<k<b

Inymi slovami, urcité sicty st rovnaké ako obycajné suc¢ty s ohraniceniami okrem hodnoty
sumacného ¢lena v hornej hranici.

Poktisme sa rekapitulovat trochu inym spésobom. Predpokladajme, Ze mame najst
explicitny vyraz pre neznamy sucet, a predpokladajme, Ze ju moZeme zapisat v tvare
Ya<kep 9(T) = ZZ g(z)dx. Teéria konetného kalkulu ndm hovori, Ze rieSenie moZeme
vyjadrit ako f(b) — f(a), ak vieme najst funkciu f, ktora je neurcitym sicétom, resp. anti-
diferenciou funkcie g. Podla definicie g(z) = f(x + 1) — f(z). Jednym spésobom, ako
porozumiet tomuto principu je vypisat si ¢leny

S (flk+1) = f(k) = (fla+1) = f(a) + (fla+2) — fla+ 1)) +...

a<k<b

(fO=1) = fb—-1)+ (f() - f(b-1)).
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Vsetky €leny na pravej strane sa vyruSia, okrem f(b) — f(a); takZe hodnota saétu je
f(b) = f(a). (Sttty tvaru 3, (F(k+1) — f(k)) st Casto nazyvané teleskopické podla
analogie so zlozenym teleskopom, pretoze hribka zlozeného teleskopu je urcend len vonkaj-
§im polomerom najvonkajSieho tubusu a vnitorného polomeru najvniitornejsieho tubusu).

Ale pravidlo (2.48) moZno pouZit, len ak b > a; ale ¢o ak b < a 7 Podla vztahu (2.47)

S al@)oz = f(b) ~ f(a)
(2.49) = —(fla)~ f®) ==Y glw)ox.

Toto je analégia koreSpondujica rovniciam pre kone¢ny integral. Podobny argument do-
kazuje ZZ-I—ZZ = ZZ, pre vSetky celé Cisla a,b a ¢, ¢o je sumacnd analdgia scitovania
integralov.

Teraz sa niektori z nas zac¢inaju obavat, co nam vSetky tieto paralely a analégie dali.
Dobre, urcité sticty nam poskytuji jednoducht cestu na vypocet klesajucich mocnin: zo
zékladnych zakonov (2.45), (2.47) a (2.48) odvodime vSeobecny zakon

n 7ﬂn+1

= —) re celé m,n > 0.
o m+1 P -

km+1

(2.50) > k=

0<k<n

Tato formula je lahko zapamatatelnd, pretoZe je velmi podobnd formuli
n
/ z™dr =n™"/(m +1).
0

Specidlne, ked m = 1, dostdvame k% = k. Principy kone¢ného kalkulu ndm dévaja
jednoducht moznost na zapamaéatanie faktu, ze

Z k:n_gzw_

2 2
0<k<n

Novy sposob, ako moéZeme sCitovat oby¢ajné mocniny, sa zaklada na tom, Ze najprv
vyjadrime mocninu pomocou klesajicich mocnin. Napriklad

k? = k2 + kL,

odkial

3 2
9 n= n= 1 3, 1 1
0<k<n

Nahradenim n vyrazom n + 1 nam da eSte jeden sposob ako vypocéitat hodnotu naseho
starého znameho priatela O, = Y cx<,, k* v explicitnom tvare.
Jeej, to bolo nddherne Tahké. Jedoduché vypocty ndm ukazu, ze

k? = k2 + 3k2 + k.
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Preto
b

k4 k2
3 _ 3
Zk—4+k+2 I
a<lk<b

Klesajice mocniny su velmi pekné pre sacty. Ale maju nejaké iné oslobodzujtice ry-
sy? Musime konvertovat naSe staré priatelské klasické mocniny na klesajice mocniny pred
stitovanim, ale musime ich konvertovat spif skor nez chceme urobif hocico iné? Casto je
mozné pracovat priamo s faktoridlovymi mocninami, pretoze oni maju dodato¢né vlastnos-
ti. Napriklad, prave ako (z +y)? = z? +2zy +y? z toho vyplyva (z +vy)% = 22+ 221yl +¢2
a podobna analdgia plati medzi (z + y)™ a (x + y)™.

Doposial sme uvaZzovali len mocniny s klesajicim exponentom, ktoré maji nezaporné
exponenty. Na rozSirenie analégii s klasickymi mocninami na zaporné exponenty, potrebu-
jeme mat vhodnu definiciu ™ pre m < 0. V8imnime si postupnost

a vidime, Ze aby sme z vyrazu 22 dostali vyraz z2 a z neho vyraz z* a z neho z2 delime

vyrazy postupne vyrazmi x — 2,2 — 1 a x. Zd4 sa rozumné (ak nie nutné), aby sme v
nasledujicom kroku delili vjrazom z + 1 na transforméciu od vyrazu 2% k vyrazu z—1, a

preto =1 = 1 Prvych par mocnin s klesajicimi exponentami maji tvar
(z+1)
1

g ,
r+1

p2e
(z+1)(z+2)’

_3 1

(4D (z+2)(z+3)’
a vo vSeobecnosti definujeme mocninu s klesajicim exponentom pre zaporny exponent

m 1
(2:51) x—_($+1)(x+2)...(:ﬂ+m)’ pre m > 0.

(Je tiez moZné definovat mocninu s klesajicim exponentom pre redlne alebo dokonca aj
pre komplexné m, ale to robit nebudeme.) Takto definované mocniny s klesajtcimi expo-
nentami maji pekné vlastnosti. Snad najdoleZitejsie je vSeobecny zékon pre exponenty,
analogicky k zdkonu

pre klasické mocniny. Verzia pre mocniny s klesajiicimi exponentami je

(2.52) TPEN — g™y —m)2, pre celé ¢isla m a n.
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Napriklad 22+3 = 22(z — 2)3, a pre zdporné n dostavame

2-3 _ .2 _ —3 1 _ 1 _ —1L
e FE P orin ) R T

Ak by sme sa rozhodli definovat =1 ako 1/z namiesto 1/(z+1), zakon pre exponenty (2.52)
by zlyhal v pripadoch typu m = —1 a n = 1. V skutoc¢nosti, mohli by sme pouZit vztah
(2.52) na to, aby sme zistili kolko mocnin s klesajicim exponentom musi byt definované v
pripade pre zadporné exponenty, poloZzenim m = —n. Ked existujice oznacenie je rozsiritelné
na pokrytie viacerych pripadov, je vzdy najlepsie formulovat definiciu tak, aby vSeobecné
zékony nadalej platili.

Teraz sa ubezpecme, Ze rozhodujica vlastnost diferencie plati aj pre nami novo defi-
nované mocniny s kleasjicim exonentom. Plati tieZ, ze Az™ = ma™=! ked m < 0 ? Ak
napriklad m = —2, diferencia je

L 1 ~ 1
T @)@+ @+)@+2)
(@41 —(z+3)
B (x4 1)(z+2)(z+ 3)

= 2273,

Fajn—funguje to! Podobne aj pre vSetky m < 0.
Ukézali sme, Ze sumac¢nd vlastnost (2.50) plati aj pre zdporné mocniny s kleasajicimi
exponentami rovnako ako pre kladné exponenty, kym sa neobjavi Ziadne delenie nulou:

b rmtl b
Zaa:ﬂéx: el pre celé m # —1.
Ale ¢o v pripade, ked m = —17. Pripomenme si, Ze v integralnom pocte pouZivame
b
/ rlde=Inz|°
a
ked m = —1. Radi by sme dostali analogiu funkcie Inz. Inymi slovami hladdme funkciu
f(x) taka, Ze
1
-1
vl = — 2 = Af@) = fla+ 1)~ (@)
Nie je tazké vidiet, ze
F@) = st
xr) = — — PR —
1 2 T

je vhodné funkcia, ktord spliia horeuvedenti podmienku. Ked z je celodiselné, tato veli¢ina
sa rovnd harmonickému &islu H, zo vztahu (2.13). Preto H, je diskrétna analdgia spojite;j
funkcie Inz. ( Nie je bez zaujimavosti, Ze pre celo¢iselné hodnoty x, hodnota H, — Inz je
priblizne 0.577 + 1/(2x) pre velké x. Preto H, a Inx nie st len analogické funkcie, ale ich
hodnoty sa vzdy odliSuji menej ako 1.)
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Teraz uvedieme uplni definiciu st¢tu s mocninami s klesajiicimi exponentami:

m+1 b )
(2.53) Zb 2 S — =7 las prem# —1;
* H, %, prem=—1.

Tato formula naznacuje, preco harmonické ¢isla sa vyskytuju v rieSeniach diskrétnych
uloh, napriklad pri analyze triedenia quick-sortu. Rovnako ako tzv. prirodzené logaritmy
vznikaju prirodzene v rieSeniach spojitych tloh.

Dobre, nasli sme analégiu k funkcii Inz. Podme sa pozriet, ¢i existuje aj funkcia e”.
Aka funkcia f(z) ma vlastnost Af(z) = f(z), ¢o zodpovedd identite De® = e®?. To je
lahké:

fa+1)—fl@)=f(z) <=  [flz+1)=2f(z);
Budeme sa zaoberat jednoduchym rekurentym vztahom, pricom funkciu f(z) = 2% budeme

povaZovat za diskrétnu exponenciidlnu funkciu.
Diferencia funkcie ¢* je pre Tubovolné ¢ jednoduché, konkrétne

A(c®) =" — % = (¢ — 1)c”.

Preto anti-diferencia funkcie ¢® je funkcie ¢®/(c — 1), ak ¢ # —1. Tento poznatok spolu
so zakladnymi zdkonmi (2.47) a (2.48) nam davaji peknti moznost, ako inak porozumiet
vSeobecnej formule pre sucte geometrickej rady:

I

b ct
k __ T _ —
E C—gac (5m—c_1 =—_1 pre ¢ # 1.

a<k<b N

Vizdy, ked sa stretneme s funkciou f, ktora by mohla byt ako explicitny vyraz, vieme
vypocitat jej diferenciu Af = g; potom mame funkciu g, ktorej neur¢ity siacet > g(x)ox
je zndmy.

f=>9 Af=g f=29 Af=g
=1 0 27 27

rl=1zx 1 c” (c—1)c”
2=x(r—-1) 2z /(e—=1)

™ ma™=1 cf cAf

™/ (m+1) ™ f+g Af+ Ag

H, s=t=1/(z+1) fg fAg+ EgAf

Napriek vSetkym paralelam medzi spojitou a diskrétnou matematikou, niektoré pojmy
70 spojitej matematiky nemaji obdobu v diskrétnej matematike. Napriklad, pravidlo deri-
vacie zloZenej funkcie v infinitezimalnom pocte, ktoré popisuje, ako ziskat derivaciu funkcie
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zavisiacej na nejakej funkcii. V kone¢nom kalkule niet Ziadnej obdoby tohoto zdkona, pre-
toZe tu neexistuje ziadny pekny vyraz typu Af(g(x)). Zdmena premennej v diskrétnom
kalkule je zloZitejSia, sndd’ okrem pripadu substiticie vyrazu ¢ & z za premenni x.

Avsak, A( f (az)g(a:)) md celkom pekny tvar, a umoZiluje ndm sumdciu po castiach,
ako konec¢nu variantu toho, ¢o v infiniteziméalnom pocte nazyvame integrovanie po ¢astiach
(per-partes). Pripomefime si tu formulu

D(uv) = uDv + vDu

infinitezimélneho poc¢tu, na zdklade ktorej funguje pravidlo integrovania po castiach

/uDv:uv—/vDu.

Niec¢o podobné moézZeme urobit v kone¢nom kalkule.
Zafnime pouzitime opratora diferencie na stéin dvoch funkcii u(z) a v(z):

(2.54) = u(x)Av(z) + v(z + 1)Au(x).

Tuato formulu moZeme prepisat do tradi¢ného tvaru pouzitim operdtora posunu E, ktory je
definovany nasledovne

Ef(z) = f(z+1).

Nahradenim miesto v(z + 1) dostdvame kompaktny tvar pravidla pre diferenciu sta¢inu:
(2.55) A(uww) = u(z)Av(z) + v(z + 1) Au(z).

(Operétor E je vlastne len takd nuansa, ktora vSak robi rovnicu korektnou.)
Ak uvaZujeme neurcité sucty na oboch stranach rovnice a preusporiadame ¢leny, do-
staneme reklamované previdlo pre sc¢itovanie po Castiach:

(2.56) Z ulAv = uv — Z EvAu

Podobne, ako v inifinitezimalnom kalkule, ku vSetkym trom ¢lenom moéZeme pripisat hra-
nice, ¢im sa stant neurcité sucty urcitymi.

Toto pravidlo je uzito¢né, ak stcet na lavej strane je tazsie vypocitateny ako na pravej
strane. Pozrime sa na priklad. Funkcia f xe® dx je typicka funkcia vhodna na integrovanie
po Castiach; jej diskrétna varianta je > 22% §z, s ktorou sme sa v minulosti stretli v tvare
> h_o k2. Na s¢itanie po Castiach, polozime u(z) = z a Av(z) = 2%, lebo Au(z) = 1,
v(z) = 2% a Ev(z) = 2°*1. Dosadenim do rovnosti (2.56) dostdvame

ZxQ‘” or = 2% — Z 2Tl 5 = 2% — 21 1 .
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Po dosadeni hranic dostavame

i K2k = Z:H 2%0x
k=0

__x2w __2m+1|8+1

= ((n+1)2"t1 —27+2) —(0-20 —21) = (n— 1)2"+ 4 2.

Je Tahsie ndjst tento sucet touto metdédou ako metdédou perturbécie, lebo nemusime roz-
myslat.

V tejto kapitole sme sa prekisali cez formulu pre ) ., ., Hi a citili sme sa Stastne. Ale
mohli sme néjst formulu (2.36) sytematicky, keby sme vedeli nieto o s¢itovani po Castiach.
Demostrujme toto tvrdenie na stucte, ktory vyzera este tazsie, Zog k<n kHg. RieSenie nie
je zlozité, ak sa nechdme viest analégiou s integralom [zlnzdz. Nech u(z) = H, a
Av(z) =z = 2%, lebo du(z) = 2=, v(z) = 22/2, Ev(z) = (z + 1)2/2 a plati, Ze

Zme(Sa: = x—gﬂz — Z Ma:_—léa:

2 2
x2 1
xz xz

- g - 10
g eyt

(V prvkom riadku sme pouZitim zédkona o exponentoch (2.52) zlucili dve mocniny s klesa-
jlcimi expomentami (z + 1)2z=L.) Teraz moéZeme dopisat hranice a dostdvame, Ze

(2.57) Ezkﬂkziyxﬂmx:Zﬁ@ﬁ—1>
0<k<n 0 2 2
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