Created by Miroch Zbierka tloh z kombinatorickej analyzy v1.0«

! 1! Dokument vo vystavbe ! ! !

Obsah

1. Rekurentné problémy .. ... .. 1
1.1. Matematickd indukcia .. .. ... 1
1.2, Rekurentné Glohy ..o 2
1.3. Vztah sim a rekurencii. .. ... ... 4
1.4, Daldie Glohy . ..o 4
2. Zékladné sumadéné metOdy ... ... 7
2.1, Jednoduché SUIMY . ...t e 7
2.2, VIacnAsoDbné SUINY .. ..ottt et e e e e e e e e 8
2.3. Integralna, perturbacnd metéda a metdda expand/contract ... 9
2.4. Neurcité sumy a metdda per PaTtes. ... ...t 10
3. Celé a mecelé Casti.... ... 12
4. Kombinatorické sumy ... ... ... ... 14
4.1, Zakladnd vztahy .. ... 14
4.2, Konvollicie @ NEGACIE . . ...ttt e e e e e e e e e 15
4.3. Duplicitné formuly a Newtonove rady ... ... ... 17
4.4, Daldie G10Ny .. oo 17
5. Generujlice funkcie. . .. ... 19
5.1. Zakladné vztahy ... ... 19
5.2. Linedrne diferencné roviiCe. .. ... ... .. e 20
5.3, Konvollicie . . ... 23
5.4. Daldie Glohy .. .. ... .. 24
6. Asymptoticka analyza. ... ... .. ... 26

Vysledy . .o 28



Created by Miroch Zbierka tloh z kombinatorickej analyzy v1.0«

1. Rekurentné problémy

1.1. Matematicka indukcia

Niekolko dobrych rad:

1. Dékaz matematickou indukciou mé 2 kroky, ani jeden z nich nemo#Zno vynechat.

2. Skér nez zacnete nie¢o matematickou indukciou dokazovat, sformulujte jasne dokazované tvrdenie.
3. Skér ne? zaénete dokazovat 2. krok matematickej indukcie, sformulujte indukény predpoklad a dokazovany zaver.
4. Pouzitie indukcie v tillohach je nasledovné:

1. Uhadnite vysledok.

2. Dokazte ho indukciou.

1. Dokézte nasledujtice tvrdenia:
n(n+1)
2

1
2. VnEN:]2+22+-~~+n2:6n(n+1)(2n+])

1. VneN:14+24+---+n=

1
3. VnEN:13+23+~-~+n3:an(n+1)2
1
4. vneN:12+32+-.-+(2n—1)2:gn(Qn—1)(2n+1)

5. ¥neN:12-224...4 (—1)”_1712 = (—1)”_1%71(11 +1)

6. VneN,n>2:1+— >/n

1
\/— \/_ \/ﬁ
. N L 1 1 1 13
. Vne N, n> +]+ +2+ + >24
2. Dokazte:
1. Ak 2 > —1 an €N, tak (1 4+ 2)" > 1+ na (Bernoulliho nerovnost).
2. Nech n € N, nech z1,...,z, s redlne ¢isla rovnakého znamienka vSetky vacsie ako —1. Potom
(T+a)(I4+as)...(l+an)>14+z1+ 20+ -+ pn.
3. Dokéazte tvrdenia:

1. VneN,n>1:n+1<2"

13  2n—1 1
2. VneN: —.—.....
" 22 on Von+ 1

3. VneN: (2n)!l < 22”(11!)2

5. VneN,n>2:21416!...2n)! > ((n+ 1)!)"
6. VneN,n>3:n"t > (n41)"

1. Dokézte, ze plati: ak @1 > 1,29 < 1, tak 1 + x9 > z122 + 1.
2. Na zaklade toho dokazte: Nech z1,...,z, sG kladné ¢isla také, ze z1x5...2, = 1. Potom
T +xo+ -+ xy >0

3. Na zaklade toho dokazte: Sl + 2 + -+ + In > n, kde z1,...2, s kladné ¢isla.
To 3 Tn T 1

4. Na zaklade toho dokazte (AG-nerovnost): Ywxixs.. . xq < — (a:l +ao4 -4 xy), kde 21, .. .2y

st kladné éfsla.

Tp—1

5. Dokazte nerovnosti:

"1 1
1.;k—2<2 Zk—
=1 k=0



Created by Miroch Zbierka tloh z kombinatorickej analyzy v1.0«

Fibonacciho postupnost je definovana nasledovne:

Fy=0,
=1,
Fpyo=Fnp14+Fn, n>0.

Dokézte nasledujtice tvrdenia:

1. Fi+Fs4 -4 Fopy1 = Fongo 2. 14+ Fo+ Fa+ -+ Fopy = Fopg
3. Fg — n+1FrL—1 = (—1)n+1 4. ZFg — FnFn+1
k=1

5. Fi\Fy+ FoFs+ 4 Fop_1Fa, = F2,
N4jdite sacet: Fo+ Fy + -+ F,

1.2. Rekurentné ulohy

Niekolko dobrych rad:

1.

Niekedy sa oplati vypisat si prvych niekolko skimanych hodnét pre malé n. MéZe to pomoct pri zostaveni

rekurentnych rovnic, ¢i priamo uhadnuti vysledku, ktory sa potom dokize matematickou indukciou.

. Pokdste sa najst vieobecni zavislost medzi hodnotami a tak zostavit rekurentné rovnice (ak zavislost nie je zrejm4,

treba ju dokdzat napr. matematickou indukciou). Potom uZ bude potrebné len rekurencie vyriesit.

. Snazte sa vysledok upravit do uzavretého tvaru, t.j. tvaru, ktory uz neobsahuje sumy ani rekurencie, tak, ako sa

vyrazy upravovat zvyknu (t.j. podla matematickej krasy).

Rovnicu f(n)=af(n—1)+b mo¥no rieit bud tak, Ze:

1

9.

10.

11.

. za f(n—1) dosadime af(n—2)+b, &im dostaneme f(n)=a? f (n—2)+ab+b a ak budeme v takomto rozvijani pokraéovat,

az kym nedostaneme f(1), ¢o je zndma hodnota, ziskame riesenie.

. Inou moZnostou je urobit substiticiu g(n)=f(n)+c, kde ¢ je zatial nezndma konstanta. Po dosadeni do p6vodnej

rekurencie dostdvame g(n)=ag(n—1)—ac+c+b, g(1)=f(1)+c. Ak zvolime c tak, aby c—ac+b=0 (ak sa to da), mame
rekurenciu pre g(n), ktord vSak popisuje geometricka postupnost, takZe ju Tahko vyrieSime. Tato metéda ma ovela
girdie pouZitie. Pri zloZitejsich tlohach je moZné zvolit v substithcii aj nezndmu funkciu c(n):  g(n)=f(n)+c(n).
Ak o nej vieme napr., 7e je to polyném, méZme pouzit metéddu neurditych koeficientov. Tato metédda tizko stivisi

s linedrnymi diferenénymi rovnicami s nenulovou pravou stranou.

Rieste rekurencie:

1. y1=5 2 Ty=1, Ti=2
yn+1:2yn_3; TLZ] Tn+2:Tn+1+Tn_]; 7120

3. 21:3 4. R():O, R1:2
zn+1:2(zn+n_)—n2-|-1, n>1 Roys=Rp4y1+R,—n—1, n>0

(O Jozefovi):

1. V kruhu stoji n > 1 oéislovanych Tudi. Postupujtic v smere hodinovych ruéic¢iek dookola, kazdy
druhy spacha samovrazdu. Na ktor poziciu J(n) sa ma postavit chuddk Jozef, aby zostal
posledny a nemusel uz spichat samovrazdu 7

2. Je dané k > 1. V kruhu stoji n > k ocislovanych Tudi. Postupujiic v smere hodinovych ruéiciek,
kazdy druhy spacha samovrazdu. Na ktoré poziciu J(n, 1),...J(n, k) sa ma postavif k priatelov,
aby zostali posledni a nemusel uz spachat samovrazdu ?

3. Jedané k > 1. V kruhu stoji n > 1 oéisloavnych Tudi. Postupujic v smere hodinovych ruciciek,
kazdy k-ty spacha samovrazdu. Na ktor poziciu Ji(n) sa mé postavit chudék Jozef, aby zostal
posledny a nemusel uz spachat samovrazdu ?

Zamyslite sa nad hodnotou J*(n) = J(J(...J(n)...)) a uréte J*(n) = klim JE(n).

—> 00

k
Urcte nasledujtice hodnoty:

1. Na aky maximélny pocet casti rozdeli rovinu n priamok ?
2. Na aky maximalny pocet ohranicenych casti rozdeli rovinu n priamok ?
3. Na aky maximalny pocet ¢asti rozdeli rovinu n kruznic 7

2
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4. V rovine je dany bod A. Na aky maximalny pocet ¢asti rozdeli rovinu n kruznic, z ktorych
kazda prechadza bodom A 7

5. Na aky maximalny pocet casti rozdeli rovinu n 1-krat zalomenych lomenych ¢iar 7
6. Na aky maximalny pocet casti rozdeli rovinu n elips 7

7. Na aky maximalny pocet casti rozdeli 3-rozmerny priestor n rovin 7

8. Na aky maximélny pocet casti rozdeli 3-rozmerny priestor n gufovych pléch ?

12. (Hanojské veze a dvojveze):

1. K dispozicii st 3 7rde A, B, C. Na zrdi A sa nachadza n diskov po dvoch réznych velkost{
zoradenych tak, ze najvacsi je naspodku a najmensi navrchu. Ulohou je presunat disky zo zrde
A na 7rd B za pomoci 7zrde C. Pri presunoch plati, 7Ze sa nikdy nemd7e vacsi disk nachadzat
na mensom. Na aky najmensi pocet presunov a, je mozné tato tlohu pre n diskov vyriesit 7
Akym postupom ?

2. K dispozicii sG 3 zrde A, B, C. Na zrdi A sa nachddza 2n diskov n po dvoch réznych velkosti,
7 kazdej prave 2 kusy, zoradenych tak, ze najvacsi je naspodku a najmensi navrchu. Disky
st zhora nadol oc¢islovanych ¢islami 1...2n. Ulohou je presuntt disky zo 7rde A na 7rd B
za pomoci zrde C, a to tak, ze na vyslednom porad{ 2 rovankych kotticov na zrdi B nezélezi.
Pri presunoch plati, ze sa nikdy nemdze vacsi disk nachddzat na mensom. Kotice rovnakych
velkosti mézu byt na sebe ulozené oboma spbsobmi. Na aky najmensi pocet presunov b, je
mozné tito tlohu pre n diskov vyriesit 7 Akym postupom 7

3. Rieste predchidzajicu Glohu za predpokladu, Ze v cielovej pozicii sG disky na zrdi B opat zhora
nadol oc¢islované 1...2n. Uréte najmensi pocet presunov c¢,,.

Dalfm délezitym typom rekurencie je je rekurencia s parametrami. Pokial je so zadania zrejmé (alebo to viete dokazat),
%e vysledok je linedrnou kombiniciou parametrov, je mo#né pouZitf metédu budovania repertodru. Pokial v zadani
parametre zvolené nie si1, treba vytypovat, ktoré kongatnty zvolit za parametre, pre ktoré sa bude hladat vieobecné
riedenie. Ak zvolite parametrov privela, bude riefenie tazké a zlo%ité; ak primalo, nepodari sa vdm pouZit metédu

budovania repertoaru.

Budovanie repertodru: Ak sa v zadani rekurencie f(n) vyskytuji kondtanty «,g,... a je dokidzané (alebo zrejmé),

%e pre kazdé konkrétné n je f(n) linedrnou kombindciou parametrov o, 3,... (nie nutne pre kazdé n tou istou), tak vieme,
Ze vieobecné riefenie rekurencie ma tvar f(n)=A(n)a+B(n)B+..., kde A(n),B(n),... si nezndme funkcie. KedZe riesenie
je vieobecné, lTubovolné dosadenie za konstanty musi byt konzistentné, t.j. ak za konstanty dosadime do pévodného

zadania rekurencie, rekurenciu vyriesime v tomto pripade a dostaneme tak f(n), to isté dosadenie ndm d& rovnicu
Vne N : f(n) = An)a+ B(n)B + ...

&o je linedrna rovnica o nezndmych A(n),B(n),.... Ak ich budeme mat dostato&ne vela nezivislych, riefenie sistavy uréi
nezname funkcie. Problémom zostava, ako volit hodnoty za konstanty «,8,... tak, aby vzniknuté rovnice boli uzitoéné a
pritom sme vedeli pre tiito kombinéciu parametrov uréit f(n). MoéZme preto volit parametre o,3... tak, aby sme dostali
nami vopred zvolenii funkciu f(n), t.j. "dosadime” za funkciu f(n) a douréime parametre «,3,.... Najvhodnejsie je
volit funkcie, ktoré st "blizko” vysledku. Repertoarovou metédou mozno reiesit aj sumy, ak si uvedomime, %e sulet

ao+:-+an je popisany rekurenciou ¢iastoénych stactov

Yo = ao

Yn Yn—1 + ap, 7721

13. Rieste systém zovSeobecnenych ¢iselnych ststav. V tomto pripade sa mézu vo vysledku vysky-
tovat bodky, co umoziujeme len vynimocne, pretoze bodky predstavuji nespocitant sumu.

J(1) = f(dn) = c.f(n) + Bo
f(2) = o Fldn+1) = c.f(n) + B

fld—1) = ag-1 fldn+d—1)=c.f(n) + Ba-1

3
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14. Rieste rekurencie:

g(n) =2g(n—1)+2"3 +yn + 3, n>1
2. ¢g(0)=«a

g(n) =2g(n - 1)+ (=1)"ny+ (=1)"6+ 5, n>1
3. 9(0)=«a

g(n) =2g(n — 1)+ n? +yn + 3, n>1
4. g(1) =«

9(2n) =3g(n) + 1 + fo

g(2n+1) = 3g(n) + yn + 51, n>1

n
15. Repertodrovou metédou najdite stcet Z(—l)kk
k=0

1.3. Vztfah stim a rekurencii

Riesit rekurenciu Yo = @o; Yn = Yn—1 + @n zZnamend najst sumu

n

Yn :Zak

k=0
Riesit rekurenciu, v ktorej rekurentna ¢ast ma tvar a, Yy, = b, Yn—1 + €y moZno prevedenim na predchadzajici typ,
ak ju prenasobime vhodnym vyrazom S, takym, ze bpSn = @p_15n—1 a zavedieme substitiiciu n = UnSnYn.-
16. Rieste rekurencie:
n— 1 1 Th-1 1
Th=—-T,_ — n>1 T, = — n>2
n 3n nl‘l‘na > n n_|_1+n" -
3. Ty =0 4 Ty =1
n 1 Tpoy 2771
Tn+1:n+1Tn+n+1, n >0 Th = - + T n > 1
5 T1 =0 6. T1 =0
T T 1 T T n
TL+1: n + -, n>1 n+1: n —, n>1
n n+1 n - on on+l © gn -
7. To=5
2T, =nT,_1+3n!, n>0
17. Rieste rekurenciu:
T =2
To=1
1 Tha— Tha—
_' + Tn — n—1 + 2n 2 , n 2 3
n: n n<—n

1.4. Dalsie tdlohy

18. Za predpokladu, 7e a, 3 s zvolené tak, ze Vn € Ny : @, # 0, rieste rekurenciu:

Qo=a
Q=7

_ 1+Qn—1 n
Qn_ Qn—2 ’ >1

4
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19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

Nech
U = uUug = 1

; 1 ‘
Un zzun—1+\/un—1un—2+(_1)n+ ) n>2
Dokézte, ze prvky postupnosti {u,}52, s celé ¢isla.
Nech p je neparne celé &islo a nech rovnica z%2 — pz + 1 = 0 ma korene z1, 25. Dokaite, 7e &isla
21995 4 1995 1996 4 51996 5 celé a nestidelitelné.

Golombova samopopisujiica sa postupnost F(k), k& > 1 je definovanad ako jedind neklesajica
postupnost prirodzenych ¢isel s vlastnostou, Ze pocet vyskytov cisla k v nej je prave F'(k), k> 1
Lahko vidiet jej zaciatok:

Fky[[1]2]2]3[3]alalals]5]5]6

Nech G(n) je najvacsie také m, ze F(m) = n. Dokazte, Ze

G(G(n) =) _kF(k)

Postupnost {a,}5>, je definovana nasledovne:

@4n—1 =0
A4p_3 = 1 n 2 1
A9p = Qp

Dokéazte, ze postupnost {a, }52; nie je periodicka.

Postupnost {a, }°2, je definovana takto:

a; =ag =1
ap = M, n>3
Ap—2

Dokazte, ze ¢leny postupnosti {a,}5L; st celé ¢isla.
Dokézte, ze

1. VhneNgVmeN:  Foim=FnaFp+ FnFnp
VneNg: FopiFays— FaFups = (1)
VneN: Fopy=Fl+F!_,
VneN: Fa,=F)  +F>—F}_,
VnEN,n>2: Fi— FuoFp 1FopiFays =1

Ot = W N

Dokazte, ze Tubovolné 2 po sebe idiice Fibonacciho éisla sti nestidelitelné.

N4jdite vyjadrenie postupnosti a, v uzavretom tvare:

1
V3
a —\/3(a2+a2+-~~+a2 ) n>1

n = ag 1 n—1h

ang =

N4jdite vyjadrenie postupnosti 7;, v uzavretom tvare:

Topr = YTIZ+TP 4+ T3, n>0

5
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28. N4jdite vyjadrenie postupnosti b, v uzavretom tvare:

b, =log, an, n>0

29. Né4jdite vyjadrenie postupnosti 7, v uzavretom tvare:

1 1
Top1 = <2+_> T, — <1+_> Tho1, n>2
n n
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2. Zakladné sumacné metddy

2.1. Jednoduché sumy

30. Njjdite sacty:
“ 3k 4 2k R o 1
LY 2.2 (-1
k=0 k=0

Ak sa vam podari napisat pri vypodte sumy ag+...a, vyraz ax v tavre byy1—bx, tak ar++ap,=bo—by+b1—bo+-+

bp+bpy1=brt1—bo. Takéto sumy sa nazyvaju teleskopické. Teleskopizicia sim siivisi s neurcéitou sumaciou. V pripade

stim racionalnych lomenych vyrazov zvaZte ako heuristiku rozklad na parciilne zlomky.

Harmonické &isla m-teho rddu st definované nasledovne:

n

\ 1
Hm) — -
" k

?...

épecié.lne H,=H). Dohodou je H((,m)zo. Harmonické &isla nie sii vyjadritelné v uzavretom tvare. St viak znadme

ich asymptotiky a st natolko déle%ité, %e sa md¥u vyskytovat v uzavretom tvare vysledku za predpokladu, ze vysledok

uZz nemozno dalej zjednodusit (napr. vysledok H, 41— H,, nie je v poriadku, moZno ho totiZ upravit na n+1 ). Doporuéuje

sa upravit vysledok tym spdsobom, %e vietky indexy harmonickych &isel v fiom st rovnaké (pokial sa to dd). Okrem
”

toho, %e vyrazy typu H,4:—H, sa tymto upravia ”"samé”, ulahluje to kontrolu vysledku, pretoze ho mozno zapisat

viacerymi spésobmi, o ktorych nie je na prvy pohlad zrejmé, Ze st rovnaké (napr. (n+1)H,41=nH,+1).

Ak oznadime H{™ = lim H{™), tak plati, %e Hoo=co, H{™) =((m), pre m>1, ¥pecidlne H‘(;-):":a—2

n— 00
31. Njjdite stacty:

n

n 1 . 1
;k(’fﬂ) > ;)(31«_2)(3“1)

1
3. T o 4. k.k!
;k(k—i—l)(k—i—?) Z
k-1 G
5. 6. > (Vk+2—2VE+1+Vk)
k=0 ’ k=0
32. Najdite sicty:
n—1

' n? ) 1
b 2y * X v

n—1 n

1
3. 4, R
Z\/2k+1+\/2k+3 };)(Hz)k!
= (=1)F .k
> Z4k2—1
k=0
33. Njjdite stacty:
. 2%+ 1 ) T 2%k 41
< k(k+ D) e k(k+ 12
n—1 n—1
k2 k
3. 4. 27
k=1 k+1 k=0 (k+1)(k+2)
n—1 n
kE—1)2 k3 + k2 k
Sy e
k=0 + k=1 TL( + )

34. Njjdite sacty:

-1
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S n? k24 9n+1 n_lkz—{—k—{—]
3> 2 Y
— n—k+1 pyrd kE+1
" k24 k-2 = 1
3. ‘)7 4. 227
k=2 k* —k k:3k _3k+2

n—1 2n
6k + 3 A
. _— . —1)%k
g ]§9k2+9k+2 6 ;::1( )

Jednou z moznosti ako riesit sumy typu

je aprava vnitorného ¢lena pri rozliSeni parity n. Ak n je parne, t.j. n=2m, tak

Z(—l)kdk = 2(—1)kflk => (=) ag + (=1)*tag_1) = Z(azk — ask—1) = V(n)

Poslednii suma je uz iného typu a uréi sa inymi metédami. Potom pre n neparne je n=2m+1 a

2m+1

n 2m
Zak: Zak:a2m+1+2ak:an+1}(n—1)
k=1 k=1 k=1

Vysledok niekedy moZno upravit tak, aby zahriioval oba pripady naraz.

35. Najdite stacty:

LS (=% 2. ) (—1)kk?
k=0 k=0
3. ) (—1)Fk? 4.y (=1k
k=0 k=0
2n )
5.3 (=1)F (Hy + k%)
k=1
36. Urcte —_—
P (k+1)!
- n+1
37. Nech S, = > k!(n— k)! Dokéite, ze Yn € N: S, = S Sno1 41

k=0
2.2. Viacnasobné sumy

Silnou metédou je zdmena poradia sumacie:

S alk, )y =" a(k,l)

V praxi je najéastej$i pripad so zmenou hranic:

To je pripad napr. sim s harmonickymi &islami.

38. Njjdite stacty:
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1.§Hk ZZZ

k= 11<_]<k‘

3. Zka 4. Z’“Hn—k
k=1 k=0
n—1 n—1

5. Y kH 6. > HY
k=1 k=1

39. N4gjdite sacty:

n—1 n—1
1. ZH2k+] 2. ZHZR
k=0 k=0

n n—1
3. ) (—1)FkH 4. (Hng + Hogr)
k=0 k=1
N 1
k=0 1<i<j<n
40. Najdite Z Hy— Qk (Pomécka: In(1 + ) Z k+1 —, |z| <1 - Taylorov rad)
E>1 k=1

41. Najdite sOcty:

n—1 2k k2 n—1 k.k! k!
kE+1 1 kE+1 1
1 P > 2.3 ( +2. )
2 |
k=0 m=0 k + 1 +m m=1 m k=0 m=1 m+ k m=1 m
n—12k+1 p n—1 n
1 1
3 > mm 4
k=0 p=1 m=1 + k p k=0p=1 nk +p
42. Rieste rekurencie:
2
1. T2 = §
T,
n+1 — Tn + 1 ; n>9
14nHpow 14 (n+1)H, nH,+n(n+1)H? =
2. Ty =1

Tn+1 — Tn + (TL + 1)Hn+1 —1 n>1
Hn Hn-}—'l (n+1)2Han+1’ -

2.3. Integralna, perturba¢na metéda a metéda expand/contract

n
43.  Perturbacnou metédou a metédou expand/contract urcte stcet Z k.2
k=0
7
44. Perturbacnou, integralnou metédou a metédou expand/contract uréte stcet Z k
k=0

45. Rdznymi metédami najdite stcty:

1. Zn:(—l)’“ 2. (=1)Fk?
3. Zn:kS
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46. Najdite sacty:

[e%s) n—1
1. Z%Q—:l 2. Y K22k
k k=1

=0
3. ) 4k.3k 4.3 k27
k=0 k=0
2.4. Neurcité sumy a metéda per partes

Diferenciu funkcie f definujeme ako Af(n):=f(n+1)—f(n). Neurditd suma je obratena operacia, t.j.

D fk)dk = g(k) <= Ag(k) = f(k)

Neurditd sumécia je metéda vyuzivajica, 7e:

Y S(k) =g(b) —gla), kedg(k) =D _ f(k) bk

a<k<b

Klesajiice faktoridlne mocniny sii definované nasledovne:

n"=1; n=nn-1)...(n—m+1), m>0; ni:(n+1)(n+é)m(n+m), m > 0
47. N4jdite diferencie nasledovnych funkcii f(k):
a) k™ b) 2F
c) Hg dy 27*
e) ek f) Fy
1996
48.  Néjdite sicet: » k=
k=0

49. N4jdite neurcité sumy nasledovnych funkcii f(k):

a) k7, m# -1 b) k—
c) 2k d)y 2-*%
e) cf e#1 f) F

Vypodéitanii uréitti sumu mo#no pouZit na najdenie sumy neurditej: Ak vieme, %e

n—1 k k-1
D am =V(n), tak AV(k) =V(k+ 1) = V(k) = > am — Y am = ax
m=0 m=0 m=0
Teda
S ag ok = V(k)
50. Néjdite Y Hy ok
51. Najdite sacty:
n—1 n—1
LYK, m>0 2. > K
k=1 k=1
n—1 n—1
3. ) & 4. 3k
k=1 k=1
n 41 n (k‘ + 4)1
5. E+1).(k+1)— 6. ST
kZ::O( ).(k+1) ; F13)7

10
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52. Najdite sacty:

2n—1

LY (ke 2.
k=0
2n—2 -t

(=D* (k

Y 5 | 3 4.
k=—1
n (_2)5

5.3 -
k=1

Metéda per partes je vypodet urditych sim na zaklade vztahu:

Zbierka tloh z kombinatorickej analyzy v1.0«

2n k1
> o (=1Fko—
k=1

n—1

2
D24k - 1)
k=0

Z Aak.bk :ak.bk|z - Z ak+1.Abk

a<k<b a<k<b
53. N3ajdite stacty:
n—1
1. Zka 2
k=1
n—1
3. > k’Hy 4
k=1
n—1
5. > k2 6
k=1
n—1
7> k.Fy
k=1
n—1
54. Nech m je celé éislo. Najdite siicet Y k™ Hy postupne pre
k=1
a)y m=0 b)
c) m=-1 d)
55. Najdite sacty:
n
1
1. —H 2
7
k=1

11

m >0
m< —1

n—1

k=1
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3. Celé a necelé c¢asti

Dolnou celou &astou redlneho &isla z (oznadenie |z]) nazyvame najvalsie celé &islo mensie ako z. Teda [z]=n <

n<z<n+1 Hornou celou &astou realneho &isla = (oznadenie [z]) nazyvame najmengie celé &islo vadsie ako z. Teda

[#]=n <= n<z<n-1. Necelou (zlomkovou) &astou realneho &isla T (oznalenie {z}) nazyvame &slo z— |z ].

56.
57.
58.

60.

61.

62.

63.

64.
65.

66.
67.

68.

69.

70.

71.

72.

Dokéite, ze || = [«] alebo || = [#] — 1. Zistite, kedy nastéva ktory pripad.
Dokézte, ze [z] + [—2¢] =~z € Z.
Dokéazte, ze ak m, n s celé cisla a x realne, tak
1. m<z < m<|z] 2. z<n < |z]<n
3. m<z <<= m<[z] 4. z<n < [z]<n
Najdite nutnt a postac¢ujiicu podmienku na to, aby |nz| = n|z|, ne€Z*.
Dokaite, #e pre m,n € Z1,a > n, a iraciondlne plati, 7e L[maJn/aJ =mn— 1.
Dokaite, ze pre m,n € Z1 plati {E—‘ = le
m m
Rieste rovnice v R :
1. [2z] = |32] 2. |z]?=[2]?
3. [slel] =] 4. [3[e]
Nech f : R — R je rastfica spojitd funkcia a vlastnostou, ze f(z
L£(@)] = LF(Lz]) - Dokiste.
Dokazte, ze |z| + |y] + [z + v]| < [2z] + |2y].
Dokazte, Ze postupnost 1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,... (zacinajlca ¢lenom a;) je explicitne dand
vztahom

€7 —» x € 7Z. Potom

ay = {\/%+%J

Nech b,z € R. Pre ktoré b > 1 plati, ze pre Ve > 1:  |log, x| = |log,(|2])] 7
Dokazte, ze pre Vn € Ny :

Vol + [Va+1] = [Vin+ 2]

Definujme postupnost Spec(a) = ||, |2, 3], ... Dokaite, 7e mnozina Spec(v/2) a mnoizina
Spec(2 + \/5) tvoria rozklad mnoziny prirodzenych ¢isel.

N4jdite nutni a posta¢ujiicu podmienku na to, aby mnoziny Spec(a), Spec(3) tvorili rozklad
mnoziny prirodzenych ¢&isel.

-2

nadobtda jednu z hodnét |z], [z]. Zistite, kedy ktort.

Dokéazte, ze vyraz

1. Dokaite, ze pre Vo € RY { [J:JJ = [VZ]

2. Pre ktoré z € R{ : [\/[mJ-‘ # [Vz] ?
N4jdite hodnotu:
len! (n +1)%] mod n

Hladat sumu s celymi dastami mo¥no v niektorych pripadoch previest na najdenie po&tu celych &isel v istych intervaloch.

V tom pripade pozor na posledny interval, méZe byt kratsi a treba ho riesit ako Specidlny pripad.

73.

N4jdite scty:

1S gk - [igh] 2 2 [”%J

k=1 0<k<m

12
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74. Njjdite stcty:

n 2"
LY Mgk 2. > |lgk]
k=1 k=1
2" 2"
3. ) aliehl 4. > |lgk)? /2lien]
k=0 k=1

Pri suméch s celymi ¢astami mo#no vo vyraze |k/2] rozlifit k podla parity a ratat dve osobitné sumy. Teda

Zk/Zak_Zzak+ Z

k par k nepar
Niekedy je vhodnejsie najprv nahradit vyraz [k/2] vyrazom k/2 a dopoé&itat ”chybov” sumu:
§ E k 1 E
k/z Eakn -3 ar
k k k nepéar

Pozri dalej priklady v &asti o kombinatorike.

2n—1
1
75. Najdite stcet ];) m[k/‘z ]

76. N4jdite stcet Z[arctan(k —n/2)]
k=0
77. Najdite integraly:

1. /On[;rj{a:}da: 2. /On[;ﬂ{a:}da:

3. /On 2{z}de 4. /Oﬁm?’{ﬁ}dx

5. / > {kz}dz
0 k=1
78. Najdite vyjadrenie 7}, pre n > 1:
TO = l’ub.
[ﬂ T, = SJ Tooi 41, n>1

x + mk x + nk
79. Dokéite, 7 7tz eR: -
okazte, ze pre m,n € L7, T € ()<kz< [ n J Z l J

13
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4. Kombinatorické sumy

V tejto kapitole bud@t m, n, k... oznacovat celé éisla, zatialco a, b, r,z,y, ... ¢isla redlne.
4.1. Zakladné vztahy

Kombinaéné &islo je definované

k
<Z>:%prek€2,k20,d€@

Pre k € 7,k <0 je <Z>:O

Binomicka veta:

(a+b)" = Z <:>akbn_k, pren € Ng,a,b € R,
k

((1 + b)r = Z <Z)akbr_ka pre Taaab S RJ |(l| < |b|)
k

gpecialne (1 + ;‘E)r = Z (;;) ;‘L’k, prer, z € R, |:E| <1
k

80. Dokézte tvrdenia:

(0 65) =61 I EIWAEL

3. (Z) = < " k)’ n € Ng, pozor: tento vztah neplati, ak n je zaporné alebo necelé !
n —

81. N4ajdite scty:
n n n n

3. E 2% + 1) Z) 4.

n n

5. Zkk—1<> 6. k°<>
k k=0 k

(—1)k <Z> , pozor nan = 0!

82. Njjdite stcty:

el
3. Z<k>2" g 4. Zn:(kQ—k+l)<Z>

k=0

5. Z (’;) (m— 1)"~*

k=0
83. Njjdite stacty:

-2 () “n—k (n
5 ];)k?—k—1<k2—k—2> 4 k+1<k

> 2 ()G P>

14

o)
[~]=
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>~ 3
+ +
—_ =
—
~
TN
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" /2n " (n+1
Y ( L ) 8. > ( L )
k=0 k=0
In+l 3
2n+1
_\E
9. > (-1 ( L )
k=0
84. Njjdite stcty:
n n
1. 2.
> () > (a'h)
n
3. Zk: <4k>

85. Dokazte, ze pre m,n,l € Z,0 < I < m,a € C plati (e je Eulerovo, 7 Ludolfovo &islo a ¢
komplexné jednotka):

mzk:amk+l (mkn-l_ l) — Z: 6$ (1 + ae”%)n

86. Najdite sacty:

1. ;3’“ <2”k) 2.

. ()(2) - ()(Ek) o

4.2. Konvolicie a negacie

-]

(=1)*2° (41«1 1)

VanderMondova konvolicia:

88. N4jjdite stcty:

(0 2 3 ()

» L v +22 (05

89. Njjdite stcty:

15
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n _1k+1
00.  Najdite shcet 3 7 (")
k=1

k k

91. Nech m € Ny, z € R. N4jdite diferenciu a neurcitd sumu funkeif f(k)

1 (af:—i—k) 9 (x—{—k)
m m+k

92. Njjdite sacty:

k=0 k=0
n—1 n—1
k k
» 2 k() LS ()
k=0 k=0

k—a—1
93. Dokazte, ze <Z> = (_1)k< Z >

94. Njjdite sacty:

Y <Z>(—1)’“

[\
S

i
o

N
3 B
[
E
S~

k<m
3oy (ot > 4 m_n( (™ >n>0
.];] k) m>n . 2 , m>n>

5. é(“;k>

95. Njjdite stacty:

1. é(—l)‘“ <”fk> <y:k> 2. é(-])%iii) (Z)
(T () Lyenr(,m ) ()

ot
(]
|
=
N
S B
[
E
S~
N
E
S~
o

. Zk:<a+::£—1><b+llz—1>
B s

k=0
96. Najdite sacty:

B TN [ ot B R A e

G (T (G
RO i) v

97. N4gjdite sacty:

S S ol P [ L

k=n

16



Created by Miroch Zbierka tloh z kombinatorickej analyzy v1.0«

min(m,n)
k4 1\ (m\ 1 1
_ > 4.
<n><k>k+1’ man Z_: EN2(n — k) (m — &)

() () o e () ()

iM- 11:

4.3. Duplicitné formuly a Newtonove rady

(£)- (e

Plati, 7e

98. Najdite sﬁéty'

B V(IS
Y (;, ) L2 () G5)
99. Najdite sﬁéetzn:kﬂC:)

k=0
n
‘o -« m (1
100. Dokézte, ze Z(—l)kk‘ <k> = (=1)"n!(m =n).
k=0
Ak P(k) je polyném, tak ho moZno zapisat ako polyném klesajicich faktoridlnych mocnin v tvare

m

P(k) =" apk”

p=0

Potom

z_:(—l)"“ (Z)P(k): y (—1)F (Z) ia iap 3 (’)kﬂz (—=1)"nla,

k=0 p= p=0 :0

101. Najdite sacty:

g S
(. : Z (1)

4.4. Dalsie dlohy

) _
3. Zn:(—l)k <Z>k”+1 4. Zn:( 1)k+1%

(1)

(8

102. N3jjdite sacty:

() e & G O()

n

17
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103.

104.

105.

[

106.

107.

N4jdite suéty‘

n+k n+k
1. _
Z(n— —1> <n—k‘+1
2

" In—k
Najdite stcet Y <“ . )

— ()

k

n 2k-
Néjdite sticet »
k=1

N4jdite stcty:

)+ (

18

n+k
n—k

)

4.

N

oo

N

2.

4.

Zbierka tloh z kombinatorickej analyzy v1.0«
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5. Generujiuce funkcie

5.1. Zakladné vztahy

Pod generujicou (vytvarajicou) funkciou postupnosti {a,}S>, rozumieme formélny rad A(z) =

Y aso@nz™. Tento rad ma kombinatoricky zmysel, preto pokial za z nehodlame dosadzovat, nie

Jje podstatny interval jeho konvergenie. Pre funkcie, ktoré maji polomer konvergencie nenulovy, oby-

cajne koinciduje s Taylorovym radom. Nad generujicimi funkciami mozno vykondvat bezné opericie:

Ak A(z), resp. B(z) st vytvarajlce funkcie pre postupnosti {a, }5%q, resp {b, 152, tak A(z)+ B(z) je

vytvarajiica funkcia pre {a, +b, 152, c.A(z) je vytvarajiica funkcia pre {c.a, }5L,, 2" A(z) je vytvéra-
A(z) —ao—a1z — -+ — ag_12%~

jaca funkcia pre postupnost 0,0,...,0,a0,a1,... a k je vytvarajica
S———’ z

k

funkcia pre ag, agy1,a542. ...

108. Najdite vytvarajacu funkciu A(z) pre {a,}, ak

1. a, =1 2. a,=(0<n<N)
3. a, =a" 4. an:a—
n!
5. a, = <a> 6. a,=(—1)"
n
an
7. ap = ——, 0
=y "7
Niektoré uzitoéné Taylorove rady:
(o] " .l . (e} (I "
o | n z - (_1.n+1 n
nz_:omz . 4.; " z" =1In(1 + 2)

o0 P
5. F,ot=— -

109. Najdite vytvarajicu funkciu A(z) pre {Fn4+3}5%

Dalsou uzitocnou manipulaciou s vytvarajicimi funkciami je ich derivovanie a integrovanie. Pritom
k o

2
d—kA(z) je vytvérajica funkcia pre {nian}ffzo. / A(z) dz je vytvarajica funkcia pre {%}
z 0 n

n=0

110. Najdite vytvéarajicu funkciu A(z) pre {a,}5%,, ak

1. a, =n 2. a,=n(n-1)
3. a, = n? 4. a, = n°
5. a, = 1 <a> 6. a, = n<a>
n+1\n n
111. N&jdite vytvarajicu funkciu A(z) pre {an}5%,, ak
1. a, = sin na 2. a, = cosna

112. Najdite n-ty ¢len postupnosti vytvaranej funkciou A(z)

1. (qf—pz)m 2. V1—2

3. T 4. 2™ (1 =)™
22\ 7™
5. <1+ 7) 6. In(1—2)
1 14z
7. T 8. T3

19
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113. Najdite n-ty ¢len postupnosti vytvaranej funkciou A(z)
1
2+ 322

- In(1 4 227) 4. In(2 4 22%)

1. 9. %’

. ze? 6. arctgz

3
5
7. arcsin z 8. In(z+ \/1+—z2
9. In(z — \/l-l-—z2

114. Nech A(z) je vytvarajca funkcia pre postupnost {a,}n_,. N&jdite vytvarajicu funkciu pre

postupnosti
1. ao,O,al,O,ag,O,... 2. 0,a0,0,al,0,a2,.“
3. aO,O,aQ,O,a4,0... 4. 0,a1,0,a3,0,a5...
5. ap,as,a4,de, .. . 6. ai,as,as,ar,...

115. Nech A(z) je vytvarajlca funkcia pre postupnost {a,}n_,. Dokéazte, ze vytvarajlca funkcia pre

. . . v I v : 1
postupnost jej ¢lastoénych stctov je Z Z agz" = A(z)
n=0 k=0

116. Najdite vytvarajice funkcie pre postupnosti

ay 1,1,1,1,1,1,... b) 1,2,3,4,5,6,.
c) 1,0,2,0,3,0, d) 0,1,0,2,0,3,.
e) 1,0,3,0,5,0,... ) 0,2,0,4,0,6,.
g) 1,3,5,7,9,11,. h) 2,4,6,8,10,12,
117. N4jdite vytvarajice funkcie:
1 Zanz 2. ZFZn+1Z
n=0 n=0
3. ) Funz 4.3 Fungrz

o
=
|M8|
o
=
3
+
[V
[
S
[@>)
=
3
+
w
[

118. Najdite vytvarajace funkcie:

(o) a . ) (o) a .
1. ;(271)2 2. Z (2n+1>z

n=0
3. nzz:o<4n)z 4. §<4n+1>2
> T§<4n+2>z 6. §<4n+3>2

119. Najdite vytvarajacu funkciu A(z) pre postupnost {a,}5%

{0 n=>0
an =
L n>0

n
120. N4jdite vytvarajicu funkeiu A(z) pre postupnost { H,}5%,
121. Vypocitajte:

e—1\" . 1
1. ZHH< e) 2. ZHHW

n>0 n>0

n 1)k . %) n
122.  Definujme nj = n! E % Néjdite S(z) = E nl%
k=0 n=0

20
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123.  Uréte: [2"] In’(1 — z)
5.2. Linearne diferen¢né rovnice

Linearnou diferenc¢nou rovnicou k-teho radu s nulovou pravou stranou a poc¢iatoénymi podmienkami
nazyvame systém

Yo = Qg

Y1 =@

Ye—1 = Qg1
aOyn+a1yn—1+"'+akyn—k :Oa n>k

Line4rnu diferenént rovnicu (LDR) tvori poslednd rovnost (rekurencia). Prvych k rovnosti tvori po-
¢iatotné podmienky. Polyném agz® + a2~ 4. . .4 apz® nazjvame jej charakteristickym polynémom.

124. Nech agy, + a1yn_1+ -+ axyn_r = 0 je LDR bez pociatoénych podmienok a A je koreniom jej
charakteristického polynému. Dokazte, ze

{A"}5%, vyhovuje LDR.

ak {a,}2L,, {152, vyhovuja LDR, tak aj {a, + b,}°%, jej vyhovuje.

ak {an 22, vyhovuje LDR, tak aj {c.an}52, jej vyhovuje.

Sow N —

mnozina postupnost{ vyhovujiicich LDR tvori vektorovy podpriestor priestoru v8etkych postup-
nosti.

5. ak X je ndsobny koreii charakteristického polynému, tak aj {nA”}2_, vyhovuje LDR.

Riesenie LDR s nulovou pravou stranou a pociatocnymi podmienkami:

KedZe postupnosti vyhovujiice LDR tvoria vektorovy priestor, existuje jeho baza hi(n),...,
hm(n). To rieSenie LDR, ktoré vyhovuje aj pociatocnym podmienkam, je potom vhodnou linear-
nou kombinaciou bazy, t.].

Vn:y, = Athi(n) + Asho(n) + -+ Ap by (n)

Koeficienty Ay, ..., A, dourcime dosadenim hodndt n = 0,..., k— 1 tak, aby boli splnené pociatocné
podmienky.

Veta: Priestor rieSeni LDR s nulovou pravou stranou je k-rozmerny a ak A1,...; Ay, s rozne
komplexné (1) korene jej charakteristického polynému s ndsobnostami nq, ..., nn,, tak jeho bazou st
postupnosti

TomAY, ... ™A}
D VA (9 VA (D Vi
Dosadenie n = 0, ...,k — 1 vedie preto na ststavu k linearnych rovnic o k neznamych.

125. Rieste rekurencie:

1. (11:10, (12:16 2. (11:2J (12:12
an =4ap_1 —3ap_2, n>3 Gnyo —4ap =0, n>1
3. a1:3,a2:7,a3:27 4, a1:2,a2:4
Q43 — 3An42 — Gny1 +3a, =0, n>1 any2+a, =0, n>1
5. a1:1,a2:2,a3:3 6 F():O,Flzl
n43 — 3an41 + 2a, =0, n>1 Foyo—Foy1—Fpo=0, n>0

7. a1:—1,02:2
an 42 +2an+1+an =0, n > 1
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126. (naro¢né) Rieste rekurenciu:
a; = 14, b1 = -6
Ap41 = 3(177, + bn
bnyr =—a, +b,, n>1

Linearnou diferen¢nou rovnicou k-teho rddu s nenulovou pravou stranou a pociatoénymi podmienkami
nazyvame systém

Yo =

Ye—1 = Qg1
aoYn +01Yn—1+ -+ QpYn—k =

|
=
2

3
Y

™

Linearnu diferenénii rovnicu s nenulovou pravou stranou (LDRP) tvori posledné rovnost (rekurencia).

Prvych k rovnosti tvorf pociatoéné podmienky. Funkcia f(n) je pravou stranou.

127.  Nech g(n) je Tubovolné pevné (tzv. partikuldrne) riesenie LDRP bez pociatoénych podmienok.

Dokézte nasledujiice tvrdenia:

1. Ak h(n) je lubovolné riesenie LDR, ktord vznikne z pvodnej LDRP anulovanim pravej strany,
tak g(n) + h(n) je riesenim LDRP.
2. Kazdé riesenie LDRP moZno zapfsat v tvare g(n) + h(n) pre vhodné rieSenie h(n) anulovanej
LDR.
RieSenie LDR s nulovou pravou stranou a pociatocnymi podmienkami:
1. Né&jst vSeobecné riesenie prislusnej anulovanej LDR h(n) = Ajhy(n) + - -+ Aghg(n)
2. N4jst fubovolné partikularne rieSenie LDRP g(n). VSeobecnym rieSenim LDRP je potom g(n) +
3. Dosadenim postupne n = 0,...,k — 1 dostaneme systém k rovnic o k nezndmych, vyrieSenim

 Ap.

ktorého najdeme koeficienty Aq, ...
Hladanie partikuldrneho rie§enia:
Veta: Ak prava strana f(n) LDRP je v tvare DOPLNIT !!!

128. N4jdite v8eobecné riesenie rekurencii:
1. anys —4any1 + 3a, =1 2. apy2 —4apny1+3a,=n
3. Gnyo —4any1 + 3an =27 4. anys — 4any1 + 3a, = 3.27
129. Rieste rekurencie
3
Low=3 2. =1 yp=-4
yn+1_39n:4”_”2; n>0 yn+2_yn+1_gyn:2”2+2a n>0
b)
3. y():l,y1:§ 4. (1,1:—9,(12:45
Ynt+2 — OYnt1 + 5y =8n, n >0 nt2 + 2an41 — 8ap, = 27.5", n>1
130.  Rieste rekurenciu pre b € RY:
Yo=1
yn+1:2yn+bn; n>0
131. Rieste rekurenciu:

go=1

n = In-1 + 2911—2 + - '+ngo,

22
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o
132. Najdite vytvarajicu funkciu A(z) = Z anz"

n:O
1. ap=2,a1 =5 2. a9 =2,a1 =4,a, =7
Ap42 = 5an+1 —6a,, n > 0 n43 = 4an+2 - 5an+1 + 2a,, n > 0
3. a0:3,a1:7 4. a0:0,a1:—2
an+2_4an+1+30n:0, nZO an+2_4an+1+30n:3-2n+2, nZO
5. a0::0,a1::1
4.27
Upyo = Qpo1 +ap + ——, n>0
133. Urcte:
2—2z 1 4 22
1. [2"] —— 2 [ —— =
vy v N s
3—-17z 1424 22
3. "] ——+— 4. [2"] ———
3 [Z]2122—102-|-1 [2]1—2—22
24 322
5. [2"] —m8mM—=
[="] 1—2z— 22

[ee] Zn
134. Néjdite Y Fp—.
n.

n=0
5.3. Konvolicie

Ak A(z) je vytvarajhca funkcia pre postupnost {a,}5%, a B(z) je vytarajica funkcia pre postupnost
n [ee]

{bn}22,, tak vytvarajtica funkcia pre postupnost Z agbn_g je A(z)B(z), cize
k=0 n=0
[ee] [ee] [ee] n
(Z anz”> (Z bnz"> = Z Z apby,_pz"
n=0 n=0 n=0k=0

Exponencidlnou vytvarajicou funkciou pre postupnost {a,}S, nazyvame formalny mocninny rad
© n

4 . ., , I . 5 .
Z n— - Ak A(z) je exponencidlna vytvarajica funkcia pre postupnost {a,}32, a B(z) je expo-
n=0
nencialna vytarajica funkcia pre postupnost {b,}2% ,, tak exponencidlna vytvarajica funkcia pre
n

postupnost {Z (Z) akbn_k} je A(2)B(z), cize
n=0

k=0
(Se) (Z05) -2 5 ()b

n=0 =0

135. (néroéné) Vyuzitim vlastnosti konvolacii najdite sumy:

n 1 ) n
1. Zm 2. kZ:%Han_k

k=1
n n—1
n Hk
3. E <k>(n—k)| 4, E —
k=0 k=0
n
5. E Fip Pk 6. E <k>Fan_k
k=0 k=0

136.

m

1. N4jdite vytvarajacu funkciu pre {(k)}k> .
0

23
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2. Pomocou toho uréte:

137. Urcte vytvarajicu funkciu

138. Vypocitajte

139. N3ajdite stcet:

)OENDIE

m>0ni+-+nm=n
ni>0

140. Najdite stcet:

2 2.

m>0n14+-4+nym=n

n; >0

141. Najdite stcet:

ISP

m>0ni1+ - +nm=n
”iZO

In(1+ 2)

142, Uréte: [w™z"] 1
— wz

143. Dokazte, ze

1 1 m-+n\ ,
(l—z)m'l'llnl—z_g(Hm+n_Hm)< n )Z

1505 (), )

k

144. Najdite S(z), ak

145.  Néjdite A(z) = > _ anz", ak

n=0

(10:0, 111:1

(n+ Dapq1 = agay, + a1a,-1 + - -+ apag, n>1
146. (narocné) Rieste rekurenciu (Navod: vyuzite exponencialnu vytvarajicu funkciu):

go=20
g1=1

n
gn = —2ngn + Y <k>gkgn_k, n>1
k

24



Created by Miroch

147.

148.

149.

150.

151.

152.

Zbierka tloh z kombinatorickej analyzy v1.0«

" n—2k\ [ 4" 4 2\’
(naro¢né) Vypocitajte Z (n B ) <_E> (Pomdcka: 2% — 2% + 77 = (z - §> <z - %))

Rieste rekurencie:

k=0
5.4. Dalsie tlohy

H(0) =1
H(n)=3H(n-1)
H(0)=0
H(n)=—-H(mn-1)+1
H(0) =1
H(n)=2H(n—-1)+1
H(0) =2
Hn)=(n+2)H(n-1)

Rieste rekurencie:

1.

HO)=0, H(1)=1, H2) =1, H(3) =2
H(n) =5H(n—1)—6H(n—2) — 4H(n — 3)

Rieste rekurencie:

1.

(10:1

An41 = Ap +2

apg = 0, a] = 1
Ap42 = 2an+1 — ap
Cl1:1

Gnyl — Qp =N

Rieste rekurencie:

1.

ag = a; = 1

ap =3ap_1+2a,_9+5
(10:(11:1,(12:2

Ap = ap_1 — 30p_3 + ayp_3
a0:a1:0,a2:10,a3:0

anp = 13a,_1 — 60an,_2 + 112a,_3 — 64a,_4

. (10:0,(11:10

anp = 14a,_1 —49a,_-

Rieste rekurencie:

1.

ag=a;=1,a,=0
anp = 13a,_1 — 40a,_9 + 36a,_3

a0:a1:a2:0,a3:5

a, = 10a,_1 — 37a,,_s + 60a,,_3 — 36a,, _4
a1:3, a2:15, a3:41

ant3 — 6anya + 1lanyr — 6an, = 6n% —4n — 17

25

TR TR DT xR

=3

(0)=2
(n)=H(mn-1)+n-3
0)=1

(n)=—H(n—-1)42

(0)=0, H(1) =1

(n) =4H(n —2)
(0)=—1, H(1) = 0
(n)=8H(n—1)—16H(n —2)
0)=1, H(1)=0,H(2) =0
(n)=3H(n—2)—2H(n—13)

2. a; =

py1 = 3(1n +1

.ag=1,a, =0

Ap41 = 2an —Qn_1+ 5

2. (10:0,111:(12:1

an =6a,_1 —12a,_5 4+ 8a,_3

. (10:(12:0,(11:2

an = 9a,_1 — 24a,_9 + 20a,_3

. aozl,a1:2

anp = 10a,_1 — 25a,_2

. (10:0,(11:1,(12:2

ap =9ap_1 — 15ap_s+ Ta,_3

2. (10:0,(11:1,112:2,(13:3

ap = —20p_2 — An_4

a1y =a,a3=b,az3=c

Apn43 = 3an+1 - 2an

. a1 = Cos @, @y = CoS 2«

Qn42 — 2cosadn4t1 +ap, =0
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6. Asymptoticka analyza
Praktickou pomdckou pri asymptotickej analyze si Taylorove rady pre x — 0, tato podmienka je
PODSTATNA !!!

1
1. 1—:1-|—:r-|—;132_|_..._|_33n+0(l,n+1)

olz —1
2. (1+x)a:1+x+33(332 )+_“+<Z>xn+0(:pn+1)
2 =)
3. €$:1+x+%+...+%+o(xn,+l)
P ’ _1n+1
1= 2 T )
n

V dalsom budeme vidy uvazovat n — oo.

153. Néjdite asymptotické vyjadrenie s presnostou O(n=*) pre

1 n
1. ln(l-l——) 2.
n n—1
3. n?3/e 4. n%In <1+£>
n
n n 3 2
5. n—llnn—l 6. 1n<]+ﬁ+ﬁ>

Dalsie uzitoéné asymptotiky st

1 1

n? + 120n*

-6

1
Hy=Inn+~v+4+ — —
2n

= vam (1) (14 1 + 7 — 51 + 007

12n ' 288n2  5140n3

154. N4jdite asymptotické vyjadrenia s uvedenou presnostou

1. H,+ % + % + n—lg, O(n~%) 2. In? (1 + %> , O(n™%
3. n-ll- T O(n=%) 4. In(14n), O(n™%
5. #, O(n=% 6. In(n” —3n+2), O(n™?
7. ]1;—:9 O(n~%) 8. Vntl—+/n, On3
155. N4jdite asymptotické vyjadrenia s uvedenou presnostou
1. Vnl+n—n, O(n?) 2. 7”1922”“ O(n=3)
3. In (n + v/n? — 1) , O(n_4) 4. In (2n —vVn? 4+ 1) , O(n_4_)
5. ni He, O(n™%) 6. i Hi, O(n™*)
k=0 k=0
7. Vn+1l+vn—1- \/%, O(n_Q) 8. (n?’ —n?4+ g) etln m, O(n_s)

156. Najdite asymptotické vyjadrenie pre

1. Inn! 2. <2n>
n

26



Created by Miroch Zbierka tloh z kombinatorickej analyzy v1.0«

1 n
3. (3"> 4. (1 + —) , O(n?)
n n
n?+1 B _3
157. Najdite asymptoticky rovny odhad pre
n/!
\/ﬁ. 9. n1/3 ((n + 1)2/3 _ (n _ 1)2/3)

n

3. (n+ 1)
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Vysledky

! 11 Vysledky st netiplné a bez zaruky ! ! !

6. V druhom kroku indukcie vyuzite, 7e v/n + 1/v/n+1 > \/n + 1 7. V druhom kroku indukcie
upravte nlﬁﬁ-“'-l- ﬁ = (nl?ﬁ-'“-l-%)-l-(ﬁ-l-ﬁ— n+1 .1 Yn = 2”-|—3 zvolte
substittcin ¢, = y, — 3 2. T, = F, + 1, zvolte substitiiciu g, = T,, — 1 3. z, = 2" 4+ n?, zvolte
substitticin g, = z, —n? 4. R, = F, +n, zvolte substiticiu g, = R, —n 1. ”2‘*'2—”‘*'2 3. n? —n-I-Q 3.
g(n) :Q”a—{—(Q”—1)/3—{—(2”"’1—2—n)7+6(2”—1)—4n—n2)5 T = %1. T2 2[31]1
- 2t — s 4 (n+ 1) —15.0[32] 1. 5y 2. V4 1= gy 5. 5 [33] 1. 2H, — 24 2,
Y L3 mom 4 g, 25, T4, 6, 2 2’49041 [34]1, 2nletl) o (%) 4 [, 3. 2H,,+n—3
4.1— 1 5. H3, — §H, 6. Hn—Hgnl. (=" 2] m %1 n(H, —1) 2. n(H, — 1) 3.
S () (Ha=3) +1) = (") (g = 3) 4. (7)) (Haga = 3) = 5 ((n+ 1) (Ha = 3) +1) [41]1
nH,-> 1.7, = HLn 2.7, =1 a) mkm;, tilohu treba riesit osobitne pre m > 0 a m < 0 b) 2%
©) w7 @) (e—1)c* [48] 19961 [19]a) 55 b) Hi ) 2¥ e k(He = 1) [76] [5][81]1. 2
2 04 020 25, (813 () 7 = L ) - (o 2 () (s
7 (1) = (nia) 4 (m’ll)H — (A0 (941 (77 2 () 8. (1) - (m“” o 1) L7 2.
(.%) 3. (””1) " 5.0[98]2.0. 125m 4. 47 [104] 7. 20~ [ 1. 50l 2. Sty
et O,prenzo, LS inakl. 34722724 (=1)") 3. 3" 4 (—1)*H -1
4. (=2 = i)i" — (2 —i)(—i)" = 2sin 3 —dcos BT 5. n 6. L ((HTﬁ)n - (%) ) 7. n(=1)* [126

=n2"+t1 4527 b, = —(2n4+1)27[129]1. 2.3" + 2—37”—— 2.2 4(=1)"—n?—n—33. 3 —n>40fL
4. 2( 4)"—-3.2"+5" 1. 1_521222 2. 1—4zf;ztiZz3 5. 1= ;122z L (n+2)2" 2. 5 (1+ (_l)n)"'”l
0, pre n = 0, 2221 inak 2. (n+ 1)(H2 — HY) = 2n(H, — 1) (1+22)" (1 +2) tg 2
go=0,91 =1, gan = —%(5)471(271)!, n>0,gmy1=0,n>0 5.1+ :—2 +O(n_3) 1. % 2. %

3. en”
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