Riesené tulohy z Mirochovej zbierky (v0.6)

(Kombinatorickd analyza, 2i)
(C) MisoF. 2001, typeset by ITEX

0.1 Nové v tejto verzii

e pokracovanie konvoltcii

e zacaté Newtonove rady

0.2 End User Licence Agreement

Tento tekst obsahuje chyby. Dalej mozes éitaf, len ak nahlas povies: ” Ano, som
si vedomy, Ze tento tekst obsahuje chyby.” Ak bude Sireny, chyby sa Siria spolu s
nim (a ako vravi Vanda, pri §ireni dalsie vznikaji). TakZe tak. Use with caution. A
ked nejaké chyby najdete, dajte vediet. Mozno opravim.

Inac¢ ”Nové v tejto verzii” sa samozrejme vzdy po zverejneni verzie zo zdrojaku
maze, preto treba &itat postupne vSetky verzie, ak chcete vediet, ¢o pribudlo od
poslednej, ktora méate. Cool, nie?

1.1 Matické indukcia

1. 1...5 st trdpne, musi kazdy so zavretymi oami, v 6. treba dokézat, ze \/n +

1 , o . . ey e 1
7= > v/n+1, v 7.sa vyraz na lavej strane s rastucim n zvécsuje, lebo 577 +

1 1
2n+2 > n+1

2. Never tried.

3. 1. je easy, 2. ide bez MI:

1 2 2n—1 2n 1
2°377 T2n on+l 2+l
2k—1< 2k :>1 'Qn—1<g' ) 2n
2k 2k +1 2 2n 3 77 2n+1
apret01~...-2n_1< !
2 2n Von+1

3. indukény krok

(2n +2)! < 22" (n!)?(2n + 1)(2n + 2) < 22"(n))?(2n + 2)? = 22" 2((n + 1)!)?

kn—k—1) < <”;1>2

lebo vyraz na lavej strane nadobiida maximum pre k = (
rovné pravej strane. No a n! mozeme rozpisat ako

4. ide bez MI:

+1 -
"7) a to je zjavne

n!=(1.n).(2.(n—1)). ...

pri¢om ak n je parne, tak dostaneme n/2 dvojic, o kazdej vieme z predché-
dzajuceho tvrdenia, Ze jej stéin je ostro mensi (kedze Cinitele st rozne) ako

2 . , , .. . ,
("TH) , ak je n neparne, ostane nam na konci jeden ¢len rovny ("TH) Z toho



uz dokazované tvrdenie priamo vyplyva. 5. analogicky ako 4., lahko nahliad-
neme napr. rozpisanim ¢lenov, ze

(2n — 2k)1(2k 4 2)! > ((n + 1)!)?

6. predelime obe strany n", dostaneme

1 n
n>(1+>
n

a zaspominame na analyzu, podla ktorej je vyraz na pravej strane rastici a
ma limitu e.

1. Upravou (w1 — 1)(z2 — 1) < 0.

2. Indukcia, prvy krok priamo vyplyva z bodu 1, indukény krok: Nech
T1...TpTpy1 = 1. Potom z IP z; + ... + xp—1 + 2p2py1 > n BUNV
nech z, je najmensie, x, 1 najviicsie z nich. Ak st obe 1, tvrdenie plati,
ak nie, je xp41 > 1> z,, a teda 2441 < 2 + 51 — 1.

3. Cisla %,. .. ,”;; splhajt predpoklady predch. bodu.

4. Cisla ﬁ tiez spliiaji podmienku z bodu 2, na¢o nam bol bod 3?

. 1. Jedna moznost je odhadnit sumu integrélom:
n

1 > dx
Do <1t / 5 =2
iy a=1 %

Iné riesenie: uhadneme, o kolko sa suma lisi od 2 v zavislosti od n. Hladdme
teda takiu kladnd funkciu f(n), aby platilo

— k= f(n)
a zaroven, aby sa lahko dokazovalo pri indukcii tvrdenie
| 1 =1 1
D N (O R S -Eb it reay
odkial dostédvame, ze pre hladant f(n) by malo platit
1 1 1

r D2 fo)  Fmrn =

alebo inad¢
(n+1)%f(n+1) > f(n)f(n+1)+ (n+1)*f(n)

Tomuto vyhovuje napriklad f(n) = n, tvrdenie >_,_; 75 < 2 —% naozaj lahko

<
dokézeme indukciou. 2. analogicky najdeme, ze vhodny odhad je napriklad

n

1 1
ZESZ_ 1
k=1 n+

najtesnejsi je pre n=2, takze po 2 treba spravit prvy krok indukcie, od 2
dalej sa d4 dokéazaf druhy. Dokazovany odhad je dost volny, takZe funkciu
sme mohli zvolif takmer akokolvek. V podstate ide v odboch pripadoch o to,
Ze méame postupnost ¢iastoénych suctov a aby sme dokazali, ze s vSetky jej
éleny mensie ako nejakd konstanta, ukazeme to tak, Ze ndjdeme postupnost,
zo zadania. PomodZe to hlavne v pripadoch, ked limitu postupnosti zo zadania
(v nasom pripade sumu do nekone¢na) nevieme explicitne poréatat.



6. 1. a 2. lahkd indukcia s vyuzitim definicie Fib. ¢éisel. V 3. indukény krok:
F3+1 _Fn+2Fn:Fs+1 _<Fn+l+Fn)Fn :F'r%Jrl _FnJran_Fr% =
=F. —Fop(Fopn—Fo1) = Ff = Fo Foq — F = —(=1)"H = (—1)" 2

V 4. stadi v indukénom kroku pouzit F,F,11 + F,%H =F1(Fn+ Fos1) =
Fo11F,10 5. som neskusal, ale mala by {st podobne easy.

7. Z 1. a 2. minulej tlohy trividlne vyplyva > _o Fy = Frq2 — 1.
1.2 Rekurencie

8. Ako hadat substitticie: Step one. Mame rekurenciu tvaru y(n) = k.y(n — 1) +
¢,k > 1, radi by sme sa zbavili toho +c¢, ktoré tam zavadzia. Ako na to?
Polozme y(n) = z(n) +d, dostaneme z(n)+d = k.z(n—1) + kd — c. Keby sme
teraz na pravej strane mali d a nie kd — ¢, vyhrali sme. Ale ved staci zvolit
vhodné d, menovite d = ¢/(k — 1).

Priklad pouzitia v praxi: 1. y(1) = 5, y(n + 1) = 2y(n) — 3. Substiticia
y(n) = z(n) + 3, dostdvame z(1) = 2, z(n+1) +3 = 2(2(n) +3) — 3 =
2z(n) +3 = z(n) =2" = y(n) = 2" + 3.

Step two. Co ak ndm tam nevadi konstanta, ale polyném? Moznost 1 — po-
stupne mu znizovat rad. Ak mame rekurenciu tvaru y(n) = k.y(n—1)+c.n™+
P(n),k > 1,deg(P) < m, stadi vziaf substitaciu y(n) = z(n) + d.n™, kde d je
to isté v minulom odstavci. V rekurencii pre z(n) uz budeme mat polyném niz-
sieho radu. Takto po péar krokoch dostaneme konstantu. A s tou uz vieme, ¢o
mame robif. Druhd moZnost je rovno hladat rieSenie tvaru y(n) = z(n)+Q(n),
kde Q(n) je polyném rovnakého stupiia ako ten na pravej strane. Dosadenim
dostaneme z(n) + Q(n) = k.z(n — 1) + k.Q(n — 1) + c¢.n™ + P(n), no a aby
sa nam tie polynémy vymlatili, chceme, aby sa lavd a prava strana rovnali.
Porovnanim koeficientov dostaneme sustavu deg(Q) + 1 rovnic pre koeficienty
@, ta vyrieSime a vyhrali sme.

Opiit priklad pouzitia v praxi: 3. 23 = 3, 2(n) = 2(2(n — 1) + n) — n? + 1.
Hlad4dme riesenie v tvare z(n) = x(n) + a.n? + b.n + ¢, dosadenim méame
z(n) +an®+bn+c=2.2(n—1)+2a(n—1)2+2bn+2c+2n —n?+1, a aby
sa oba polynémy rovnali, musi platit:

—a = -1
2a—b = 2
at+b—c =

Odtial a = 1,b = ¢ = 0, kedze z(1) = 2(1) — 1.1%2 = 2, je z(n) = 2", a teda
z(n) = 2" + n?.

Step three. Co ak mame vpravo nie jeden, ale dva posledné éleny postupnosti?
Tu st (ako obvykle) dve moznosti. Bud je to tiplne trividlne, alebo to nejako
stvisi s Fibonacciho é&slami. (Cokolvek horsie, ¢o sa d4 vymysliet, priemerny
druhdk nezvldda spocitat :-) ) V takomto pripade ndm teda po zbaveni sa
nadbytoc¢nych veci z pravej strany zostant Fibonacciho ¢isla. Nadbytoc¢né veci
podobne ako v predchadzajicich krokoch prerozdelime medzi predchadzajtce
¢leny, nech sa ndm vymlatia.

Priklad pouzitia v praxi: 2. tloha. Zoberme substiticiu T(n) = y(n) + 1,
dostaneme y(n+2)+1 = y(n+1)+1+y(n)+1-1, teda y(n+2) = y(n+1)+y(n),
y(0) =0, y(1) =1, teda y(n) = F, aT(n) = F, + 1.



10.
11.

12.

13.

14.

Step four. Ked vsetko ostatné zlyha, uhddnuf z prvych par ¢lenov riesenie
a dokézat matickou indukciou. Pri hddani rieSenia prudko poméha prax s
podobnymi tlohami. A keby v Stvrtej ilohe nemal Miroch chybu v zadani
(chcelo tam byt +1, nie —1), tak by bol este 4. priklad na to, Ze zoberieme
substiticiu R(n + 2) = y(n + 2) + an + b, dordtame a = 1, b = 0, dostaneme
R(n+2)=F,+n.

. NapiSe sa zakazdym také rekurencia, Ze ¢o sa stane, ked sa ich napr. polovica

vyzabija (To je prvy pripad, pre parne n sa zabija ludia 1,3,...,2n — 1, na
rade je 2, ten, ktory ostane, ma teda dvojnasobné ¢islo ako ten, ¢o by ostal
pre n/2 Iudi. Pre nep. n analogicky.) Pri rieSeni rekurencie pomoze zapisat si
n v dvojkovej stistave.

Koho zabilo? Jozefa???

1. Kreslime priamky postupne, i-ta z nich pretne max. ¢ — 1 priamok, tie ju
rozdelia na max. i casti, kazda cast priamky rozdelila jednu céast roviny na
dve, preto je casti najviac 1+ " ;i = % Pre Tubovolné rozlozenie n
réznobeznych priamok také, ze ziadne 3 nemaju spolo¢ny bod, sa tato hodnota
nadobuda.

2. Kazd4 neohranicend cast lezi medzi dvoma susednymi priamkami, odtial
lahko nahliadneme, Ze neohranicenych casti je 2n. Max. je teda ohrani¢enych
o 2n menej ako v 1. tlohe.

3., 4. analogicky, spoéitame, kolko najviac priese¢nikov méze vzniknif na kruz-
nici, kazdy oblik medzi dvoma susednymi priesecnikmi deli pévodna jednu
dast roviny na 2, teda pribudne ich tolko, kolko je tychto oblikov. No a dalsie
priklady st stéle na jedno kopyto, len pri tych 3D to uz chce trochu priestoro-

vej predstavivosti. . . (i-ta rovina pretne prvych ¢ — 1 v max. ¢ — 1 priamkach,
P24it2
2

tie na nej vytni max. oblasti, takZze max. tolko Casti priestoru nim
pribudne. . . Lahko zovSeobecnime tlohu pre vyssie dimenzie.)

1. Co potrebujeme na presunutie celej veze? Aspoii presuntt vSetky mensie
disky zo spodného disku, presunit spodny disk na spravnu ty¢ a vSetky ostatné
presuntf nan. Na prvy aj treti krok potrebujeme asporti a,,_1 krokov, na druhy
1 krok. Zjavne tolko krokov sta¢i (presunieme vezu z prvych n — 1 diskov na
2. tyé, prelozime spodny disk na 3. a presunieme vezu z 2. na 3. ty¢). Preto
an, = 2a,_1+1, a; =1, odkial a,, = 2" — 1.

2. Zjavne by = 2. Zopakovanim tvahy dostdvame b, = 2b,_; + 2, odkial
b, = 2"t — 2,

3. vid zbierka KSP, nechce sa mi vymyslat a pisat.

Bolo na prednaske, je to o tom, Ze zapiSeme c¢islo v jednej ststave a fcia ndm
ho akoby po cifrach prepise do druhe;j.

Vsetky podulohy v tejto tlohe riesime repertoarovou metédou. Predvediem na
prvej z nich: Vidime, Ze rieSenie ma tvar g(n) = A(n).a+ B(n).5 + C(n).y +
D(n).6. Toto riesenie je vSeobecné, teda plati pre vSetky hodnoty «, 3, v,
6. To ale znamend, Ze plati aj pre « = 1, § = v = § = 0. Po dosadeni
dostavame A(0) =1, A(n) = 2A(n—1), teda A(n) = 2™. Podobnym spoésobom
dostaneme rekurencie pre B, C, D: B(0) =0, B(n) = 2B(n—1)+1, C(0) =0,
C(n)=2C(n—1)+n, D(0) =0, D(n) = 2D(n — 1) + 2™. Rekurencie pre B
a C u vieme riesit, dostdvame z nich B(n) = 2" — 1, C(n) = 2" —n — 2.
Rekurenciu pre D som ratal metédou, ktortt Miroch spomina na zaciatku
dalsej kapitoly (je s, = 27", zavedieme substiticiu g(n) = s(n)D(n).), vyjde



15.

16.

17.

18.
19.

20.
21.
22.

23.

D(n) = n2™. Tento postup sa d& pouZit na vSetky takéto rekurencie, len
samozrejme to nemusi vzdy byt najjednoduchsie riesenie.

Tou rep. metédou sa asi myslelo, Ze sa napise rekurencia podobné 14.4, miesto
konstant parametre a ide sa.

1.3 Vztah stm a rekurencii

Len si treba uvedomit, Ze ¢o t4 podmienka kladend na s,, znamené. T4 hovori

tolko, Ze s; spliiaju rekurenciu s, = aZ’l - Sn—1, 81 mdZeme zvolit Tubovolne,
n

ni¢omu neuskodi, ak ho polozime rovné 1 (ob¢as moZe ind konStanta trochu

zjednodusit medzivysledok, ale to je vSetko). Preto

5 — ap—1...01
" by ...ba
No a s tym uz 16. ide easily.
Hlad4dme také s,,, aby
s — Sn—1  Sn-2
" n n(n —1)

Takéto s, nastastie existuje, najlepsie je vziat s, = 1/n! a je to.
1.4 Dalsie tlohy

Postupnost je periodicka, vyjde Q5 = o, Qg = 3.

V podstate jedin4 rozumné metdda na takéto tlohy je vypisat si prvych nie-
kolko ¢lenov, z nich uhddnut, ¢o je t4 postupnost za¢ a dokazat to. V tomto
pripade méame: 1 = 12, 1 = 12, 4 = 22, 9 = 32, 25 = 52, 64 = 82, tu nés
uz napadne, 7e asi u,, = F?2. Tak to dokéZzeme indukciou. Ja som pri tom
potreboval ako pomocni lemu tvrdenie 3. z prikladu s Fibonacciho c¢islami
(F'r% —Fpp1Fhoy = (_1)n+1>

No idea.
Ked uz student nemoze, Concrete Mathematics od Knutha pomoZe.

Didn’t try, ale takéto tlohy sa dokazuju sporom, teda predpokladame, Ze méa
periédu dlzky d a povedzme néjdeme Iubovolne daleko dva ¢leny ay a ajiq,
ktoré su rozne.

Opit oblibend metdda — vypiSeme prvych par ¢lenov, vyrieSime zabavno-
sttazni tlohu ”dopliite dalsi ¢len postupnosti”, uhddneme, Ze ¢leny postup-
nosti spiﬁajﬁ rekurentny vztah a,, = 4a,_1 — a,_2. Dokaz indukciou v tomto
pripade zlyhava (aspoii o pol jednej prvy pokus oii zlyhal), preto brute-force.
Néjdeme explicitné vyjadrenie tipnutej rekurencie a ukazeme o iiom, ze spliia
rekurenciu zo zadania. Explicitny vztah vyjde

Gn = (g—iﬁ) 2+V3)" + (‘;’+2\/§> (2-V3)"

No a je

2n—2 2n—2

+<‘;’+2\/§>2(2—\/§) +

Anln_3 = (‘;’ - 2\/§>2 (2 + \/3)



26.-

24.

25.

27.
28.

29.

30.
31.
32.

33.

34.

(-5 () e
.((2+¢§)2+(2¢§)2> ( ) (o3

3 5 2 2n2 -
+<2+6%9 (2-v3) 17214

2= (5 ) (1)

; (2 - gf) ( + f) (2+v3) " (2-va)"

(oo ) o) -am (- 1) v

3 5 2\’ m-2 ]
+(5+2v3) (2-v3) 441242
2 6 6
¢im sme napriek zlym poveternostnym okolnostiam vyhrali.

Co pisat k neriesenym tilohdm? Kalerdby! Aby sa to v tej hitbe textu blbo
potom hladalo!

Sporom, nech n > 1 je najmensie také, ze F,, a F, 11 majui spolo¢ného delitela
d > 1. Potom F,, = d.a, Fj,11 =d.b, F,,_1 = F,,y1 — F,, = d(b— a), ¢o je spor
s tym, Ze n je najmensie.

Vid 24.

bo =1/2,b, =2(bo+...+b,_1), vyjde, Ze pre n > 0 je b, = 3"~ L, if I'm not
mistaken. . .

Vcelku elegantne zapisana konstantnd postupnost, nie?
2.1 Jednoduché sumy

Easy.
Vsetky st teleskopické, robime zédbavné upravy typu k.k! = (k 4+ 1)! — k.
Prevadzame na teleskopické. Finta na 2. a 3. — plati:

1 1 Va—vb  a—+b
Va+vb  Ja+vb Ja-vb  a—b

Upravujeme na znadme sumy z predch. cvideni, idedlny postup je niedo priratat
a odratat v ditateli, teda

a; a; + ¢ — ¢ a; +¢ Ci
bi 2 b; =2 bi bi
A nezabtidame ¢iasto¢ne vydelit, rozkladat na parcidlne zlomky (922 +9z+2 =

(3k+1)(3k+2), 6k+3 = (3k+1)+(3k+2)) a hrat sa s harmonickymi ¢islami.
Aspon zékladné operéacie typu %Hn = % + ...+ %




35.
36.

37.

38.

39.

40.
41.

42.

43.

Easy, 5. je sucet 2. a 4.

Tfuj, to vyzera (aj podla vysledku) na nejakého MacLaurlna . To som nikdy
poriadne nevedel. .. Ale je to nejak utapkané e” = > -

No bud som ja blby, alebo to uz pre n = 2 neplati. ..
2.2 Viacnasobné sumy

Zmena poradia sumaécie. 2. je o tom istom ako 1. Riesenie 3:

I DR AE N s

k=11=1 =1 k=l

n2+ne=1 1 <& n?+n n®—n
= -4+ = l-1)= —H, — —
Y

Ostatné analogicky.

Prvé dve st easy, vid finta v 34. Tretia podobne ako v 38., treba rozligit
paritu n pri rdtani vnttornej sumy. Stvrtd je Zii;l Hy, — H,. Piata je % .

( i’;l Hy, — Z;ll H k) . Siesta sa d4 cez fintu s polovicou symetrickej tabulky
n x n ¢lenov vyjadrit ako

n 2 n
(B ) -4 o)

Bffffit.

V prvej vyjde n.H?2. Pre¢o? Lebo v druhej ¢asti sa ndm vyraz  pre (1—1)% <
k < I? nas¢ita (n — [)-kréat, v prvej casti I-krat. Pre dobry pocit dokdzeme
indukciou podla n a ked sme uz taki rozbehnuti, tak druh& suma je presne
o tom istom, len s faktoridlmi a s bledomodrym odtieiom. Tretia je pekn4,
bez zmeny poradia sumdcie, vyjde H2. Stvrta je priamociara s tym istym
vysledkom (len prehadzané ¢leny definicie).

Bitftrrttttrtrtt ittt ittt rrrrtts

t. Fuj.
2.3 Integralna a iné metdédy

Na tuvod tolko, Ze metéda expand-contract znamend, Ze jednoducht sumu
nahradime dvojitou, ¢o sa TahSie rata. Ja som to z toho ndzvu nevymyslel,
musel som si najst, ¢o to vlastne znamend. Ozna¢me hladany studéet S,. Je
Sp+1 = Sp + (n+1)2" a zéroven S, = Y5 (k + 1).2k1 = 28, +
o281 odtial S, = (n —1)2"+1 + 2.

Pekni metddas:
1— l.n+1

Zx 1-z

Zderivujme obe strany podla x, prendsobme obe strany = a mame:

Zk k_r—(n+ )zt 4 ngnt?
(1 - )2

A stadi dosadit z = 2.



44.,45.
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47.
48.

49.

50.

51.

Bud si easy, alebo nie si.

Prva vid koniec tejto tlohy, vyuziva predchadzajice. Druh4 ide perturbacnou
metédou, ak uz vieme > 2% a 3 k2%, Neuskodi posuniit spodnti hranicu na

0. Dostavame
n—1

> k2K =2" (n® —4n +6) — 6
k=1

Tretiu som neratal, ale 4 pred sumu a dosadif do finty zo 43. Stvrta na pre-
kvapenie perturbaciou. Vyjde

zn:sz’“ _ion-2
k=0 2n

No a slibend prva:

2%k —1 . 2k —1 , "k 1
2 T = hm ) =JLH;O<2~ZW w)z

k=0 k=0 k=0 k=0
. ot -2 1 . "t2 _9p —4 —2ntl 4]
= lm ([— "% 24+ =)= lim , -
n— 00 gn—1 n n— 00 n
. (2""‘1 2n 3)
= lim =
n—oo AL

2.4 Konec¢ny kalkul zvany tiez neurcité sumy

Warmup problem. Definicia diferencie je par riadkov predtym. Tak dosadim.

1996!, vsetky ¢leny aZ na posledny st nulové.

n+1

a) % b) Hy c) 28 d) —27%t! e) & f) Fj;1 Vzdy hladéme takt funkciu

g(k), aby g(k + 1) — g(k) = f(k) Napr. v e) podla vzorca na sucet geom.

"1
c—1

postupnosti by sme dostali , Co je sice dobre, ale posunuté o konstantu

to je krajsie.

Poratame ur¢itt sumu, z nej neurcita. Per partes s 1, ako pri Inz v analyze.
n—1
n
E HkZ E ole&E:
k=0

n " -1
= [xH,|} g O(w—i—l).x dx =nH, —n
Je teda > Hpdok = kHy — k.

Au=1, v=H,

u=uz, Av=g=t

= [zH,]§ — Z: Fr.a=lér =

m-+1 :| n n7n+1
0

n—1
m no . xT
Zk——zox—éx— [m+1

P Com+1
n—1 n—1
—1)(n—=2) nn-1) nn-1)2n-1)

Zk2:2(:ﬂ3+x):n(n + =
k=0 k=0 3 2 6

n—1 n—1

Zk?’ = Z (22 + 322 +12) =

k=0 k=0



52.

53.

54.
55.

~nn—1)(n—-2)(n—-3) 3nn-1)(n-2) nn-1) n*(n-1)>

4 3 2 4

Stvrta analogicky, piatu a Siestu rozpisanim klesajiicej mocniny prevedieme
na znamu sumu.

1. rozpiSeme cez def. kles. mocniny, prevedieme na sumu harmonickych ¢isel,
dostaneme Hs,, — H,. V 2. 0=k+1 — (kfl)! a potom uZ je to trapas. Podobne

tretia — rozpiSeme, mame H, — Hj,. Stvrta je teleskopicka, vyjde 2n 1.
Poslednd sa upravi na tvar >_,_, (—=1)*(k! + (k — 1)!) = (=1)"n! — 1.

1.-4. per partes, derivujeme Hy. 5.-7. tiez per partes, derivujeme k, resp. k2.
Vseobecne ked chceme robif per partes, derivujeme to, ¢o sa tazsie integruje
(resp. ¢o nevieme integrovat).

a) priamo, ostatné ako in4¢ — per partes, derivujeme Hy, integrujeme k™.

Rozpiseme Hj ako Hy_1 + %, ¢im dostaneme predch. pripad a nejaké harmo-
nické ¢islo 2. radu.

3. | casti |

Vseobecny pokec: plati rovnost @ = || + {z}. Preto zvykneme znacdit z =

.....

na rozoberanie pripadov.

56.
57.
58.
59.,60.
61.
62.

63.-72.

73.

74.

75.-77.

Use vseobecny pokec<ESC> Cut x; = 0<ESC> Proved.

Use vSeobecny pokec<ESC> Cut z; = 0<ESC> Case Trich; x(,0<ESC> Proved.
Nakreslit si ¢iselnu os.

vyzera Skaredo, tvarim sa, Ze tam nie s, nechce sa mi ich

Nech n=km+1,1€{0,1,...,m —1}, cut [ = 0.

Use vSeobecny pokec a uzite si rozbor pripadov podla toho, aké je celd a aka
neceld Cast.

Fiiiha, tolko za sebou som toho eSte nevynechal, mam rekord. Ale in4¢ tam
nie je ni¢ zaujimavé. Fakt. Verte mi to...

1. S¢itovany vyraz je 0 alebo 1, 0 je to len vtedy, ked je k mocnina dvoch,
tych je po n |logy n| + 1, preto vysledok je n — [log, n] — 1. V druhom prvych
niekolko s¢itancov bude |x], ostatné potom budd |[z] + 1, len treba zistit,
kolko je tych druhych, to by malo byt fairly simple.

Vsetky ratame tak, Ze si ich rozdelime na tseky, na ktorych ma prislusna cela
éast logaritmu rovnakt hodnotu, to je medzi dvomi po sebe idicimi mocni-
nami 2, pozor na hranice (podla druhu celej ¢asti), no a zosumujeme to po
tych tsekoch. Napriklad ked je t4 hodnota 2x 1, potom 4x 2, 8x 3 a tak
dalej, ratame vlastne > k2* s vhodnymi hranicami. Pozor na posledny tsek,
ak nekonc¢ime pri mocnine 2!

Pokracovanie tspesného seridlu na tému ”ignorujeme tlohy, ktoré sa nam
nechce”. Ale 77.5 som skoro poratal. Utapka sa, prepise sa neceld éast na
2 minus celd ¢ast a rozbije sa na dva integrély, jeden poratame, druhy je v
podstate suma.



78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.
87.

88.

1
n+1?

by induction. A nezlaknite sa toho Tp, skuste si zratat 77, pochopite.

Z prvych ¢lenov uhddneme 15, = 2, To, 41 =2 — this property is proved

A nedokaZeme, just!
4.1 Zakladné vztahy s komb. sumami

3. je easy, 1. a 2. pre celé ¢isla tiez, a kedZe s to polynémy od a a zhoduja
sa v nekonecne vela bodoch, st rovnaké, teda to plati aj pre necelé a.

Lahké rozcvickové sumy, prva je (1+1)"™, druhd cez k(:) =k (:j) = n(Zj),
tretia je lin. kombindcia prvych 2, stvrtd pre n = 0 je 1, inaé je to (1 — 1)™.
Piata analogicky ako druhé, len pouzijeme absorpént formulu az dvakrat,
Siesta je sucet druhej a piatej.

Lahké sumy verzia dva. Prvé dve vynésobime Z—ﬁ a absorbujeme, tretia je
n

(24 1)™, stvrtd sa poskladd z minulého cvicenia, piata je ((m —1) + 1)
Trochu zahumusené sumy. V prvych dvoch rozpiseme to skaredé komb. cislo

podla definicie kym to len ide, a potom sa nesta¢ime divif, ako ndm skoro
vSetko vypadne. Tretiu som nesktsal, Stvrta je a bit tricky:

n—kcv n—k nn-1)...(n—k+1) nktl :(71)

E+i1\k) - k41

T k41 k! (k+1)!

V piatej a Siestej sa vratime k osvedéenému postupu — rozpisat podla definicie
a skoro vSetko vykratif. Siedma a 6sma s sucty polovice riadku Pascalovho
trojuholnika. Kedze (Z) = (nf k), ten je rovnaky, ako sudet druhej polovice,
no a sucet celého riadku je 2". Pri padrnom n sme dvakrat zaratali stredny
¢len, tak ho netreba zabudnut odratat. Deviatej poparujeme ¢leny od krajov
(teda prvy s poslednym, druhy s predposlednym, atd.), sucet kazdej dvojice
je 0, takZe celd suma bude mat vysledok 7. Ci nie?

Prv4 je polovica z (14+1)" + (1 — 1)™, druh4 je polovicaz (1 +1)" — (1 —-1)",
tretia je Stvrtinaz (14+1)" 4+ (1 —-1)"+ (1 4+ )"+ (1 — )"

A ja som si naivne myslel, Ze to predtym boli humusy. Ach jaj. Toto som si
eSte stale ani precitat netriafol.

Neskusal som, ale chce to nejak dokopat binomickt vetu, podobne ako v 84.

No, keby tam bolo (;;) miesto (’7';), tak tomu zac¢nem aj verif. RozpiSeme cez
faktoridly a je. (Pozor na okrajové pripady, sme sice v celjch ¢islach, ale nieco
sa aj tu ndjde!)

4.2 Konvolucie, negacie a ini pokémoni

Prvé je Van der Mond s inymi chrobacéikmi, druh4 je special case ked sa vSetky

2
2232 a upravime na druht, v Stvrtej

konstanty rovnaju n, tretiu prendsobime
vyberieme (Z) pred vntorni sumu, v piatej (kij) = (n_z_j) a sme doma, v
Siestej k vopchame do jedného (:) cez absorpéna formulu, v siedmej pouzijeme
identitu z 87., tym dostaneme jedno z komb. ¢isel konstantné a uz aj leti von
pred sumu.
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89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.-97.

98.
99.

Spim uz alebo sa mi sniva? Déja vu? Restartuju Matrix? Toto tu uz bolo! Len
to malo cislo 84...

Téak, tato suma dala zabraf. Takze trochu podrobnejsie moj postup: Oznacme
tento sucet S(n). Zjavne S(0) = 0, nech teraz n > 0, je:

s =S () = ()4 (1) -

B EH)-

k=

:%. nl(_1)k+1(z>+§(_1§+l(";1> =%+S(n—1)

k=1
A preto S(n) = H,. Aké lahké, ked to uz vieme, ze?

V prvom Af(k) = (”kﬂ) - (m+k) = (Q”k) a odtial logicky Y f(x)dz =

m m m—1
(;‘:_kl) V druhom Af(k) = (ﬁl—:_i—:_ll) - (ffli'Z) - (mTl;]il)’ a potom nutne

Y F(k)ok = (548 ).

Prvé dve: dosadime do neurcitych sim z 91. Druhé dve si sumy polynému
od k, robime obe per partes, kombinac¢né ¢islo integrujeme podla 91., druhy
C¢initel derivujeme. (Sorry za terminoldgiu, ale najlepsie sa to tak pamété. . . a
ked uz to ma byt analdgia, tak nech.)

Rozpiseme podla definicie, s to tie isté sGéiny, len v jednom st naopak zna-
mienka, odtial to (—1).

V prvej znegujeme horny index a pouzijeme 91.2. V druhej sumujeme od
opa¢ného konca (subst. [ = n — k), v tretej takisto, $tvrtej znegujeme horny
index a piatu opéit sumujeme od opa¢ného konca.

Vsetky st o tprave na Van der Monda, v prvej negujeme horny index druhému
komb. ¢islu. V druhej negujeme horny index prvému, dostaneme vysledok
(=)™ (meco) negujeme horny index aj tomu. V tretej znegujeme horné indexy
postupne obom a vysledku. V stvrtej negujeme horny index druhému komb.
¢islu a nezabudneme upravit vysledok z (_nl) na (—1)". V piatej negujeme
horny index prvému, vysledok (—1)" (" 1) je pre vSetky n okrem 0 nulovy.
V Siestej sa vratime k oblibenému postupu, teda negujeme oba séitance a
na koniec aj vysledok. V siedmej uz sme nad celymi ¢islami, preto pouzijeme
na prvy séitanec formulu symetrie ((2) = (nr_L k)), druhému znegujeme horny
index. V 6smej sume pre n > 0 modzeme pouzit absorpéni formulu a vopchat
kazdé k do jedného ¢initela. Vznikne ndm suma, ktora je special case Van der
Monda pre vSetko rovné n — 1.

Zatial som neratal.
4.3 Newtonove rady

Zatial som tieZ nerital. Ani asi nebudem.

Posunieme spodnd hranicu na m, pouzijeme m-krat absorb¢ént formulu, tym
sa zbavime k™, vyjde n™2"~™
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100. Pre m = n je to zrejmé. Pre m > n je k™ = 0, preto st vSetky s¢itance nulové.
Pre m < n pouzijeme m-krat absorpciu, zbavime sa tym k™ a sme hotovi.

101.-107. Neratané. No comment so far.
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