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Kapitola 1

Usporiadané mnoziny

1.1 Zakladné pojmy

Ciastocéne usporiadand mnoZina (skratene ¢um, angl. poset) (P, <) je mnoZina
s binarnou relaciou < taka, ze Vx,y,z € P:

1. z < x reflexivnost

2. x <y & y<z = x <z tranzitivnost

3. <y & y<zxr = x=y antisymetria

Priklad

1.

(N, <) obycajné linedrne usporiadanie

(P(X), <)

(N,|) napriklad 3 | 6 ale 317.

{0,1}"™ n-rozmernd kocka so zvy¢ajnym usporiadanim.

Mnozina X a D(X) mnozina v8etkych jej rozkladov. 0,7 € D(X): 0 < 7,
ak o je zjemnenim 7.

Eq(X) mnozina vSetkych ekvivalencii na X s C. Eq(X) C P(X x X) a
usporiadanie je zdedené.

Nasleduje zopér lahkych pojmov, ktoré sa do definicie cumu nevosli.

o Ak (P, <) je ¢um a @ C P, tak na Q mdme zdedené usporiadanie <q.

e Ak a < b alebo b < a, tak prvky a,b volame porovnatelné, inak neporov-

natelné.

e Ostrt nerovnost definujeme ako a <b <= a <b & a #b.
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e Maximalne, minimalne, najvicsie, najmensie prvky definujeme ako zvy-

¢ajne. Najmens{ prvok znaéime 0 a najvicsi 1 (ak existuji). Vsetky mini-
malne (resp. maximdlne) prvky si neporovnatelné. Najmensi (resp. naj-

.....

o Ak a <D, tak [a,b] = {z € P | a <z < b} volame interval ¢umu.

e Ak A C P av A st kazdé dva prvky porovnatelné, tak A je refazec. A je
antiretazec, ak 7iadne dva prvky nie st porovnatelné.

e Hovorime, ze b pokryva a, znac¢ime a < b, ak a <z < b = =z = b, t.j.
ak [a,b] = {a,b}. Prvky pokryvajice 0 voldme atdmy a prvky pokryté 1
koatomy.

e Dualita ¢umov: Ak P je ¢um, tak P* oznacCuje ti istt mnozinu s dudlnou
relaciou <* = >. Samozrejme P** = P. Dudlne pojmy:

< >

min max
najmensi | najvacsi
0 1

atom koatém

e Dizka retazca C = # prvkov - 1 = # znakov nerovnosti <
o Vyska prvku h(a) = dizka najdlhsieho refazca ukonéeného prvkom a.

e Nezjemnitelny retazec je taky, Ze medzi ziadne dva prvky nemozno vlozit
treti. Ekvivalentne povedané, kazdy prvok (okrem posledného) je pokryty
nasledujicim.

e Existuju relacie podobajice sa na usporiadanie, ale nim nie st. Napriklad
() mnozina deleni intervalu (0, 1) ako v uréitom intergrali. Pre Dy, Do, € Q
polozime Dy <4 Dy <= ||D1]| < ||D2]|, kde || - || je norma delenia. Téato
relacia je reflexivna a tranzitivna, ale nie je antisymetricka. Taketo Cosi
sa vola kvdziusporiadanie. Ak (P, Q) je kvéziusporiadanie a zavedieme na
fom ekvivalenciu z ~y <= 2z <y & y Jz, tak dostdvame ¢um na P/ ~.

Hovorime, ze (P, <) splia podmienku klesajicich retazcov (DCC), ak ne-

existuje nekonefnd ostro klesajuca postupnost a; > as > ... (Ekvivalentne
povedané, ak kazd4 neostro klesajica postupnost a; > as > ... sa stabilizuje,
t.j. ak existuje n také, Ze a, = ap11 = ...) Dudlne definujeme podmienku

rastucich retazcov (ACC).

Tvrdenie 1 Nech P je ¢um. Nasledujice podmienky si ekvivalentné:
1. KaZdd neprdzdna Q@ C P md minimdlny (mazimdlny) pruok.

2. P spliia DCC (ACC).
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1.2 Zviazy

Nech (P, <) je ¢um. Ak a,b € P, tak ich hornym ohranienim je kazdy prvok
taky, ze ¢ > a a ¢ > b. Najmensie horné ohranicenie, ak existuje, sa nazyva
spojenim prvkov a,b, oznacuje sa a V b, alebo tieZ suprémom sup(a,b). Teda
a V b je taky prvok d, ze:

1.d>a,d>b
2. ak nejaky prvok k spliia 1., tak k > d.

Duélne definujeme priesek a A b ako najvicsie dolné ohranic¢enie prvkov a,b;
tiez ho nazyvame infimum a oznacujeme inf(a,b). Analogicky definujeme tieto
pojmy pre Tubovolnt podmnozinu @ C P, znacime inf M = AM a supM =
V M; nemusia vSak vo vSeobecnosti existovat.

Priklad

1. (P(X),9), A =N,V =U a kazda podmnozina P(X) ma suprémum aj
infimum.

2. (N,]), usporiadanie delitelnostou A = nsd, V = nsn

3. {0,1}", A = min, V = max

Ak (P, <) je usporiadand mnozina, v ktorej pre kazdu dvojicu a,b € P exis-
tuje a V b, tak P nazyvame V-polozviz (horny, spojovaci polozviz). Analogicky
definujeme A-polozviz (dolng, priesekovy polozviz) (angl. semilattice).

Teoréma 2 Nech (P, <) je V-polozviz. Potom platia identity:
1. aVa=a (idempotencia)
2. aVb=>bVa (komutativnost)
3. (avb)Ve=aV(bVc) (asociativnost)
4.a<b <= aVb=0>b

Obrdtene, nech (M, o) je grupoid s vlastnostami 1-3. Ak poloZime a < b <—
aob=0b, tak (M, =) je usporiadand mnozina, ktord je vzhladom na < horngm
polozvizom s operdciou spojenia sup(a,b) = a ob. (Analogickd veta plati pre
A-polozvizy.)

Dokaz. V prvej Casti teorémy sa 1 az 4 overi priamo. Nech (M, o) je grupoid s
vlastnostami 1-3 a polozme a < b <= gera o b = b. Potom:

1. Idempotencia zarucuje reflexivnost.

2. Necha <bab=<a Potomaob=05baboa=>b. 7Z komutativnosti mame
a=boa=aob=0.
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3. Nech a < bab=c, chceme dokdzat a < c. Vieme aob = b, boc = c, preto
aoc=ao(boc)=(aob)oc=boc=c. Tedaa =<c.

4. Treba este ukazaf, ze vzhladom na =< je sup(a,b) = a o b. Predovsetkym,
a o b je hornym ohranic¢enim pre a aj b, lebo:

ao(aob) = (aoa)ob = aob = a=aob
bo(aob) = (aob)ob = ao(bob) = aob = b=aob

Este treba ukézaf, Ze a o b je najmensie horné ohranidenie. Nech d je
hornym ohrani¢enim a aj b, ¢ize a < d, b =< d. Ukdzeme, %e aob = d.
Naozaj, méme a o d = d, takze (aob)od =ao(bod) =aod = d. Teda
aob=<d.

0

Dokazali sme, Ze existuje 1-1 koreSpondecia medzi hornymi polozvizmi a
komutativnymi pologrupami, v ktorych kazdy prvok je idempotentny.

Zviz (angl. lattice) je usporiadand mnozina (P, <), v ktorej kazda dvojica
prvkov ma aj priesek A aj spojenie V. Ak v zvize naviac kazda podmnozina
A C Pma A\Aaj\ A, tak sa nazyva dplngy zviiz. Pritom definujeme, ako sa
to tradi¢ne robi, A% = \/ P =1 (najvicsi prvok) a AP = /0 = 0 (najmensi
prvok).

Teoréma 3 Nech (P, <) je zviz. Potom platia identity:

1. aVa = a ala = a

2. aVb = bVa alNb = bAa

3. (avb)ve = aV (Ve (aAb)Ac = an(bAc)
4. (avb)Ab = b (aNb)VD = bA(bAc)
5 a<b < aVb=b — aANb=a.

Obrdtene, nech (P;V,A) je algebra spliiajica identity 1-4. Potom definovanim
a<b < aVb=>b vikd usporiadand mnozina, ktord je zvizom, pricom
sup(a,b) = a Vb ainf(a,b) =aAb.

Doékaz. Lava Cast 1-3 a b sme ukdzali v Teoréme 2, pravéd vyplyva z duality. 4:
aVb>b, preto (a Vb) Ab=b; prava Cast je dudlna. Obréatene, ak mame 1-4,
tak dékazom Tedremy 2 dostavame usporiadanie, ktoré je hornym polozvizom.
Ukézali sme totiz, ze a V b = sup(a,b). Ostdva dokazat, ze a A b = inf(a,d).
To urobime takto. Najprv ukidzeme, ze a Vb =b < aAb=a., = “
Nech a Vb = b. Potom a Ab=aA(aVd) =(aVb)Aa=(bVa)Aa=a.
,» <= “: Dudlne. Teda nerovnost definovana pomocu A je t& istd ako nerovnost
definovand pomocou V (ktort sme prijali za zakladnt). Preto z toho, ze a Vb =
sup(a, b) a z principu duality vyplyva, Ze a A b = inf(a,b). O

Priklady zvizov

1. (P(X),Q), tplny zviz
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2. (N,|) =17, s operéciou delitelnosti je uplny zviz

3. Zviz podgrap, zviz normalnych podgrip, zviz podpriestorov vektorového
priestoru (pre priestory nad konefnymi polami mé kombinatoricky vy-
znam).

4. Zviz rozkladov danej mnoziny, zviiz ekvivalencii na danej mnozine (v akom
st vztahu). M4 velky vyznam pre kombinatoriku.

5. Priklad neuplného zviizu: Zviz otvorenych mnozin na R. (Otvorend mno-
zina je disjuktnym zjednotenim otvorenych intervalov, aj nekoneé¢ného po-
¢tu.) Prienik nekone¢ného poétu otvorenych mnozin nemusi byt otvorena.

Na kazdy zviz sa mozeme divat z dvojakého hladiska: ako na mnozinu s
relaciou <, ale aj ako na mnozinu s dvoma binarnymi operaciami. Tato dvoj-
znacnost ma svoje dosledky pre porovnéavanie zviizov pomocou morfizmov.

Morfizmus usporiadanych mnozin (P, <) a (Q, <) je izotdnne zobrazenie f :
P — @, teda také, ze a < b v P implikuje f(a) < f(b). Ak zobrazenie prevracia
nerovnosti (a <b = f(a) > f(b)), tak sa nazyva antimonne. Ak f je izoténna
bijekcia, eSte nemusi byt izomorfizmus! Izomorfizmus je morfizmus taky, Ze aj
f~1 je morfizmus. No f : (N,|) — (N,<),  — =z je izoténna bijekcia, lebo
a|b = a < b no f! nie je izoténne; teda f nie je izomorfizmus. Vo
vSeobecnosti, bijektivny morfizmus relaénych struktar (takou je aj usporiadand
mnozina) nemusi byt izomorfizmom.

No zviiz (polozviiz) je aj algebraicky systém — Specidlny pripad univerzélnej
algebry —s dvoma bindrnymi operaciami A a V. Homomorfizmus zvézov (P; A, V)
a (Q; A, V) je zobrazenie f : P — Q také, ze f(zx Ay) = f(x) A f(y) a f(zVy) =
f(@)V f(y), t.j. f zachovava operécie. Na to, aby f bolo izomorfizmom zvézov,
staci povedat, aby zachovavalo operédcie a bolo bijektivne. Naozaj, nech f je
bijektivny homorfizmus. Potom f(zAx) = f(z)A f(y) a f~! existuje. UkdZeme,
7e aj f~! zachovéva operdciu A. Polozme f(x) =a a f(y) = b, ¢ize f~(a) = x
a f~1(b) = y. (Pre lubovolné a, b, také x,y existuji.) Potom z rovnosti:

flzny) = f(x)A f(y) dostavame
U@ ny) = @) A ),
rAy = fraAb),
FHa) A FTHD) fHanb).

Zaver Ak (P;A,V,<) a (@Q;A,V,<) sd zvizy a f: P — Q, tak nasledugice
vyroky su ekivalentné:

1. f je izomorfizmus.
2. f je izotdnna bijekcia takd, Ze aj f~1 je izotonne zobrazenie.

3. f je bijektivny homorfizmus vzhladom na operdcie A a V.
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Obr. 1.1: Zvizy P a )

Nech (P; A, V) je zviiz a nech @ C P. Potom @ nazyvame podzvizom zvizu
P, ak @ je zviz a pre Tubovolné dva prvky a,b € @ plati infg(a,b) = infp(a, b)
a supg(a,b) = supp(a,b); teda vysledky operacii v zviize aj podzviize musia byt
tie isté.

Moze sa stat, ze Q C P s indukovanym usporiadanim déava zviz, nie vSak
podzviz zviazu P. Napriklad:

Tvrdenie 4 V kaZdom zvize (P; A, V) lubovolnd jednoprvkovd mnoZina a prdzdna
mnoZina tvoria podzviz. Ak a,b € P, tak interval [a,b] je tieZ podzviz. Prienik
podzvdzov je podzvdz. [J

Nech (P, <p) a (Q,<g) st usporiadané mnoziny. Definujeme priamy sucin
ako usporiadant mnyozinu (P X Q, <pq), kde (a,b) <pg (¢, d) prave vtedy, ked
a<pcab <q d.

Tvrdenie 5 Ak (P, <p) a (Q,<q) st zvizy, tak aj (P x Q,<pg) je zvdz. O

Dosledok Priamy sucin retazcov je zvdz.

Dokaz. Kazdy refazec je trividlne zviz. O

Pri stadiu kombinatorickych struktiar si casto vSimame zobrazenia f,g :
N — R, pricom porovnavame zobrazenia pomocu obrazov, ignorujic podstatu
prvkov mnoziny N (za ktoré berieme napr. N = {0,1,...,n} ak Studujeme
napr. variacie k-tej triedy). Na takéto zobrazenia je niekedy vyhodné sa divat
ako na multimnoZiny, kde kazdy prvok mnoziny R sa moZe opakovat potrebny
pocet krat (tolkokrat, kolkokrat je obrazom). Takto vznikd zvdz multimnoZin
M(R) nad R. Pre dve multimnoziny k = (b**;b € R) al = (b'*;b € R) (kp, I} st
nasobnosti prvku b v k resp. v 1) polozime

kAL = (pminteb) b e R),
kvl = (pmextel)p e R).

Je to tplny zviz.
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Plati:

1.

Ak |R| = n a Ny je mnozina nezapornych celych ¢isel linedrne usporiada-
nych podla velkosti, tak M(R) = Ny x Ny x --- x Ny

Dokaz. Zobrazenie ¢ : M(R) — (No)", k= (b*; b€ R) — (..., ky,...)
je hladany izomorfizmus. (]

. Ak R je nekoneénd spocitatelnd mnozina, tak M(R) = (N,|) = 7, kde

vpravo je zviz prirodzenych ¢isel usporiadanych delitelnostou.

Dékaz. Nech R = {rq,rs,...}. Potom kazdd multimnoZzinu vieme zapisat

v tvare k = r’flr§2 ... Nech p1,po, ... je postupnost prvoéisel v rastiicom

poradi. Potom dostéavame izomorfizmus ¢ : k = ritrbz o phiphe 0

. Nech C(n) je retazec dlzky n (a teda mohutnosti n + 1), t.j. C(n) = {0 <

1 <2< --- < n}. Skimajme interval [1,360] zviizu delitelnosti 7. Kedze
360 = 23 - 3% - 5, lahko sa nahliadne, Ze [1,360] = C(3) x C(2) x C(1).

. Zviz rozkladov D(n). Nech D(n) je napriklad mnozina v8etkych rozkladov

n-prvkovej mnoziny {1,2,...,n}. Nech m# € D(n) a nech (7) oznacuje
relaciu ekvivalencia odpovedajicu 7. Potom priesek a spojenie sa Tahko
opige. Potom pre Iubovolné dva prvky a,b

a(rANo)b <= a(m)baa(o)b
a(rVo)b <= I postupnost a = uy,us,...,u = b takd, ze
pre kazdé i It € {m, o} : u;(T)uiq1

Napr. pre n = 11:

s {{1,2},{3,4,5}7{6,7,8},{9,10711}},
g = {{1a374}7{275}a{6a7’11}a{8}7{9710}}'

Potom

mAo = {{1},{2},{3,4},{5},{6,7}, {8}, {9,10}, {11}},
{{1,2,3,4,5},{6,7,8,9,10,11}} .

TVo

Tieto zvizy s v kombinatorike aj v tedrii zvizov velmi dolezité. Dlhé
roky bol otvoreny problém Struktary podzvizov zvizu D(n). Whitman
(1946) vyslovil hypotézu, ze kazdy zviiz mozno vlozit ako podzviz nejakého
zviizu D(n). Tato hypotézu dokézali P. Pudldk a J. Tma (1977). S tymto
zvizom sa ¢oskoro stretneme.
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Obr. 1.2: D(3)
Obr. 1.3: Youngov zvéz

5. Usporiadanym analégom multimnoZiny je multiretazec. Ak f : N — R
je zobrazenie, kde N je retazec, povedzme N = {1,2,...,m,...}, R je
usporiadand mnoZina a f je izoténne, tak f(IN) je retazec v R, presnejsie
multiretazec, ak zoberieme do tivahy aj usporiadanie v R. Budt nés zauji-
mat koneéné multiretazce a = aias ... ax, pricom sa dohodneme, Ze ¢leny
budeme zapisovat v nerastiicom poriadku, teda a; > as > -+ > ag. Kxéli
porovnavaniu multiretazcovje vhodné zaviest novy prvok do mnoZiny R =
RU{0}, s tym, ze 0 < b pre kazdé b € R. Multiretazec ajas ... aj; potom
mozeme reprezentovat nekoneénym vektorom (aq,as,...,ak+1,...), kde
Qg1 = Qg2 = -+ = 0.

Méame nasledujuce tvrdenie:

Tvrdenie 6 MnoZina vsetkyjch koneénich multiretazcov Ciastocne uspo-
riadanej mnoziny R je usporiadand reldciou usporiadania po suradniciach
(a <b < a; <b;, i € N). Ak je R zviiz ($pecidlne, ak je R retazec), tak
tdto usporiadand mnoZina tvori zviz, ktory je podzvizom sucinu [[., R;,
kde R; = R pre kaZdé i.

Dokaz. Staci overit, Ze priesek a spojenie monoténne klesajucich slov je
tiez také slovo. [

Osobitne st zaujimavé Specialne pripady tvrdenia 6. Nech R = N a teda
R = Ny. Potom vzniknuty zvéz sa nazyva Youngovym zvizom a oznacuje
sa ). Jeho prvky st nerastiice refazce prirodzenych ¢isel, kde od istého
miesta st samé nuly.

Je tu este jedna dolezita interpretacia. Nech n = ni; + no + -+ + ny je
particia ¢isla n na k neusporiadanych kladnych ¢isel, k-particia. Kedze sa
neusporiadané, mozeme prepokladat, ze ny > ngy > - -+ > ng. Potom

(n1,n2,...,ng,0,...) o ng +ng+ -+ ng

definuje izomorfizmus Youngovho zvizu so zvizom vsetkych neusporiada-
nych particii. Nulou tohto zvézu je prazdne slovo 0.

6. Particie ¢isla n. Uvazujem zvéz D(n) rozkladov n-prvkovej mnoziny {1,2, ...
Potom kazdému rozkladu = = Ay W Ay W - - - W Ay, prislacha particia z(7)
Gislan: z(m) =ny+na+---+ng, kde n; = |A4;| prei =1,2,..., k. Relacia
usporiadania na D(n) dand zjemnenim rozkladu indukuje usporiadanie na
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Obr. 1.4: Diagram zvézu N (7) particii ¢isla 7

mnozine N (n) neusporiadanych particii éisla n:

Zni < ij < existuji m,0 € D(n)
také, ze m < o az(w) = an az(o) = ij.

D4 sa nahliadnut, Ze toto naozaj definuje relaciu usporiadania na N'(n) a
toto usporiadanie je ekvivalentné s nasledujicim:

k l
Zni < ij <= | =k —1 avSetky m; st totozné s n;
i=1 j=1

okrem jednej dvojice dalej neéitatelné.

Zobrazenie z : D(n) — N(n) je morfizmus usporiadanych mnozin. Je aj
morfizmus zviizov? (Nie, v priklade €. 4 vyssie z(7) > z(0), takze z(m) A
z(0) = z(0) > z(mw A 0).) Vo vSeobecnosti plati:

Tvrdenie 7 Nech (P;A,V) a (Q;A,V) st zvizy. Potom kaZdy homomor-
fizmus zvizov je aj morfizmus usporiadania. Obrdtene to meplati. Plati
vsak, Ze kaZdy izomorfizmus usporiadania je izomorfizmus. [

Priklad Zrejme ¢ je morfizmus usporiadania, ale p(a Vb) =1 # m =

a' Vb =(a)Ve(b). ¢ nie je ani V-homorfizmom ani A-homorfizmom.

Na zaver tejto Casti dokazeme zaujimavé tvrdenie o tGplnych zvézoch.

Teoréma 8 (Knaster—Tarského o pevnom bode) Nech (P, <) je uplnyg
zviz a @ : P — P je izotonne zobrazenie. Potom ¢ md pevny bod, t.j. exis-
tuje x € P také, Ze p(x) = x.

Dékaz. Nech M = {x € P;x < p(x)}. Zrejme M # (), lebo 0 < ¢(0). Nech
¢ = sup M. Kedze pre kazdé x € M plati z < ¢, z izoténnsoti vyplyva
x < p(z) < p(c). Odtial ¢ = sup M < ¢(c). Teda

c < ¢(c).

Aplikovanin ¢ dostdvame ¢(c) < ¢(p(c)), z ¢oho vyplyva, ze p(c) € M.
No potom ¢(c) < sup M = ¢, Cize

p(c) <e.
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Z tychto nerovnosti mame ¢(c) = c. O

Priklad Cantor-Bernsteinova teoréma: Nech A, B st mnoziny. Ak existuja
injekcia ¢ : A — B a injekcia ¢ : B — A, tak exituje bijekcia A — B.
Idea dokodzu: Nech X C A. Skons$tujme postupne

X = o(X) = B—p(X) = (B = ¢(X)) = A= 9(B - p(X)).
Uvazujme zobrazenie ¥ : P(A) — P(A4),
X = A—=9(B = p(X)).
Lahko sa overi (s pouzitim zndmych inkluzii), ze ¥ je izoténne. Kedze

P(A) je uplny zviz, ¥ ma pevny bod — nejaki C C A. Pomocou tejto
mnoziny sa uz fahko nadefinuje bijekcia.

1.3 Distributivne zvizy

Na tvod pripomenieme nasledovné tvrdenie.

Tvrdenie 9 Nech (P, <) je lubovolny zviz. Potom si pravdivé tieto tvrdenia:

1.

4.

jzotonnost V) x <y = aVz<yVz
Y Yy
(izoténnost N\) x <y = xANz<yAz

(vieobecnd izotonnost) x < z & z <t = x Az < yAt, podobne pre V

(distributivne nerovnosti)
xV(yAz)<(xVy)A(xzVz)
eA(yVz)>(xAy)V(xAz)

(moduldrna nerovnost) x <z = zV (yAz)<(zVy) Az

Dokaz.

1.

Izoténnost A\: Ak x < yaz € P,takxAz < x < yazaroveii zAz < z. Teda
x A z je dolngym ohranienim pre {y, z}. Odtial z A z < y A z. Izoténnost
V sa dokaze podobne.

Vseobecné izoténnost sa dokdZe dvojnasobnym pouzitim 1.

Distributivnost V: Zrejme y A z, takZe z izoténnosti pre V dostdvame x V
(y A z) <V z Analogicky y A z < z, takize 2 V (y A z) < x V z. Teda
z V (y A 2) je spoloénym dolnym ohranic¢enim pre {z V y,x V z}, odkial
xV (yAz) <(xVy)A(xV z). Distributivnost A podobne.

. Moduldrna nerovnost: Z distributivnej nerovnosti a predpokladu z < z

méme 2V (yAz) < (zVy)A(xVz)=(xVz)Az
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O

Zviz sa nazyva distributivny, ak v iom namiesto distributivnych nerovnosti
plati rovnost, teda ak pre kazdé z, y, 2:

V(yAnz) = (xVy) A(zVz),
xA(yVz) = (xAy)V(xAz).

—~

Zviiz sa nazyva moduldrny (Dedekindov), ak v fiom namiesto moduldrnej
nerovnosti plati rovnost, t.j. ak pre « < z plati zV (y A 2) = (x Vy) A z.
Modularnymi zviizmi sa budeme zaoberat neskor, teraz len distributivnymi.

Kazd4 z distributivnych nerovnosti implikuje druhti. (Ak plati prva, podci-
tajme z pravej strany druhit: (z Ay)tV (z Az) =tV (z A z), pouzijeme druhd

——

rovnost, vyuzijeme bezné identity a mame.)
Naviac platia aj (kone¢né !) zovSeobecnené rovnosti

(A%>V 4%

/\(xz \ yj)a

,J

K3

,J

K3

(Vm)A Y%

KedZe definujiice rovnosti st navzajom duélne, tak duél distributivneho zvizu
je distributivny.
Priklady

/.

1. Zviizy rddu < 4 st vSetky distrinutivne. Medzi 5-prvkovymi (je ich 5) sa
dva nedistributivne, jeden dokonca nemoduléarny:

2. {0,1}™ = P(X) je distributivny.
Kazdy refazec je distributivny zviz.

Stéin distributivnych zviizov je distributivny (aj nekoneény stéin funguje).

ook W

Podzviz distributivneho zvizu je distributivny zviz. Vyplyva to z toho,
Ze operacie A,V su totozné s operacia v celom zvize.

6. Z 777 vyplyva, Ze Youngov zviz vSetkych particii (ako podzviz sicinu
[17° No) a zviiz (N,nsd,nsn) = 7 (ako podzviz [[™ Np) st distributivne.

7. Zviz 777 grupy S3 permutéacii 2-prvkovej mnoziny nie je distributivny.
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Prvok p (?distributivneho) zvézu L sa nazyva ireducibilng (presnejsie V-
ireducibilng), ak pre lubovolné x,y € L zo vztahu p = x V y vyplyva p = x
alebo p = y. Vyraz a = p1 Vpa V...V pg, v ktorom vsetky p; st ireducibilné
sa nazyva rozkladom prvku a na ireducibilné prvky. Rozklad je neskrdtitelns
(iredundantng), ak a Zp1 Vpa V. ...pi—1 Vpit1 V...V pg, pre kazdé i. (Atdmy
a 0 st zjavne ireducibilné prvky.)

Je zrejmé, Ze v lubovolnom rozklade st vstetky prvky neporovnatelné, teda
tvoria antiretazec. Nasim cielom je ukézat, Ze Struktira zvizu je jednoznacne
ur¢end mnozinou jeho ireducibilnych prvkov.

Lema Nech p je ireducibilng prvok distribitivneho zvizu. Potom z merovnosti
p<aiV...Vai vyplyva, Ze existuje i take, Ze p < a;.

Dékaz. Nech p <'\/, a;. Potom p = pA(V, a;) =/, pAa;. Z ireducibility prvku
p teraz vyplyva, ze existuje i také, ze p = p A a;, ¢ize p < a;. O

Prijmime teraz vSeobecny a trvaly predpoklad o tom, Ze sa budeme zaoberat
len usporiadanymi mnozinami spliiajicimi podmienku:

(F) Medzi lubovolngmi dvoma prvkamsi je kaZdy retazec koneény.

(VSetky mnoziny kombinatorického povodu tito podmienku spliiaji.)

Z tohto predpokladu ndm hned vyplyva, Ze element zviizu s 0 mé rozklad
na ireducibilné prvky, a teda aj iredudantny rozklad. Ak {p1,pa,...} je nejaka
mnoZina atémov, tak p; < p1 V pa < p1 V p2 V ps tvoria rast[cu postupnost — to
vyplyva z faktu, Ze atémy st ireducibilné z lemy. Ak toto aplikujeme na atémy
intervalu dostavame, zZe interval ma koneény pocet atémov, a teda, indukciou,
je aj sdm konecny.

Teoréma 10 Nech L je distributivny zviz (spliiajici podmienku (F)) a nech
P C L mnozZina jeho nenulovych ireducibilnych prvkov. Potom kazZdy prvok a
ma jednoznacny iredundantny rozklad a = p1 V p2 V ...V pr na ireducibilné
proky, ¢o zapisujeme P(a) = {p1,p2,---,Pk}, pricom P(0) = 0.

Dokaz. Existencia rozkladu je zrejméa (existuje 0 a plati (F), ¢o zabezpecuje,
Ze mnozina vSetkych ireducibilnych prvkov # 0 pod a € L; potom treba zobrat
vietky také). Jednoznac¢nost: Nech

a=p1VpaV.. Vpr=q1VgV...Vqg

st dva jednoznacné rozklady. Pre kazdé p; mame p; < g1 Vg2 V ...V qg, odtial
pi < g;j pre nejaké j. Kedze ireducibilné prvky st neporovnatelné, dostavame
p; = q;. Zopakovanim tejto Gvahy potrebny pocet krat dostavame, ze £k < £ a
analogicky aj ¢ < k. Teda ¢ = k a moziny {p1,p2,...,pk} & {q1,42,...,q¢} st
totozné. OJ

Podmozina I usporiadanej mnoziny P je idedl, ak pre Va,y : x € I & y <
x = y € I. Hlavny idedl je ideal tvaru {z € P;z < a}, (a modze byt aj mimo
mnoziny P, z nejakej nadmnoziny).
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Zjednotenie aj prienik idedlov st ideély. Teda systém Z(P) vSetkych idedlov
mnoziny P tvori podzviz zvizu P(P). Teda Z(P) je distrinutivny zviz. V fiom
0 a hlavné idealy st ocividne iredicibilné prvky. Iny délezity podzviz je zviz
konecénych hlavnych idedlov Z(P). Teraz ukazeme, ze kazdy distributivny zviz
spliiajici podmienku (F) je tohto tvaru.

Teoréma 11 Nech L je distributivny zviz s 0 (splnajici (F)) a nech P je mno-
Zina vietkych jeho iredibilngch prvkov # 0. Potom L = I¢(P) a izomorfizmus
je dany vztahom ¢ : a — I(a) = {x € P;x < a}, a € L. Obrdtene zviz Z;(P)
je distributivny a mnozina jeho ireducibilngch prvkov je izomorfna s P. Ak L je
koneény, tak L = I(P).

Dokaz. Kedze kazdy prvok zvizu L je uréeny ireducibilnymi prvkami, ktoré
majorizuje, zobrazenie ¢ : L — Z;(P) je injektivne. Na dékaz surjektivnosti
sta¢i ukazaf, ze kazdy koneény ideél je hlavny. Nech I = {p1,p2,...,p,. Nech
b=p1VpaV...,p,. Potom b € L. Uvazujme hlavny idedl I(b). Zrejme I C I(b).

Obrétene, nech p € I(B). Je to ireducibilny prvok ap < b=p; VpaV...Vp,.
Z lemy vyplyva, ze p = p; € I. Teda I(B) C I, ¢ize I = I(b). Teda kazdy idedl
je hlavny, odkial vyplyva, Ze ¢ je bijekcia.

Ak a < b, a,b € L, tak I(a) C I(B). Obréatene I(a) C I(b) implikuje
a =supl(a) <supI(b) =b (777) izomorfizmus a teda izomorfizmus zviizov. O

Désledok Duwa distributivne zvdzy su izomorfné, ak su izomorfné usporiadané
mnoziny ich ireducibilnych prvkov.

Poznamka: Analogicktl konstrukciu mozno urobit pomocou A-ireducibilnych
prvkov a dudlneho pojmu filtra. Kedze vysledky musia byt izomorfné, dosté-
vame, %e usporiadand mnoZina A-ireducibilnych prvkov musi byt v distributiv-
nom zvize izomorfna s usporiadanou mnozinou V-ireducibilnych prvkov.

V teoréme 11 sme zistili, ze distributivny zvéz L s 0 je izomorfny s Z(P),
kde P je mnozina jeho ireducibilngch prvkov. KedZe usporiadanie v Z;(P) je
oby¢ajnd inkluzia, dostdvame, ze kazdy distributivny zviz (s podmienkou (F),
ako oby¢ajne) je izomorfny s podzvizom booleovského podzvizu P(X). Kedze
P(X) je stéin retazcov, dokdzali sme

Teoréma 12 KaZdy distributivny zviz s 0 je izomorfny s nejakym podzvizom
booleovksého zvizu P(X), a teda aj s podzvizom sucinu retazcov. Obrdtene,
kaZdy podzviz sucinu retazcov je distributivny. O

Charakteriza¢nd teoréma 12, kladie takito prirodzent otézku: Kolko je pre
dany distributivny zvdz L nevyhnutné zobraf refazcov C; na to, aby L bol
podzviizom sacinu [, C;?

Budeme predpokladat, ze C; = {0 <1 < --- < ¢;}. Vnorenie L — H?:l C;
nazyvame kodovanim zvizu, ¢islo d dimenziou zviizu. Booleovsky zviz P(X)
mé kédovanie P(X) — {0,1}¥ v stcine |X| refazcov. Je mozné tento pocet
znizif za cenu predlzenie retazcov? Z nasledujicej teorémy vyplynie, Ze v tomto
pripade nie.
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Teoréma 13 Nech L je distributivny zviz s 0 a nech P je usporiadand mnoZina
jeho nenulovych ireducibilnych prvkov. Nech P = |4, P; je lubovolny rozklad
usporiadanej mnoziny P na retazce. Polozme C; = {0}UP;, pre vSetky i. Potom
existuje izomorfizmus ¢ : L — ], C; na podzviz zvizu [], C;.

Dokaz. Pre Tubovolné x € L a index ¢ polozme
x; =sup{z € Cj;z < x}.
Na mnozine indexov zavedieme Uiplné usporiadanie a polozime
p: L — H C;,
i

(Poznamenavame, Ze pre skoro vSetky indexy (okrem kone¢ného poctu) je z; =
0. To vyplyva z podiemky (F), ktord implikuje, Ze interval distributivneho zvéizu
mé iba koneéne vela atémov a teda je konecny.)

Zobrazenie ¢ je injektivne, lebo keby p(z) = ¢(y), tak x; = y; pre vietky i,
a teda I(z) = I(y), odkial z = y.

Okrem toho, podla lemy o ireducibilnych prvkoch méme (x V y); = sup{z €
Ci;z<axVy} =sup{z € Cy;z < x alebo z <y} = z; V y;. Podobne A. O

Kedze podla teorémy 13, kazdy rozklad mnoziny P indukuje kdédovanie,
problém dimenzie usporiadanej mnoziny sa redukuje na ¢isto kombinatoricki
tlohu néjst pre Tubovolnd usporiadantt mnozinu P rozklad na miniméalny pocet
d(P) retazcov. Cislo d(P) sa nazjva Dilworthovym ¢slom usporiadanej mno-
ziny. Je zrejmé, ze

d(P) > min |Al.
A je antiretazec
V skutoénosti plati rovnost — to je jeden z fundamentélnych vysledkov kombi-
natoriky.

Priklad d(P({1,2,...,n})) = n, s vyuzitim vy$sie uvedenej nerovnosti.

Teoréma 14 (Dilworth, 1950) Nech P je konecnd usporiadand mnoZina. Po-
tom minimdlny pocet retazcov, ktorijch zjednotenim je P sa rovnd mazrimdine;
mohutnosti antiretazca v P.

Dokaz. Ostava nam dokézat, ze ak v P existuje antiretazec mohutnosti n, tak P
sa da pokryt n refazcacmi. Maximalnu mohutnost antirefazca nazveme $irkou
usporiadanej mnoziny P.

Budeme postupovatindukciou vzhladom na |P|. Ak |P| = 1, tak vysledok je
trividlny. Predpokladajme, Ze trvdenie plati pre |P| < k a uvaZujme mnozinu
|P| = k. Mozeme predpokldaft, ze Sirka n mnoziny P je > 1.

Zvolme nejaky maximalny prvok € P a k nemu zoberme minimélny prvok
y taky, ze y < z. (KedZe P je konecnd, toto sa vidy dé.) Nech Q = P — {z,y}
s indukovanym usporiadanim. Ak $irka mnoziny @ je mensia ako n, tak podla
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indukéného predpokladu sa ) d4 rozloZif na menej ako n refazcov, ¢o spolu
s retazcom {x,y} vytvéra rozklad na (nanajvys) n refazcov. TakZe modzeme
prepokladat, ze Q ma $irku n. Odtial vyplyva, ze y < x.

V tejto situdcii si vyberieme antiretazec A = {a1,a2,...,a,}. Nech H =
{z € P;3i: z > a;} (hornd mnozina) a nech D = {z € P;3i : z < a;}. Potom
H U D = P (inak by existoval §ir§i antirefazec), D N D = A (o¢ividné) a kedze
odtranenim {z,y} z P sa $irka nezuzila, mame € H — D, zatial oy € D — H.
Podla induéného predpokladu existuju rozklady na H = C{ UC,---UC), a
D =cCc{ucy---uC). Rozklady mozeme ocislovat tak, ze a; € C;/ N C/ pre
i=1,2,...,n. Potom C; = Cit U CY je retazec a pozadovany rozklad je P =
cCiuCyu---uC,. O

Dosledok Ak L je konecny distributivny zviz a P je jeho mnoZina nenulovijch
ireducibilngch prokov, tak dim(L) = d(P).

Teraz prejdeme k dalsiemu aspektu distributivnosti — k poriadkovej (rango-
vej) funkeii. Poriadkovd (rangovd) funckia na zviize L je funkcia 7 : X — Ny
spliajica podmienky

1. r(0) =0,
2. ak a < b, tak r(b) = r(a) + 1.

1.4 Modularne a polomodularne zvizy



Kapitola 2

Matroidy

2.1 Matroidové algoritmy
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Kapitola 3

Kombinatorické
konfiguracie

3.1 Konfiguracie

3.2 Zaplhanie priehradok a urnové schémy
3.3 Latinské stvorce

3.4 Ortogonalita latinskych Stvorcov

3.5 (v, k,\)-konfiguracie

Danad je mnozina X = {x1,x2,...,2,}. Systém X7, Xs,..., X, jej podmonozin
mnoziny X tvori (v, k, \)-konfiguraciu, ak

1. |X;| = k pre vSetky i,

2. |X; N X,| = A pre vSetky i # 7,

3. 0<A<k<v—-1

MnozZiny X; sa nazyvaju bloky. Matica incidencie (v, k, A)-konfiguracie je
0, 1-matica definovana nasledovne

A = (aij)7 iaj:1a27"'ava
1 z;€ X,

Ai5 = .
0 inak.

Oznacme I jednotkovi maticu radu v, J maticu pozostavajicu zo samych
jednotiek.

18
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1. Pretoze | X;| =k je 3_;_, a;; = k, odtial

AJ =kJ.
2. Kedze

° E oi=j
cij:Za,»qajq:|Xij|:{ e
p A iFE]

kX ... A

Ak oo
AAT = | . o =AT A (R= NI

A A Lk

3. Matica A je regularna, lebo

det(AAT) = det(A)?

koA A
Ak A
A A k
k A=k A—k A—k
A k=X 0 0
= 0 k-2
A .0
A0 0 k—2A
Av—1)+k 0 0 0
A k—A 0
= 0 0
A k=X 0
A 0 0 k-2

[k + A(w — 1)) (k — A)*~

4. Pre kazda (v, k, \)-konfiguraciu plati
E(k—1)=Av—1).
Vychadzame z rovnosti

AAT = 2T + (k= M),
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potom
AAT T = MT? + (k= N J = oJ + (k=N J = (k+ Mv — 1))J.

Pretoze 0 < A < k je matica A podla predchadzajicej vlastnosti regulérna

a plati
1
Alg=21
J kJ
7 toho dostavame
ATT = (k+ A —1))a-1g = *F Ag’ —b,
trasponovanim
(AT])T = k+/\§:_1>JT,
JA - k—&-)\(v—l)J’
k
JAJ = %(k + Av — 1))

Vieme, ze AJ = kJ, ¢ize JAJ = kJ? = vkJ, porovnanim dostaneme

okJ = %(k—s—)\(v—l))J,
k+Av—1)
ko= p 7
-k = (Mv-1)),
k(k—1) = (Mov-—1

3.6 Uplné diferenéné mnoziny

3.7 Hadamardove matice a konfiguracie

Stvorcova matica H radu n sa nazjva Hadamardova, ak
1. Qi3 = +1
2. HH" = nI (I je jednotkova matica)

Jednoduché dosledky definicie: Ak H;, H; st riadkové vektory Hadamardovej
matice, tak pre ich skalarny sucin plati:

noi=j

(H"’Hj):{o i .
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Cize riadky s na seba kolmé. Kazda Hadamardova matica je reguldrna, lebo
det(H)? = det(HHT) = n". Navyse Hadarmadove matice st zrejme normélne,
lebo

H"H=H 'HH"H=H 'nIH =nIH 'H=nl=HH".

Ak H je Hadamardova, tak aj (—1)H je Hadamardova. Preusporiadnim
riadkov a stipcov dostaneme opit Hadamardovu maticu. Rovnako moézeme vy-
nasobit riadok alebo stipec (—1). Naozaj, je zrejmé, ze vlastnost

noi=j

(1) = {0 i # 7,

je ekvivalentna podmienke
- noi=j
> hikhii 0 it
= i F

A té4to rovnost je invariantna voc¢i uvedenym operaciam. Preto mozno kazda Ha-
damardovu maticu uviest do tvaru, v ktorom prvy riadok a prvy stipec obsahuji
kladné jednotky (normalizované).

Veta 15 Ak n je rdd Hadamardovej matice, tak n = 1,2 alebo n =0 (mod 4).

Dokaz. Pre n = 1,2 maji normalizované Hadamardove matice tvar:

o (i 4)

Nech je dand Hadamardova matica radu n > 3, prepokladajmu ju norma-
lizovanti. Stipce prvych troch riadkov tejto matice maji jeden z nasledujiicich

1 1 1 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1

Nech poéet stipcov prvé typu je x, druhého y, treticho z a §tvrtého w. Pretoze
ich je spolu n, plati  +y + z +w = n. Nech v mnozine I; st tie indexy stipcov
nasej matice, ktorého su typu j (j = 1,2,3,4). Teda mame |[;| = z,|Iz| =
y,|Is| = z,|I4] = w. Pretoze riadky Hy, Ho st na seba kolmé, mame hiihoy +
hishag 4 -+ - + hinha, = 0.
Ak i€I17takh1i~h2i:1-1:1,

1 € Iy, tak hy; -ho; =1-1=1,

1€ I3, tak hi; - ho; =1 - (—1) =1,

i€I4, takhlzhm:l(—l):l
Odtial 0 = (Hl,HQ) = Z?:l hlihQi = Z?:l Zielj h112Z =r+y—z—w.
Analogicky z ortogonality Hy a Hs dostavame = —y + z — w = 0, a ortogonality
Hs a Hs dostavame ¢ —y — z +w = 0.
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Mame teda systém rovnic

r+y+z+w =

TH+y—z—w

I
o o o 3

r—y+z—w

r—y—z+w =

VyrieSenim dostdvame ¢ = y = z = w = n/4. Kedze z,y, z,w st celé ¢isla, je
n=0 (mod4). O

Kroneckerovym st¢inom matic A ® B matic typu n X n a m X m rozumieme
maticu typu mn X mn typu

allB a12B s alnB
ale a22B s agnB
anlB an2B e annB

Lahko sa moZno presveddit, Ze tatko definovany stéin mé nasledovné tri vlast-
nosti:

(Ao B)T = AT ® BT
(A+B)@C=A®C+B®C
(AB)® (CD) = (A® C)(B® D)

Kroneckerov sti¢in Hadamardovych matic je opidt Hadamarodva matica. Naozaj:
(HoH")(HoH ' = (HoH' ) (H'9H'") = HH'9H' H'" = nl,@ml,, = mnl,.

Veta 16 Pre n = 2F existuje Hadamardova matica.

11
m=(i 1)

H2k =H,®Hy®---® Hy.

k-krat

Dokaz. Zoberme maticu

Definujme

Podla vyssie popisanych vlastnosti je to Hadamardova matica radu 2%. O

Veta 17 Normalizovand Hadamardova matica radu m = 4p je ekvivaletnd
(v, k, X)-konfigurdcii s parametrami

v=4p—1, k=2u—-1, A=p—1.
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Dokaz. 7 normalizovanej Hadamardovej matice vyskrtneme prvy riadok a prvy
stipec a —1 zmenime na 0. KedZe fubovolny riadok rozny od prvého je naii komy,
tak plati ;" | hi;hji =0 (j > 1), ale hy; = 1 pre vSetky 4, preto >, hji =0,
¢ize pocet kladnych jednotiek sa rovnéd poc¢tu zapornych jednotiek, teda pocet
kladnych (zdporngch) jednotiek je 2.

Pretoze pre ¢ # j, i,7 > 1 su riadky na seba kolmé a kazdy ma po 2u
kladngch jednotiek, maji na (prave) p miestach kladné jednotky v rovnakych
stipcoch.

Z toho plynie, ze v nasej 0, 1-matici radu 4p — 1 je stcet riadku rovny 2u — 1
a dva riadky maji p — 1 jednotiek v rovnakych stipoch. To svedéi o tom, ze
nasa 0, 1-matica je maticou incidencie (v, kA)-konfiguracie s vyssie udanymi pa-
rametrami. Tato konfiguracia na nazyva Hadamardova konfiguracia. V obrate-
nom postupe mozno kazdej Hadamardovej konfiguracii priradif normalizovant
Hadamardovu maticu radu 4p. O

3.8 Konecné projektivne roviny

Kone¢nou projektivnou rovinou rddu n sa rozumie (v, k, \)-konfiguricia s para-
metrami

v=n?>+4+n+1, k=n+1, A=1.
Bloky X;,i=1,2,...,n%+n+1 sanazjvaja priamkami a prvky blokov bodmi.
Vztah z; € X; znamend, ze bod x; lezi na priamke X; a vzfah x; € X; N Xy,
ze priamky X, X}, sa pretinaji v bode x;.
Priklad (v, k, A)-konfigurécia uréené tplnou diferenénou mnozinou 1,2,4 C Zy
je projektivnou rovinou, ktortt mozno nasledovne znazornit.

Co sa tyka existencie kone¢nych projektivnych rovin, tak plati veta (dosledok
vety Buck-Ryser).

Veta 18 Na existenciu konecnej projektivnej roviny radu n je nutné, aby pri
n=1,2 (mod 4) existovali celé ¢isla a,b spliajice rovnost n = a + b

7 tejto vety vyplyva neexistencia konecénych projektivnych rovin radov napr.
6,14,21,22.
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3.9 Ortogonalne latinské stvorce a projektivne
roviny

3.10 Blokové konfiguracie: (b, v, k, \)-konfiguracie

3.11 Steinerove trojice



