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1 Berlekampov-Masseyov
algoritmus

Definícia 1. Nech je {si}i≥0 binárna postupnost’.
Symbolom Lk({si}i≥0) označíme dĺžku najkratšieho
registra s lineárnou spätnou väzbou, ktorý generuje
s0, s1, . . . , sk−1. Charakteristický polynóm zodpove-
dajúci tomuto registru označíme c(k)(x).

Hodnotu Lk({si}i≥0) nazývame lineárna zloži-
tost’ postupnosti s0, . . . , sk−1. V d’alšom budeme po-
jem „posuvný register s lineárnou spätnou väzbou“
nahradzovat’ pojmom „register“, prípadne LFSR.
Lineárna zložitost’ má nasledujúce vlastnosti.

Lema 1. Nech {si}i≥0 a {ti}i≥0 sú l’ubovol’né binár-
ne postupnosti. Nech k ≥ 1. Potom

1. Lk({si}i≥0) ≤ k.

2. Ak s0 = s1 = · · · = sk−2 = 0 a sk−1 = 1, tak
Lk({si}i≥0) = k.

3. Lk({si + ti}i≥0) ≤ Lk({si}i≥0) + Lk({ti}i≥0).

4. Lk({si}i≥0) ≤ Lk+1({si}i≥0).

Dôkaz. Prvá vlastnost’ vyplýva z toho, že stačí zo-
brat’ l’ubovol’ný register dĺžky k a naplnit’ ho prvý-
mi k bitmi. Potom už nezáleží na spätnej väzbe,
výstupom registra sú „správne“ bity.

Druhá vlastnost’ je dôsledkom faktu, že register
sa „cyklí“ v nulovom stave. Preto musí byt’ dĺžka re-
gistra aspoň k (a zároveň k stačí, podl’a prvej vlast-
nosti).

Tretia vlastnost’ vyplýva z vety o sčítavaní vý-
stupov dvoch LFSR.

Platnost’ štvrtého tvrdenia je triviálna.

V situáciach, ked’ bude z kontextu zrejmé, kto-
rú postupnost’ myslíme, budeme Lk({si}i≥0) skra-
covat’ na Lk.

Lema 2. Ak c(k+1)(x) 6= c(k)(x), tak

Lk+1 ≥ max{Lk, k + 1− Lk}.

Dôkaz. L’ahko vidiet’, že Lk+1 ≥ Lk. Ostáva uká-
zat’, že Lk+1 ≥ k+1−Lk. Nech {ti}i≥0 je postupnost’,
kde t0 = · · · = tk−1 = 0 a tk = 1. Potom

Lk+1({si + ti}i≥0) = Lk({si}i≥0) = Lk,

lebo c(k+1)(x) 6= c(k)(x) a teda (l’ubovol’ný) register
pre Lk generoval namiesto sk hodnotu 1 + sk. Vy-
užitím vlastností z lemy 1 dostaneme:

Lk+1({ti}i≥0)︸ ︷︷ ︸
k+1

≤ Lk+1({si}i≥0)︸ ︷︷ ︸
Lk+1

+ Lk+1({si + ti}i≥0)︸ ︷︷ ︸
Lk

,

odkial’ bezprostredne vyplýva Lk+1 ≥ k+1−Lk.

Lema 2 poskytuje dolný odhad pre lineárnu zlo-
žitost’, ak už doposial’ vytvorený najkratší register
nedokáže vygenerovat’ správne nasledujúci bit. Dá
sa ukázat’, že vo vzt’ahu v leme 2 platí rovnost’.
Dôkaz tohto tvrdenia bude konštruktívny – je to
Berlekampov-Masseyov algoritmus.

Veta 1. Ak c(k+1)(x) 6= c(k)(x), tak

Lk+1 ≥ max{Lk, k + 1− Lk}.

Dôkaz. Dôkaz matematickou indukciou. Definuj-
me L0 = 0 a c(0)(x) = 1.

Postupnost’ 0, . . . , 0 (dĺžky k) vieme generovat’
registrom dĺžky Lk = 0 a c(k)(x) = 1. Postupnost’
0, . . . , 0, 1 (dĺžky k + 1) vieme generovat’ registrom
dĺžky Lk+1 = k + 1 a c(k+1) = xk+1 + 1 (a kratším
registrom sa to nedá). Teda Lk+1 = k + 1− Lk.

Predpokladajme, že pre všetky j (Lk ≤ j ≤ k−1)
platí

sj =
Lk−1∑

i=0

c
(k)
i sj−Lk+i

= c
(k)
0 sj−Lk

+ c
(k)
1 sj−Lk+1 + · · ·+ c

(k)
Lk−1sj−1,

teda register s charakteristickým polynómom gene-
ruje prvých k bitov postupnosti. Ked’že c(k+1)(x) 6=
c(k)(x), podl’a lemy 2 je Lk+1 ≥ max{Lk, k + 1−Lk}.
Nech m je také číslo, že

1. 1 ≤ m < k,

2. Lm < Lk,

3. Lm+1 = Lk.

Hodnota m je jednoznačne definovaná, je to posled-
ná dĺžka postupnosti, pre ktorú bola dĺžka najkrat-
šieho LFSR kratšia ako je teraz. Podl’a indukčného
predpokladu

Lm−1∑

i=0

c
(m)
i sj−Lm+i =

{
sj , pre Lm ≤ j < m,

sm + 1, pre j = m.

Vieme, že Lk = Lm = max{Lm, m + 1 − Lm} =
m + 1 − Lm. Definujme L = max{Lk, k + 1 − Lk}.
Ukážeme, že

c(x) = xL−Lkc(k)(x) + xL−(k+1−Lk)c(m)(x)

je dobrá vol’ba pre c(k+1)(x).
Stupeň c(k)(x) je Lk, preto je stupeň prvého sčí-

tanca L. Stupeň druhého sčítanca je L− k + m < L.
Teda deg(c(x)) = L. Overme, že register s c(x)
naozaj generuje prvých k + 1 členov postupnosti
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{si}i≥0. Počítajme pre j (L ≤ j < k):

L−1∑

i=0

cisj−L+i =
L−1∑

i=L−Lk

c
(k)
i−(L−Lk)sj−L+i

︸ ︷︷ ︸
A

+

+
L−k+m∑

L−k+m−Lm

c
(m)
i−(L−k+m−Lm)sj−L+i

︸ ︷︷ ︸
B

A =
Lk−1∑

i=0

c
(k)
i sj−Lk+i

B =
Lm−1∑

i=0

c
(m)
i sj−Lm−k+m+i + sj−k+m

Teda

A + B =

{
sj + 0 = sj , pre L ≤ j < k,

(sk + 1) + 1 = sk, pre j = k.

Veta 1 hovorí o jednoznačnosti stupňa polynómu
c(k)(x). Samotný polynóm nemusí byt’ jednoznačný
(môže ich existovat’ niekol’ko).

Nasledujúce obrázky zobrazujú obe situácie,
ktoré môžu pri konštrukcii nového charakteristic-
kého polynómu vo vete 1 nastat’.

L =Lkk+1

L =k+ L1 kk+1
–

...

...

c (x)
(k)

c (x)
(m)

...

...

c (x)
(k)

c (x)
(m)

Príklad. Máme vstupnú postupnost’ 001011011.

k sk Lk c(k)(x) m
0 − 0 1 −
1 0 0 1 −
2 0 0 1 −
3 1 3 x3 + 1 2
4 0 3 x3 + 1 2
5 1 3 x3 + x + 1 2
6 1 3 x3 + x + 1 2
7 0 4 x4 + x2 + x + 1 6
8 1 4 x4 + x3 + x2 6
9 1 4 x4 + x3 + x2 6

Príklad. Máme vstupnú postupnost’ 1101000

k sk Lk c(k)(x) m
0 − 0 1 −
1 1 1 x + 1 0
2 1 1 x + 1 0
3 0 2 x2 + x + 1 2
4 1 2 x2 + x + 1 2
5 0 3 x3 + x2 + 1 4
6 0 3 x3 + x2 + 1 4
7 0 4 x4 + x3 + x2 + 1 6

Časová zložitost’ Berlekampovho-Masseyovho
algoritmu je O(k · Lk), kde k je dĺžka spracovanej
postupnosti.


