Martin Stanek (15. februara 2003)

Kryptolégia — Berlekampov-Masseyov algoritmus

1/2

1 Berlekampov-Masseyov
algoritmus

Definicia 1. Nech je {s;};>0 bindrna postupnost.
Symbolom Ly ({s;}:>0) ozna¢ime dizku najkratsieho
registra s linearnou spitnou vizbou, ktory generuje
89,81, ..,Sk_1. Charakteristicky polyném zodpove-
dajtici tomuto registru oznaéime c(*)(z).

Hodnotu Ly({s;}:>0) nazyvame linedrna zlozi-
tost’ postupnosti sg,...,sy_1. V dalSom budeme po-
jem ,posuvny register s linearnou spitnou vazbou“
nahradzovat pojmom ,register”, pripadne LFSR.
Linearna zlozitost’ ma nasledujice vlastnosti.

Lema 1. Nech {s;}i>o a {t;};>0 st lubovolné bindr-
ne postupnosti. Nech k > 1. Potom

1. Lk({si}izo) S k.

2. Ak Sg = 81 = -+
Li({si}iz0) = k.

3. Li({si +titiz0) < Le({si}iz0) + Li({t: }iz0)-
4. Le({si}iz0) < Lis1({si}izo)-

Doékaz. Prva vlastnost’ vyplyva z toho, zZe staéi zo-
brat’ T'ubovolny register dlzky k£ a naplnit’ ho prvy-
mi k bitmi. Potom uZ nezaleZi na spitnej vizbe,
vystupom registra su ,spravne“ bity.

Druha vlastnost’ je dosledkom faktu, Ze register
sa ,cykli“ v nulovom stave. Preto musi byt dlzka re-
gistra aspon k (a zaroven k staci, podla prvej vlast-
nosti).

Tretia vlastnost’ vyplyva z vety o sCitavani vy-
stupov dvoch LFSR.

Platnost’ stvrtého tvrdenia je trivialna. O

= Skg—2 = 0a Sk—1 — ]., tak

V situaciach, ked bude z kontextu zrejmé, kto-
ru postupnost’ myslime, budeme Ly ({s;}:>0) skra-
covat na L;,.

Lema 2. Ak ¢tV (z) # ¥ (2), tak
Lk+1 > max{Lk, k+1-— Lk}

Dékaz. Lahko vidiet, Ze Ly,1 > Li. Ostava uka-
zat, ze Ly11 > k+1—Ly. Nech {¢;}:>0 je postupnost,
kdetg = ---=tr,_1 =0at, = 1. Potom

Li1({si + ti}i>0) = Li({si}i>0) = L,

lebo c**t1)(z) # c*)(z) a teda (Pubovolny) register
pre Lj generoval namiesto s; hodnotu 1 + s;. Vy-
uzitim vlastnosti z lemy 1 dostaneme:

Lis1({ti}izo) < Lit1({si}iz0) + Li+1({si + ti}ixo),
k+1

Ly Ly,

odkial bezprostredne vyplyva Ly > k+1—L;. O

Lema 2 poskytuje dolny odhad pre linearnu zlo-
zitost’, ak uz doposial vytvoreny najkratsi register
nedokaze vygenerovat spravne nasledujudci bit. Da
sa ukazat, Ze vo vztahu v leme 2 plati rovnost.
Dokaz tohto tvrdenia bude konstruktivny — je to
Berlekampov-Masseyov algoritmus.

Veta 1. Ak ¢+ (z) # ¥ (z), tak

Lk+1 > max{Lk, k+1-— Lk}

Dékaz. Dokaz matematickou indukciou. Definuj-
me Lo =0a c®(z) = 1.

Postupnost’ 0,...,0 (dizky k) vieme generovat
registrom dlzky L, = 0 a ¢®)(z) = 1. Postupnost
0,...,0,1 (diéky k + 1) vieme generovat registrom
dlzky Ly, = k+ 1 a c#t) = k1 41 (a krat$im
registrom sa to nedd). Teda Ly 1 = k+1— L.

Predpokladajme, Ze pre vSetky j (Ly < j < k—1)
plati

(k) (k)
Sj—Ly tC1 "Sj—Lp+1 + -t cCp/ 185-1,

teda register s charakteristickym polynémom gene-
ruje prvych k bitov postupnosti. Kedze c*+1)(z) #
c®)(z), podla lemy 2 je Ly, 1 > max{Ly, k+1— L}
Nech m je také cislo, ze

1.1<m<k,

2. L, < L,

3. L1 = Ly.
Hodnota m je jednozna¢ne definovan4, je to posled-
na dlzka postupnosti, pre ktort bola dlzka najkrat-

sieho LFSR kratsia ako je teraz. Podla indukéného
predpokladu

L,,—1 s
(m) 3
C: S‘*L —
E : 3 J m+t
Sm + 1,

=0

pre L,, <j <m,
pre j =m.

Vieme, 7e L, = L,, = max{L,,,m +1— L,,} =
m+1— L,,. Definuyyme L = max{Ly,k+ 1 — Li}.
Ukazeme, ze

c(z) = 2l be ) () 4 B RFL=Lo) o(m) ()

je dobra volba pre c*+1)(z).

Stupeni ¢(*)(x) je Ly, preto je stupen prvého séi-
tanca L. Stupen druhého s¢itancaje L — k+m < L.
Teda deg(c(z)) = L. Overme, Ze register s c(z)
naozaj generuje prvych k + 1 ¢lenov postupnosti
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{si}i>0. Pocitajme pre j (L < j < k): Priklad. Mame vstupnud postupnost 1101000

Lot Lot klsky L c®) () m

_ (k) k k
ZcisjfLH - Z Ci(L—Ly)Si—L+i T 0| - 0 1 -
=0 i 101 1 z+1 0
A 211 1 r+1 0
L—k+m 3/0 2 ?+z+1 2
D DR i T 41 2 24z+l 2
L—k+m—Ln, 5/0 3 w3+ 2?+1 4
% 6|0 3 3 +a?+1 4
710 4 2r+a3+22+1 6

Li— * .
A = RO ‘ Casova zlozitost Berlekampovho-Masseyovho
—e @k algoritmu je O(k - L), kde k je dlzka spracovanej
L postupnosti.
B= Cz(-m)ijmek;erH + Sj—k+m
i=0
Teda
A+B— 5;+0=s;, pre L < j <k,
(sg+1)+1=s;, prej==k.

O

Veta 1 hovori o jednoznac¢nosti stupna polynému
c®)(z). Samotny polyném nemusi byt jednoznaény
(mozZe ich existovat niekolko).

Nasledujice obrazky zobrazuju obe situacie,
ktoré moézu pri konstrukcii nového charakteristic-
kého polynému vo vete 1 nastat’.

| )
Li=L, e‘:}w .
c™(x)
)
Li=k+1-L, {1 T
(x)

Priklad. Mame vstupnu postupnost 001011011.

k| s, Ly c(k)(x) m
0O|— O 1 —
110 0 1 —
210 0 1 —
311 3 341 2
410 3 23 +1 2
511 3 B 4+z+1 2
6|1 3 B 4+z+1 2
710 4 z*422+z+1 6
8| 1 4 xt + 28 + 22 6
9|1 4 2*423+2%2 6




