Ruéné dokazovanie tautolégii
(s vyuzitim konjunktivnej normalnej formy)

Klauzuly tvaru f; A fo A ... Ay, > g7 v Qo v... v gy (kde f;a g; st bud atdmy alebo formuly) budeme
zapisovat ako mnoziny formul stym, Ze formuly z pravej strany implikacie (g) budeme navySe
oznacovat hviezdi¢kou (g;*). Uvedena klauzula bude mat teda zapis : { f;, 5, ..., fn, 917, @27, ..., O™ }-
Je zrejma ekvivalencia medzi klauzulou a mnozinou v uvedenom tvare. Klauzula, ako vieme, je
tautoldgiou, ak mnoziny formul z lavej a pravej strany implikacie maju neprazdny prienik. Ak totiz
existuje j a ktake, Ze f; = g, v zapise klauzuly, potom je implikacia vzdy splnena, pretoZe splnenie
predpokladov vyZaduje priradenie pravdivostnej hodnoty True formule f; az f = gk vyplyva, Ze
ohodnotenie gy je tiez True o spbsobi pravdivost celej disjunkcie na pravej strane implikacie, preto je
cela klauzula pravdiva.
Uvedené plati pre lubovolné formuly, my sa vS8ak obmedzime len na propozi¢né atémy, tzn.
neprazdnost prieniku budeme zistovat len pre propozi¢né atémy. Toto nie je obmedzenim, pretoze
sme si ukazali, ze kazdu zloZzenu formulu mozno rozlozit na propoziéné atomy dodrzujuc pritom tvar
konjunktivnej normalnej formy (na spominanu vetu sa budem dalej odkazovat). V mnozinovom zapise
na zistenie neprazdnosti prieniku staci najst dvojicu f, gi* propoziénych atémov taku, Ze f; = gi.
Teraz si ukazeme postup (pravidla), ktorym mozno o lubovolnej formule rozhodnut, €i je alebo nie je
tautolégiou. Kazda formula f je ekvivalentnd s formulou True — f, v mnozinovom zapise { True, f*}, €o
je ekvivalentné { f* }. To bude pre nas vychodiskova mnozina. ZlozZitejSie formuly tejto mnoziny
budeme dalej rozkladat na jednoduchSie az po propozi¢né atdmy nasledujicimi pravidlami :

1. Rozpisanie (flatten) (dosledky pravidiel sa pridavaju do mnoziny)

Zakladné : RozSirené :

AAB (Av B)* (A— B)* A< B
A A* A A— B
B B* B* B— 4

2. Rozdelenie (split) (vznikaju vzdy dve képie pdvodnej mnoziny s tym, Ze do prvej sa prida
prvy a do druhej druhy z désledkov pravidla — obe treba dokazat)

Zakladné (zodp. pravidlam 9. a 8.) : RozSirené :

(AAB)* Av B A— B (A< B)*

A* B* A B A* B (A— B)* (B—> A)*
3. Inverzia (inversion) (désledok sa pridava do mnoziny, zodp. pravidlam 6. a 7.)

-4 —A4*

A* A

4. Zoslabovanie (weakening) = odstranenie formuly z mnoziny (pre zachovanie ekvivalencie
pbévodnej formuly a vyslednej mnoziny sa zoslabovanie méze aplikovat len na prvky mnoziny
(formuly), ktoré uz boli spracovavané).

5. Uzavretie (close) = ak v mnozine existuju propozi¢né atébmy A a A*, znamena to, Ze formula
zodpovedajlca tejto mnoZie je tautolégiou, a teda mozno tuto vetvu dékazu uzavriet.

Priklad.

Dokazeme, ze formula (A - B) A A — B je tautolégia. V mnozinach budeme zapisovat len este
nepouzité formuly, tzn. zoslabovacie medzikroky budeme prevadzat automaticky.

Mnozinovo Pravidlo Formula v CNF
{ (A=B)r\A — B)*} Flatten na implikaciu True — ((A—B)rA — B)
{ (A—>B)AA, B*} Flatten na konjunkciu (A—B)\A - B
{A—B, A, B*} Split na implikéaciu (A-B)AA—>B
{A B, A*} {A B, B*} Close na A* [A—>BvAJA[AAB—>B]
{A B, B*} Close na B* [ArB—>Bj

Dokazané.



