PART 1. Limita funkcie 1.Definicia limity: Def 2 MnoZinu R":=RU{-c0,00} budeme nazyvat roz§irend redlna os a jej prvky budeme volat’ body (pricom pre oznacenie prvkov mnoziny R
budeme okrem toho nadalej pouZivat’ aj pomenovanie ¢isla). Def 4 Bod be R'sa nazyva hromadny bod mnoZziny McR, ak v kazdom jeho prstencovom okoli leZi aspon jeden prvok mnoziny
M. Veta 6 Nech ae R’ je hromadny bod defini¢ného oboru funkcie f', nech be R". Potom st nasledujuce tvrdenia ekvivalentné (a) pre kazdu postupnost’ {an}n=1 do o = D(f)\ {a} taku, ze
lim, |_an=a, plati lim,__f(an)=b, (b) (V¥ O(b)) (3P(a)) (V xe P(a)nD(f)) (f(x)e O(b)). Def 7 Nech ae R*je hromadny bod defini¢ného oboru funkcie . Hovorime, Ze funkcia f ma v bode a
limitu (be R*) (a zapisujeme lim,_,f(x)=b alebo f(x)—b pre x—a ), ak (VO(b)) (3P(a))(V xe P(a) N D(f) ) (f(x)e O(b) ). Veta 9 Funkcia md v kazdom hromadnom bode svojho
definiéného oboru najviac jednu limitu (t. j. ak ae R je hromadny bod defini¢ného oboru funkcie fa r= lim,_,f(x), s= lim,_,f(x), tak r=s). Lema 10 Nech b= lim, ,f(x). Potom (a)ak be R
.tak funkcia [ je ohraniCena v niektorom prstencovom okoli P(a) bodu a (tj. na mnoZzine P(a)nD(f)). (b) ak b>0 alebo b=oo, tak f je v niektorom prstencovom okoli bodu a ohrani¢ena zdola
kladnou konstantou, tj. (3 P(a)) (3 M>0) (V xe P(a)nD(f) ) ( f(x)=M). (c ) ak b<0 alebo b=-eo, tak f je v niektorom prstencovom okoli bodu a ohrani¢ena zhora zapornou konstantou. Lema
11 (a) Nech funkcia g je z(izenim funkcie £ na mnoZzinu M. Ak a je hromadny bod mnoZiny M a existuje lim, ,f(x), tak existuje aj lim, ,g(x) a plati lim, ,g(x)= lim,_,f(x). (b)Nech funkcie f,
g sa zhoduji na niektorom prstencovom okoli bodu ae R, tj. nech D(f)mP=D(g)"P a (¥ xe PND(f) ) ( f(x)=g(x) ). Potom plati: ak existuje jedna z limit lim, ,f(x), lim,_,g(x), tak existuje
aj druhd a obidve limity sa rovnaju. Veta 12 (a) Ak fje elementdrna funkcia a ¢islo ae D(f) je hromadnym bodom mnoZiny D(f), tak lim,_,f(x)=f(a). (b) lim, o(sin x /x)=1,
limy_o(In(1+x)/x)=1, lim,_(e*/x)=1. 2. Limita funkcii f+g, f-g, fg, f/g, fog: Veta 14 Nech funkcie £, g su definované na mnozine M. Ak lim, ,f(x)=0 a funkcia g je ohrani¢ena, tak
lim,_,(f(x).g(x))=0. Veta 15 Nech funkcie f, g st definované na mnoZine M, nech lim,_,f(x)=re R, lim,_,g(x)=s€ R. Potom (a) lim, ,(f(x)+g(x))=r+s= lim,  f(x) + lim, ,g(x), (b) lim_,(f(x)-
g(x))=r-s= lim,__f(x) - lim,_,g(x), (¢ )lim,_,(f(x).g(x))=r.s= lim, ,f(x).lim, ,g(x), (d) ak s= lim, ,g(x) je rozne od 0, tak lim, ,(f(x)/g(x))=r/s= lim,_,f(x)/ lim, ,g(x). Veta 17 Nech acR" je
hromadny bod defini¢ného oboru funkcie £° g, nech lim, ,f(x)=beR", lim, ,g(y)=ce R". Ak je splnena aspoii jedna z nasledujicich podmienok (a) (V xe D(H)\ {a}) (f(x)#b), (b) be D(g), (c)
g(b)=c, tak lim,_,(f°g)(x)= c. Veta 18 (a) Nech lim,_, | f(x) | =eo. Potom lim,_,1/f(x)=0, (b) Nech lim,_,f(x)=0. Ak funkcia f je nezdpornd (nekladnd) na niektorom prstencovom okoli P
bodu a a bod a je hromadny bod mnoziny D(1/f), tak lim,_,1/f(x)=cc (lim,_,1/f(x)=-c0). Lema 19 Nech M je defini¢ny obor funkcii £ g. Ak lim,_,f(x)=c0 a (V xe M\ {a}) (f(x)<g(x)), tak
existuje aj lim, ,g(x) a rovnd sa c. Veta 20 Nech funkcie £, g st definované na mnoZine M.(a) ak lim,_,f(x)=co a funkcia g je zdola ohraniena na niektorom prstencovom okoli P bodu a, tak
lim,_,(f(x)+g(x))=c0. (b) ak lim,_f(x)=c a funkcia g je na niektorom prstencovom okoli P bodu a zdola ohrani¢ena kladnou konstantou, tak lim,_,(f(x).g(x))=c. 3. O nerovnostiach a
limitach: Veta 24 Nech funkcie £, g st definované na MNOZINE m. AK existuju limity lim,_.f(x)=re R, limy_,g(x)=s€ R"a pre niektoré prstencové okolie P bodu a plati (V xe PnM)
(f(x)=g(x)). tak plati aj nerovnost’ r<s, tj. lim,_,f(x)< lim,_,g(x). Veta 25 Nech funkcie £, g, h si definované na mnozine M. Ak lim,_,f(x)= lim,_,h(x)=be R a pre niektoré prstencové okolie
P bodu a plati (V xe PNM) (f(x)<g(x)<h(x)), tak existuje aj lim,_,g(x) a rovnd sa b. 4. Limity monoténnych funkcii Def 27 Nech f je funkcia definovand na M. Ak bod ac RU{-e0} je
hromadny bod mnoZziny M+ =Mn(a,e) a existuje im,_.f1(x)=be R, kde f1=/M+, nazyva sa &islo b limita funkcia f v bode a sprava a oznaCuje sa lim,_,,f(x). Veta 29 Ak f je monoténna
funkcia definovand na M a ac RU{e0} je hromadny bod mnoZiny m- = MN(-e0,a), tak existuje lim,_, f(x). Pritom plati(A) ak f je neklesajuca a na mnoZine M- zhora ohrani¢ena, tak
lim,_, f(x)=sup,_mx), (B) ak  je neklesajiica a na mnoZine M- zhora neohraniCena, tak lim,_,f(x)=co.(c )ak f je nerastica a na mnoZine M- zdola ohraniCena, tak lim,_,f(x)= inf,_n.f(x), (d)
ak fje nerastiica a na mnozine M- zdola neohrani¢ena, tak lim,_, f(x)=-co. Veta Ak a je vnitorny bod intervalu I (tj. pre niektoré £>0 plati inklizia O(c,€)cl) a f: I\ {a} =R je neklesajiica
funkcia, tak existuji kone¢né lim,_, f(x), lim,_,,f(x) a plti lim,_, f(x)< lim,_,f(x). Veta 36 (Princip do seba vlozenych intervalov) Nech {In}n=1 do ° je postupnost’ uzavretych (ned
generovanych alebo degenerovanych) ohrani¢enych intervalov s vlastnostou (a) 15125...oInoIn+15.... Potom NMn=1 do e In # &. Ak naviac plati (B) lim,,__|In|=0 tak mn=1 do eo
In je jednoprvkova mnozina, tj. existuje prave jedno Cislo ce R s vistnostou (Vne N) (ce In). 5. Spéit’ k postupnostiam (a nielen k nim): Def 37 Nech je dana postupnost’ {an}n=1 do e a
rastuca postupnost’ {nk } k=1 do o prirodzenych ¢isel. Potom postupnost’ {ank } k=1 do e sa nazyva podpostupnost’ (alebo vybrana postupnost’ z) postupnosti {an}n=1 do c.Veta 39 Nech
ae R’je hromadny bod definiéného oboru funkcie . nech be R’. Potom s nasledujtice tvrdenia ekvivalentné:(A) pre kazdu postupnost’ {xn}n=1 do o < D(f)\ {a} s limitou a plati

lim, _f(xn)=b, (b) lim, ,f(x)=b. Veta 40 Z kazdej ohraniCenej postupnosti mozno vybrat’ konvergentni podpostupnost’. Def 41 Hovorime, Ze postupnost’ {an}n=1 do e je fundamentdlna
(alebo cauchyovskd), ak (¥ £>0) (3 NeN) (V n,pe N, n,p>N) (| an-ap | <e). Lema 42 Kazda konvergentnd postupnost’ je fundamentalna. Veta 43 (Cauchy, Bolzano) Kazda fundamentalna
postupnost’ je konvergentnd. 6. Niektoré topologické pojmy: PART 2. Spojité funkcie 7. Definicia spojitosti: Def 52 Hovorime, Ze funkcia f je spojita v bode ae D(f), ak plati (¥ O(f(a))
) 3 0(a)) (¥ xe O(a)nD(f) ) ( f(x) € O(f(a)) ). okolia bodou a, f(a) mdZzeme popisat’ ich polomermi § a & - (¥ € >0) (38 > 0) (V xe D(f)) (| x-a | <8=>| f(x)-f(a) | <€). -odlidnosti od definicie
limity 1.neperedpokladame e a je hromadny bod D(f) 2. nepodstatnd: z prvého vztahu vidno Ze nehladame prstencové okolie bodu a, ale okolie toho bodu. Def 53 Cislo ac R sa nazyva
izolovany bod mnoZziny McR, ak a€ M. ale a nie je hromadny bod mnoZziny M, tj. ak plati (3 O(a)) (MNO(a) = {a}). Lema Nech je dand funkcia f, nech ac D(f). Potom (a) ak a je
izolovanybod mnoziny D(f), tak f je spojita v bode a, (b) ak a je hromadny bod mnoZziny D(f). tak fje spojita v bode a prave vtedy, ked’ lim, ,f(x)=f(a). Def Funkcia f sa nazyva spojitd ak je
spojitd v kazdom bode svojho definiéného oboru. Def Funkcia £ M—R sa nazyva spojita na mnoZine KcM ak je spojitd funkcia f/K (pozor neplati to ak je spoijitd v kazdom bode mnoZiny
K). Veta 54 Nech a je prvok deini¢ného oboru funkcie £ Potom st nasledujuce tvrdenia ekvival ¢: (a) pre kazdu postupnost’ {xn}n=1 do e < D(f) s limitou a plati lim, ,f(xn)=f(a), (b)
funkcia f je spojitd v bode a. Veta 55 (a) Ak funkcie fa g s definiénym oborom M su spojité v bode a, tak aj funkcie f+g, f-g, f.g sii spojité v s. Ak naviac g(a)#0, tak aj funkcia f/g je spoitd
v bode a. (b) Ak funkcia f je spoitd v bode a a funkcia g v bode f(a), tak funkcia g°f je spojitd v bode a. Def 56 Cislo ae R sa nazyva bod nespojitosti funkcie £, ak a je hromadny bod mnoZiny
D(f), ktory spiiia jednu z nasledujticich podmienok 1.ag D(f), 2. ae D(f), ale lim,_,f(x) bud’ neexistuje, alebo - ak existuje - je r6zna do f(a). 8. Vlatnosti spojitych funkcii
definovanych na intervale: Veta 66 Nech f je spojita funkcia definovand na intervale I. Ak eyistuji body a, be I, a<b, tak, Ze f(a).f{b)<0, tak pre niektoré ce (a,b) plati f(c )=0. Veta
Monoténnafunkeia f :i—R je spojitd<>jej obor hodnét je interval alebo jednoprvkova mnoZina. Veta Inverzna funkcia k rydzomonoténnej funkii je spojitd. Veta Spojitd funkcia f definovana

na intervale I je prostd < je rydzomonoténna.

Lema Inverznd funkcia k rasticej (klesajiicej) funkcii je rastica (klesajica) Veta Inverznd funkcia k prostej spojitej funkcii f definovanej na intervale I je spojitd.9. Vlastnosti spojitych
funkcii na ych zinach: PART 3. Diferencidlny pocet funkcii jednej redlnej p j 10. Definicia vlastnej a nevl. j derivacie v bode. Vety o derivacii suctu,
sudinu, zloZenej a inverznej funkcie: Def 81 Nech ac R je hromadny bod defini¢ného oboru D(f) funkcie £, pri¢om ac D(f). Ak existuje limita lim,_,f(x)-f(a)/ x-a oznaCujeme ju f'(a) a
hovorime, Ze funkcia f ma v bode a vlastnu, alebo nevlastnu derivaciu. Ak je uvedend limita kone&na, nazyva sa &islo f(a) derivacia funkcie f v bode a (hovorime tieZ, Ze funkcia [ je
diferencovatl’nd v bode a), ak je tdto limita nevlastnd, hovorime o nevlastnej derivcii funkcie f v bode a. f+(a), f-(a)... Def 82 Hovorime, Ze funkcia £ M—R je rastica v bode ac M , resp,
lesajiica v bode ac M, ak existuje prstencové okolie bodu a P(a)=P také, ze (Vxe PnD(f)) ( ( (f(x)-f(a)) / (x-a) )>0 ), resp (VxePnD(f)) ( ( (f(x)-f(a)) / (x-a) )<O ). Hovorime, Ze
funkcia :fM—R ma v bode ac M lokalne maximum, ak existuje prstencové okolie P bodu a také. ze (Vxe MNP) (f(x)<f(a)). (lok min. 2)(ostré lok max <)(ostré lok min >). Lema (a) Ak je
funkcia f v bode a diferencovatelna, tak je tam aj spojitd. (b) Nech funkcia fma v bode a vlastnd, alebo nevlastnii derivaciu. Ak f'(a)>0 alebo f'(a)=eo, tak je v bode a rastiica. Ak f"(a)<0
alebo f"(a)=-c, tak je v bode a klesajiica. (c ) Nech funkcia f:M—R nadobida lokdlny extrém v bode ac M. Potom plati: (cl) ak f nadobiida v bode a lokdlne maximum (lokdlne minimum) a
existuje f",(a), tak {7, (a)<0(=-c0) (f’;(a)20(=22)), (c2) ak f nadobida v bode a lokdlne maximum (lokdlne minimum) a existuje f"(a), tak f"(a)20(=c0) (f"(a)<0(=-c0)), (c3) ak a je hromadny
bod mnozin M+ aj M- (Specialne ak M je interval a a je jeho vnutorny bod) a existuje I'(a), tak (a)=0. Veta 83 (o derivavii skalarneho nasobku, st¢tu, sicinu a podielu). Nech funkcie . g :
M-R su diferencovatelné v bode ac M, nech ke R. Potom (a) (k.f)(a)=k.f(a), (B) (f+g) (a)=f"(a)+g(a), (c ) (f.H)(a)=f(a).g(a)+f(a).g"(a), (d) ak g(a)=0, tak (f/g)(a)=(
4g(a)+f(a)4g'(a))/g2(a). Veta 84 (o derivacii zloZenej funkcie, retazcové pravidlo) . Nech funkcia f je diferencovatelna v bode a, funkcia g v bode f(a). Ak ae D(g°f) je hromadny bod
mnoziny D(g°f), tak je v bode a diferencovatlna aj funkcia g°f a plati (g°f)’(a)=f(a).g"(f(a)). Veta 85 (o derivicii inverznej funkcie) Nech prosté funkcia f : M—R je diferencovatelna

v bode f"(a), kde ae f(M). Ak inverznd funkcia je v bode a spojitd, tak tam ma aj vlastnu, alebo nevlastnu derivaciu, préom plati (a) ak £'( f"(a))e R\ {0}, tak (f")'(a)— £( f"(a)),(b) ak
(£ (2))=0 a f je bode f " (a) rastiica, tak (f () (a)=ce, (c ) ak £'( f "(a))=0 a f je bode f " (a) Klesajiica, tak (f " (a))"(a)=-co, 11. Derivicia jako funkcia. Derivicie vyssich radov.
Derivicie elementirnych funkcii. Def 86 Ak je dand funkcia f : M—R, nazyva sa funkcia, definovana na mnoZine D v3etkych tych xe M, v ktorych je funkcia [ diferencovatelna, a
prirad'ujuca kazdému prvku xe D hodnotu f'(x), derivacia funkcie f a oznacuje sa . Ak D=M, nazyva sa funkcia [ diferencovatelna. Ak naviac f’je spojita, nazyva sa { spojito
diferencovatelna. Funkcia ' sa nazyva diferencovatelna, resp. spojito diferencovatel'na na mnozine M (@#McD(f)), ak je diferencovatelna resp. spojito diferencovatel'na funkcia
/M. Derivécie vysSich rddov funkcie f : M—R definujeme indukciou : pre n=0 polozime (O=fa pre ne N potom definujeme ™=( ")’ Lema 87 (Leibnizova formula). Nech funkcie f :
M-R, g : M—R sii (i) (n-1)-krat diferencovatel'né (ne N) a (ii) maji n-td deriviciu v bode a. Potom je v bode a n-krat diferencovatel'na aj funkcia f.g a plati (g.f)"(a) = suma (k=0...n)(n nad
k). (¥ g‘“’k‘(ay Vety 88 Derivécie zdkladnych elementérnych funkcii. 12. Vety o strednej hodnote: Veta 89 (Rolleho veta o strednej hodnote). Nech funkcia f je spojitd na intervale <a,b> a
mé v kazdom bode xe (a,b) vlastnd, alebo nevlastni derivdciu. Ak f(a)=f(b), tak pre niektoré ce (a,b) plati f ‘(¢ )=0.Veta 90 (Lagrangeova veta o strednej hodnote). Nech funkcia f je
spojitd na intervale <a,b> a md v kazdom jeho vnitornom intervale vlastni, alebo nevlastnu derivaciu. Potom pre niektoré ce (a,b) plati rovnost’ f ‘(¢ )=( f(b)-f(a) )/(b-a), f(b)-f(a) = f “(c )(b-
a). Veta 91 (Cauchyho veta o strednej hodnote). Nech funkcie f, g si spojité na intervale <a,b>, pri¢om f m v kazdom bode xe (a,b) vlastnii, alebo nevlastni deriviciu a g je
diferencovatel'na na (a,b). Potom pre niektoré ce (a,b) plati rovnost’ £ (c )(g(b)-g(a))=g “(c )(f(b)-f(a)). Ak si naviac splnené podmienky (i) g(b)#g(a) a (ii) (Vxe (a,b))(g'(x)=0 = f(x)#0),
tak f “ (c )(g(b)-g(a))=g “(c )(f(b)-Ka)) mozno prepisat’ do podoby £ (c )/g" (¢ )=( f(b)-f(a) )/( g(b)-g(a) ). VySetrovanie priebehu funkcii: 13.1 Monoténnost’: Veta 92 Nech spojitd funkcia
f: I-R md v kazdom vnutornom bode intervalu I vlastnu, alebo nevlastni derivaciu. Potom (a) fje neklesjuca (resp. nerastuca) prave vtedyked plati (Vxe int I )(f(x)2000) (resp. (Vxeint I
)(f(x)<00)) (b) fje klesjuca (resp. rastuca) prave vtedyked plati (Vxeint I )(f(x)200) (resp. (Vxeint I )(f(x)<0e0)) a mnozina M={xel, f(x)=0} neobsahuje Zadny nedegenerovany
interval (tj. Specidlne: ak pre vSetky xeint I plati f(x)>0co, resp. f(x)<0c ). 13.2 Lokalne a globalne extrémy: Def 94. Ak f:<a,b> —R je spojita funkcia, sta¢i namiesto
maXy_ ., b-f{x)ndjst’ max,_gf(x) kde K={a,b}uD1UD2D2={xe (a,b), f " (x)=0} a DI={xe(a,b), v ktorych f nemd ani vlastni ani nevlastnd deriviciu}. Veta 96 Nech funkcia f je n-krat
(neN) diferencovatel'na na niektorom okoli O bodu a (tj. OcD(f™)) a m vlastnd, alebo nevlastnii (n+1)-vii derivdciu v bode a a nech f'(a)=f""(a)=... = {(a)=0, f ™*"(a)£0. Potom (A)ak
n+1 je parne a t‘"*”(a)<()ea (t‘"*”(a)>()ea), tak f md v bode a ostré lokdlne maximum (ostré lokdlne minimum) (b) ak n+1 je nepdrne, tak f nenadobtida v bode a lokdlny extrém.13.3
Konvexnost’ a konkavnost’. Inflexné body: ef 97 Hovorime, Ze { je konvexna na intervale IcD(f), ak (V X, y, z €1, x< z < y) (f(2)<f(x)+((f(y)-f(x))/(y-x))*(z-x)) (1j. ak na kazdom
intervale <x,y>clI vietky body grafu funkcie f1=f/<x,y> lezia pod alebo na spojnici krajinych bodov tohoto grafu). (konk.2) (rydzo kovex <) (rydzo konkév. >) Def 100. Hovorime, Ze bod
a je inflexny bod funkcie f, ak existuje € >0 tak. Ze (a-g,a+e)cD(f), pric¢om funkcia fma v bode a vlastnd, alebo nevlastnii derivaciu a je rydzo konvexnd na jednom z intervalov (a-
€,a>,<a,a+€) a rydzo konkdvna na druhom z nich. Veta (a) Ak funkcia g” zmeni v bode a znamienko, tak a je inflexny bod funkcia g. (b) Nech funkcia g je (n+1)-krdt (ne N)
diferencovatel'na na niektorom okoli O bodu a a mé v bode a vlastnd, alebo nevlastnd (n+2)-hi derivéciu, pricom g (a)=g""(a)=... = g™(2)= 0, ¢"*?(a)20. Potom je a inflexny bod
funkcia g prave vtedy. ked n je neparne. 14. L "Hospitalovo pravidlo: Veta 102 (prvé L 'Hospitalovo pravidlo). Nech acR" je hromadny bod intervalu I, nech diferencovatelné funkcie f, g :




IN{a}>R sp]}“lajﬁ nasledujiice predpoklady : (i) lim,_,f(x)= lim,_,g(x)=0 (i) (VxeI\ {a} ) (g(x)#0) (i) (VxeI\ {a} ) (g’(x)=0 = f (x)#0). Potom plati : ak existuje (vlastnd, alebo
nevlastnd) lim,_,(f(x)/g(x))= lim,_,(f "(x)/g"(x)).

Veta 103 (druhé L'Hospitalovo pravidlo). Nech ae R ‘je hromadny bod intervalu I, nech diferencovatelné funkcie [, g : 1\ {a}—R spiiajii predpoklady : (i) lim,_, | g(x) | =oo, (i)
(VxeI\ {a} ) (g'(x)=0 = f (x)0). Potom plati : ak existuje (vlastnd, alebo nevlastnd) lim, ,(f (x)/g"(x)), tak existuje aj lim, ,(f(x)/g(x)) a lim, ,(f(x)/g(x))= lim,_,(f "(x)/g"(x)).



