Part 1
Limita funkcie

Upozornenie pre &itatela. Kedze cielom prvého odseku tejto kapitoly je zaviest zdkladny pojem matematicke;
analyzy — pojem limity, je v fiom vela miesta venovaného pripravnym dvaham; naviac sa tu vyskytuje z hiadiska
matematickej seriéznosti necestny tah: dve definicie toho istého pojmu (v paragrafoch .5 a .7). Preto povazujeme
za vhodné zaradit navod

AKO CITAT NASLEDUJUCI ODSEK

Citatel, ktory si nepraje byt siahodlho privddzany k definicii limity, ktord budeme v dalsom pouzivat, méze
zalat ¢itanie az paragrafom .7, z predchidzajiceho textu potrebuje len definicie .2 a .4.

Pre titatela, ochotného prehryzat sa celym textom, méme tiez zopar informécii. Na zavedenie pojmu limita
sa spravidla pouziva jedna z dvoch definicii: Heineho (ktord uvddzame v paragrafe .5) alebo Cauchyho (paragraf
.7). Kedze Heineho definicia sa ndm zdala vhodnejsia na osvetlenie tohto (nie Uplne jednoduchého) pojmu,
privéddzame citatela v prvych paragrafoch odseku Definicia limity k limite funkcie pouzitim limity postupnosti;
vo vete .6 potom ukdzeme, Ze takto zavedeny pojem mozno popisat aj inym spésobom. Ten iny spdsob je prave
Cauchyho definicia limity, ktord budeme vyuzivat ako zikladnd v naSich dalsich dvahéch. Jej vyslovenim v
paragrafe .7 kon¢i obdobie pripravnych reéi. Heineho definicia v paragrafe .5 ndm teda sldzi len ako pomocka a
v dalSom texte sa na fiu ako na definiciu nikdy nebudeme odvolévaf; veta .6 dokazujica ekvivalenciu obidvoch
uvedenych pristupov viak ukazuje, ze nasa necestnost (je dobrym zvykom uvadzat jedinid definiciu nového pojmu)
nebola az takd strasnd.

1 Definicia limity

.1 Definicia. Hovorfme, #e postupnost {a,}3%,

e konverguje k cislul € R, ak

(Ve>0)(3N€N)(VneN,n>N)(|an—l|<5) (1)
o diverguje k co, ak
(VK € R)(3N € N) (Vn € N,n> N) (an > K) (2)
o diverguje k —oo, ak
(VK € R)(3N € N)(Vn € N,n> N) (an < K) 3)

e osciluje, ak nenastane ani jedna z predchadzajicich moznosti.
Poznamka. Vyroky (1), (2), (3) maji podobni §truktiru:
(VO) (3N € N) (Vn € N,n > N) (V(an,9)) ,

kde V(an,Q) hovori, ze &islo a, lezi v intervale popisanom pomocou © (v prvom pripade je to interval (I —
gl +e) (tj.(1 — V,1 +Q)), v druhom (K, 00) (tj. (V,00)), v trefom (—o0, K) (tj. (—00,V)). Zavedieme teraz
niekolko pojmov, pouzitie ktorjch umozni zapisovat (1), (2), (3) jednotnym spésobom; to sa v budiicnosti uksze
ako prospesné (vyhneme sa tym napriklad opakovaniu niektorych dvah, ktoré si podobné vo vSetkych troch
pripadoch).

.2 Definicia. Mnozinu R* := R U {—00, 00} budeme nazjvat rozsirend redlna os a jej prvky budeme
volat body (pricom pre oznacenie prvkov mnoziny R budeme okrem toho nadalej pouZivaf aj pomenovanie
éisla).

Nech | € R. Kazdy interval tvaru (I —e,l+¢), kde € > 0, budeme nazjvat okolém (alebo presnejsie e-
okolim) bodu [; ¢islo ¢ sa bude nazyvat polomer okolia. Kazdy interval tvaru (K, o) (resp. (—oo, K)), kde
K € R, budeme nazyvat okolim bodu oo (resp. okolim bodu —c). Okolie bodu b € R* budeme oznacovat
O(b), speciélne e-okolie bodu I € R aj znakom O(e,l). Mnoziny tvaru O(b) \ {b} budeme nazyvat
prstencové okolie bodu b a oznacovat P(b); pokial nebude hrozit nedorozumenie, budeme namiesto O(b)
alebo P(b) pisat len O alebo P.



Poznamka. Zrejme v pripade b = co a b = —oo je pojem prstencové okolie totozny s pojmom okolie a
zavadzame ho pre tieto pripady len kvéli zjednoteniu terminolégie.

Zavedenie pojmu okolia ndm umoziiuje pristupovat k situdcidm popisanym vyrokmi (1), (2), (3) jednotne:

.3 Definicia. Hovorime, ze postupnost {a,}or: md limitu b € R*, ak
(VO(1)) (3P(0)) (Vn € P(0) N N) (an € O(b)) (4)

Bod b sa oznac¢uje lim, o a,. Ak b € R, hovorime o vlastnej (alebo konednej) limite, v pripade b = oo alebo b =
—o0 0 nevlastnes limite. Postupnosti, ktoré maji vlastni limitu, sa nazyvaji konvergentné, ostatné postupnosti
(tj. postupnosti, ktoré maji nevlastni limitu alebo nemaji limitu) sa nazyvaji divergentné.d

Definiciou limity postupnosti sme naplnili presnym obsahom nasu pdvodni pracovnd formulédciu “pre rastice
n sa hodnoty a, priblizuji k bodu b”. Nasim dalsim cielom je definoval pojem limity funkcie f v bode a, tj.
popisat, &o presne myslime formuldciou “pre z bliZiace sa k a sa hodnoty f(z) blizia k b”, upresnime este, Ze “z
bliziace sa k a” si v tomto pripade predstavujeme ako “z # a priblizujice sa k a” 1. Je zrejmé, 7e ak sa chceme k
bodu a priblizovat takymto spésobom, musime pozadovat, aby bol hromadnjm bodom defini¢ného oboru funkcie

f v zmysle nasledujicej definicie.

.4 Definicia. Bod b € R* sa nazyva hromadny bod mnoZiny M C R, ak v kazdom jeho prstencovom
okoli lezi aspoit jeden prvok mnoziny M. 2d

Jednou z moznosti je popisat “blizenie sa k bodu a” pomocou postupnosti, pre ktoré mame uz tento pojem
korektne definovany ®. Ak postupnost {,}52; bodov réznych od a m4 limitu a, potom je skutoéne z,, rézne od
a a blizi sa k a, poziadavka “pre takéto x sa hodnoty f(x) blizia k b” ziska potom podobu lim, , f(z,) = b.
Kedze k bodu a sa takymto spésobom mézeme blizif prostrednictvom roéznych postupnosti {zn}rZ1, je prirodzené

pozadovat, aby pri kazdom takom priblizovani sa k bodu a sa hodnoty f(z,) priblizovali k b.

.5 Definicia. Nech a € R* je hromadny bod defini¢ného oboru funkcie f. Hovorime, ze funkcia f md v bode a
limitu b (€ R*), ak pre kazdd postupnost {a,}5>2; C D(f)\{a} takd, Ze lim,_ an = a, plati lim, 00 f(a,) = b.M

Ukézeme teraz, ze takto definovant limitu funkcie f v bode a mozno popisat rovnakym spdsobom ako je v
(4) popisang limita postupnosti *.

.6 Veta. Nech a € R* je hromadny bod definicného oboru funkcie f, nech b € R*. Potom si nasledujice
turdenia ekvivalentné:

(a) pre kazdi postupnost {an}32, C D(f) \ {a} taki, Ze lim, o0 an = a, plati lim,— o f(an) =b;

(b) (VO(b)) (3P(a)) (Vz € P(a) N D(f)) (f(z) € O®)).

Dékaz. :-) Skor ako za¢neme vlastny dokaz, skdsme sa zamysliet nad vlastqosfou (b). Ak si graf funkcie f
predstavime zndzorneny v podobe “Sipka z = do f(z)”, tak (b) hovori toto: akokolvek si zvolime okolie O(b) bodu
b, vzdy vieme néjst prstencové okolie P(a) bodu a tak, Ze

e vietky Sipky za¢inajice v P(a) koncia v O(b)
alebo nepatrne inak povedané:

e ak si chceme byt isti, Ze f(z) bude lezat v O(b), staéi zabezpetit, aby z lezalo v P(a).(-:

1Pojmom limita funkcie f v bode a chceme totiz vyjadrif spravanie sa funkcie f v “bezprostrednej blizkosti bodu a”,
ale nezaujima néas, ¢o sa deje v bode a, tj. ¢i tam je alebo nie je funkcia f definovand, resp. aku funkéni hodnotu tam
nadobiida. (Otézkou, & sa funkcia f v bode a spréva tak, ako by sa dalo oéakavat od jej spravania sa “v bezprostrednej
blizkosti bodu a”, sa budeme zaoberat v nasledujticej kapitole.) Vsimnime si eSte, 7e poziadavka = # a bola automaticky
splnend v nafich ilustra¢nych prikladoch, v ktorych funkcia f nebola v bode a definovand.

2Vyrok bod oo (—o0) je hromadny bod mnoZiny M je zrejme len iné vyjadrenie skutoénosti, Ze mnozina M je zhora
(zdola) neohranicend. (Teda skutotne novym pojmom je len pojem hromadného bodu pre pripad b € R, pre b = oo a
b = —oo definujeme tento pojem kvdli zjednoteniu terminoldgie.)

3Samozrejme, ze dalsou moznostou je ihned chépaf definiciu .7 ako presné vyjadrenie pracovnej formulécie “pre x bliziace
sa k a sa f(z) blizi k b”, a nezdriiavat sa sprostredkovanim tohto pojmu cez postupnosti.

4Citatel, ktorého doteraz trépilo, preco sme v (4) pouzili prave prstencové okolie P(co) (ked sme v uvedenom pripade
mohli rovnako dobre pouzit aj okolie O(c0)), teraz uz asi vidi, Ze dovodom bola snaha, aby (4) a vyrok (b) z nasledujicej
vety mali rovnakd podobu.



Dokézeme najprv implikdciu (b) = (a). Predpokladajme teda, ze plati (b). Nech {an}sz; C D(f) \ {a} je
postupnost s limitou a. Chceme dokazaf, Ze limy,— oo f(an) = b, tj. Ze plati

(VO(b)) (3N € N) (vn € N,n > N)(f(an) € O®)) .

:-) Ak chceme dokazat tvrdenie zapisané v predchédzajicom riadku, vidime, ze médme zodpovedat nasledujicu
otdzku: ak je dané okolie O(b) bodu b, pre ktoré &fsla n € N vieme zaruéit, ze f(an) lez v O(b)? Jednu moznost
poskytuje predpoklad (b): f(a.) bude iste lezat v O(b), ak a, bude lezat v P(a), éo prvi poloZent otézku previdza
na druhd: pre ktoré n vieme zaruéit, 7e a, lezi v P(a)? Na to ale dévaji odpoved predpoklady lim, . an = a
a (Vn € N)(an # a). Z prvého z nich vyplyva, ze k okoliu O(a) := P(a) U {a} iste existuje N1 € N tak, ze pre
n € N,n > Ny uz plat{ a, € O(a), druhy z nich zarutuje, ze z inklizie a,, € O(a) vyplyva inklizia a, € P(a).
Pre n € N,n > N; teda plati a, € P(a), a teda — podia predchadzjicich Gvah — aj f(an) € O(b).(-:
Teda znova strucne: Zvolime okolie O(b) bodu b. K okoliu O(b) ndjdeme prstencové okolie P(a) bodu a tak,
ze plati
z € P(a) = f(z) € O(b) (5)

(existencia okolia P(a) vyplyva z predpokladu (b)). K okoliu O(a) := P(a) U {a} ndjdeme N; € N tak, ze
n > N1 = an € O(a)
(existencia &isla Ny vyplyva z ndsho predpokladu lim,_, o an = a). Z podmienky
(Vn € N)(an # a)

potom vyplyva
n> N1 = a, € P(a) (6)

a z (6) a (5) dostdvame
(Vn € N,n > N1)(f(an) € O(D)) .

Naga dvaha je spravna pre kazdé pevne zvolené okolie O(b), teda
(VO(b)) (3N € N) (Vvn € N,n > N)(f(an) € O)) ,

¢o sme chceli dokizat. A

Implik4ciu (a) = (b) budeme dokazovat nepriamo (tj. dokdZzeme implikiciu =(b) = —=(a)). Nech teda
(30(v)) (VP(a)) (3= € P(a) N D(£)) (f(z) ¢ O®)) . (7)

:-) Nadou snahou je teraz dopracovat sa od tohto vyroku (v ktorom Citatel iste spoznal negiciu tvrdenia (b))
k vyroku —(a), tj. ukézat, Ze existuje postupnost {a,}>2,; C D(f) \ {a} tak, Ze plat{ rovnost lim,_,« ar, = a, ale
¢islo b nie je limitou postupnosti {f(an)}.(-:

Predpokladajme najprv, ze a € R. Nech n € N; ozna¢me P,(a) := (a — 1/n,a +1/n) \ {a}, potom P,(a) je
iste prstencové okolie bodu a, a preto podia (7) existuje aspoii jedno &islo z € P, (a) tak, ze f(x) ¢ O(b). Zvolme
jedno z éisel s touto vlastnostou a oznaéme ho a,. Ak to urobime pre kazdé n € N, dostaneme postupnost
{an}nz takd, ze

e (Vn € N)(Jan—a| < 1/n) (to je len iny zépis inklizie a, € P,(a)), z tejto vlastnosti vyplyva, ze lim, o an =
a (dokaz prenechdvame vzdy ochotnému Citatelovi);

. (Vn € N) (f(an) ¢ O(b)), odtial ale vyplyva, ze ¢islo b neméze byt limitou postupnosti {f(a.)}3; (pretoze
v takom pripade by az na kone¢ny pocet lezali vSetky Cleny tejto postupnosti v okoli O(b)).

Z existencie postupnosti {a,}32, s uvedenymi vlastnostami vyplyva tvrdenie —(a), éfm je n4s dokaz v pripade
a € R skonéeny.A

V pripade a = oo, resp. a = —oo je postup rovnaky, ale namiesto P,(a) := (a — 1/n,a + 1/n) volime
P, (0) := (n,00), resp. Pp(—00) := (—o0,—n).

Poznamka. V pripade dosledne axiomatického budovania zdkladov matematickej analyzy je potrebné na
zdovodnenie existencie postupnosti {an }n—;, ktord sme pouzili v dékaze implikicie (a) = (b) predchidzajicej
vety, pouzit axiému nazyvani azidma vyberu. Jedna z jej moznych formulécii znie:

Nech {An;a € I}, kde I je neprdzdna mnoZina indezov, je systém neprdzdnych mnozin 5 . Potom existuje

zobrazenie I — | ), o Aa také, Ze pre kazdé o € I je f(a) € Aq.

Treba upozornit, e v matematike existuji smery nepovazujice ddkazy zaloZené na axiéme vyberu za korektné,
preto aj v tomto texte ju budeme pouzivat pokial mozno len v nevyhnutnych pripadoch.d

Po tejto dlhotrvajiicej delostreleckej priprave mézeme vyslovit definiciu limity v tejto jednotnej podobe.

Spriklady ozrejmujiice pojem systém mnoZin najde Citatel v pozndmke k leme .46



.7 Definicia. Nech a € R* je hromadny bod definiéného oboru funkcie f. Hovorime, Ze funkcia f md
v bode a limitu b (€ R") (a zapisujeme lim,_,, f(z) = b alebo f(z) — b pre z — a), ak

(YO(b)) (3P(a)) (Vz € P(a) N D(f)) (f(z) € OO)) . (8)
Ak b € R (resp. a € R), hovorime o konecnej (alebo vlastnej) limite (resp. o limite v konecnom bode), v
pripade b = oo alebo b = —oo (resp. a = 0o alebo a = —o0) o nevlastnej (alebo nekonecnej) limite (resp.

limite v nevlastnom bode).

Poznamka. 1. Vyrok (8) mozno zrejme zapisat aj v tvare

(YO(b)) (3P(a)) (Y € D(f)) (z € P(a) = f(z) € O(b)) - (9)
Vseobecnd formuldcia (8), resp (9), v sebe obsahuje 9 $pecidlnych pripadov (zodpovedajicich moznostiam a € R,
a = oo alebo a = —co a rovnakym moznostiam pre b), v kazdom z nich mézeme (8), resp. (9) nahradit

konkrétnejsfm zdpisom. V pripade a € R,b € R mdzeme okolia bodu b popisat ich polomerom e a okolia
bodu a ich polomerom 4, a (9) dostane tak podobu

(Ve >0)(30 > 0)(Vz € D(f)) (0< |z —a| <& = |f(z) —b| <¢) (10)

(kde nerovnost 0 < |z — a| zrejme zabezpetuje, 7e * # a, tj. ze x lezi v prstencovom okoli bodu a).
V pripade a € R, b = —co mézeme okolia bodu b popisat ich pravym koncovym bodom K, okolia bodu a opit
popiSeme ich polomerom § a (9) bude v tvare

(VK €R)(36>0) (Vz € D(f))(0< |z —a| <§ = f(z) <K) .

(Dalgie prepisovanie prenechdvame éi’cateiovi.)
2. Definicia limity postupnosti v (4), resp. v (1), (2), (3), je zrejme Specidlnym pripadom definicie (8), ktory
dostaneme, ak zvolime D(f) = N.#

Skér ako vyslovime prvé tvrdenia o limitach, uvedme niekolko elementarnych pomocnych Gvah zhrnutych
do nasledujicej lemy.

.8 Lema. (a) Nechn € N. Ak P, Ps,..., P, si prstencové okolia bodu a € R*, tak aj PPNP,N...NP,
je prstencové okolie bodu a. (Analogické tvrdenie plati aj pre okolia.)
(b) Nech a,b € R*, a # b. Potom ezistuji okolie O(a) bodu a a okolie O(b) bodu b tak, Ze O(a)NO(b) =

(¢) Ak b € R* je hromadny bod mnoZiny M CR a N D M, tak b je aj hromadny bod mnoZiny N.
V(d) Nech P je prstencové okolie bodu b € R*. Potom b je hromadny bod mnoZiny M C R prdve vtedy,
ked je aj hroamdngm bodom mnoZiny M NP.

Doékaz. Napovieme len, ze dokaz implikacie ak b je hromadnyg bod mnoZiny M, tak je aj hromadny
bod mnoziny M NP sa zaklada na tejto uvahe: ak P(b) je prstencové okolie bodu b, tak aj P N P(b) je
prstencovym okolim tohto bodu; kedze b je hromadny bod mnoziny M, lezi v PN P(b) aspon jeden prvok
mnoziny M, ¢o ale znamend, ze v P(b) lezi aspon jeden prvok mnoziny M NP.M

Prvé z naSich viet o limitadch ukazuje, Ze pojem limity je definovany jednoznatne v nasledujicom
zmysle:

.9 Veta. Funkcia md v kaZdom hromadnom bode svojho definicného oboru najviac jednu limitu (tj. ak
a € R* je hromadnyj bod definiéného oboru funkcie f a r = limg,_,, f(x),s = lim,_, f(z), tak r = s).

Dékaz. Sporom, nech r # s a nech r aj s sd limitou funkcie f v bode a. Potom podia lemy .8(b)
existujd okolie O(r) bodu r a okolie O(s) bodu s tak, ze O(r) N O(s) = 0. Kedze r = lim;, f(), k
okoliu O(r) musf podla definicie limity existovat prstencové okolie P; bodu a tak, Ze

(Vz € PLND(f)) (f(z) € O(r)) .

Z rovnakych dévodov k okoliu O(s) existuje prstencové okolie P, bodu a tak, ze

(Vz € N D(f))(f(z) € O(s)) .



Pre prvky neprazdnej mnoziny Py N P> N D(f) (je skutoéne neprdzdna?) potom musi platit f(z) €
O(r) N O(s) = B, ¢o je zrejme nemozné. Tymto sporom je nds ddkaz skonceny.d

3 Uvedme v zévere tohto odstavca niekolko tvrdeni sivisiacich s definiciou limity, ktoré vyuZzijeme v
dalgich dvahéach. Prvé tri, zhrnuté do lemy .10, sa tykaji ohrani¢enosti.

.10 Lema. Nech b =1lim,_,, f(z) ¢ . Potom

(a) ak b € R, tak funkcia f je ohranicend v niektorom prstencovom okoli P(a) bodu a (tj. na mnozine
P(a) N D(f));

(b) ak b > 0 alebo b = oo, tak f je v niektorom prstencovom okoli bodu a ohraniéend zdola kladnou

konstantou, tj.
(3P(a)) (IM > 0)(Vz € P(a) N D(f))(f(z) > M) ;

(c) ak b < 0 alebo b= —o0, tak f je v niektorom prstencovom okoli bodu a ohranicend zhora zdpornou
konstantou.

Dékaz. Dokdzeme len tvrdenie (a). Z definicie limity v (8) vyplyva, ze ku kazdému okoliu O(b)
bodu b vieme néjst prstencové okolie bodu a s istymi vlastnostami. Ked ku kazdému, tak iste aj k okoliu
O :=(b—1,b+1) 7. Existuje teda prstencové okolie P bodu a, pre ktoré plati

(Vz € PN D(f))(f(z) € 0),
tj.
(Vee PND(f))(b—1< f(z) <b+1).
Posledny vyrok hovori, ze na P N D(f) je funkcia f ohrani¢end, ¢im je dokaz skonceny &.A

K dokazu tvrdenia (b) pre pripad b > 0 len napovieme, ze postup je rovnaky ako v dokaze (a), ale
okolie O teraz zvolime tak, aby jeho polomer bol mensi nez b.#

Vztahom limity funkcie a limity jej ztiZzenia sa zaoberaji nasledujiice tvrdenia.

.11 Lema. (a) Nech funkcia g je ziZenim funkcie f na mnoZinu M. Ak a je hromadny bod mnoZiny
M ° a existuje lim,_,, f(z), tak existuje aj lim,_,, g(z) a plati lim,_,, g(x) = lim,_,, f(x).
(b) Nech sa funkcie f,g zhoduji na niektorom prstencovom okoli P bodu a € R*, tj. nech

D(fynP=D(g)NnP (11)

(Vz € PN D(f)) (f(z) = g()) - (12)

Potom plati: ak ezistuje jedna z limit lim,_,, f(x),lim,_, g(x) 10, tak existuje aj druhd a obidve limity
sa rovnaji.

(¢c) Nech fi, resp. fao je zuZenie funkcie f na mnoZinu My, resp. Ms. Ak limity lim,_,, fi(x),
lim,_,, fo(x) existuji 11, ale si rozne, tak lim,_,, f(z) neexistuje.

(d) Nech f1, resp. fo je zizenie funkcie f na mnoZinu My, resp. Ma. Aklim,_,, fi(z) = lim,_, fo(z) =
b € R* a naviac plati rovnost My U My = D(f), tak existuje aj lim,_,, f(z) a rovnd sa b

SPredpoklad nech limg—q f(x) = b chidpeme ako “zhusteni podobu” formuldcie nech a je hromadny bod definicného
oboru funkcie f, nech v a existuje limita funkcie f a rovnd sa b.

"Pri druhom &itani tohto dékazu by uZ Eitatelovi malo byt jasné, 7e nebolo podstatné, ze sme si zvolili prave okolie
(b—1,b+ 1), rovnako by ndm v tomto pripade poslizilo Iubovolné iné okolie bodu b.

8Tvrdenie (a) lemy zostane v platnosti, ak v fiom slovd v niektorom prstencovom okoli nahradime slovami v niektorom
okoli (v pripade a ¢ D(f) je to zrejmé; v pripade a € D(f) je mnozina f(O(a) N D(f)), kde O(a) := P U {a}, zjednotenim
ohrani¢enych mnozin f(P N D(f)) a {f(a)}). V pripadoch (b) a (c) to nemusi byt pravda (preco?).

9z inklizie M C D(f) vyplyva, e a je potom aj hromadny bod mnoziny D(f) (lema .8(c))

10predpoklad existencie jednej z uvedenych limit v sebe “automaticky” obsahuje predpoklad, ze a je hromadny bod
definicného oboru prislusnej funkcie (a vzhladom na podmienku (11) potom (podla lemy .8(c),(d)) aj hromadny bod
defini¢ného oboru druhej z funkcii f, g)

Hznovu pripomeiime, 7e predpokladajiic existenciu tychto limit, predpokladdme automaticky, #e a je hromadny bod
mnoziny M; aj mnoziny M> (a teda podla lemy .8(c) iste aj defini¢ného oboru funkcie f)

123 tymto tvrdenim samozrejme mozno vystrajat vselijaké dusevné prostocviky, napr. ho indukciou zovSeobecnit na
pripad D(f) = M1 UM>U...UM, (kde n je niektoré prirodzené &islo) alebo ho upravovat pouzitim lemy .11(b). Iniciative
Citatela (ani menovateia) sa medze nekladi, ziadame len, aby dosiahnuté vysledky boli sprédvne.



Dékaz. (b). Nasledujice tivahy st sice elementarne, ale kvoli prehladnosti dékaz urobime v dvoch
krokoch. Najprv dokézeme tento Specidlny pripad tvrdenia (b):

Nech P je prstencové okolie bodu a. Potom funkcia f md v bode a limitu b préve vtedy, ked ju tam
md jej zuZenie na mnoZinu P (tj. funkcia fi := flpap(y))-

Treba teda dokazat, ze nasledujice dva vyroky su ekvivalentné:

(YO(b)) (3P(a)) (Yz € P(a) N D(f)) (f(z) € OB))  (tj. lim,_,, f(z) = b) (13)

(VO®)) (3P(a)) (Vz € P(@) N (PN D(£))) ((z) € OB) (4. limsq fole) = D) (14)

To, 7e z (13) vyplyva (14), by malo byt zrejmé: ak pre vietky prvky mnoziny P(a) N D(f) plati f(z) €
O(b), tak to iste plati aj pre vietky prvky jej podmnoziny P(a) NP N D(f). Ak chceme odvodit tvrdenie
(13) z tvrdenia (14), sta¢i si uvedomit, ¢o vlastne pozaduje (13): ku kazdému okoliu O(b) méme n4jst
nejaké prstencové okolie (oznacéme ho teraz S(a)) bodu a tak, aby platilo z € S(a)ND(f) = f(z) € O(b).
K okoliu O(b) ale podla (14) existuje P(a) tak, Ze plati z € (P(a) NP) N D(f) = f(z) € O(b). Potom
zrejme S(a) := P(a) NP je hladané prstencové okolie (to, Ze je to skutoéne prstencové okolie, vyplyva z
tvrdenia (a) lemy .8 13).A
Teraz uz lahko dokazeme tvrdenie (b) nasej lemy. Oznacme f := f|pn D(#) 91 = glpnD(g), POtOmM Z
(11) a (12) vyplyva rovnost
fi=g. (15)

Ak lim,_,, f(z) = b, tak podla ndsho pomocného tvrdenia (alebo aj podia tvrdenia (a) tejto lemy) aj
lim,_,, fi(x) = b, z (15) potom vyplyva lim,_,, g1 (z) = b a napokon opét z nadgho pomocného tvrdenia
14 dostdvame, 7e aj lim,_,, g(x) = b.

(c) Tvrdenie vyplyva z ¢asti (a) a z vety .9. Budeme dokazovat sporom. Nech r := lim,_,, fi(z),s :=
lim,_,, fa(x). Keby existovalalim,_,, f(z), museli by podia ¢asti (a) tejto lemy platit rovnosti lim,_,, f(z)
r, limg_q f(z) = s, o — kedZe r # s — je v spore s tvrdenim vety .9.

(d) Nech lim,_,, fi(x) = limg,_q fo(x) = b a My U My = D(f), chceme dokézat
(VO(b)) (3P(a)) (Vz € P(a) N D(f)) (f(z) € OO)) . (16)

Zvolme teda okolie O(b) a hladajme prstencové okolie P(a) s pozadovanou vlastnostou. K nasmu okoliu
O(b) existuje — pretoze lim,_,, fi(x) = b — prstencové okolie P; (a) bodu a také, ze

(Vz € Pi(a) N M) (f1(z) € O(D)) .
Kedze pre # € M, je fi(x) = f(x), mozeme predchddzajice tvrdenie zapisat v podobe
(Vz € Pi(a) N M) (f(z) € Ob)) - (17)
Pretoze aj lim,_,, fo(x) = b, existuje aj prstencové okolie P(a) bodu a také, ze
(Ve € Pa(a) N M) (£(z) € O(8) (18)

(podobne ako predtym sme vyuzili, Ze pre x € Ms je f2(z) = f(x)).

Ukézeme teraz, Ze za hladané prstencové okolie P(a) mézeme zvolit okolie P(a) := P;(a) N Py(a), tj.
7e pre vietky z € P(a) N D(f) skutoéne plati f(z) € O(b). Z predpokladu M; U My = D(f) 1% vyplyva
Pl@)ND(f) =Pa)N (MU M) =Pla)NM; U Pla)N My C Pi(a) N M; U Py(a) N M, teda kazdy
prvok z € P(a) N D(f) lezi v Py(a) N My alebo Py(a) N M,. Podla (17) a (18) pre vietky prvky tychto
mnozin plati inklizia f(z) € O(b). Tym je implikicia 2 € P(a) N D(f) = f(z) € O(b) dokézans. Kedze
nage tvahy st spravne, nech na zaciatku zvolime akékolvek okolie O(b), je tym vyrok (16) dokézany.

Pozndmka. 1. Nendpadne vyzerajice tvrdenie (b) lemy je asto pouzivanym teoretickym ndstrojom pri
vypoéte limit: ak madme v bode a najst limitu funkcie f (zadanej spravidla v nejakej zakuklenej a komplikovane;
podobe) a podari sa ndm ukazat, ze na niektorom prstencovom okoli bodu a sa funkcia f zhoduje s nejakou ndm

13gitatel by si mal rozmysliet, ze predpoklad P je prstencové okolie bodu a (ktory vyuzivame jedine v tomto mieste
dékazu) nemozno vynechaf.

14tentokrat oviem uZ nie z tvrdenia (a) tejto lemy

15tento predpoklad je v tomto dékaze podstatny



uz znémou (¢o sa limit tyka) funkciou g, potom tvrdenie (b) lemy umoziiuje previest hiadanie limity funkcie f na
hiadanie limity funkcie g.

2. Z dokazu tvrdenia (d) by malo byt zrejmé, Ze toto tvrdenie zostane v platnosti, ak podmienku M; U M> =
D(f) nahradime predpokladom M; U M> = D(f) \ {a}.#

Dékaz nasledujiceho tvrdenia zatial presahuje nase moznosti (po vybudovani dostatocného teoret-
ického apardtu sa k nemu samozrejme vratime; pozri priklad .34, cvicenie .35 a paragrafy .72 a .73).
Dévodom jeho vyslovenia uz v tomto okamihu je snaha umoznit Gatatelovi pouzit teoretické poznatky
o limitach pri riesenf prikladov, ktorych pocet by sa nemoznostou pouzivat elementdrne funkcie znac¢ne
zredukoval.

.12 Veta. (a) Ak f je elementdrna funkcia a ¢islo a € D(f) je hromadngym bodom mnoZiny D(f), tak
limg . f(z) = f(a).

(b) limy 0 822 =15 (c) limy—o 2L =1 (d) limyo &2 = 1.

2 Limita funkcii f + g, fg, 5, gof

V tomto odstavci uvedleme sériu viet popisujicich “poéitanie s limitami”, tj. umoziujicich hiadanie
limit funkcii f + g, fg, g:9° f, ak pozndme limity funkcii f a g.
Zatnime zopar drobnostaml, ktoré budeme potrebovat v niektorych nasledujtcich Gvahéch.

.13 Lema. Nech k € R. Potom plati
(a) ak f(z) =k pre vsetky x € R, tak lim,_,, f(z) = k kazde a € RY;
(b) aklim,_,, f(z) =be R 8, tak lim,_,,(k - f(z )) =
(¢) ak lim,_,, f(x) = 00, tak lim, . (f(z) + k) =
(d) ak k>0 alimg_,, f(x) = 0o, tak limg_,, (k‘ . f(:c)) = 00.
Dalej plati
(e) ak lim,_,, f(z) =b € R, tak lim,_,, |f(z)| = |b|;
(e1) limy_sq f(z) = 0 prdve vtedy, ked lim,_,, |f(z)| =0;
(f) lim,_q f(z) = 0o prdve vtedy, ked lim,_,, (= flx)) =-

Dékaz. (b). V pripade k = 0 je to zrejmy dosledok casti (a) a lemy .13(a); predpokladajme teraz, ze
k #0.

:-) Ak pre vsetky éisla x € D(f) leziace v prstencovom okoli P bodu a plati |f(z) — b| < ¢, tak pre tie isté
¢isla plati aj |k - f(x) — k- b < |k| - &. Z tejto triviality vyplyva: ak chceme najst prstencové okolie P tak, aby pre
& € D(f) leziace v fiom platilo |k - f(x) — k - b| < ¢, staci hladat P s vlastnostou x € PN D(f) = |f(x) —b| < T
(-

Nech lim,_,, f(x) = b, chceme dokézat tvrdenie

(Ve > 0)(3P(a)) (Vz € P(a) N D(f))(|k- f(z) —k-b| <e) . (19)
Nech je teda dané ¢ > 0. K &islu T kl existuje — kedze lim,_,, f(z) = b — prstencové okolie P(a) tak, 7e
z € P(a)nD(f) = |f(z) - b| < ﬁ .

Pre vsetky « € P(a) N D(f) potom plati |k - f(z) — k- b| < &, teda P(a) m4 vlastnost pozadovand v (19).
KedzZe tato ivaha je spravna pre kazdé € > 0, je tym tvrdenie (19) dokdzané.
(d) Nech lim,_, f(z) = 0o, chceme dokdzat vyrok

(VM € R)(3P(a)) (Vz € P(a) N D(f)) (k- f(z) > M) .

16opitovne (a u# naposledy — difajic, 7e sa ndm u# podarilo vytvorit u Citatela potrebny pavlovovsky reflex) upo-
zoriiujeme, ze hovoriac “nech limg s, f(z) = b” mdme vidy na mysli toto “nech a je hromadny bod mnoziny D(f), nech
existuje limita funkcie f v bode a a nech sa rovnd b”




Zvolme teda M € R a hiadajme prstencové okolie pozadovanych vlastnosti. K &islu % existuje (pretoze
lim,_,, f(z) = o0) prstencové okolie P(a) tak, ze pre vsetky z € P(a) N D(f) plati f(z) > % Kedze
k > 0, plati pre tieto z aj nerovnost k - f(x) > M, ¢o znamend, ze nijdené okolie P(a) spliia nase
poziadavky.

(e) Dokaz je zalozeny na nerovnosti ‘|r| - |s|‘ < |r — s| a jednoduchej z toho vyplyvajicej tivahe ak

pre x € P(a) N D(f) plati

(e1) Sta&i si uvedomit, ze inklizie f(z) € O(e,0) a|f(z)| € O(e,0) st obidve ekvivalentné s nerovnostou

[f(2)] <e.

f(x) —b| < e, tak pre tie isté x plati aj ‘|f(:z:)| - |b|‘ <e.

.14 Veta. Nech funkcie f a g si definované na mnoZine M. Ak lim,_,, f(z) = 0 a funkcia g je
ohranicend, tak lim,_,, (f(z)g(z)) = 0.

Dékaz. Zvolme K > 0 tak, aby platilo (Vo € M)(|g(z)| < K). Chceme dokazat vyrok

(Ve > 0)(3P(a)) (Vz € P(a) N M) (|f(z)g(z)| <e) .

Zvolme teda & > 0 a hladajme prstencové okolie s pozadovanou vlastnostou. Kedze limg_,q f (z) =0, iste
existuje okolie P(a) bodu a tak, Ze

wxepmym@(u@n<%).
Nie je tazké ukézat, ze P(a) spliia nase poziadavky: kedze pre vietky z € M je |g(z)| < K, vyplyva z
nerovnosti |f(z)| < & nerovnost | f(z)g(z)| < €, preto

(Ve € P(a) N M)(|f(2)g(z)| <e) .

Pozndmka. Pouzitim ¢asti (b) lemy .11 mézeme préve dokézané tvrdenie sformulovat vo vieobecnejsej
podobe, napr.:

Nech funkcie f a g su definované na mnozine M. Ak limg o f(x) =0 a funkcia g je ohraniéend v niektorom
prstencovom okoli P bodu a (tj. na mnozine P N M), tak lim,_,, (f(x)g(:c)) =0.

(Ak totiz definujeme fi := f|pnnr, g1 := g|lpaw, tak funkcie fi1, g1 spliiajd predpoklady vety .14, teda lim, 4 (f1 (w)gl(x)) =
0, podia casti (b) lemy .11 potom — kedze (fg)|pnar = figr — aj limg_q (f(w)g(x)) = 0).

.15 Veta. Nech funkcie f a g si definované na mnozine M, nech lim,_,, f(z) =r € R,lim,_,, g(z) =
s € R. Potom

(a) lim, o (f(2) +9(2)) =7+, tj.

lim (f(z) + g(z)) = lim f(z) + lim g() ;

T—a T—ra T—ra

(b) limgq (f(2) — g(x)) =1 — s, tj.

lim (f(z) - g(2)) = lim f(z) - lim g(z) ;

(¢) limg o (f(z)g(2)) =7 - 5, 4.

lim (f(z)g(z)) = lim f(z) - lim g(z) ;

rT—a r—a r—ra
(d) ak s =limg_,, g(x) #0, tak lim, ., g((;g =Lt

lim f(z) _ limg_,, f(z)
a=a g(x)  limg, g(z) |




Dékaz. (a) :-) Zaénime este raz predbeznou tivahou. Ak R, resp. S je prstencové okolie bodu a také, ze
(Ve € RN M)(|f(z) —r| < 1) ,

resp.
Vxre SNM)(Jg(z) — s| < e2),

tak pre x € RN SN M bude platit
|(f(2) +9(2)) = (r+3)| = |[(F(2) = 1) + (9(x) — 9)| < |f(x) — 7| +|g(x) — 5| <er+e2,

pritom RN S je podia lemy .8 prstencové okolie bodu a. Ak teda hiad4dme prstencové okolie, pre prvky z ktorého
by platilo |(f(w) +g(z) — (r+ s)| < ¢, staél napisat &fslo € v tvare siétu dvoch kladnych &isel 1 a €2 a néjst
prislusné prstencové okolia R a S. (-:

Chceme dokézat

(Ve > 0)(3P(a)) (Vz € P(a) N M) (|(f(z) + g(z)) — (r + s)| <¢) .

Zvolme teda € > 0 a hladajme prstencové okolie P(a) s pozadovanou vlastnostou. Kedze lim,_,, f(z) = r
a lim,_,, g(x) = s, existuju prstencové okolia P (a) a P»(a) tak, Ze

(Vz € Pi(a)N M) (|f(:1:) -7 < %) , (Vz € Py(a)N M) (|g(a:) —-s| < %) :

Prstencové okolie P(a) := P;(a) N Py(a) potom vyhovuje nasim poziadavkdm, pretoze pre vsetky = €
P(a) N M plati

(@) + 9(a) = (0 +9)| < [£(2) =7/ + |g(a) —s| < S + 2 =¢.0

) mozno odvodit z lemy .13(b) a z tvrdenia (a): Kedze lim,_, g(z) = s, plati podia
ktorej polozime k = —1) rovnost lim,_,, ( — g(z)) = —s; z existencie koneénych limit
) tejto vety vyplyva rovnost lim,_,, (f(z)+

Tvrdenie (b
lemy .13(b) (v
lim,_,, f(z) =, lim,_,, (—g(z)) = —s potom podla tvrdenia (a
(—g(z))) =r — s, ¢o sme cheeli dokdzat.A

Tvrdenie (¢) mozno dokazat nasledujicim vypoétom (ktory hned zdévodnime):

lim (f(z)g(z)) =

T—a

lim [(f(z) —r+7)g(z)] =

£ lim[(f(z) - r)g(@)] + lim[r - g(2)] =

1=

O+r-s=r-s.

Podia lemy .13(b) 7 je lim, _,4[r-g(z)] = r-s. Funkcia g je ohrani¢en4 v niektorom prstencovom okol{ bodu
a (lema .10) alim,_,,(f(z)—r) = 0 (lema .13(a) a tvrdenie (b) nasej vety), preto lim,_,,[(f(z)—r)g(z)] =
0 (tvrdenie v pozndmke za vetou .14). Tym sme zdovodnili rovnost 7. Rovnost 3 vyplyva z tvrdenia (a)
a rovnost a by mala byt zrejm4 18.A

(d) Dokazeme nage tvrdenie najprv za dodatotného predpokladu
(3K > 0)(Vz € D(g))(l9(z)| > K) (20)

a potom ukdzeme, Ze vSeobecny pripad lim, ., f(z) = r,lim,;_ ., g(x) = s # 0 mozno vzdy previest na
tito §pecidlnu situaciu.
Nech teda lim,_,, f(z) =7 € R,lim,_,, g(z) = s € R\ {0} a nech plati (20). Dokézeme najprv, ze

limz—}a —) = %7 t.]
il
g(@) s '

1
9(=
17ysimnime si, Ze na dokaz tvrdenia (c) pouzivame lemu .13(b), ktord sama je §pecidlnym pripadom tohto tvrdenia (ak
jednu z funkcii f,g zvolime kon§tantnd), tdto situdciu dokazovania vSeobecnejsieho tvrdenia pomocou jeho §pecidlnych
pripadov zazijeme CastejSie
18Pre ¢itatela ovsem nebude na §kodu, ak skisi dokdzaf tvrdenie (c) bez pouzitia vielijakych $pinavych trikov obdobne
ako sme dokazovali tvrdenie (a).

(Ve > 0)(3P(a)) (Vz € P(a) N M) ( ;




Nech je teda dané ¢ > 0, hladajme P(a) pozadovanych vlastnosti. Pretoze lim,_,, g(x) = s, existuje
prstencové okolie P(a) bodu a s vlastnostou

(Vz € P(a)N M) (|g(z) —s| < K - |s]| - €) . (21)

Toto P(a) splita nase poziadavky, pretoze pre z € P(a) N M podia (20) a (21) plati

11| _[s—ol@)| _lo@) —sl K lsle__

9(z) s s-g(z) |~ K-|s] K-|s|
Tym je dokdzand rovnost lim,_,, ﬁ = 1. Kedze % =f- %, podla tvrdenia (c) tejto vety vyplyva
z existencie kone¢nych limit lim,_,, f(z) = r,lim;_,, ﬁ = % rovnost limg_,q gl(%l = %, ¢im je naSe

tvrdenie — za doplitujiceho predpokladu (20) — dokdzané. A

Nech st teraz splnené len predpoklady bodu (d), tj. lim,—, f(z) =r € R,lim,_,, g(z) = s € R\ {0}.
Potom lim,_,, |g(z)| = |s| (lema .13(e)), preto (podia lemy .10(b)) existuje kladna konstanta K > 0 a
prstencové okolie S bodu a tak, ze

Mz eSNM)(|g(z)| > K) .

Pre funkcie fi := flsnm, 91 := g9lsnm potom plati lim,_,, fi(z) = r,lim;_, g1(z) = s (lema .11(a)) a

g1 splita podmienku (20), preto podia uz dokdzaného je lim,_,q 5 " gi; = . Z lemy .11(b) potom — kedze

funkcie 5 a ;—1 sa zhoduji na S N M — vyplyva rovnost lim,_,, % = L, ktorti sme chceli dokazat.

Poznamka. V pripade (a) mozno predpoklad D(f) = D(g) = M z predchidzajicej vety nahradit v§eobecnejsfm
predpokladom a je hromadng bod mnoziny D(f + g) (= D(f) N D(g)). Ak totiz polozime fi := f|p(s44), 91 :=
9lD(f+¢), tak limg o fi(x) = 7, limg 5 91(x) = s (lema .11(a)), D(fi) = D(g1), podla vety .15 teda plati
limg_q (f1 (z) + gl(m)) =71 +s, ¢o je oviem (kedze f + g = fi + g1) to isté ako lim,_,, (f(:c) + g(x)) =r+s.

Podobne mozno uvazovat aj v pripadoch (b), (c) a (d).

.16 Cvicenie. Bez pouzitia vety .12 dokdzte rovnosti limy,, 2" = a™ (@ € R,n € N), limz,a27™" = a™"
(a € R\ {a},n € N), lim,_,o (H_IZT =1l (neN)a

n

Zaoberajme sa teraz zlozenou funkciou g o f.

:-) Predstavme si grafy funkcii g, f v podobe “Sipka z bodu do funkénej hodnoty” a funkciu go f ako “cestovanie
s prestupom”: z bodu & € D(f) nés funkcia f dopravi do bodu f(x) a odtial — ak f(z) € D(g), tj. ak & € D(gof)
—nés g dopravi do bodu g(f(z)). Nech lim;—, f(z) = b (tj. nech sipky zaéinajice v bodoch z # a stéle blizsich k
a koncia stéle blizsie k bodu b). Ak chceme, aby lim,_4(go f)(x) bola ¢, tj. aby nds funkcia go f z ¢isel x # a ¢oraz
blizsich k a dopravila do ¢isel ¢oraz blizsich k ¢ (a vieme uz, ze “po prvej polovici cesty” (realizovanej funkciou f)
sa z ¢isel x # a blizkych k a dostaneme do éisel blizkych k b), tak vidime, ze potrebujeme, aby funkcia g z &isel
¢oraz blizsich k b dopravovala do &isel oraz blizsich k c. Je teda prirodzené pozadovat, aby limy_,, g(y) = c.

Ak sa vSak — skor nez sa vyddme s funkciou g o f na cesty z bodov z # a bliziacich sa k a (pritom stile
predpokladdme, ze lim,_,, f(z) = b) — eSte raz zamyslime, zistime, Ze na to, aby sme pri naSom cestovani konéili
Coraz blizsie k ¢, nesta¢i len predpoklad lim, ., g(y) = ¢ — ten totiz nekladie Ziadnu podmienku na funkéni
hodnotu g(b); v pripade b € D(g) teda nevieme, kam ngs funkcia g z bodu b dopravi. Preto ak nechceme na ceste
zazit neGakané komplikécie, potrebujeme bud zabezpetif, ze pri cestovani s funkciou g o f nebudeme prechidzat
cez bod b (to zarucuje predpoklad (a) alebo (b) z nasledujicej vety) alebo — ak sa uz ceste cez b nemozno vyhnit
- potrebujeme podmienku “pre y # b bliziace sa k b sa g(y) blizi k ¢’ rozsfrit aj na y = b, €0 je mozné len pre
9(y) = c (2o je podmienka (c) z nasledujicej vety). (-:

.17 Veta. Nech a € R* je hromadny bod defini¢éného oboru funkcie g o f, 1° nech lim, ., f(z) = b €
R*, limy_,; g(y) = c € R". Ak je splnend asporni jedna z nasledujicich podmienok

(a) (V2 € D()\ {a})(f(z) # )

(b) b ¢ D(g)

(c) gb) =¢; >
tak lim,_,,(go f)(z) = c.

predpoklad, #e a je hromadny bod mnoZiny D(g o f), nemozno vypustif; tento fakt toti# vo vSeobecnosti nemozno
odvodit z toho, 7e a je hromadny bod mnoziny D(f) a b je hromadny bod mnoziny D(g) (tieto dva predpoklady — ako sme
si uz zvykli — si zahrnuté v poziadavke existencie limit limg—q f(z) a lim,_,; g(y))

20samozrejme, 7e v tomto pripade musime predpokladat c € R
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Doékaz. Chceme dokdzat tvrdenie
(VO(¢)) (3P(a)) (V2 € P(a) N D(g  f)) (9(f(x)) € O(c)) (22)

Nech je teda dané okolie O(c) bodu ¢, hladajme okolie P(a) pozadovanych vlastnosti. K O(c) existuje —
pretoze lim,_,; g(y) = ¢ — prstencové okolie P(b) bodu b s vlastnostou

y € P(b)nD(g) = 9(y) € O(c) - (23)
K okoliu O(b) := P(b)U{b} existuje - kedze lim,_,, f(x) = b - prstencové okolie P(a) bodu a s vlastnostou
x € P(a) N D(f) = f(x) € OO) . (24)

Pre z € D(go f) je f(x) € D(g), z (24) preto vyplyva
xz € Pla)ND(go f)= f(z) € O(b) N D(yg) . (25)
:-) Potrebujeme dokézat implikéciu
z € P(a)ND(go f) = g(f(x) € O(c) ;
to by sa dalo urobit “spojenim” (25) a (23), keby oviem na Pravej strane implikicie (25) stdla namiesto mnoziny
O(b) N D(g) mnozina P(b) N D(g) (alebo keby naopak na lavej strane implikdcie (23) bolo O(b) N D(g), a nie

P(b) N D(g). (-
Ak plati (a) alebo (b), tak z (25) vyplyva

z € P(a)ND(go f) = f(z) € P(b) N D(g) ; (26)

z (26) a (23) uz vidno, ze potom P(a) mé skuto¢ne vlastnost pozadovant v (22).
Ak je splneny predpoklad (c), tak z (23) vyplyva

y € O(b) N D(g) = g(y) € O(c) (27)

a z (25) a (27) opit vidno, ze P(a) je hladané prstencové okolie.

Pozndmka. 1. Z tvrdenia (b) lemy .11 vyplyva, Ze veta .17 zostane v platnosti, ak podmienku (a) nahradime
predpokladom
(a’) ezistuje prstencové okolie P bodu a tak, Ze

(Vz € PN D(f)) (f(x) #£b) .

(Ak totiz oznatime fi := flpnp(s), mozno na funkcie fi a g aplikovat vetu .17 (fi spia teraz predpoklad
(a)), podla ktorej lim,—a(g o f1)(z) = c. Pretoze go fi = (g f)|lpnp(gos), Plati podla lemy .11(b) aj rovnost
limya(g o f)(z) =c.)

2. Vivah4ch o limitdch postupnosti viackrat pouzijeme tvrdenie ak lim,— o0 an = a € R”, tak ajvlimn_,oo Atk =
a (kde k je niektoré celé ¢islo), ktoré sice mozno odvodit z vety o limite zloZenej funkcie, ale — vzhladom na jeho
jednoduchost — za prirodzenejsie povazujeme dokézat ho samostatne (¢o ako zvyéajne prenechdvame na &itatela).

Priklad. Na vete .17 sa (okrem iného) zaklad4 pouzitie substiticii pri hiadanf limit; predvedme to na vypolte

limity lim,_,; ~2=% (n € N).

z—1
Skiisme (v snahe zbavit sa odmocnin a v nédeji, Ze ndm to nejak poméze) polozit y = 3/ — 1; potom

Yr=y+ 1,z = (y+1)" a limitovany vyraz zapisany pomocou y ma podobu Wy)"—A Nasu povodni funkciu

h(z) = Vz—1 mézeme teraz zapisat v tvare h = g o f, kde flx) = ¥z, g9(y) = W Pretoze lim, 1 f(z) =

z—1

f(1) = 0 (veta .12) a limy ,0g(y) = % (cviCenie .16), vyplyva z vety .17 (oprdvnenie na jej pouzitie je dané

splnenfm podmienky (a): funkcia f je totiz prostd a lim,—1 f(z) = f(1)) rovnost lim,—1 h(z) = limy—0 g(¥), tj.
lim Vo1 =
z—1 ¢ —1

. Y 1
VT-1=y|=tim—Y¥ -1
Ve y‘ I T =1 n

Teda pouzitim substiticie y = f(z) limitovanid funkciu h napiSeme v tvare h = go f a veta .17 ndm potom
(pokial budeme oprévnen{ ju pouzit) umozni previest hiadanie limity funkcie h = go f na hladanie limity vonkajsej
zlozky g.#

Informécie o limite podielu dvoch funkcii z tvrdenia (d) vety .15 dopliime este nasledujicim poz-
natkom.
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.18 Veta. (a) Nech lim,_,, |f(z)| = co. Potom lim,_,, ﬁ =0.
(b) Nech lim,_,, f(z) = 0. Ak funkcia f je nezdpornd (nekladnd) na niektorom prstencovom okoli P

bodu a a bod a je hromadni bod mnoZiny D(%), tak im,_,, ﬁ =00 (limz_m f(lz) = —oo).

Doékaz. (b) Dokédzeme najprv, ze lim, \f(lz)| = 00, tj. ze

(VK € R) (3P(a) (Va: € P(a)n D (ﬁ)) (l - (1:1:)| > K) . (28)

Zvolme teda K a hiadajme prislusné prstencové okolie P(a). Ak K < 0, vyhovuje poziadavkam tvrdenia
(28) kazdé prstencové okolie P(a) (pre vietky z € D (ﬁ) totiz plati m >0>K )
Nech teraz K > 0. K &islu % existuje (pretoze lim,_,, f(z) = 0) prstencové okolie P(a) tak, ze

(s e PN D) (1@< 3 )

(Vx € P(aynD (%)) (ﬁ > K) ,

¢o znamend, 7e P(a) je prstencové okolie s vlastnostou pozadovanou v (28), a teda skutoé¢ne plati rovnost
limw_m m = 00.A
Teraz uz lahko dokdzeme tvrdenie (b). Ak

7 tejto nerovnosti vyplyva

(Vo € PND(f)) (f(z) >0),

mo#no pouzit tvrdenie (b) lemy .11: funkcie % a ‘17| sa zhoduju na prstencovom okoli P, preto lim,_,, ﬁ =

limg_sq |f(1z)\ = 0.
Ak
(Yo € PN D(f))(f(x) <0),

tak sa na prstencovom okoli P zhoduji funkcie % a —ﬁ, a preto platf lim,_, ﬁ =lim,_,, (— ‘ f(lw”) =
—oo (prvé rovnost vyplyva z lemy .11(b), druhd z lemy .13(f)).#

Nasim dalgim cielom je dokézat analégiu tvrdeni (a), (b) a (c) vety .15 pre pripad, Ze aspoii jedna z
limit lim,_,, f(z), lim,_,, g(z) je nevlastna.

.19 Lema. Nech M je definicny obor funkcii f,g. Ak limg_,, f(xz) =0 a

(Vo € M\ {a})(f(z) < g(2)) , (29)
tak existuje aj lim,_,, g(x) a rovnd sa co.

Dékaz. Realizdciu elementdrneho dokazu, zalozeného na tvahe ak pre x € P(a) N M plati f(z) > K,
tak z (29) vyplyva, Ze pre tie isté x plati aj g(x) > K, prenechdvame Citatelovi.

Pozndmka. 1. Z Casti (b) lemy .11 vyplyva — podobne ako uz viackrdt predtym — Ze tvrdenie predchddzajicej
lemy zostane v platnosti, ak podmienku (29) nahradime podmienkou

(V:c € PnM) (f(:c) Sg(x)) ,

kde P je niektoré prstencové okolie bodu a.

2. Citatelovi by nemalo robit tazkosti dokdzat (bua kopirovanim dokazu lemy .19 alebo aplikaciou jej tvrdenia
na funkcie — f, —g) toto tvrdenie:

Nech M je definiéng obor funkcii f,g. Ak limg,_,q f(z) = —00 a (\7’:5 EPN M) (f(:c) > g(w)) — kde P je
niektoré prstencové okolie bodu a — tak limg_q g(z) = —00.
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.20 Veta. Nech funkcie f,g si definované na mnoZine M.
(a) Ak lim,_,, f(z) = 0o a funkcia g je zdola ohraniéend na niektorom prstencovom okoli P bodu a,

tak lim, o (f(2) + g(z)) = 0.
(b) Ak lim,_,, f(z) = o0 a funkcia g je na niektorom prstencovom okoli P bodu a zdola ohranicend
Kladnou konstantou, tak lim,_,, (f(z)g(z)) = co.

Dokaz. (b) Nech k > 0 je ¢islo také, ze
(Vo2 € PN M)(g(z) > k> 0) (30)
Pretoze lim,_,, f(z) = oo, existuje podia tvrdenia (b) lemy .11 prstencové okolie S bodu a tak, ze
(Vo2 € SN M) (f(z) > 0). (31)

Potom R := P N S je prstencové okolie bodu a (lema .8(a)) také, ze pre x € R N M platia nerovnosti
g(z) > k a f(z) > 0 sicasne (prv4 z nich vyplyva z inklizie RN M C PN M a z (30), druhd z inkluzie
RNM C SN M a (31)). Jednoduchd tGvaha ak g(z) > k a f(z) > 0, tak f(z)g(z) > k- f(z) potom
implikuje

(Vo e RN M) (f(z)g(z) > k- f(z)) . (32)
Teraz je uz vietko dostato¢ne pripravené na pouzitie tvrdenia z poznamky za lemou .19: pretoze lim,_,, (k-
f(z)) = oo (lema .13(d)); vyplyva z nerovnosti (32), ze lim,_,, (f(z)g(x)) = oo, ¢o sme cheeli dokdzaf.A

7 préve dokézanej vety mozno odvodit dalsie “pravidld pre poéitanie s nevlastnymi limitami”, ktoré
zapiSeme v nasledujicej symbolickej podobe:

00 +b=c0 c0-b=o00 pre b>0 - 00 = 00

—0+b=—00 o0-b=—-00 pre b<0 00 - (—o0) = =00 (33)
o+too=00 (—x)-b=-00 pre b>0 (—0)-(—-00) =00
—00—00=-00 (—00):b=o0 pre b<O0

Pritom napr. zapis oo - b = oo pre b > 0 tu chapeme ako symbolicku skratku tvrdenia

Nech funkcie f,g si definované na mnoZine M, nech lim,_,, f(x) = oo, limy_,, g(x) = b > 0. Potom
lim, 0 (f(2)g(2)) = oo. v

Nasledujici dokaz tohto tvrdenia je prikladom tvah, ktorymi mozno dokédzat vyroky obsiahnuté v
(33).

Kedze lim,_,, g(z) = b > 0, je funkcia g v niektorom prstencovom okoli P bodu a zdola ohranicens,
kladnou konstantou (lema .10(b)), z vety .20 potom vyplyva lim,_., (f(z)g(z)) = c0.A

Zvysné tvrdenia obsiahnuté v strednom stipci (33) mézeme dokdzat podobne alebo ich odvodit z
prave dokdzaného pouzitim lemy .13(f) (obtiaznost je v obidvoch pripadoch rovnaki, tj. ziadna). Doku-
mentujme struéne druhy z navrhnutych postupov na dokaze pravidla oo - b = —oo pre b < 0. Nech
lim,_,q f(z) = 00, lim,_,, g(z) = b < 0. Kedze lim,_,, ( — g(z)) = —b > 0, plati lim,_,, (- f(2)g(z)) =
limg_q (f(z)-(—g(z))) = oo (prvd rovnost by mala byt zrejm4, druhd vyplyva z uz dokdzaného tvrdenia
00 - b= o0 pre b > 0), podla .13(f) je potom lim,_,, (f(z)g(z)) = —c0.

s e . A . 00 re n parne .
.21 Cviéenie. Dokézte rovnosti limy o0 2" = 00, limy— oo ™ = P p , , limg 00 L1 = 0,
—00 pre n neparne @
: 1
.22 Neurcité vyrazy. Limita %. Ak teraz urobime dokladnd inventiru, zistime, Ze naga zbierka

viet o vypocte limit funkcii f £ g, f g,% pomocou limit funkcii f,g nie je kompletnd — nedoriesili sme

tiplne pripad 1 (“nakisnuty” vo vete .18(b)) a nevyslovili sme ziadne vseobecné tvrdenia o limitach typu

00—00,0-00, 8,2 2! (v tomto zozname chybajicich tvrdeni vedome neuvédzame typy 0-(—o0), =2, 2

21gitatelovi je iste jasné, ze napr. pod limitou typu L (kde r,s € R*) rozumieme limitu funkcie 5 takej, Ze limgy 4 f(z) =

r,limg 4 g(z) = s
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a =2, kedze skimanie kazdého z nich mozno pouzitim lemy .13(f) previest na skdmanie pripadu 0 - co,
resp. 2). )

Dokoné¢ime najprv na§ rozbor pripadu %, tj. hladania lim,_,, ﬁ za, predpokladu lim,_,, f(z) = 0.
Ak a je hromadny bod mnoziny D (%) (inak by o limite funkcie % v bode a nemalo ani zmysel uvazovat),

nastane prave jedna z troch moznost{ 22
o funkcia f je nezdpornd v niektorom prstencovom okoli bodu a;
o funkcia f je nekladnd v niektorom prstencovom okolf bodu a;
e v kazdom prstencovom okoli bodu a nadobida funkcia f kladné aj zaporné hodnoty.

V prvom z tychto pripadov — ako uz vieme — plati (veta .18(b)) lim,_,, f(z) = oo, v druhom lim,_,, f(z) =
—o0. Dokézeme, ze lim,_,, f(z) neexistuje, ak nastane treti pripad; vtedy je totiz ¢islo a hromadnym
bodom mnoziny M; := {z € D(f); f(z) > 0} aj mnoziny Ms := {z € D(f); f(z) < 0}. Pre f1 := f|m,
potom plati lim,_,, fi(z) = 0 (lema .11(a)) a (Vz € D(f1))(fi(z) > 0), preto podla vety .18(b) je
limg,_q ﬁ = oo; pre funkciu f» := f|um, ale z analogickych tivah dostdvame lim,_,, #(m) = —00. Z

lemy .11(c) potom vyplyva, Ze limita lim,_,, f(lz) nemodze existovat.A

Vratme sa teraz k pripadom oo — 00,0 - 0o, %, . Nasledujuce (prudko elementérne) priklady ukazuji

(po doplneni éitateiom), 7e nemdze existovat ziadne veobecné tvrdenie, ktoré by umoziiovalo ndjst limitu
typu 0o —00,0- 00, %, 22 len na zaklade znalosti limit lim, . f(z), lim, 4 g(z); preto sa limity uvedenych
typov niekedy nazyvaju neurcité vyrazy.

Za¢nime pripadom co — oo, limity v nasledujicej tabulke uvazujeme v bode a = co.

| funkcia f | funkcia g | limg ;00 (f(x) —g(x)) |
@) =2 OET; %
HOEE: o) =" —oo a0
flx)=xz+b glz) ==z beR
2
fz) = { g; : Zt z Z 8 g(x) ==z neexistuje

Presved¢me sa, Ze funkcia f v poslednom riadku prvého stipca tejto tabulky mé skutocne v bode oo limitu co
(u ostatnych funkcif z prvych dvoch stipcov by to malo byt zrejmé): pretoze pre vietky = > 1 je 2> > x, plati pre
vietky z z intervalu (1, c0) (ktory je prstencovym okolim bodu co) nerovnost f(z) > z, z lemy .19 (a z pozndmky
za fiou) potom vyplyva rovnost lim, o f(z) = co.

Preverme eite spravnost idajov v poslednom stipci:

o lim, oo (2? — ) = limy 00 (:c(:c - 1)) = 00, poslednd rovnost vyplyva z pravidla oo - 0o = 0o z (33), kedze
limg oo z = limg 00 (2 — 1) = o0;

e z prive dokdzaného a z lemy .13(f) vyplyva limg o0 (z — 2%) = —o0;

e overovanie tvrdenia dalsieho riadku je pod nasu déstojnost;

e neexistencia limity limg ;o0 (f(a:) — g(:c)) v poslednom riadku vyplyva z lemy .11(c): pre z € Q je f(z) —
g(x) = z* — x, teda pre f1 := (f — g)|Q jelimg oo fi(z) =00  2; pre z ¢ Q je f(x) — g(x) = 0, teda pre
fo=(f _g)lR\Q je limy 00 fo(x) = 0, podia lemy .11(c) teda limg— oo (f(x) —g(x)) nemoze existovat. A

Uvedme este priklady pre pripad 0 - co, vietky limity v nasledujicej tabulke opat uvazujeme v bode a = oo.

| funkcia f | funkcia g | limg o0 (f(x)g(:c)) |
Jz(ii) =3 ggwg =z’ 00
fl@)=—1 g(z) = 2? —00
flz) =2 g(@) == beR (35)
f(z) = { wiQ : 211: 2 Z 8 \ {0} g(z) == neexistuje

22treba si uvedomit, ze dokaz faktu, Ze nemdze sicasne nastat prvé aj druhd z nasledujicich moznosti, je zaloZzeny prave
na predpoklade a je hromadny bod mnoZiny D (%)

23dopliime podrobné zdovodnenie (ktoré uz v pripade funkcie fo prenechdme na itatela): rovnost limg—yeo f1(z) = 00
vyplyva z uz dokdzanej rovnosti limz— 00 (22 — ) = 0o a lemy .11(a)
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Preverenie spravnosti iidajov tejto tabulky uz prenechvame na &itatela (napovieme len, ze rovnost limg e0 f(z) =

0, kde f je funkcia z posledného riadku prvého stfpca, vyplyva na zdklade vety .18(a) z rovnosti limg_, oo ﬁ = 00,

ktord sme dokdzali v sdvislosti s predchddzajicou tabuikou 24) rovnako ako vymyslanie podobnych tabuliek pre
o0 o0

pripady g a 2. K pripadu Z este jedno upozornenie: pokusy vymysliet dvojicu funkcii f, g definovanych na
M tak, aby limg,_,q f(z) = 0o = lim,—q g(x) a limg_q % bola zdpornd alebo —oo, si beznddejné. Z lemy
.10(c) by potom totiz vyplyvalo, ze funkcia 5 nadobida v niektorom prstencovom okoli P; bodu a len zdporné
hodnoty, zatialco z predpokladov lim, 4 f(x) = 0o, limg s, g(x) = oo by podia lemy .10(b) sicasne vyplyvalo,
ze v niektorom prstencovom okoli P», resp. Pz, bodu a nadobida funkcia f, resp. funkcia g, len kladné hodnoty.
Pre prvky neprazdnej mnoziny Py N P> N P; N M by potom museli si¢asne platit nerovnosti g ((g <0a g Eg > 0,
¢o zrejme nie je mozné.d

Na zaver tohto odseku venujme eSte trocha miesta otdzke existencie limity siétu, resp. saéinu v
pripade, ze lim,_,, f(z) = b € R* a lim,_,, g(z) neexistuje.
Pokial b € R, ddva odpoved (iplnd pre pripad siétu a ¢iastoéni pre pripad stiéinu) nasledujica lema.

-23 Lema. Nech funkcie f a g si definované na mnozine M nech lim,_,, f(z) =b e R. Potom
(a) limg ., (f(z) + g(z)) ezistuje prdve vtedy, ked existuje lim,_,, g(x);
(b) lim, o (f(2)g(z)) ezistuje prive vtedy, ked eistuje lim,_,, g(z).

Dékaz. (a) Implikicia " <" je v pripade koneé¢nej lim,_,, g(xz) obsahom tvrdenia (a) vety .15, v
pripade nekonetnej lim,_,, g(z) vyplyva z prvych dvoch tvrdeni prvého stipca tabulky (33). Implikacia
" =" je rovnako elementérna: ak existuje lim,_,, (f(2) + g(z)) =: r € R* a konetn4 lim,_,, f(z), tak
z rovnosti g = (f + g) — f vyplyva existencia limity lim,_,, g(z) na zdklade .15(b) (pre pripad r € R),
resp. podla prvych dvoch tvrdeni 23 v prvom stipci tabulky (33) (pre pripady r = 0o a r = —o0).

Poznamka. Tvrdenie (a) predchidzajicej lemy mozno zrejme este doplnit informéaciou, ze limg—, ( flx)+
g(x)), lim, ., g(x) — pokial existuji — st bud obidve co alebo obidve —oco alebo obidve kone¢né. Podobne mozno
doplnit tvrdenie (b) poznatkom (nie velmi prekvapujicim), ze pokial limity limg ( f (x)g(:c)), lim, 4 g(z) exis-
tuju, si bud obidve nevlastné alebo obidve konecné.A

Postacujtce podmienky existencie limity lim, o (f(z) + g(z)), resp. lim,_,, (f(z)g(z)) v pripade, ze
jedna z funkcii f, g nemd v bode a limitu, si sformulované vo vetach .14 a .20.

Priklady z tabulky (35) ukazuji, Ze pokial lim,_,, f(z) = 0 a lim,_,, g(z) sice existuje, ale funkcia g
nespliia predpoklady vety .14 (¢o — ako vyplyva z lemy .10(a) — je mozné len v pripade, ze lim,_,q g()
je nevlastnd), nemozno uz vo vieobecnosti o existencii limity lim,_,, (f(z)g(z)) ni¢ povedat. (Podobne
stvisia priklady z tabulky (35) s vetou .20(a).)

Len pre zaujimavost (pre nade dalsie dvahy to totiz nem4 nejaky velky vyznam) uvedme este priklady
ukazujice, 7e rozhodnif vo vSeobecnosti o existencii ¢i neexistencii limity limg_q ( f(:c)g(:c)) nemozno ani v

pripade, ze lim,, f(x) = 0, funkcia g nespiﬁa predpoklady vety .14 a lim,_,, g(z) neexistuje. Polozme

1
={ 5 w58

a za g postupne volme funkcie

3 k 2 k
gl(x>={ S wtsa ,g2<x)=—gl<z),gs(m>={ e maea

. r, ak z€Q . az?, ak ze€Q
94(m)—{—x, ak z¢Q ’95(“’)—{bx2, ak = ¢ Q

(v pripade funkcie gs predpokladdme b # 0, v pripade gs nech a > 0 > b); z tvrdenia lemy .11(d) vypljva, Ze ani
jedna z funkcii g1, g2, g3, 94, g5 nemd v bode oo limitu. Plati ale lim,_,q (f(:c)gl (x)) = 00, limg_q (f(:c)gz(:c)) =

—00, limg_yq (f(x)gg(:c)) =be R\ {0},lim;_, (f(x)g4(:c)) =0alimg;,q (f(x)gs(w)) neexistuje 2.

24prezradime eSte viac: nasa funkcia % sa na R\ {0} zhoduje s funkciou v poslednom riadku prvého stipca tabulky (34)

255 ked chceme byt tiplne (ubijajtco) podrobni, tak este aj podia tvrdenia (b) lemy .13, umoziiujiceho previest limitu
rozdielu na limitu sic¢tu

26Citatel nech sa neda klamaf tym, ze pri tvorbe nagich prikladov sa kfcovite pridrziavame schémy “f(z)= nieco pre
z € Q a nieto iné pre x ¢ Q”. V uvedenych prikladoch by sme namiesto £ € Q,z ¢ Q mohli pisat napr. z € N je
pdrne, © € N je nepdrne (tj. uvddzat priklady postupnosti, lebo aj to si funkcie) alebo [z] je pdrna, [x] je nepdrna (kde
[.] oznaguje celu ¢ast) alebo aj horsie veci, ale také, ktoré ndm umoziiuji pouzit tvrdenia (c) a (d) lemy .11.
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Citatel sa sém moze presvedéit, ze podobn4 situdcia nastane aj v pripade vety .20.

3 O nerovnostiach a limitach

Aby sme sprehladnili zépis nasledujicej vety, oznaéme znakom < usporiadanie na R*, ktoré vznikne
prirodzenym rozsirenim usporiadania < definovaného na R; tj. pre a,b € R je a < b prave vtedy, ked
a < b, a naviac plati —oco < a < oo pre kazdé a € R.

.24 Veta. Nech funkcie f,g si definované na mnoZine M. Ak existuji limity lim,_,, f(z) =:r € R*,
lim, o g(x) := s € R* a pre niektoré prstencové okolie P bodu a plati

(Ve e PN M) (f(z) < g(z)) , (36)

tak plati aj nerovnost
r=<s, tj. lim f(z)<lim g(z).

T—a T—a

Dékaz. Sporom; predpokladajme, ze r > s. Potom existuju okolie O(r) bodu r a okolie O(s) bodu
s s vlastnostou
yeEO(MNz€eO(s)=>y>z (37)

(tj- O(r) a O(s) st disjunktné mnoziny a O(r) “lez vpravo” od mnoziny O(s)).
Pretoze lim,_,, f(z) = r, existuje k okoliu O(r) z (37) prstencové okolie P;(a) bodu a s vlastnostou

z€P(a)NM= f(z) € O(r) ; (38)
podobne k okoliu O(s) z (37) existuje prstencové okolie Py(a) bodu a, pre ktoré plati
x € Py(a)NM = g(x) € O(s) . (39)

Pretoze pre lubovolny prvok z neprazdnej mnoziny A := P N Py(a) N Py(a) N M plati sicasne z €
Pi(a)NM aj xz € Po(a) N M, z (38) a (39) vyplyva

(Vz € A)(f(z) € O(r) Ag(z) € O(s)) ,

z (37) potom dostdvame
(Vz € A)(f(z) > g(z)) . (40)
Stcasne ale A C PN M a z (36) teda vyplyva

(Vz € PN Pi(a) N Po(a) N M) (f(z) < g(z))

¢o — kedze A # () — je spor s (40).
Pozndmka. Jednoduchy priklad f(z) = —%, g(z) = 1 - kedy plati (Vz € (0,00))(f(z) < g(x)), ale

limg e f(z) = 0 = limg—, g(x) — ukazuje, 7e pokial v predpoklade (36) nahradime neostri nerovnost < ostrou
nerovnostou <, nemusi odtial este vyplyvat, Ze aj nerovnost medzi limitami by sa musela zmenif na ostri.é

Lema .19 ukazuje, Ze v prave dokdzanom tvrdeni mozno v pripade r = oo predpoklad existencie limity
lim,_,, g(x) vypustit (podobne mozno podla pozndmky za lemou .19 vypustit predpoklad existencie limity
lim,_,, f(z) v pripade s = —00). Analdgiou tejto lemy pre pripad kone¢nych limit je nasledujica veta.

.25 Veta. Nech funkcie f,g,h si definované na mnoZine M. Ak lim, ,, f(z) =lim,,, h(z) = b€ R
a pre niektoré prstencové okolie P bodu a plati

(Ve e PN M)(f(z) < g(z) < h(z)),

tak existuje aj lim,_,, g(x) a rovnd sa b.
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Dékaz. 27 Oznaéme F := h — f,G := h — g, z predpokladov nasej vety potom dostivame
limg, o F(z) = limg_,4 h(x) — limy, 4 g(z) = 0 (veta .15(b)) a

(Vz e PN M)(0< G(z) < F(z)) . (41)
Teraz staéi dokdzat rovnqsf lim,_,, G(z) = 0, pretoZe z existencie kone¢nych limit lim,_,, G(x) = 0 a
limg 4 h(x) = b bude podla vety .15(a) vyplyvat rovnost lim,_,, g(z) = lim,,, (G(z) + h(z)) = b, ktord
sme cheeli dok4zat.
Chceme teda dokdzat vyrok
(Ve > 0) (3P(a)) (Vz € P(a) N M) (|G(z)| <€) . (42)
Kedze lim,_,, F(z) = 0, existuje k okoliu O (0) bodu 0 prstencové okolie P;(a) bodu a s vlastnostou
(Vz € Pi(a) N M)(|F(z)| <e) . (43)
Citatel teraz na zdklade (41) a (43) lahko overi, 7e prstencové okolie P(a) := P;(a) N P mé vlastnost
pozadovani v (42).
.26 Priklad (klasicky ®). Ak a > 0, tak lim,_ oo {/a = 1.

RieSenie. Pre a = 1 je tvrdenie zrejme pravdivé ?°. Predpokladajme teraz a > 1. Potom 3/a > 1 pre vsetky
n €N (to vyplyva z tvrdenia ak b € [0, 1], tak (Vn € N) (b” < 1), ktoré mozno dokazat indukciou), a existuje
teda nezdpornd postupnost {w,}52; definovand rovnostou

Potom
a:(1+wn)":1+nwn+<Z)w2+---+wz. (45)

. ’ . ¢ . P n Ay
Z nerovnosti w, > 0 potom vyplyva, Ze pravd strana rovnosti (45) sa vynechanim ¢lenov ( 9 ) w2,...w! nemdze
Zvadsit, preto

a teda

a=1) rovnost
n

Kedze lim, 00 e=1 =0, vyplyva z vety .25 (v ktorej polozime M = N, f(n) =0, g(n) = wa, h(n) =
limy, 0o wn = 0 a z (44) dostdvame (veta .15(a))
lim Ya= lim (1+w,)=1+ lim w, =1.
n—oo n—oo n—oo
Zostava dokazat nase tvrdenie pre pripad a € (0,1). Ozna¢me b := % Potom b > 1 a podia uz dokézaného
je lim, 500 ¥/b=1. Z rovnosti ¥/a = % potom podia vety .15(c) vypljva

lim ¥a = lim L

1
— = =1,
n—oo n—oo {L/[; limy, - 00 %

27ako uvidime, tento dékaz bude opit ndzornym prikladom dokazovania vSeobecnejsieho tvrdenia pomocou niektorého
jeho §pecidlneho pripadu

28ak ho v niektorej ucebnici diferencidlneho po¢tu nenéjdete, je to dévod na vySetrovanie, preco tam nie je a ako sa bez
neho autor zaobisiel

29nedoverdivy Citatel moze zvrat je zrejme pravdivé nahradit slovami vyplyva z lemy .13(a) a lemy .11(a)
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4 Limity monoténnych funkcii

:-) Nech {a,}22, je rastiica zhora ohranitens postupnost, oznaéme b := sup, .\ @»- Ak &isla a,, budeme postupne
zakreslovaf na Ciselnd os, tak kazdé nasledujice bude lezat napravo od vsetkych uz zakreslenjch a nalavo od b
(tj. pre rastice n budd é&fsla a, postupovat doprava, ale neprekrocia b). Ak si teraz zvolime £ > 0, musf niektoré
z Cisel a,, lezat v intervale (b — ¢,b] (pretoze inak by b nebolo suprémom), nech je to ay. Potom vietky za
nim nasledujice ¢leny postupnosti uz tiez lezia v tomto intervale, pretoze lezia napravo od an a nalavo od b
(teda akonéhle éisla a,, pri svojom pochode vpravo vstipia do intervalu (b — &,b + €) — a raz tam vstipit musia,
kedze b = sup, N @» — tak tam uZ zostand). Z tychto Gvah ale vyplyva, Ze b je limitou postupnosti {an}7Z1.
Vseobecnejsej formulécii uvedeného faktu a jeho désledkom je venovany tento odsek. (-:

.27 Definicia. Nech f je funkcia definovand na M. Ak bod a € RU {—o0} je hromadny bod mnoziny
My := M N (a,00) a existuje lim, ., fi(z) =:b € R*, kde f1 := f|a,, nazyva sa &islo b limita funkcia f
v bode a sprava a oznacuje sa lim,_, . f(x).

Definiciu limity funkcie f v bode a zlava (ktord oznacujeme lim,_,,_ f(z)) dostaneme, ak v prave
uvedenej definicii nahradime predpoklad a € R U {—o0} inkldziou a € RU {o0}, mnozinu M mnozinou
M_ := M N (—00,a) a funkciu f; funkciou fo := f|pm_.

Limity sprava a zlava sa sihrnne oznacuji ako jednostranné limity.

Pozndmka. Zrejme pre a = 0o si pojmy lim,_,, f(z) a limgy—4— f(z) totozné (podobne pre a = —oco pojmy
lim, o f(z) a limg—q+ f(x)). VSeobecnejsie, ak M N (—oo0,a) = M, tak pojmy limg,_,, f(z) a limz—q— f(x)
splyvaji (obdobnd poznimka sa vztahuje na limity sprava).#

Kedze My UM_ = D(f)\{a}, je nasledujiice tvrdenie désledkom ¢asti (a) a (d) lemy .11 (a pozndmky

2 za fiou).

.28 Lema. Nech funkcia f je definovand na mnozine M a bod a € R je hromadny bod mnozin M, =
M N (a,00), M_ := M N (—=00,a). Potom lim,_,, f(z) existuje prdve vtedy, ked v bode a existujii obidve
jednostranné limity funkcie f o rovnaji sa. Limitou funkcie f v bode a je v takom pripade spoloénd
hodnota jednostrannych limit.#

Skor ako vyslovime nasledujice tvrdenie, zastavme sa eSte pri jednej drobmosti. Vyrok limg,_,.— f(z) = b
(a € RU{o0},b € R") hovori, ze

(VO(b)) (3P(a)) (Vz € D(f)) (z € P(a) N (—o0,a) = f(z) € O(b)) . (46)
Tento vieobecny zapis mozno opit v jednotlivych pripadoch nahradif konkrétnejsim; napr. pre a,b € R zépisom
(Ve >0)(36 > 0) (Ve € D(f)) (a—d <z <a=|f(z) - b <e)
alebo pre a € R, b = 0o zdpisom

(VKER)(36>O)(V:EED(f))(a—5<x<a:>f(x)>K).

Pre potreby nasledujiceho dékazu podobu vyroku (46), ktord je na nés vkus uz privelmi zaludnend symbolmi,
trochu zjednodusime. Kedze P(a) N (—oo,a) je interval, ktory (ak povazujeme a za dané) je jednoznacne uréeny
svojim lavym koncovym bodom &, mozno (46) prepisat do podoby

(VO(b)) (3¢ < a) (Vz € D(f)) (¢ <z < a = f(z) € O(D)) . (47)

.29 Veta. Ak f je monoténna funkcia definovand na M a a € R U {oo} je hromadny bod mnoZiny
M_ := M N (—o0,a), tak existuje limy_,,_ f(x). Pritom plati
(a) ak f je neklesajica a na mnozine M_ zhora ohraniéend, tak

lim f(z) = sup f(z);

T—a— TEM_
(b) ak f je neklesajiica a na mnoZine M_ zhora neohranicend, tak

Jim f(z) = oo;
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(¢c) ak f je merastica a na mnoZine M_ zdola ohranicend, tak

lim f(z)= inf f(z);

T—a— TEM_
(d) ak f je nerastica a na mnoZine M_ zdola neohranicend, tak

Jim 1) = —oo.

Dékaz. (a) Oznaéme b := sup, ¢y, f(z). Chceme dokdzat, ze lim,_,o— f(z) = b, tj. (pozri (47)), Ze
(Ve>0)(F <a)(VzeM)((<z<a=b—e< f(z)<b+e) (48)

(pre istotu vysvetlime, ze okolie O(b) sme popisali jeho polomerom ¢ a inklizia f(z) € O(b) ziskala tak
podobu b—e < f(z) < b+e).

Nech je teda dané € > 0, hladajme ¢ s uvedenou vlastnostou. Kedze b = sup,ca f(z), vyplyva z
definicie supréma funkcie, Ze k ndSmu € > 0 existuje £ € M_ tak, ze f(§) > b —e. Ukédzeme, Ze toto &
vyhovuje nasim poziadavkam:

Kedze £ € M_, je zrejme £ < a. Pretoze funkcia f je neklesajiica, plati

(Vz e M)(E <z = f(¢) < f(z))

z nerovnosti f(§) > b — ¢ potom dostavame
(VzeM)((<z=b—e< f(z)). (49)

Na druhej strane, z rovnosti b = sup,ep,_ f(2) vyplyva (Vo € M_)(f(z) < b), ¢o mozeme zapisat v
podobe
(Vz € M)(z <a= f(z) <D) (50)
Z (49) a (50) vyplyva
(Ve M)(é<z<a=>b-—e< f(z) <)),

odkial uz vidno, 7e ¢ spliia dokonca trochu viac, nez pozaduje (48).A
Dékaz tvrdenia (b) je obdobny a prenechdvame ho na ¢itatela; pripomerime len, ze treba dokazat

(VK eR) (3 <a)(Vz e M)((<z<a= f(z) >K)
a ze vyrok funkcia f je na M_ zhora neohranicend mozno zapisat v podobe
(VK e R) (I € M_)(f(§) > K)

(tt sme ziskali negaciou vyroku (3K € R)(Vz € M_)(f(z) < K), ktory hovori, ze f je na M_ zhora
ohranicend). A

Tvrdenie (c) (ktoré mozno samozrejme doké4zat skopirovanim dokazu pouzitého v pripade (a)) odvodime
z (a). Ak f je nerastica a na mnozine M_ ohrani¢end zdola, tak funkcia —f je neklesajica a na M_
ohrani¢end zhora. Podla tvrdenia (a) teda existuje lim, ,,— ( — f(z)) a plati lim, . ( — f(z)) =
supenr. ( — £(a). v

N45 dokaz bude hotovy, ak ukdzeme, 7ze mdzeme pouzit vetu .15(c), podla nej bude totiz z existencie
limg_q— ( — f(2)) vyplyvat existencia lim,_,,— f(z) a bude platit

lim f(z) =— lim (- f(z)) =— sup (— f(z)) = inf f(z).

T—a— T—a— zEM_ TEM_

Chceme teda preverit platnost prvej z uvedenych rovnosti 3°. Podla definicie limity zlava je limg_,,_ f(z) :=
lim,_,, f1(z), kde f1 := f|p_. Nafunkciu f; uz tvrdenie vety .15(c) mozeme pouzit, preto lim,_,, f1(z) =
—lim,_, ( — fi(2)), ale, opét podla definicie limity zlava, lim,_, ( — f1(z)) = lim,o— ( — f(2)).

30nasledujuice (pomerne rozvla¢ne) zddvodnenie predstavuje vieobecny névod, ako prendsat tvrdenia o limitdch na jed-
nostranné limity
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Tym je rovnost limy_q— f(z) = —limya— (— f(z)), a teda aj rovnost lim,_,o— f(z) = infoenm_ f(z),
dokdzand.A

Tvrdenie (d) mozno podobne odvodit z tvrdenia (b).

Pozndmka. 1. V pripade (b) z predpokladov f je neklesajica na M a je zhora neohranicend na M_ vyplyva,
ze M = M_ (sporom; keby funkcia f bola definovand este v niektorom bode a > a, vyplyvala by z faktu, ze f
je neklesajica, nerovnost (Vx € M_) (f(a:) < f(a)), ¢o by bolo v spore s predpokladom, ze f je na M_ zhora
neohranicend).

c ,

2. Z rovnakych dvah vyplyva: ak f je monoténna na M a M_ # M (tj. M_ # M), tak funkcia f splia
predpoklady bodu (b) alebo (d) (teda f je bud neklesajica a na M_ zhora ohrani¢end, alebo je nerastica a na
M_ zdola ohrani¢end).d

Nasledujicu analégiu vety .29 mozno dokdzat rovnakym postupom alebo ju z tejto vety odvodit (my
uprednostnime druhy pristup).

.30 Dosledok. Ak f je monotdénna funkcia definovand na M a a € RU{—o0} je hromadny bod mnoZiny
M, := M N (a,00), tak existuje lim,_,,_ f(x). Pritom plati
(a) ak f je neklesajica a na mnoZine M, zdola ohraniéend, tak

lim f(z) = inf f(z);

T—a— TEM 4
(b) ak f je neklesajica a na mnoZine M zdola neohranicend, tak

lim f(z) = —o00;

T—ra—

(c) ak f je nerastica a na mnoZine M, zhora ohranicend, tak

lim f(z) = sup f(z);

r—a— EEM+
(d) ak f je merastica a na mnoZine My zhora neohranicend, tak

Jim Ste) =oo.

Doékaz. Aby sme sa v nasledujicich (ako citatel neskor uvidi, pomerne jednoduchych) dvahéch
nezamot4vali privelmi v zdpisoch, oznaéme f; := f|u, , mdme teda (vzhladom na definiciu pojmu limity
sprava) dokdzat existenciu lim,_,, f1(z).

(a) Na mnozine D := —My (tj. D = {—z; z € M,}) definujme funkciu g predpisom g(z) = fi(—zx).
Z rovnosti g(D) = fi(M;) = f(My) vyplyva, ze funkcia g je zdola ohranitend a infyep g(z) =
infrenr, f(2). Kedze f (a teda aj fi) je neklesajica, je funkcia g nerastica. Funkcia g, mnozina
D(g) = D a bod —a spfﬁajli predpoklady vety .29 (g je monoténna a bod —a je hromadny bod
mnoziny D(g) N (—oc0,a), ktord je v tomto pripade totoznd s mnozinou D), preto podia tvrdenia (c)
tejto vety je limgq g(z) = limgqq 9(2) = infrep g(z) = infrenr, f(2) (prvéd rovnost je dosledkom
rovnosti D(g) N (—o0,a) = D(g), pozri pozndmku za definiciou .27).

Z rovnosti fi(z) = g(—z), pre x € M4y = D(f1), vyplyva, ze funkcia f; je zlozend z funkcie v(z) =
—z,z € R, ako vniitornej zlozky a funkcie g ako vonkajsej zlozky. Pretoze lim,_,, v(z) = lim,_,,(—2) =
—a alim,,_, g(z) = inf,cp, f(z) (¢o sme prave dokézali), bude rovnost lim,_,, f1(z) = infyen, f(2),
ktord chceme dokdzaf, vyplyvat z vety .17 o limite zlozenej funkcie, pokial ukézeme, ze je splnend aspori
jedna z podmienok (a), (b), (c) tejto vety. To je nastastie pravda: funkcia v je prosté, preto spiiia
podmienku (a). Tym je dokaz rovnosti lim,_,, f1(2) = infzcar, f(z) skonceny.A

Postup v pripade (b) je obdobny; v pripadoch (c) a (d) mé éitatel na vyber: moéze ich dokszat
samostatne (postupom, akym sme dokazovali (a), resp. (b) z vety .29), mdze ich odvodif z tvrdeni (c) a
(d) vety .29 postupom, ktory sme pouzili na dokaz tvrdenia (a) tohto ddsledku, alebo ich méze odvodit
z tvrdent (a), (b) tohto dosledku tak, ako sme dokazovali tvrdenia (c) a (d) vo vete .29.

Poznamka. Na tvrdenie uvedeného désledku sa vztahuji obdobné poznidmky ako na vetu .29.
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.31 Désledok. Ak f : (a,8) — R je monoténna funkcia, tak f md v kaZdom bode a € (o, 3) konecéné
jednostranné limity, pricom plati:
ak f je neklesajica, tak
lim f(z) < f(a) < lim f(z);

T—a— r—a+

ak f je merastica, tak

lim f(z) > f(a) > lim f(z).

T—a— T—a+

Dékaz. Predpokladajme, Ze f je neklesajica. Potom (teraz ¢iastotne opakujeme tvahy z pozndmky
za vetou .29) plati

(Vz € (a,a)) (f(z) < f(a)) ,

teda f(a) je horné ohrani¢enie mnoziny {f(z) ; = € (a,a)}, a preto

sup f(z) < f(a) . (51)
z€(a,a)
Podla tvrdenia (a) vety .29 existuje lim, o f(z) a plati lim,_,,_ = SUPge(a,0) £(2), 2 (51) teda dostdvame

Jim (@) < f(0).

Dékaz druhej rovnosti je obdobny a zakladd sa na tvrdeni (a) dosledku .30.
Pripad f merastica prenechdvame na Citatela.

Poznamky. 1. Obdobnymi ivahami mozno dokizat toto tvrdenie.
VETA. Ak a je vnitorng bod intervalu I (tj. pre niektoré £ > 0 plati inklizia O(a,e) CI) a f: I\ {a} = R
je neklesajica funkcia, tak eristuji koneéné limg_q— f(x), limg—yo+ f(z) a plati

lim f() < lm f(z).

D6kAz. Obdobne ako v predchddzajicom ddkaze mozno pre kazdé b € I,b > a, z nerovnosti

(Vz € Iz < a)(f(z) < f(b))

odvodit nerovnost
a:=sup{f(z);jz € INz <a} < f(b);

z takto dokdzaného tvrdenia
(Vz € I,z > a)(f(z) > @)

vyplyva, Ze a je dolné ohrani¢enie mnoziny M := {f(z);x € I Az > a}, preto
a <infM,
tj-
lim f(z)=a<inf M = lim f(z).

r—ra— r—ra+

2. LEMA. Ak st splnené predpoklady tvrdenia z pozndmky 1 a funkcia f je rastica, plati

(Ve € Ia < a)(f(z) < lim f(3)),
(Vo€ Lz >a)(f(2) > lim f(y)).

DOkAz. Dokdzeme prvid z uvedenych nerovnosti. Nech z € I, & < a. Zvolme z € (z,a) (potom iste plati aj
z € I); kedze f rastie, plati

flz) < f(2), (52)
sticasne — kedze z € I,z < a — z rovnosti lim,,_ f(y) = sup{f(y),y € I Ay < a} vyplyva
f(z) < lim f(y) (53)
y—a—

a z (52) a (53) dostdvame
f(z) < lim f(y,

y—a—

¢o sme chcceli dokazat.
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.32 Priklad (kedy existuje a ¢omu sa rovnd limita postupnosti {g"}52,). Pre ¢ = 0 a ¢ = 1 je postupnost
{¢"}7L; zrejme konstantnd, a teda konvergentnd (pouzivame terminolégiu z definicie .3). Pre ¢ = —1 této
postupnost osciluje, pretoze jej zdZenia na mnoziny Ni := {2n — 1; n € N} a Ny := {2n; n € N}, ktoré si
kon§tantné, maji rézne limity (lema .11(c)).

Nech teraz 0 < |q| < 1. Potom postupnost {|q|"}3%; je klesajica a zdola ohraniGend, preto podia vety .29 (v
ktorej polozime M = N,a = oo, f(n) = |q|*) existuje lim, o |¢|® =: a € R. Podla vety o limite zloZenej funkcie
potom plati a = lim,— e g™ (funkciu ¢(n) = |¢|"*" mozno pisat v tvare a o b, kde b(n) = n + 1,a(n) = |q|");

stcasne z lemy .13(b) vyplyva lim,_ e |g|" ™" = |g| limp— 0 |g|™ = |q|a, teda

a = lim |q|"+1 =|q| lim |g|" =|qla .

n— 00 n—r00
Kedze |g| # 1, z rovnosti a = |gla vyplyva a = 0 a z tvrdenia (e;) lemy .13 dostdvame, ze pre 0 < |g| < 1 je
limy,_, 0 g" = 0.

Pre |q| > 1 je {|q|™}5%, rastica postupnost, ktorda md podla vety .29 limitu @ € R U {cc}. Dokézeme,
7e a = co. Keby totiz platilo a € R, mohli by sme pouzit predchiddzajice tGvahy, z ktorych by vyplyvalo, ze
a =0, ¢ je oviem v spore s predpokladom |g| > 1 a rovnostou a = sup, . lg|" (veta .29(a)). Tym je rovnost
lim,, 00 |g|™ = oo pre |g| > 1 dokdzand. Pre ¢ > 1 potom dostdvame lim,_, o ¢" = lim,_, o |q|™ = 00. Postupnost
{q"}32, pre g < —1 osciluje, pretoze jej zizenie na mnozinu Ny, resp. Na (pozri prvy odstavec tohto prikladu)
md limitu —oo, resp. oo (pre n € N1 je ¢" = —|q|", pre n € N» plati ¢" = |q|").

Zistili sme teda

=0 pre |gl <1
. n =1 pre g=1
lim ¢q
n— o0 =00 pre g>1
neexistuje pre g < —1

.33 Priklad. Ukédzeme, Ze existuje kone¢nd lim, ;o0 (1 + %)n (ktord budeme oznacovat pismenom e).

L. . v n . , .y . . P - s - :
Dokéazeme, ze postupnost a, = (1 + %) je rastica a zhora ohraniéend. Prvé z tychto skutocnosti je ekviva-
lentnd s nerovnosfou “2+1 > 1, t4 mozno dokézaf nasledovne:
n

P (= N == MRS O == M
e ()" (=) e ()T

S n+1<1_ 1 )=

n n+1
. n+1
(nerovnost (1 - m) > 1 — =7 vyplyva z Bernoulliho nerovnosti (1+2)"*' > 1+ (n+ 1)z, n € N,z >

—1,z # 0, v ktorej sme polozili z = —m .

.. z . - . . A . 1
Ohrani¢enost postupnosti {a, } 5>, dokdzeme mozno trocha prekvapujicim sposobom: Oznacme by, := (1 + %)M—
potom zrejme b, > a,. Postupnost {b,}22, je pritom klesajica (preverenie tiprav obdobnych tdpravdm pri dékaze

rastu postupnosti {a,}52; prenechdvame na Citatela):

k]

n+1 n n
b, (14—%) . n ((n+1)2) +2_ n (1+ 1 ) +2>
bnt1 (1+ ﬁ_l)“"'? n+1 \ n(n+2) n+2 n(n+2)

n 1

Z nerovnosti b1 > b, > a, potom vyplyva, ze &islo b1 je iste horné ohrani¢enie postupnosti {ar}n=; (dokonca
kazdé by je jej hornym ohrani¢enim).

Z vety .29(a) (pre M = N,a = o0, f(n) = a,) vyplyva teda existencia kone¢nej lim,,, (1 + %)n =: e, pritom
(kedze e = Sup, N @n & postupnost {a,}o2, je rastica)

1 n
<1+—) <e, meN.
n
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Postupnost {b,}32 ;, pouzitd v predchidzajicich tvahich, umoziuje odhadovat &islo e zhora: Podia vety
.15(c) o limite sdcinu je lim, o0 by = lim, oo (1 + %) -limy, 0 an = e, pritom — kedze {b,}5>; je klesajica —
plati

n+1
e<(1+—) , mEN.
n

Pre cislo e tak dostavame odhad
1\" n+1
(1+—) <e<(1+—) , meEN,
n n

ktory je jednou z moznosti jeho priblizného vypoctu (neskor uvedieme este dalsie).

Poznamka. Predchddzajice ivahy mohli na cast Citatelskej obce posobif trocha trikovym dojmom (nebolo
jasné, odkial sme vopred tugili, 7e {an}2; bude rastica a dbkaz ohranitenosti bol tie# trocha nezvyéajny);
pondkame preto eSte jeden ddkaz ohrani¢enosti a monoténnosti postupnosti {a,}5>;, ktory je z tohto hiadiska
néazornejsi.

Upravme vyjadrenie a, nasledovne

an=(1+l) =14+ n 14_ n i_|_...+ n i:
n 1 n 2 n2 n n"

nn—1) 1 nh-1)(n-2) 1
T e s

nn—1)---(n—k+1) 1 nn—-1)---1 1

St (B e[ () (- D) (- s
-2 0-2)- -]

7 takto ziskaného vyjadrenia pre a, by malo byt vidiet, Ze an+1 > an (&isla v hranatych zatvorkich sa zvicsia,

ak namiesto n dosadime n + 1, okrem toho vo vyjadreni éisla an4+1 bude o jeden kladny séitanec viac nez vo
vyjadreni pre a,). Kedze v kazdej z hranatych zatvoriek je kladné ¢islo mensie nez 1, dostdvame odhad

1

11 1 11 1 1- &
an < 1+1+ﬂ+a+"'+aS1+1+5+2—2+"'+le+1_%<
1
< 1+ =3
l—3
(vyuiili sme nerovnost n! > 2""', n € N, apre g =1 rovnost 1 + g+ ¢’ +---+¢" = 11—__%)
.34 Priklad. Dokézeme teraz, ze lim, o 22 =1,
N4&§ postup bude nasledovny:
1. dokdzeme rovnosti lim¢—, o tIn (1 + %) =1, limi_ootln (1 + %) =1;
2. z nich substiticiou z = % odvodime rovnosti
In(1 In(1
fim 2O g, O+
z—0+ x z—0— x
a pouzijeme lemu .28.
Pouzijeme pritom tieto informdcie o funkcii In:
e In je inverznd funkcia k funkcii e®, preto In je rastica funkcia, In1 = 0,lne =1,In % =—-larlns=In(s");

e pre kazdé a € (0,00) je limyoInz =1na;
a dokazovanie v bode 1 bude zalozené na nasledujicej ivahe (ktorej dokaz prenechivame na éitateia):
LEMA. Ak {an}3, je postupnost s limitou a € R* a funkcia f : [1,00) = R je dand vztahom f(x) = an pre
[z] = n (kde [.] oznacuje celd éast), tak lim,— oo f(z) = a.A
Po tomto dvode mozeme prejst k realizacii bodov 1 a 2.
la) Pre t € [n,n + 1) plati
0<[t]<t<[f]+1
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a (kedze funkcia In je rastica a In1 = 0)

1 1 1
0<ln<1+m) 51n(1+z)§ln(1+m) ,

1 1 1
f@#) :=[t]ln (1 + m) <tln (1 + ?) <([t]+1)In (1 + m) =:h(t) . (54)

Oznaéme teraz a, := nln (1 + n+|-1)’ bn:=(m+1)In (1 + %) Pretoze

1 n+1
n

n—r00

preto

(pozri predchéddzajici priklad) a

1 n 1 1 n+1
lim (1+—) =1im71-lirn <1+ ) :316,
n—00 n+1 n— oo 1+_n+1 n— 0o n+1

dostdvame

lim a, = lim In [(1 + L )n] (;) In ( lim (1+ L)n) =lne=1
n—oo n—oo n+1 n—o0 n+1
a obdobne lim, 0 by, = 1 (rovnost (*) vyplyva z vety .17 o limite zloZenej funkcie a vety .12, ktor4 tiez zaruéila
splnenie podmienky (c) vety .17).
Z nasej lemy potom vyplyvalim;_, o f(t) = 1 (pretoze lim, o0 an = 1) alim; .o h(t) = 1 (pretoze lim, o0 by =
1), z (54 ) a vety .25 potom dostdvame rovnost lim oo tln (1+ 1) =1.

1b) Ak pouzijeme substiticiu z = —¢, sta¢i namiesto rovnosti im;, oo tIn (1+ 1) = 1 dokazovat rovnost
lim, o0 (—zln (1 - %)) =1, tj. lim,L002In (1 - %) = —1.Dalsf postup je obdobny ako v 1a): treba dokdzat
nerovnosti

[2]1n (1—%) <zl (1—%) <([¢]+1)In (1_[z]%>

a v dalich dvahich vyuzif vipocet

lim (1—1) = lim (n_—l) = lim %:
n— 00 n n—o00 n n—o00 (n%)

=lim%=lim< L 1 n_1>=—
Ay e\ ) T
(rovnosf limy 0o (1 + ﬁ)n_l =e opéf vyplyva z tvrdenia v pozndmke 2 za vetou .17).
2. Ak h: (—1,00)\{0} — R je funkcia s predpisom w, tak h1 := h|(o,c0) moZno pisat v tvare hy = gof, kde
f@)=2%,2>0; g(y) =yln (1 + i), y > 0; z vety .17 o limite zlozenej funkcie potom vyplyva limg o h1(z) = 1,

tj. limg—o+ h(xz) = 1 (oprédvnenie k pouzitiu vety .17 sme ziskali splnenim podmienky (b)). Dokaz rovnosti
lim;_o— h(z) =1 je rovnaky.

.35 Cviéenie. Na zdklade predchidzajiceho prikladu pouzitim substitiicie t = e”—1 doké#te rovnost lim,_; eww—1 =

1. (Pri dokazovani mézete pouzit tieto (v nasom texte zatial nedokézané) tvrdenia: 1. funkcia Inz je inverzng k
funkcii e®; 2. limz_oe® =€’ =1.) A

Poznamka. Z predchddzajiceho cviCenia a vety o limite zloZzenej funkcie vyplyva toto tvrdenie:

Ak limgy, f(z) =0 (a € R*), pricom a je hromadny bod definicného oboru funkcie ef;z;;l , tak
flz _
lim & 11
T—a f(il})
Speciélne plati: ak a € (0,00) \ {1}, tak
T _ zlna _
lim 2 1=lim671na=1-lna=lna
z—0 T z—o0 xlna

31t4to rovnost vyplyva z rovnosti lim,— oo (1 + %)n = e a tvrdenia v pozndmke 2 za vetou .17 o limite zlozenej funkcie
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(v tomto pripade teda bolo f(z) = zlna).
Podobne z vyplyva z prikladu .34 a vety o limite zlozenej funkcie:

Ak limg 4 f(z) =0 (a € R™), pricom a je hromadny bod definicného oboru funkcie w, tak
In (1+ f(z))
lim ———F=1. &
T—a f(.’l:)

Zavedme teraz oznacenie, ktoré vyuzijeme pri formuldcii nasledujticej vety: pre I := [a,b] (kde a,b €
R, a < b) oznatime znakom |I| ¢islo b — a (tj. dlzku (degenerovaného alebo nedegenerovaného) intervalu
I).

.36 Veta. (Princip do seba vlozenych intervalov) Nech {I,,}5, je postupnost uzavretjch (nedegen-
erovanyjch alebo degenerovanych) ohranicenyjch intervalov s vlastnostou

Q) hDLD...DI, D141 D....

Potom ;2 I, # 0.
Ak naviac plati

(ii) lim, oo |In| =0,
tak ﬂzo:l I, je jednoprvkovd mnoZina, tj. existuje prdve jedno éislo c € R s vlastnostou (Vn € N) (c € In).

Dékaz. Zaénime prvou éastou nasho tvrdenia. Ak I, je uzavrety interval s koncovymi bodmi a,, < by,
tak predpoklad (i) mozno sformulovat v podobe {a,}3; je nerastica, {b,}5>; je neklesajiica postupnost
a plati

(Vn € N)(an <by) . (55)

Z nerovnosti by > b, > a, vyplyva, ze postupnost {a,}2; je zhora ohrani¢en4, preto podla vety .29(a)
existuje koneénd lim,,_, o, a, =: c. Podobne mozno dokézat existenciu éfsla d := lim,_, o by; 7 (55) potom
na zéklade vety .24 (pre M = N, f(n) = an, g(n) = b,) vyplyva nerovnost ¢ < d.

Kedze ¢ = Sup,, N @n, d = inf,_ Ny bn (veta .29) plati

(Vn e N)(an <c<d<by,), (56)

¢o znamens, ze ¢isla ¢, d (a Iubovolné z z (nedegenerovaného alebo degenerovaného) uzavretého intervalu
[c,d)]) lezia v kazdom intervalov I, = [an,by], ¢fm je prvé cast nasej vety dokdzand.A

Doké4zme teraz este naviac rovnost ()~ I = [c, d], ktorej désledkom bude druh4 ¢ast nasho tvrdenia.
Inkliziu [e,d] C (o2, I,, sme uz dokézali (tvrdenie (56). Ak naopak x € (), I, tak z nerovnosti

(V:L' € N) (an <z< bn)

podla vety .24 (pouzitej najprv pre M = N, f(n) = an,g(n) = z, a potom pre M = N, f(n) = z,g(n) =
b,) vyplyva nerovnost ¢ < z < d, ¢im je dokdzand inklizia (,~, I, C [c,d], a tym aj rovnost (2, I, =
fe,d.A ,

Predpokladajme teraz naviac, Ze plati (ii), ktoré zrejme mozno prepisat do podoby lim,,_,o (b, —ay) =
0. Z tohto predpokladu dostavame

d= lim b, = lim a, + lim (b, —a,)=c+0=c,
n—o0 n—oo n—oo

z prave dokdzane]j rovnosti ¢ = d a z rovnosti (-, I, = [¢,d] (dokdzanej v predchddzajicom odstavci)
uz vyplyva druhd ¢ast tvrdenia nagej vety.
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5 Spat k postupnostiam (a nielen k nim)

Tento odsek, venovany rozsireniu nagich teoretickych poznatkov o limitach postupnosti, uvedieme
definiciou pojmu podpostupnosti.

.37 Definicia. Nech je dand postupnost {a,}°; a rastica postupnost {nk}k 1 brirodzenych &isel.
Potom postupnost {an, }32, sa nazjva podpostupnost (alebo vybrand postupnost z) postupnosti {an}5,.#

Nasledujtice tvrdenie mozno — kedze postupnost {an, }721 je zloZenim postupnosti {an}72 a {ne 2,
— odvodit z vety o limite zlozenej funkcie 32, rovnako dobre ho vsak — vzhladom na jeho jednoduchost —
mozno dokdzat priamo na zdklade definicie hmlty postupnosti.

33

.38 Lema. Ak {b,}>, je podpostupnost postupnosti {a,}, a lim, ,a, = a € R*, tak aj

lim, oo bp=a. ®

Nasledujicu vetu popisujicu stvislost medzi limitou postupnosti a limitou funkcie sme vyslovili
uz v paragrafe .6, aby sme pomocou nej ukdzali, ze definicia limity vyslovend v .5 (ktord sa nazyva
aj Heineho definiciou limity) je ekvivalentnd s nami pouZzivanou definiciou .7 (nazgvanou niekedy aj
Cauchyho definicia limity). Kvoli poriadku sformulujeme v tomto odseku spominané tvrdenie znova
(ovSem uz bez dokazu, ktory citatel najde v paragrafe .6), aby sa tak vratilo na miesto, z ktorého sme si
ho vypozicali.

.39 Veta. Nech a € R* je hromadng bod definiéného oboru funkcie f, nech b € R*. Potom si
nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

(a) pre kazdi postupnost {x,}°, C D(f) \ {a} s limitou a plati lim,,_,, f(z,) = b;

(b) limg_,, f(z) = 0.

Poznamka. Z vety .39 mozno odvodif toto tvrdenie.

VETA. Nech a € R* je hromadng bod definicného oboru funkcie f. Potom st nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

(") pre kazdi postupnost {x,}32, C D(f) \ {a} s limitou a ezistuje lim,_ oo f(xn);

(b”) ezistuje limg—q f(z).

Specidlne, plati ekvivalencia medzi tymito turdeniami:

(") pre kazdi postupnost {x,}52, C D(f) \ {a} s limitou a je postupnost {f(xn)}o>, konvergentnd;

(b”) ezistuje koneénd limg—q f(z).

:-) Vsimnime si, 7e v (a’) netreba — na rozdiel od (a) z vety .39 — overovat, ¢i pre rézne postupnosti {z,}3; C
D(f) \ {a} s limitou a maji postupnosti {f(zr)}ne: vidy rovnaké limity, pozadujeme len ezistenciu limity
limp 0 f(xn). (-

Dokaz. Kedze nas vyrok (b’) je ekvivalentny s (b) z vety .39, bude tvrdenie nasej vety vyplyvat z vety
.39, ak dokdzeme ekvivalenciu (a)<(2’). Implikdcia (a)=>(a’) zrejme plati, staéi preto dokdzat, Ze z predpokladu
(2’) mozno odvodit tvrdenie ak postupnosti {x,}521, {yn}52, C D(f) \ {a} maji limitu a, tak lim, oo f(xn) =
limp 00 f(yn), z ktorého uz vyplyva (a) z vety .39.

Nech teda {zn}or1, {yn}o2: C D(f)\ {a}, limn— oo n = limy—s 00 Yn = a, potom postupnost

T1,Y1,L2,Y25 -3 Tny Yny - - -

m4é tiez limitu a (lema .11(d)) a vSetky prvky tejto postupnosti lezia v D(f) \ {a}. Z predpokladu (a’) vyplyva,
ze postupnost
f(@1), f(y), f@2), f(y2)s- - -, F(@n), F(Yn), - --
m4 limitu, preto podia lemy .38 jej podpostupnosti {f(#,)}5%: a {f(yn)}S2: musia maf rovnaké limity.
Dékaz ekvivalencie (a”)<>(b”) prenechdvame na, Gitatela. #

Nasim dalsim cielom je veta .43, formulujica spolu s lemou .42 nutnd a postacujicu podmienku
konvergencie postupnosti. Tvrdenie .40, ktoré pouzijeme pri jej dokaze, sa ukaze ako uzito¢né aj neskor.

2y takom pripade sta¢i dokdzat “zrejmé” tvrdenie limy_, o, ng = 00
33dufame 7e Ciatatela nezaskotilo zékerné pouzitie pismenka n ako premennej aj v postupnosti {bn 352, aj v postupnosti
{an}$%, (ktord je vonkajSou zlozkou vo vyjadreni {b, }22 ;)
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.40 Veta. Z kazdej ohranicenej postupnosti mozno vybrat konvergentni podpostupnost.

Dékaz. Nech teda {a,}S2, je ohranicens postupnost, zvolme ¢;,d; € R tak, aby platilo (Vn €
N) (01 <a, < dl), a konstruujme postupnost uzavretych ohrani¢enjch do seba vlozenych intervalov
{I,}22, nasledovne:

Polozime I; := [¢1,d1]. Interval I; rozdelime bodom b; := na intervaly Iy := [c1,b1], [12 =
[b1, d1], vyberieme ten z intervalov I11, 12, ktory obsahuje nekonecne vela ¢lenov postupnosti {a,}2,
34 (¢itatel lahko zisti, Ze aspon jeden z nich tdto vlastnost musi mat; pokial ju maji oba, zvolime I ;)
CQerdz na intervaly

C1+d1

a oznac¢ime ho I a jeho koncové body c2 < ds. Interval I» rozdelime bodom by :=
Iy := [e2,b2), Iaa := [b2,ds], vyberieme ten z nich, ktory obsahuje nekonecne vela ¢lenov postupnosti
{an}22, (pokial tito vlastnost majii obidva, zvolime I»;) a oznacime ho I3 a jeho koncové body ¢ < ds.

Popis konstrukcie intervalu I,,4; za predpokladu, zZe intervaly I, I, ..., I, si uz skonstruované, vie
citatel uz teraz iste urobit sam 35.

Naga postupnost spina predpoklady (i) a (ii) z vety .36 (splnenie predpokladu (ii) vyplyva z rovnosti
|I,| = ‘?,,’_Cf), preto existuje prave jedno ¢&islo a € R leziace sicasne vo vSetkych intervaloch I,,.
Skonstruujeme teraz podpostupnost {a,, }%2, postupnosti {a,}32; konvergujicu k &islu a, ¢im bude
nas dokaz skonceny.

:-) Myslienka konstrukcie postupnosti {a,, }7>; je jednoduché: z kazdého intervalu Iy vyberieme nejaky prvok

bx postupnosti {a,}52; (podia definicie mnoziny I; tam nejaky musi lezat); z nerovnosti 0 < |bx — a| < |Ix| bude
u7 — kedze limy,_, o, Iy = 0 — vyplyvat, 7e limy_,o by, = a. Pretoze viak chceme, aby {by, }3; bola podpostupnostou
postupnosti {a,}5,, musfme zabezpeéit, ze prvok by1 vybrany z intervalu Iy, lez{ v postupnosti {a,}22, za
prvkom by vybranym z intervalu Iy (tj. ak by, = ar, brt1 = as, tak s > r) 36.(-

Definujme teraz indukciou postupnost {nj}32, prirodzenych &isel nasledovne:

ny:=min{n € N; a, € 1}, ngy1:=min{n € N;n>npAa, € Iy41}

(korektnost nasej konstrukcie vyplyva z faktu, Ze mnozina {n € N ; a,, € I;;1} je nekone¢nd, preto
{neN;n>npAa, € Irt1} je neprézdna mnozina,).

ZreJme {nk}32, je rastiica postupnost prirodzenych ¢isel. Z inklizie a,, € I vyplyva — kedze stcasne
plati aj a € Iy — nerovnost 0 < |a,, —a| < |Ix], a kedze limp_y o0 |Ix| = 0, dostdvame z vety .25 rovnost
limg o0 |an, — al = 0, tj. limy_ o0 an, = a, o sme cheeli dokdzat.

Poznamka. 1. Kedze ohrani¢end monoténna postupnost je konvergentnd (veta .29), mozno predchidzajice
tvrdenie dokézat aj na zdklade tejto lemy:

LEMA. Z kaZdej postupnosti mozino vybrat monoténnu podpostupnost.

DoOkAz. Nech je dang postupnost {a,}3 ;. Cislo k € N nazveme zaciatok tpadku postupnosti {a,}3;, ak
bude platit (Vn > k) (an < ak) Nech U je mnozina vsetkych zaciatkov ipadku postupnosti {a,}5>;. Ak U je
nekoneénd, mozno ju zoradit do rasticej postupnosti {ny}3>, prlrodzenych &isel; postupnost {an, }32; je potom
nerastica. Ak je konecnd, mézeme z {an }72; vybrat rasticu postupnost {a., }52; nasledovne. Zvolme n; € N
tak, aby platilo (Vu € L{) (u < m) Kedze n; nie je zadiatok tpadku, existuje ns > n1 tak, 7e an, > an,. Kedze
ani ny nie je zaéiatok 1’1vpadku, existuje nz > ny tak, 7€ an; > an,, atd. (Vycifrovany formélne korektny zépis
prenechdvame na Citatela pouc¢eného predchidzajicim textom.)

2. Citatela, vyplaseného nasimi skazkami o axiéme vyberu v pozndmke v paragrafe .6, upozoriiujeme, Ze
ani jeden z uvedenych dékazov vety .40 sa nezaklad4 na tejto axiéme (v prvom z uvedenych dokazov totiz vzdy
jednoznaéne urcujeme, ktory interval I, resp. bod a zvolime, a druhy z uvedenych dékazov mozno do takejto
podoby lahko upravit); k axiéme vyberu sa uchylujeme v situscidch, kedy takéto jednoznaéné kritérium vyberu
nevieme néjst.

3. Obdoba vety .40 plati aj pre neohrani¢ené postupnosti:

LEMA. Z kazdej zhora (zdola) neohranicenej postupnosti mozno vybraf rasticu (klesajicu) postupnost s limitou
0o (—o0).

DOKAz. V pripade zhora neohrani¢enej postupnosti sta¢i polozit n1 := min{n € N;a, > 1}, ng+1 := min{n €
N;n > ng Aan > an, +1}.

Cviéenie. (Limes superior a limes inferior postupnosti.)

34formuldcia interval J obsahuje nekonecne vela &lenov postupnosti {an} 2, znamend mnoZina {n € N ; an € J} je
nekonecnd

35Tento spdsob tvorenia postupnosti {I,}52, sa nazyva konstrukcia indukciou. Postupnost {I.}$%, povazujeme za dand,
ak je dany ¢len I a postup, ktorym mozno za predpokladu, 7e uz pozname &leny I, I, ..., I, skonstruovat prvok Ipy1.

36okrem toho sa snazfme vyhnif sa pouzitiu axiémy vyberu
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Nech {a,}32, je zhora ohrani¢end postupnost, potom je mnozina M := {m € R; (EIN € N) (Vn € N,n >
N) (an < m)} neprizdna. Ak M je zdola ohraniend, nazyva sa &islo inf M limes superior postupnosti {an }oe—;
a oznacuje sa limsup,, _, ., an. Ak M je zdola neohranicend, kladieme limsup,, , ., an := —o0.

Pre zhora neohranicent postupnost {an}52, definujeme jej limes superior rovnostou limsup,,_, ., an := oo.

1. a) Nech je dand postupnost {an}sx;. Dokdzte, Ze existuje jej podpostupnost {an, }3>,, ktorej limitou je
limsup,,_, ., an- (MoZno naviac pozadovat, aby {an, }7>, bola neklesajica postupnost?)

b) Ak {a,, }?2, je podpostupnost postupnosti {a,}5>; a limy_ e an, =1, tak I < limsup,,_, ., a» (symbol <
sme definovali pred paragrafom .24).

(N&gvod: Sporom; nech o :=limsup,,_, ., an, z nerovnosti I > « vyplyva existencia okoli O(l) a O(g, v), ktoré
st disjunktné, preto

(Vze o) (z>a+e). (57)

Kedze | = limg_,c0 @n,, v okoli O(l) lezi nekonecne vela clenov postupnosti {an, }3°,, a teda aj nekonecne vela
¢lenov postupnosti {an}or:. Z (57) potom vyplyva, ze v intervale (o, a + €) nelezi ziadny prvok mnoziny M, ¢o
je v spore s rovnosfou a= infM ) A

.....

sd limitou niektorej postupnostl vybranej z {a, }nz:.

Ako sa d4 otakévat, existuje aj najmensf z tjchto prvkov, ten sa nazjva limes inferior postupnosti {an}32; a
oznacuje sa lim 1nfn_,°O @n. Pri definicii limes inferior postupnosti {an }5=; mozno bud zopakovat postup, ktory
sme pouzili na zaéiatku tohto cviGenia pri definovani pojmu limes superior, alebo limes inferior zaviest rovnostou

liminf a, := —limsup(—ax)
n—oo n—00

(v tomto texte budeme za definiciu pojmu limes superior povazovat prave uvedentd rovnost).

Dal§iu z mo#nych definicii (pre pripad zdola ohrani¢enej postupnosti {a,}32 ;) obsahuje nasledujtce cvicenie.

c) Ak {a,}52, je zdola (zhora) ohrani¢end postupnost, tak lim inf,,— e @n = lim,— oo (inf{ax; k > n} (lim SUD, 00 @n =
lim, o0 (sup{an; k > n})) Dokézte!

d) Postupnost {a,}3%; m4 limitu prive vtedy, ked plati rovnost liminf, o a, = lim SUp,, 00 @n (2 touto
limitou je spolo¢nd hodnota limes inferior a limes superior). Dokézte!

2. Dokazte toto tvrdenie:

Nech a € R” je hromadny bod definiéného oboru funkcie f. Potom si nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

(a”) existuji postupnosti {zx }721, {yr } o1 C D(f)\{a} také, ze limy_,oc x = a = limp_, o Yi, ale postupnosti
{f(zr)}ez: a {f(yr)}5z, maji navzdjom rozne limity;

(b”) neexistuje limgy—q f(z).

(Névod: Implikicia ”=" vyplyva z vety .39 (z ndsho (a”) vyplyva totiz negdcia tvrdenia (a) z uvedenej vety).

"<" Nech lims—,q f(z) neexistuje; potom existuje postupnost {an}o2; C D(f) \ {a} taki, ze lim,—, o an = a,
ale lim, o0 f(an) neexistuje (veta z pozndmky v paragrafe .39). To znamend, ze liminf, o f(arn) # limsup,,_, ., f(ax)
(bod d predchiddzajiceho cvicenia), preto existujd z {an}n—1 vybrané postupnosti {an, }r—; a {an, }72; tak, ze
limg 00 f(@n,) = limsup,,_, . an (bod a predchddzajiceho cvicenia), lim; o f(an,) = liminf, o f(ar); pritom
limg 00 @n, = a = lim;, o an, (lema .38).

.41 Definicia. Hovorime, Ze postupnost {a,}S°; je fundamentdlna (alebo cauchyovskd), ak

(Ve > 0)(3IN € N) (Vn,p € N,n,p > N)(lan — ap| <¢) . (58)

.42 Lema. Kazdd konvergentnd postupnost je fundamentdlna.

Doékaz. Jednoduchy ddkaz zalozeny na tvahe ak pre vsetky m > N je |ay, — a| < g, tak pre n,p > N
plati
lan — ap| = |(an —a) + (a — ap)| < |an —af +|ap —a| < 2

prenechdvame na Citatela.

.43 Veta. (Cauchy, Bolzano) Ka#dd fundamentdlna postupnost je konvergentnd.

Dékaz. Najprv dokdzeme toto tvrdenie:
LEMA. Ak fundamentdlna postupnost md konvergentni podpostupnost, tak je sama konvergentnd.

28



DOKAzZ. Nech {an, }32, je konvergentnd podpostupnost fundamentélnej postupnosti {a, }52,. Ukédzeme,
ze ¢islo a := limg_, o0 ap, je aj limitou postupnosti {a,}32,, tj. 7ze plati

(Ve > 0)(IN € N)(Vn € N,n > N)(Ja, —a| <e) . (59)
Zvolme teda € > 0 a hladajme N. Podla (58) existuje N € N s vlastnostou
€
(vnap € N7n7p > N) (|an - apl < 5) )
tj.
(Vpe N,p> N)(Vn e N,n > N) (|an—ap|<%) . (60)

Ukézeme, ze toto N vyhovuje nasim poziadavkam.
Kedze limy_, o an, = a, musi existovat ny > N tak, ze

lan, —a| < % 37, (61)
(60) plati pre kazdé p > N, plati teda Specidlne aj pre p = ny, teda
(Vn € N,n > N) (|an —an| < g) . (62)

Pretoze z nerovnosti |a, — an,| < § a |a,, —a| < § vyplyva
lan —a| = [(an = an,) + (an, — a)| < |an = an,| + |an, —a| <€,

plati podia (61) a (62)
(Vn e N,n > N)(la, —a| <e) ,

teda nase N skutotne vyhovuje poziadavkam z (59). Tym je dokaz rovnosti lim,,_, o, a, = a skonéeny.A

Dokaz Cauchyho-Bolzanovej vety uz teraz bude struény. Ukazeme, ze kazd4 fundamentalna postup-
nost je ohranicend, podla vety .40 z nej potom mozno vybrat konvergentni podpostupnost a tvrdenie
Cauchyho-Bolzanovej vety potom vyplyva z nasej prave dokizanej lemy.

Zost4va teda dokdzat implikdciu ak postupnost {a,}°; je fundamentdlna, tak je ohranicend. Podla
(58) existuje (k &slu e = 1) éislo N € N s vlastnostou

(Vn,pe N,n,p> N)(la, —ap| < 1),
.
(Vpe N,p>N)(Vn e N,n > N)(lan —ap| < 1) .

Kedze toto tvrdenie plati pre vietky p > N, plat{ iste pre p = N +1, ¢o — kedZze nerovnost lan —ani1| <1
je ekvivalentnd s nerovnostami ayy1 — 1 < a,, < any1 + 1 — znamend, Ze plati

(VTLEN,H>N)(GN+1—1<an<(IN+1+].),

a teda mnozina B := {a, ; n > N} je ohranitena. Pretoze A := {a, ; n € N} je zjednotenie konetnej, a
teda ohrani¢enej, mnoziny {ai,as,...,an} s ohrani¢enou mnozinou B, je aj A ohrani¢end mnozina, ¢im
je nage tvrdenie dokazané.

Poznamka.

2. Na zéklade vety .43 a vety z pozndmky v paragrafe .39 mozno dokazat toto tvrdenie:

VETA. Funkcia f md v hromadnom bode a € R* svojho definiéného oboru koneéni limitu prdve vtedy, ked
plat?

(Vs > 0) (EP(a)) (‘v’x,y € P(a)N D(f)) (|f(:1:) —fly)l < s) . (63)

DOKAZ pre zdujemcov len naznaéime: Dokaz implikicie “=” je obdobou dvahy pouzitej pri odvodeni lemy
.42. Dékaze implikdcie ” <" zalozime na ekvivalencii (a” )< (b”) z vety v pozndmke z paragrafu .39: ak postupnost
{2,522, C D(f)\ {a} m4 limitu a, tak z (63) vyplyva, ze postupnost {f(x,)}, je fundamentalna, a teda podia
vety .43 konvergentnd.

37Dokaz tohto “na prvy pohlad zrejmého” tvrdenia prenechdvame na &itatela; jedna z (viacerych) moznosti uvazovania

je nasledovna: k &islu § existuje — pretoze limg_, o0 an, = a — &islo K1 € N tak, ze pre k > K1 je |an, —a| < §; mnozina
A:={ng; k > K1} je nekonetnd mnozina prirodzenych &isel (pretoze {nk}‘,;"zl je monoténna, a teda prostd postupnost a
mnozina {K1 + 1, K1 + 2,...} je nekonetnd), preto nemdze byt podmnozinou konetnej mnoziny B := {1,2,..., N}, teda

musi existovat aspon jeden prvok ny € A\ B.
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6 Niektoré topologické pojmy

V tomto odseku zavedieme pojem otvorenej, uzavretej a kompaktnej mnoziny (a pre zdujemcov naviac
aj mnoziny typu F, a typu Gs) a dokdzeme niektoré zdkladné tvrdenia o nich.

.44 Definicia. Cislo a € R sa nazjva vnitorny bod mnoZiny A C R, ak pre niektoré jeho okolie O(a)
plati O(a) C A.
Mnozina A C R sa nazyva otvorend, ak kazdy jej bod je jej vnitornym bodom.
() povazujeme za otvorenti mnozinu.
Mnozina B C R sa nazyva uzavretd, ak jej doplnok R\ B je otvorend mnozina.

Poznamka. 1. Dohodu, ze mnozinu @) pokladédme za otvorentd, sme mohli v predchidzajicej definicii vynechat
(uvddzame ju tam len na zdéraznenie tejto skutocnosti), pretoze to vyplyva priamo z nasej definicie zalozenej na
pojme vnitorného bodu. Ak je totiz V(z) na R definované vyrokovd forma “r je vnitorny bod mnoziny (}” , musi
byt vyrok (‘v’w € (D) (V(x)) pravdivy, kedze jeho negécia (3:1: € @) (—|V(x)) je zrejme nepravdiva.

2. Po tragickych skdsenostiach z minulosti dérazne nabidame ¢itatela, aby si uvedomil, ze negéciou vyrokovej
formy mnozina B je otvorend nie je vyrokova forma mnozina B je uzavretd. Existuju totiz mnoziny, ktoré nie si

otvorené ani uzavreté (napr. kazdy interval tvaru [a,b), kde a < b). Opa¢énym pripadom si mnoziny R a @), ktoré
st sii¢asne otvorené aj uzavreté (d4 sa dokézaf, Zze ind mnozina A C R u# tito vlastnost nem4).

.45 Lema. Nasledujice tvrdenia su ekvivalentné:
(a) mnozina B C R je uzavretd;
(b) B' C B, kde B' := {b € R ; b je hromadny bod mnoziny B} 38.

Dékaz. (a) = (b). Ak B je uzavretd mnozina, je podla definicie .44 mnozina R \ B otvorend; ak
teda ¢ ¢ B, tj. ¢ € R\ B, tak existuje okolie O(c) bodu ¢ s vlastnostou O(c) C R\ B. V tomto okol{
O(c) teda nemdze lezat ziadny prvok mnoziny B, ¢o znamend, 7e c nie je hromadny bod B. Tym sme
dokédzali implikdciu ¢ ¢ B = ¢ ¢ B’ ekvivalentnd s implikiciou ¢ € B' = ¢ € B, tj. s inkliziou B' C B.

(b) = (a). Nech c € R\ B; pretoze B' C B, nie je bod ¢ hromadny bod mnoziny B, existuje teda jeho
prstencové okolie P(c) s vlastnostou P(c) N B = §. Kedze stcasne ¢ ¢ B, plati aj rovnost O(c) N B = 0,
kde O(c) := P(c) U {c} je okolie bodu ¢. Z prave dokdzanej inklizie O(c) C R\ B vyplyva, zZe ¢ je
vnitorny bod mnoziny R\ B, a kedze této tivaha plati pre kazdé ¢ € R\ B, je mnozina R\ B otvorena.
To ale znamend, Ze B je uzavretd mnozina, ¢o sme chceli dok4zat.

Poznamka. 1. Inform4ciu z predchédzajicej lemy mozno este doplnif:

LEMA. Nasledujice turdenia si ekvivalentné:

(a) mnozina B C R je uzavretd;

(c) ak {an}22: C B je konvergentnd postupnost s limitou a, tak a € B.

DOKAZ. Vzhladom na uz dokézant ekvivalenciu (a) < (b) z predchddzajicej lemy dokizeme implikscie
®) = (¢) a (¢) = (a). 5 5

() = (¢). Ak {an}sZ; C B je konvergentns postupnost s limitou a, méze nastat jedna z dvoch moznosti:

1. pre niektoré n € N plati a, = a; z inklizie {a,}5>; C B potom vyplyva aj a € B.

2. plati (*) (Vn € N) (an #* a); v takom pripade je a hromadny bod mnoziny B (kedze a = limg, 0 Gn,
vyplyva z definicie limity, ze v kazdom okoli O(a) bodu a lezi aspoii jeden prvok an postupnosti {a,}5>; C B,
ktory je prvkom mnoziny B; podia (*) je an # a, tj. an le# v prstencovom okoli bodu a), inklizia a € B potom
vyplyva z predpokladu B’ C B a inkldzie a € B'.

(¢) = (a). Budeme postupovaf nepriamo. Ak B nie je uzavrets, znamens to (podia definicie .44), ze R\ B nie
je otvorend mnozina. Existuje preto bod a € R\ B, ktory nie je vnitornym bodom mnoziny R\ B. To znamen4,
ze kazdé okolie O(a) bodu a obsahuje prvky neleziace v R\ B, teda prvky z B. Vyberme niektory z prvkov
mnoziny B leziacich v okoli O (%,a) a oznatme ho a,. Ak tento vyber urobime pre kazdé n € N, dostaneme

3% postupnost {a,}3; C B, ktord konverguje k a (z inklizie a, € O (%,a) vyplyva 0 < |a, —a| < %, podla

vety .25 potom lim,_ e |an —a| = 0, €o je ekvivalentné s rovnostou lim,— o arn = a). Z existencie konvergentnej

postupnosti {a,}5>; C B s limitou a ¢ B ovSem vyplyva tvrdenie —(c).

38standardne pouzivané (a priam sa niikajiice) slovné vyjadrenie inklizie B’ C B, ktorym je formuldcia B obsahuje vietky
svoje hromadné body nemdzeme, Zial, pouzit, kedze sme si k nemu sami zahatali cestu definiciou .4 (inak uZzito¢nou), podia
ktorej za hromadny bod zhora (zdola) neohranicenej mnoziny B C R povazujeme aj bod oo (—o0), ktory zrejme nemoze
byt prvkom B

39axiéma vyberu opat medzi nami
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2. V niektorych dopliiujicich dvahéich vyuZzijeme toto tvrdenie:

LEMA. Nech B C R. Potom BU B’ je uzavretd mnoZina.

DOKAz. Nech a je hromadny bod mnoziny BUB’. Dokézeme, Ze a je aj hromadny bod mnoziny B, a lezi teda
iste v B U B’; uzavretost mnoziny B U B’ bude potom vyplyvat z lemy .45. V nasich tivahach pritom vyuzijeme,
7e pre kazdy bod £ € B U B’ plati

(Ve > 0)(O(e,z) N B #0) . (64)

Zvolme € > 0. Pretoze a je hromadny bod mnoziny B U B’, existuje &slo z € BU B’ leziace v P(e,a). Nech
e1:= min{|z —a|,a+¢—z,2 — (a—¢)}, potom €1 > 0 a O(e1,z) C P(g,a). Podla (64) v okoli O(e1, ) lezi aspoii
jeden prvok mnoziny B, z inklizie O(e1,z) C P(e,a) potom vyplyva P(e1,a) N B # 0. Kedze tito tvaha plati
pre kazdé € > 0, je a hromadny bod mnoziny B.

14° . Potom

.46 Lema. Nech {A.; a € I}, kde I je neprdzdna mnoZina indezov, je systém mnoZin redlnych éise
plati

a) ak kazdd z mnoZin A, je otvorend, tak aj mnoZina A, je otvorend;

J ] acl J

b) ok kaZdd z mnoZin A. je uzavretd, tak aj mnoZina A, je uzavretd.

( J j werAa J
Ak mnoZina I je naviac koneénd, polozme I = {1,2,...n}. Potom

c) ak kazdd z mnozin A1, As;..., A, je otvorend, tak aj mnoZina (,_, A; je otvorend;

i=1
(d) ak kazdd z mnoZin A1, A, ..., Ay je uzavretd, tak aj mnoZina U?:l A; je uzavretd.

Dékaz. (a) Oznacme A := |J, ; Aa. Ak z € A, tak (podia definicie mnoziny [, Aa) pre niektoré

o € I plati inklizia z € A,. Kedze mnozina A,/ je podia predpokladu otvorend, existuje okolie O(z) bodu z
s vlastnostou O(x) C A,s. Z inklizie A, C A potom vyplyva O(b) C A, ¢o znamend, ze z je vnitorny bod
mnoziny A. Kedze tato dvaha plati pre kazdy prvok & € A, je mnozina A otvoren4.

(c) Ak z € A, tak pre kazdé i € {1,2,...,n} plati z € A;. Ked?e mnozina A; je otvorend, vyplyva z inklizie
x € A; existencia ¢isla £; > 0 takého, ze O(g;, ) C A;. Pre € := min{eq, ..., e,} potom plati

(Vi €{1,2,... ,n}) (O(E,SL‘) C Ofei,x) C Ai) , tj. O(g,zx) C ﬂAi ,

¢o znamens, 7e x je vmitorny bod mnoziny (7 A;.
Tvrdenia (b) a (d) mozno odvodit z (a) a (c) pouzitim de Morganovych pravidiel

[ A4« =R\ (U(R\Aa)> a [J4ai=R\ (ﬂ R\ A) ) .
a€l a€cl i=1 =1

Pozndmka. Nasledujice priklady ukazuji, ze predpoklad I je koneénd mnoZina nemozno v tvrdeniach (c)
a (d) vynechat. Ak polozime I = N, A, := (—%, %), tak kazd4d z mnozin A, je otvorend, ale o mnozine
N, An = {0} to neplatf. Podobne v pripade I = N, A, ::V(—1, 1), kedy N2, An = (=1,0]. Z uvedenych
prikladov uz mozno odvodit priklady dokumentujice nemoznost vynechania uvedeného predpokladu aj v pripade
(d), dopliime ich e$te jednym: pre I = N, A,, := [0, %] (teda vsetky A, su uzavreté) je |J o, An = [0,1), ¢o

n=1
zrejme nie je uzavretd mnozina.#

V nagich dasich dvahich budd maf mnoziny, s prikladmi ktorych sme sa stretli v predchddzajicej poznamke,
isty vyznam.

.47 Definicia. Mnozina A C R sa nazjva mno#ina typu Gs, ak je mo7né ju pisat v tvare najviac spocitatelného
prieniku otvorenych mnozin.
Mnozina B C R sa nazjva mnoZina typu F,, ak je mozné ju pisat v tvare najviac spoéitatelného zjednotenia
uzavretych mnozin.

Poznamka. Z de Morganovych pravidiel

[oe]

R\UAn_ﬂ (R\4,) a R\[]4.=J®\4n)

n=1 n=1 n=1

40Uvedme tu niekolko prikladov systémov mnozin redlnych Gisel. V systéme {(z — 1,z + 1); z € R} vietkych otvorenych
intervalov dizky 2 je indexovou mnoZinou mnozina R a A, = (x — 1,z + 1); v systéme {[a,b];a,b € R,a < b} vSetkych
nedegenerovanych uzavretych intervalov je indexovou mnozinou mnozina I vSetkych usporiadanych dvojic (a,b) € R X R
takych, Ze a < b; v systéme {O(e,z);e > 0,z € R} vietkych okolf redlnych &isel je indexovou mnozinou mnozina R x RT.
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zrejme vyplyva tvrdenie mnozina B je typu F, prdve vtedy, ked R\ B je typu Gs.

Priklad. 1. Mnozina Q je typu F,, kedze Q = Uq eQ{q} (za indexovi mnozinu sme zvolili spocitatelnd
mnozinu Q, jednoprvkové mnoziny {q} si zrejme uzavreté).

2. Ukdzeme teraz, ze Q nie je typu G5 (a teda R\ Q nie je typu F,). Vyuzijeme pritom nasledujice tvrdenie:

LemA. Ak {A, ; n € N} je spoéitatelny systém uzavretjch mnozin taky, Ze Uzozl A, =R, tak aspon jedna z
mnoZin A, musi maf vnitorng bod.

DOKAzZ. Sporom. Predpokladajme, ze U:O:1 A, = R aziadna z mnozin A,, nemd vnitorné body. Potom musi
existovat bod c; tak, 7e c1 ¢ A1 (inak by platilo A; = R a kazdy bod mnoziny A; by bol jej vndtornym bodom).
Kedze A, je uzavretd mnozina, je mnozina R\ A; otvorend, a existuje preto e1 > 0 tak, ze (c1—e1,c1+e1) C R\ A1
Ozna¢me I := [cl — e+ %1] I, je teda uzavrety ohraniGeny interval neobsahujici prvky mnoziny A;.

V intervale I; musi lezat aspoil jeden bod c» s vlastnostou c2 ¢ As (keby totiz platilo Iy C Az, bol by bod
c1 vnitorny bod mnoziny Az, o podia predpokladov nie je mo7né). Kedze R\ A je otvorend mnozina, existuje
g2 > 0 tak, ze (c2 —e2,c2 + £2) C R\ Az. Oznatme I :=11 N [02 — 2,2+ %2] I, je teda uzavrety ohrani¢eny
interval neobsahujici prvky z As, pritom I C I;.

Ak budeme tymto spésobom postupovat dalej, dostaneme postupnost uzavretjch ohranitenych intervalov

LDO>LD - DInDInt1 D,

pri¢om interval I, neobsahuje prvky mnoziny A,. Podia vety .36 m4 systém {I,,; n € N} neprézdny prienik. Pre
prvky @ € (., In z inklizie (>, I C Ix vyplyva & ¢ Ai. Kedze tdto dvaha plati pre kazdé k € N, dostdvame

(VEeN)(z ¢ Ar), ti o¢ (A,

Co je ale v spore s predpokladom U;":I Ar = R. Tym je dokaz nasej lemy skonceny.A

Nage tvrdenie budeme tiez dokazovat sporom; predpokladajme, #e mnozina Q je typu Gs. Existuji teda
spocitatelny systém {A, ; n € N} otvorenych mnozin tak, 7e Q = N, An. Oznatme B; = R\ A;. Mnozina B;
je potom uzavretd (lebo A; bola otvorend) a neobsahuje vnitorné body (keby ¢ € B; bol vnitorny bod mnoziny B;,
platilo by O(g, ¢) C B; pre niektoré ¢ > 0; kedze kazdy interval obsahuje aspoii jedno racionilne &slo, platila by pre
niektoré g € Q inklizia q € O(g, ¢), a teda aj ¢ € B;; potom ale ¢ € B;NQ = Biﬂﬂ‘::l A, C B;NA; =0, inkldzia
q € 0 je oviem vytizeny spor). Z de Morganovho pravidla vyplyva | J7__, B, = R\[\,_,(R\B,) =R\[|,_, 4. =
R\ Q, teda mnozinu R\ Q mozno pisat v tvare zjednotenia spocitatelného systému B := {B,;n € N} uzavretych
mnozin, ktoré nemaji vnitorné body. Kazdy prvok spocitateiného systému A := {{q} ;q € Q} je tiez uzavretd
mnozina bez vndtornjch bodov, zjednotenim tohto systému je mnozina Q. Potom A U B je spocitatelny systém
uzavretych mnozin bez vnitornych bodov, zjednotenim ktorého je mnozina R = QU (R\ Q). To je vSak v spore
s tvrdenim nasej lemy, ¢im je dokaz skonceny.d

Zaver tohto odseku venujeme kompaktnym mnozindm. Nasledujice tvrdenie je s¢asti nepovinnym
tivodom do tejto problematiky (,,nepovinnost” sa tyka implik4cie (a)=(b)).

.48 Lema. Nech B C R. Potom su nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

(a) z kazdej postupnosti {a,}5>, C B mozno vybrat konvergentni podpostupnost, ktorej limita lezi v
B;

(b) mnoZina B je uzavretd a ohranicend.

Dékaz. (b) = (a). Nech B je uzavretd a ohranicend, nech {a,}>2, C B. Kedze B (a teda aj
{an}%2,) je ohrani¢end, moino z {a,}2>, vybrat podia vety .40 konvergentni podpostupnost s limitou
a. Pretoze B je uzavretd, vyplyva z poznamky za lemou .45 inklizia a € B.

(a) = (b). Treba dokdzat implikiciu ak plati (a), tak B je uzavretd a implikiciu ak plati (a), tak B je
ohrani¢end, zaéneme prvou z nich. Staéf dokdzat, ze z (a) vyplyva vlastnost (c) z pozndmky za lemou .45. Nech
teda {an}3%; C B je konvergentns postupnost s limitou a. Podla predpokladu (a) mozno z {a,}3%; vybrat
konvergentnii podpostupnost, ktorej limita lez v B. Kedze limitou tejto podpostupnosti méze byt len a (lema
.38), plati a € B, &o sme chceli dokézaf.

Implikéciu ak plati (a), tak B je ohraniéend dokdzeme nepriamo. Ak B nie je ohraniCend zhora, zostrojime
postupnost {a,}52; C B s limitou oo, z lemy .38 potom vyplyva, 7e z {a, }52; uz nemozno vybrat konvergentni
podpostupnost (ke&ée vSetky jej podpostupnosti diverguji k o).

Nech teda B nie je zhora ohranicend, tj. nech

(VK eR)(3b€B)(b>K) .
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Zvolme n € N, mnozina {b € B; b > n} je neprazdna, vyberme jeden jej prvok a oznaéme ho a,. Ak to urobime
pre kazdé n € N, dostaneme postupnost 4! {an}32; s vlastnostou (Vn € N) (an > n), z tejto nerovnosti uz podia
lemy .19 (pre M = N, f(n) = n,g(n) = a,) vyplyva lim,_, a, = co.

Podobne mozno pre zdola nechranié¢entd mnozinu B skonstruovat postupnost {a,}32, s limitou —oo.

.49 Definicia. Systém mnozin {A,;a € I} sa nazyva otvorené pokrytie mnoZiny A C R, ak A C
Uaser Aa @ kazdd z mnozin A, je otvorend.
Mnozina A C R sa nazyva kompaktnd mnozina (alebo kompakt), ak z kazdého jej otvoreného pokrytia
{A,;a € I} mozno vybrat koneéné podpokrytie (tj. existuje koneénd mnozina J C I tak, 7e systém
{A,;a € J} je otvorené pokrytie mnoziny A).

.50 Veta. MnoZina A C R je kompaktnd prdve vtedy, ked je uzavretd a ohranicend.

Dokaz. “=” Dokdzeme najprv implikdciu ok A je kompaktnd, tak je ohraniéend. Nech A,, := (—%%),
potom A := {A,;n € N} je otvorené pokrytie mnoziny A (kedze plati |J.A = R), mozno z neho
teda — pretoze A je kompakt — vybraf kone¢né podpokrytie B. Nech N := max{n;A4, € B}, potom
AcC ngl Ap, = (=N, N), teda A je ohrani¢end mnozina.A

Dokaz implikdcie ak A je kompaktnd, tak A je uzavretd je nepatrne dlhii. Treba dokézat (definicia
44), 7e kazdé &islo b € R\ A je vnitorny bod mnoziny R\ A. Zvolme teda pevne b € R\ A. Ak z € 4,

= =] je Kladné &islo, pre okolia O(e,, ) a O(e,, b) potom iste plati

potom zrejme = # b, a teda g, := “5—

O(e4,2) N O(eg,b) = 0 . (65)

Systém {O(ez,x);z € A} je otvorené pokrytie kompaktnej mnoziny A, existuje teda jeho konetné pod-
pokrytie B = {O(eg,,21),-..,0(es, ,2n)}. Nech € := min{e,,,...,&,, }; dokdzeme, ze O(e,b) C R\ A
(odporitame oviem ¢itatelovi, aby si najprv sdm rozmyslel, ze to musi byt pravda). Sporom, nech pre
niektoré a € A plati

a€O0(b), tj. |b—al<e. (66)

Kedze B je pokrytie mnoziny A, existuje j € {1,2,...,n} tak, ze
a € O(eq;,25), tj. la—xj| <eq . (67)
Z (66), (67) a nerovnosti € < &,, potom vyplyva
2., =b—aj| =|(b—a)+ (a—z;)| < |b—a| + |a— z;| <&+ ea; < 2, ;

nerovnost 2¢,, < 2¢,, oviem zrejme nemdze platit*?.

“&” Budeme postupovat sporom. Nech teda A je uzavretd a ohrani¢end mnozina, ktord nie je
kompaktna. Potom existuje jej otvorené pokrytie A, z ktorého nemozno vybrat koneéné podpokrytie.
Nage dalsie tivahy budd teraz nipadne pripominat dékaz vety .40.

Nech I; := [c;,d;] je interval s vlastnostou A C I; (existencia I; vyplyva z ohranienosti mnoziny
A). Rozdelme ho bodom b; := 93+% na intervaly Ij; := [e1,b1], 12 = [b1,d;], vyberme ten z nich,
ktorého prienik s mnozinou A nemozno pokryt koneénym poétom mnozin z A (ak maji tito vlastnost
obidva, zvolme I11) a oznatme ho I a jeho koncové body ¢z < da. Opakovanim tohto postupu ziskame
postupnost intervalov spliiajicich predpoklady (i) a (ii) vety .36, pricom

Ziadnu z mnoZin I, N A nemoZno pokryt

68
koneénym poétom mnoZin pokrytia A (68)

*laxiéma vyberu vetne zivd
42Pokial sa Citatelovi nas dékaz sporom nep4gcil, poniikame mu tento priamy:
N N
O(e,b)NA C Ofe,b)N U Oleay,an) = U (O(e,6) N O(exn,zn)) C

n=1 n=1

C

C-=

(O(ewn,b) N O(ey,n)) =0,

n=1

pri¢om poslednd rovnost vyplyva z (65).
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(a teda zrejme kazd4 z mnozin I,, N A je nekonecnd). Nech {a} = 2, In.
Kedze limy, o0 |In| = limp 00 25t = 0, m4 &islo a nasledujiicu vlastnost

(Ve > 0) (3m € N) (I, C O(e,a)) , (69)

z nej vyplyva — kedze kazd4 z mnozin I,, obsahuje nekoneéne vela prvkov mnoziny A — e a je hromadny
bod mnoziny A, a teda a € A (lema .45). Kedze a € A a A je otvorené pokrytie mnoziny A, existuje
M € A s vlastnostou a € M. Z otvorenosti mnoziny M vyplyva, ze pre niektoré € > 0 plati O(e,a) C M
(definicia .44). Z (69) potom ale vyplyva, 7e pre niektory ¢len I,, nasej postupnosti {I,}5>; plati
I, C O(e,a) C M, éo znamend, ze interval I, — a tym skor aj mnozinu I,,, N A — mozno pokryt jedinym
prvkom pokrytia 4, ¢o je zrejme spor s (68).

Poznamka. Z lemy .48 a vety .50 vyplyva toto tvrdenie:

VETA. Nasledugtice vyjroky si ekvivalentné:

(a) mnozina A C R je kompkatnd;
(b) z kazdej postupnosti {an}5>, C A mosno vybrat konvergentni podpostupnost, ktorej limita je prvkom
mnoZiny A.

.51 Lema. Ak A C R je kompakind mnoZina, tak existuji min A, max A.

Dékaz. Kedze A je podla vety .50 ohrani¢end, existuju sup A,inf A. Inkliziu sup A € A dokdzeme sporom.
Ak a :=sup A ¢ A, tak a je hromadny bod mnoziny A (dékaz sa zakladd na rovnakej ivahe ako dokaz bodu 2
implikdcie (b)=>(c) v pozndmke za lemou .45), z lemy .45 potom vyplyva a € A, ¢o je spor s predpokladom a ¢ A.
Dokaz inklizie inf A € A je rovnaky.

Part II
Spojité funkcie

7 Definicia spojitosti
.52 Definicia. Hovorime, ze funkcia f je spojitd v bode a € D(f), ak plati
(YO(f(@))) (30(@) (v € 0(a) N D()) (f(2) € O(f(a)) (70)
¢o — kedze okolia ¢isel a, f(a) mozeme popisat ich polomermi § a & — je to isté ako
(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € D(f))(|]z —a| <6 = |f(z) — f(a)| <c) . & (71)
:-) Vyroky (70) a (71) népadne pripominajii zapis rovnosti limy—q f(2) = f(a), st tu viak dve odlisnosti:
o podstatna: nepredpokladdme, e a je hromadny bod defini¢ného oboru D(f);

e nepodstatnd: z (70) vidno, ze nehiaddme prstencové okolie bodu a, ale okolie tohto bodu. (-:

Vztahu limity a spojitosti je venovany nasledujici paragraf.

.53 Definicia. Cislo a € R sa nazjva izolovany bod mnoziny M C R, ak a € M, ale a nie je hromadny
bod mnoziny M, tj. ak plati
(30(a)) (M N O(a) = {a}).

Lema. Nech je dand funkcia f, nech a € D(f). Potom
(a) ak a je izolovany bod mnoziny D(f), tak f je spojitd v bode a; 5
(b) ak a je hromadny bod mnoZiny D(f), tak f je spojitd v bode a prdve vtedy, ked lim,_,, f(x) = f(a).
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Dékaz. (a) Nech O je okolie bodu a s vlastnostou O N D(f) = {a}. Ak zvolime O(f(a)) a budeme
hladat okolie O(a) spfﬁajlice poziadavky z (70), zistime, Ze vzdy sta¢i polozit O(a) := O, pretoze pre

z€eOND(f) ={a} plati f(@) = f(a) € O(f(a)).
(b) Staci porovnat (71) a (10); zrejme plati (71)=(10); dokaz opacnej implikédcie vyplyva z faktu, ze
nerovnost |f(z) — f(a)| < € z (10) zostane iste zachovand, ak za = zvolime a. #

Obdobou vety .39 je v pripade spojitosti nasledujice tvrdenie.

.54 Veta. Nech a je prvok definiéného oboru funkcie f. Potom si nasledujice turdenia ekvivalentné:
(a) pre kazdi postupnost {z,}°  C D(f) s limitou a plati lim,_, f(z,) = f(a);
(b) funkcia f je spojitd v bode a.

Daékaz je vernd kopia dokazu vety .39 v paragrafe .6 (druhou, ale — ako citatel zisti — komplikovanejsou
moznostou, je odvodit nase tvrdenie z vety .39.

.55 Veta. (a) Ak funkcie f a g s definiéngm oborom M si spojité v bode a, tak aj funkcie f+g, f—g,
fg si spojité v a. Ak naviac g(a) # 0, tak aj funkcia =gt je spojitd v bode a.
(b) Ak funkcia f je spojitd v bode a a funkcia g v bode f(a), tak funkcia go f je spojitd v bode a.

Dékaz. (a) V pripade, zZe a je izolovany bod mnoziny M, niet ¢o dokazovat (lema .53(a)). Ak a je
hromadny bod mnoziny M, je to dosledok vety .15 a lemy .53(b). A

Najrychlejsia cesta dokazu v pripade (b) je zopakovat (tento raz v jednoduchsej verzii) tivahy z dokazu
vety .17 43

K O(g(f(a))) existuje O(f(a)) s vlastnostou

y € O(f(@) N D(9) = 9(y) € 0(9(/(@))) , (72)
k O(f(a)) existuje okolie O(a) s vlastnostou

z € O(a) N D(f) = f(z) € O(f(a)),

z ktorej vyplyva
z € 0(@)ND(go f) = f(z) € O(f(a)) N D(g) ; (73)

z (73) a (72) uz vyplyva nase tvrdenie.

.56 Definicia. Cislo a € R sa nazyva bod nespojitosti funkcie f, ak a je hromadny bod mnoziny D(f),
ktory spliia jednu z nasledujicich podmienok:

L. a ¢ D(f); §
2. a € D(f), ale lim,_,, f(z) bud neexistuje, alebo — ak existuje — je rdzna od f(a). #

Klasifikiciu bodov nespojitosti uvddzame v nasledujicej tabulke 44.

43Mozeme — samozrejme — zopakovat postup z bodu (a) a odvodit nase tvrdenie z lemy .53 a vety o limite zlozene] funkcie;
ako v8ak uvidime, je to komplikovanejsie nez dokaz, ktory uvddzame v texte:

Ak a je izolovany bod mnoziny D(g o f), niet o dokazovat. Ak a je hromadny bod mnoziny D(g o f), st dve moZnosti.

1. f(a) je izolovany bod mmnoziny D(g), vtedy z predpokladu limg;_, f(z) = f(a) (tj. zo spojitosti funkcie f v bode a)
vyplyva, ze funkcia go f je konstantnd na niektorom okoli O(a) bodu a (sta¢i zvolit O(a) s vlastnostou z € O(a)ND(go f) =
f(z) € ON D(g), kde O je okolie bodu f(a) také, ze O N D(g) = {f(a)});

2. ak f(a) je hromadny bod mnoziny D(g), tak z predpokladu spojitosti vyplyva limg—a f(z) = f(a),limy_, ¢4) 9(y) =

g(f(a)) a nase tvrdenie vyplyva z vety .17 (v ktorej je splnend podmienka (c)).

447jadame éitateia, aby sa nedal ohirif zdanlivou komplikovanosfou vetviacich sa moznosti, vyhne sa tak depresidm a
naslednému rozhodnutiu bud skoc€it z okna alebo sa nedajboze tabulku naucit naspamaét.
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‘ a je hromadny bod mnoziny D(f) ‘

‘ existuje vlastnd lim, 4 f(z) =: b ‘ ‘ neexistuje limg 4 f(x) ‘
a € D(f)
‘ fla)=b ‘ ‘ fla) #b ‘ ‘ a ¢ D(f) ‘ existujd kone¢né iné dovody existuje nevlastni
navzajom rozne neexistencie limg_q f(z)
jednostranné limity limg_q f(z)
| odstrénitelnd nespojitost | neodstrdniteind nespojitost
spojitost
| body nespojitosti 1. druhu | body nespojitosti 2. druhu

Nasledujtcich 6 funkcii dokumentuje jednotlivé moznosti uvedené v stvrtom riadku nagej tabulky, vo
vietkych pripadoch nés zaujima spojitost v bode a = 0:

fil@) =, fz(w)={ T A I70 ) = 2, fi(@) = [o] (de [ omacuje celi casi), fi(x) =

Sln( ) fo(z )Zzl—z-

.57 Cvicenie. Kazdé ¢islo a € R je bod nespojitosti 2. druhu Dirichletovej funkcie

_fo0, ak z¢Q
X(x)_{l, ak z€Q

.58 Priklad. Nech f je monotdénna funckia definovand na intervale I. Potom
(a) body nespojitosti funkcie f leiace vnitri intervalu I st neodstrdnitelné body nespojitosti 1. druhu;
(b) mnoZina vietkyjch bodov nespojitosti funkcie f je spocitatelnd.

(a) Nech @ je bod nespojitosti funkcie f leziaci vnitri intervalu I. Podia désledku .31 v a existuji konecné
jednostranné limity. Keby sa tieto limity rovnali, vyplyvala by z lemy .28 existencia limity lim, ., f(z) a z
nerovnosti v désledku .31 rovnost lim,—,, f(z) = f(a), ¢o by znamenalo, ze funkcia f je v bode a spojit4.

(b) Kedze mnozina vSetkych bodov nespojitosti funkcie f je zjednotenim mnoziny N vietkych jej bodov
nespojitosti leziacich vnitri intrevalu I s najviac dvojprvkovou mnoZinou (ako dalsie body nespojitosti totiz
prichddzaji do dvahy uz len krajné body intervalu I), sta¢i dokézat spoéitatelnost mnoziny A.

Predpokladajme najprv, Zze f je rastica. Potom kazdému bodu nespojitosti a € N' mozno priradit otvoreny
interval I, := (limm_m_ f(z),limgsqq f(x)), pritom pre a # b je I,NI, =0 (ak b < a, tak limg 4 f(z) < f(a) <
lim,_q— f(x), prva nerovnost vyplyva z désledku .30, pretoze f(a) € A := {f(z);z € M4} a limgyypt f(z) =
inf A; rovnako mozno uvazovat v pripade a < b) Systém Z := {Z4; - € N} je teda systém po dvoch disjunktnych
nedegenerovanych intervalov, preto je spolitatelny. Pretoze zobrazenie p : NV — Z, p(a) = I,, je bijekcia, je
potom spocitatelnd aj mnozina M. Tym je nase tvrdenie v pripade f rastica dokdzané.

Ak f je neklesajica, je funkcia g : I — R, g(z) = z + f(z), rastica, pritom — ako vyplyva z ivah pouZitych v
dokaze lemy .23 — mnoziny bodov nespojitosti funkcif f a g sd totozné. Kedze podia predchidzajiceho je mnozina
vsetkych bodov nespojitosti funkcie g spocitatelns, je tym nase tvrdenie doksdzané aj v pripade f neklesajica.

V pripade f nerastica stadi vyuzit, ze —f je neklesajica funkcia s tou istou mnozinou bodov nespojitosti.

Poznamka. 1. Rozbor charakteru bodov nespojitosti funkcie f mozno pomocou viet .29 a .30 rozsirit
samozrejme aj na krajné body intervalu I. Nasledujice tvrdenia s len siubnym zagiatkom, na ktory Citatel iste
dychtivo nadviaze.

Nech f : I — R je neklesajiica funkcia a o je lavy koncovy bod intervalu I. Ak o € R, ale a ¢ I, tak o je bod

nespojitosti funkcie f, ktory je neodstrdnitelng, ok f nie je zdola ohraniGend (vtedy totiz lim, o f(x) = —00), @
je odstrénitelny, ak f je zdola ohranidend.
Ak a € I, tak
f(a) < lim f(x) (74)
T—ra+

a funkcia je teda v bode o bud spojitd (ak v 74 plati rovnost, alebo je to odstrdniteiny bod nespojitosti (ak v 7
plati ostrd nerovnost).
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2. Tvrdenie (b) né4sho prikladu uZ nemozno zlepit, mozno totiz dokézat (¢o urobime neskér v kapitole o
¢iselnych radoch) tito lemu.

LEMA. Nech N je spoéitateing mnoZina. Potom ezistuje rastica funkcia f : R — R, pre ktord je N mnoZinou
vetkych jej bodov nespojitosti.

.59 Priklad. Riemannova funkcia

r(m):{ (1), ak ¢ Q

7, o z= g, kde p € Z, g € N st nesidelitelné

je spojitd v kazdom iraciondlnom éisle, kazdé raciondlne éislo je jej odstrdnitelns bod nespojitosti.

Dokézeme, 7e pre kazdé a € R plati lim,—, 7(z) = 0, odtial uz — kedze 7(a) = 0 pre a ¢ Q a r(a) # 0 pre
a € Q — bude vypljvat nase tvrdenie.

:-) Staéi si uvedomit, ze — ak n € N je pevne zvolené — hodnoty 1, %, %, e % méze funkcia r nadobidat
len v niektorom z bodov tvaru %, kde k € Z, a ze kazdy bod a € R m4 prstencové okolie, ktoré uz také body
neobsahuje. (-:

Nech n € N; ak A, := {%,k € Z}, tak pre z € R\ A, je 0 < r(z) < % Ak P(2,a) je prstencové okolie
bodu a s polomerom 2, tak P(2,a)N A, # 0, ale v P(2,a) mdze lezaf len konecne vela prvkov mnoziny A, preto
existuje ¢ := min{la — z|;x € A, N P(2,a)}, pritom & > 0 (z rovnosti & = 0 by vyplyvalo x = a pre niektoré
z € P(2,a) N Ay, ¢o — kedze a ¢ P(2,a) — nie je mozné). Potom P(d,a) N A, = 0, a teda plati

1
P -] .
(vz € P(,a) (Ir@)l < 3
Kedze pre kazdé ¢ > 0 vieme n4jst n € N tak, 7e 2 < ¢, vyplyva z predchédzajicich dvah pravdivost tvrdenia
(‘V’E>0)(E|6>0)(\7’$ER)(O< |z —a| <& =|r(z)] <E) ,

¢im je rovnost lim, . r(z) = 0 dokdzand.

Pozndmka. 1. Mnozina Q bodov nespojitosti funkcie r, ktord — ako sme prave videli — m4 len odstranitelné
body nespojitosti, bola spoéitateln4. Ukazuje sa, Ze to nie je ndhoda; plati totiz toto tvrdenie:

Nech funkcia f : R — R md len odstrdniteiné body nespojitosti. Potom mnozina vietkijch jej bodov nespojitosti
je spoéitatelnd.

Dékaz nazna¢ime pre zdujemcov len v pozndmke *° pod &iarou a Citatelovi prenechdme tiez kontrolu spravnosti
dokazu nasledujicej lemy (ukazujicej, Ze prave vyslovené tvrdenie uz nemozno zlepgit).

LEMA. Nech N je spoéitatelnd mnoZina. Potom ezistuje funkcia f : R — R takd, Ze mnoZina N je mnoZinou
vietkych jej bodov nespojitosti.

DOKAz. V pripade N koneénd stacf polozit

_J 0 pre zeR\N
f(w)_{l pre T €EN

Ak N je nekoneéne spocitatelnd, zoradme ju do prostej postupnosti {a,}52; a polozme

0 pre zeR\N
fay=1 % R
= pre T =an

2. Cloveku méze skrsndf v hlave myslienka “6: ked existuje funkcia, ktors je nespojitd len v raciondlnych
¢islach, nedala by sa nejak zostrojit aj funkcia f : R — R s R\ Q ako mnozinou véetkych bodov nespojitosti?
Tdto otdzku zodpovieme (negativne) v zdvere tohto odseku.

45Nech Z := {(p,q) € Q x Q;p < ¢}, nech Ay := {a € R;limg—a f(z) < p < g < f(a)}, Bpg = {a € R;f(a) <
p < q < limg—sq f(z)}. Potom Ziadne a € R nie je hromadny bod mnoziny Apq (keby a € R bol hromadny bod
mnoziny Apq, existovala by postupnost {an}S2 ; C Apq s limitou a; z vlastnosti f(an) > ¢ by vyplyvalo limg 4 f(a) > g,
sucasne — pretoze (Vn € N)(limg 4, f(z) < p) — by bolo mozné skonstruovat postupnost {b,}2 ; tak, Ze |bn — an| < %,
flbn) <p+ %; potom by ale muselo — kedze limg— o0 b = @ — platit aj limg—q f(z) < p, o nie je mozné, pretoze p < q).
Rovnaki vlastnost mé aj ka?dd z mnozin Bpg. Z tejto vlastnosti vyplyva, Ze kazdd z mno#in Apq, Bpg je spotitatelna.
(Keby mnozina M s uvedenou vlastnostou nebola spocitatelnd, existovalo by i € N tak, Ze v intervale [i,¢ + 1] by lezalo
nekonecne vela prvkov mnoziny M. Analégiou postupu z dokazu vety .40 potom mozno dokézat, ze v [¢,2+ 1] lezi hromadny
bod mnoziny M) Pre mnozinu N vietkych bodov nespojitosti funkcie f plati N = U(p,q)eI(qu U Bypyg); kedze mnozina
7 aj kazda z mnozin Apg, Bpg pre (p,q) € T je spocitatelnd, je spocitatelnd aj mnozina N .

46st4vaji sa také veci
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.60 Definicia. Funkcia f sa nazyva spojitd, ak je spojitd v kazdom bode svojho definiéného oboru.
Ak 0 # M C D(f) a funkcia f|p je spojitd, hovorime, Ze funkcia f je spojitd na mnoZine M.

Dolezité upozornenie. NaSa definicia spojitosti na mnozine nie je ekvivalentnd s ¢asto sa vyskytujicou
definiciou funkcia f : D(f) — R je spojitdé na mnozine M, ak f je spojitd v kazdom bode mnoZiny M; to ukazuje
priklad Dirichletovej funkcie x; X|Q je totiz spojitd funkcia, ale x nie je spojitd v ziadnom bode mnoziny Q.

Podobne funkcia [.] (celd cast) je (podia nagej definicie) spojité na intervale [0, 1), ale nie je pravda, Ze je spojita
v kazdom bode tohto intervalu (bod 0 je neodstrénitelny bod nespojitosti).

Priklad. Zo (stdle eSte nedokdzaného) tvrdenia vety .12 vyplyva:

Kazdd elementdrna funkcia je spojitd.

Poznamka. Zaveden terminolégia moze pdsobit trocha nezvyéajnym dojmom; napr. (elementérna) funkcia
%2 je spojitd, ale 0 je jej (neodstrénitelny) bod nespojitosti.

Ak zvolime trochu inj uhol pohladu, zistime, ze napriek tomu nie si nase pojmy az tak nezmyselne zvolené:
Ak &islo a € R je odstranitelny bod nespojitosti funkcie f : M — R, pricom a ¢ M, je funkcia fi1 : MU{a} = R,

x re €M

fil) = { f(z) P

lim f(z) pre z=a ° spojitd v bode a (o funkcii fi; niekedy hovorime ako o funkcii f spojito
T—a -

1 -~
dodefinovanej v bode a; takymto spésobom mozno napriklad spojiti funkciu e” =% definovand na R \ {0} rozsirit

na spojitd funkciu s definitnym oborom R). Skutocnost, Ze 0 je neodstraniteiny bod nespojitosti funkcie m%,

z tohto hiadiska znamend, ze funkciu w% nemozno v bode 0 spojito dodefinovat (teda zviéSenie jej definiéného

oboru o bod nespojitosti je mozné len za cenu straty spojitosti) *7.

Na zéver tohto odseku ukdzeme, ako mozno spojitost funkcie popist pomocou pojmu oscil4cie.

.61 Definicia. Nech je dand funkcia f. Ak ) # M C D(f) a f je ohranitend na M, nazjva sa &islo

w(f, M) = sup f(z) — inf f(z)

oscildcia funkcie f na mnoZine M.

Pozndmka. Pre ) # N C M je sup,cn f(2) < supyen f(2), infoen f(x) > infeen f(2), preto w(f,N) <
w(f,M). Z tejto dvahy vyplyva: ak f je ohrani¢end v niektorom okoli O(y,a) bodu a € D(f) (tj. na mnozine
O(~v,a)N D(f)), tak funkcia A : [0,7] = R,Q(d) = w (f, 0O(d,a)N D(f)) je neklesajica a nezdpornd. Preto podia
désledku .30 existuje lims_,o4 w(f, 0(3,a) N D(f)).

47V tejto tivahe sme sa obmedzili len na jeden bod nespojitosti, mozno ju vak vykonat aj vieobecne:
Nech N je mnoZina véetkijch bodov nespojitosti funkcie f : M — R, nech N N M = 0; oznacme Ny mnoZinu vsetkyjch

odstrdnitelngjch bodov nespojitosti. Potom funkcia f1 : MUNy — R, f1 (z) = { lim f(z)f(m) z:z ZEGAA[JO je spojitd.
Tr—a

:-) Skor nez naznacime dokaz, mal by si Citatel uvedomit, ze zdévodnenie nie je na rozdiel od predchadzajiceho pripadu
uvazujuceho len jeden bod odstranitelnej nespojitosti az také bezprostredne zrejmé. Dodefinovanie funkcie f : M — R v
jedinom bode totiz nezmeni — o sa tyka existencie limit — situdciu v bodoch mnoziny M (kazdy bod z M m4 totiZ okolie,
na ktorom sa funkcie f a fi zhoduji), v pripade dodefinovania funkcie f na mnozine No (ktord méze byt nekoneénd), to
nie je uz také jasné na prvy pohlad. (-:

Myslienka dokazu je nasledovna: Ak a € M U Ny je hromadny bod mnoziny M U Ny, tak je aj hromadny bod mnoZiny
M (pozri dokaz lemy z pozndmky 2 v paragrafe .45), preto existuje limg ., f(z) = f1(a). Ak zvolime € > 0, existuje okolie
O(a) tak, ze

€
(ve € 0@ N m) (1)~ fa(@) < 5) (75)
Ak y € NoNO(a), tak f1(y) = limg—y f(z) a z nerovnosti (75) vyplyva | f1(y) — fi(a)| < § < € (veta .24), ¢im sme dokézali
vyrok
(Vm € O(a)n (MUNO)) (1£1(2) = fr(@) <2) . &

Takto definovand funkcia fi uZ nemd odstrdnitelné body nespojitosti. (Sporom; predpokladajme, 7e a je odstranitelny
bod nespojitosti funkcie f1, potom a je hromadny bod mnoziny M UANj, a teda aj hromadny bod mnoziny M. Z existencie
kone¢nej limg—q f1(z) potom vyplyva aj existencia konecnej limg—q f(z), a teda a € No C D(f1). To je ale spor, pretoze
funkcia f1 je spojitd v kazdom bode svojho definicného oboru.)

Specidlne plati: ak N' = No, tak funkcia fi uz nemd body nespojitosti . (Mnoiina M UNy = M UN je totiz uzavretd
(lema z popznamky 2 v paragrafe .45; prvky mnoziny M’ lezia totiz bud v M alebo st to body nespojitosti funkcie f)az
lemy .45 vyplyva, ze spojitd funkcia definovana na uzavretej mnozine nemé body nespo jitosti.)
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Definicia. Ak funkcia f je ohrani¢end v niektorom okoli bodu a € D(f), nazyva sa ¢islo
w(f,0) = Jim w(£,0(8,a) 1 D(f))

oscildcia funkcie f v bode a.

.62 Cvicenie. Ak funkcia f : I — R je na intervale I ohranit¢end a bod a je vnitorny bod intervalu I, tak

w(f,a) S w(f,1).

.63 Lema. Funkcia f je v bode a € D(f) spojitd prdve vtedy, ked w(f,a) = 0. *®

Dokaz je zalozeny na nasledujicich dvahach:

“=”: ak pre kazdé x € O(d,a) N D(f) f(x) = f(a)| < e, tak — kedze |f(x) — f(a)|] <
je ekvivalentné s nerovnostami f(a) —e < f(z ) f(a) + & = plati sup,co,ann(p) (@) < f(a) + g,
infco(s,a)nn(r) f(2) > f(a) — ¢, ateda w(f,0(3,a) N D(f)) < 2¢;

“c”: akw(f,0(8,a)ND(f)) < e, tak pre vietky z € O(6,a)ND(f) plati
infweO(&,a,)ﬁD(f) f(.’ll') = w(fa 0(57 Cl) N D(f)) < E;

Podrobnu realiziciu prenechdvame na Citatela.

(z)—f(a)| < sup,co(s,a)np(s) f(@)—

.64 Lema. Nech f je funkcia definovand na R, nech € > 0. Potom mnoZina A. := {& € R ; f je ohranitend v
niektorom okoli bodu z a w(f,z) < €} je otvorend.

Doékaz. Ak Ac = 0, je tvrdenie zrejme pravdivé, pretoze () je otvorend mnozina.

Nech teraz A. # 0, nech a € A.. Kedie ¢ > w(f,a) = limg_,0+w(f,0(6, a)), existuje A > 0 tak, ze
w (f, oA, a)) <e (funkcia g(d)=¢ —w(f, 0(9, a)) md v bode 0 kladnd limitu, preto je na niektorom okoli tohto
bodu zdola ohrani¢end kladnou konstantou (lema .10(b)), teda pre niektoré A > 0 je iste g(A) > 0). Pre kazdé
z € O(A,a) potom plati w(f,z) < w(f, o(A, a)) < € (cvicenie .62). To ale znamend, ze O(A,a) C A, teda a je
vnutorny bod mnoziny A.. Kedze tato ivaha plati pre kazdé a € A., je A. otvorend mnozina.

.65 Désledok. Nech f je funkcia definovand na R. potom mnoZina S vietkych bodov, v ktorygch je f spojitd, je
mnoZina typu Gs; mnozina N vietkych bodov nespojitosti funkcie f je mnoZina typu F,.

Dékaz. Z lemy .63 vyplyva rovnost S = n;’:’:l Ai,kde A1 je mnozina A, z predchiadzajicej lemy pre e = %

Kedze kazd4 z mnozin A1 je otvorend, znamen4 to, 7e mnozina S je typu Gs. Z rovnosti N' = R\ S vyplyva, Ze
N je potom typu F, (poznémka za definiciou .47).

Priklad. 1. Teraz uz mozeme zodpovedal otdzku z pozndmky 2 za prikladom .59. Kedze mnozina Q nie je
typu G5 (priklad 2 za definiciou .47), neméze existovat funkcia f : R — R, ktord by bola spojit4 len v bodoch
mnoziny Q.

2. Ukézeme teraz, 7e informdciu z désledku .65 uz nemozno zlepsit. Plat{ totiZ nasledujiice tvrdenie.

LEMA. Nech M je mnozZina typu Gs. Potom ezistuje funkcia f : R — R, ktord je spojitd prdve v bodoch
mmnoziny M.

DOKAz. Nech {A,}52; je postupnost otvorenych mnozin také, ze M = (1°7_, An. Nech B, := AiNAsN...N
An, potom M = ()>"_| B, a {Bn};Z; je postupnost otvorenych mnozin (lema 46(c)) takd, ze By D B2 D B3
Oznaéme C := R\ B1, n+1 := Bpn \ Brt1 (n € N) a definujme funkciu f predpisom

0 pre z€( 2
fz) = L pre z€C.NQ
-1 pre z€C,\Q

V nasich daliich dvah4ch vyuZijeme nerovnost

(vz e By) (IF@I < 1) (76)

48trochu lezérnym vyjadrenim ked w(f,a) = 0 myslime (podobne ako v pripade limit) ked w(f,a) ezistuje a rovnd sa 0
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ktord vyplyva z rovnosti B = |J;—,,, Ci U(\,_; Bn. 9 A
Nech a € ﬂ:’:l B,,, ukadzeme, Ze f je spojitd v bode a, tj. ze

(Ve > 0) (36 > 0) (Vz € O(4,0)) (If ()| <e) -

Nech je teda dané ¢ > 0, ngjdime N € N tak, aby platilo + < e. Kedze a € (.., Bu, plati aj a € By. Pretoze
By je otvorend mnozina, existuje § > 0 tak, ze O(d,a) C By, podia (76) potom plati

(Vz € 0(5,0)) (1 ()] < % <o),

¢o znamend, 7e nase § mé pozadovany vlastnost. A

Ak a ¢ ﬂ(::l By, je iste f(a) # 0. Bod a md na vyber z dvoch moznosti:

1. V kazdom okoli bodu a lezia prvky z ﬂ:’:l By,; potom ale v kazdom okoli bodu a nadobida funkcia f aj
nulové hodnoty, a teda — kedze f(a) # 0 — nemdze byt v bode a spojitd (ak totiz f(a) > 0 a f by bola spojitd v
bode a, tak podla lemy .10(b) by f v niektorom okoli bodu a nadobidala len kladné hodnoty; podobné ivahy sa
vztahuji na pripad f(a) < 0).

2. Existuje v > 0 tak, ze O(v,a)N()._, B, = 0. Potom kazdé okolie O(4, a) pre 0 < § < +y obsahuje raciondlne
aj iraciondlne Cisla neleziace v mnozine ﬂf:’:l B,,, a funkcia f teda v kazdom z tychto okoli nadobida kladné aj
zéporné hodnoty. Kedze f(a) # 0, nemdze byt f v bode a spojitd (zdévodnenie je rovnaké ako v predchédzajicom
bode).

8 Vlastnosti spojitych funkcii definovanych na intervale

.66 Veta. Nech f je spojitd funkcia definovand na intervale I. Ak existuji body a,b € I, a < b, tak, Ze
f(a)f(b) <0, °° tak pre niektoré c € (a,b) plati f(c) =0.

Dokaz. Predpokladajme f(a) < 0 < f(b) (v pripade f(a) > 0 > f(b) sta&i potom uz dokdzané
tvrdenie aplikovat na funkciu —f), nech A := {z € [a,b]; f(x) < 0}. MnozZina A je neprézdna (a € A)
a zhora ohranitend (A C [a,b]), preto existuje ¢ := sup A, pritom — kedze a € A a &islo b je horné
ohrani¢enie mnoziny A — plati ¢ € [a,b]. Ukdzeme, Ze nemoze platit 1. f(c) <0 ani 2. f(c) >0 ;
odtial uz bude vyplyvat rovnost f(c) = 0 a sicasne — kedze f(a) # 0, f(b) # 0 — aj inklizia ¢ € (a,b). V
nasich ivahéch vyuzijeme, ze f(c) = lim,_,. f(x), kedze f je spojita v bode c.

1. Budeme dokazovat sporom; nech f(c) < 0, potom ¢ < b. Z rovnosti lim, . f(z) = f(c) a
predpokladu f(c) < 0 vyplyva (lema .10(c)) existencia ¢isla d; s vlastnostou

(Vz € O(61,e)NI)(f(z) <0) .
Pre ¢islo § := min{d,b — ¢} potom plati § > 0 a
(Vz € [c,c+8)) (f(z) <0) .

To ale znamend, ze A musi obsahovat vsetky ¢isla z intervalu [c, ¢ + §), €o nie je mozné, kedze ¢ je horné
ohrani¢enie mnoziny A. Z tohto sporu vyplyva, ze nerovnost f(c) < 0 nemdze platit.

2. Z nerovnosti f(c) > 0 by vyplyvalo ¢ > a; podobne ako v predchadzajicom bode by z lemy .10(b)
bolo mozné odvodit existenciu &sla § > 0 s vlastnostou

(Vo € (c=8,d)(f(=) > 0) ,

z ktorej by vyplyvalo, Ze interval (c — §, c] neobsahuje prvky mnoziny A. To je ale v spore s rovnostou
¢ = sup A; podla druhej vlastnosti supréma totiz plati

(V6> 0)((c—68,c]nA#0).

49Inkltzia “D” vyplyva z inkldzif n:;l B, C By, C; C B; C By, i > k+ 1. Naopak; ak = € By, tak = bud lezi v
o o]
n=1

pre niektoré N € N. Z inklizie B,, C By pre n > N potom vyplyva (Vn > N) (m S Bn), preto existuje m := maxZ, kde

Z:={n€N;z€ B,} (keaie k €I, je I #0),zrejme m > k; potom plati z € By, \ Bm+1 = Cm+1-
50podmienka f(a)f(b) < 0 je len elegantnd skratka zapisu (f(a) < 0 A f(b) > 0)V (f(a) > 0 A f(b) < 0)

By, (a v takom pripade uz netreba viacej dokazovat) alebo tam nelezi. Ak x € By nele#i v ﬂ;’;l By, tak z ¢ By
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Poznamky. 1. Alternativny dékaz uvedeného tvrdenia dostaneme, ak namiesto mnoziny A budeme uvazovat
mnozinu B := {z € [a,b]; f(z) > 0}, ktord je neprizdna a zdola ohrani¢end. Za povSimnutie stoji, ze ¢islo ¢ s
vlastnostou f(c) = 0 ziskané tymto postupom nemusf byt totozné s ¢islom c, ktoré sme nasli v nasom pévodnom
dékaze (vhodny priklad si &itatel dokéze iste zostrojit sém).

2. Je treba si uvedomit, ze existencia &isla ¢ vyplyvala z vety o supréme. Keby sme namiesto mnoziny R
pracovali v nagich dvahdch s mnozinou Q (pre ktori — ako vieme — uvedend veta neplati), nemuselo by uz tvrdenie
zodpovedajice vete .66 byt pravdivé. Prislusng analégia pre Q by mala podobu: Nech I je interval v mnozine Q

tj. I C Q je neprézdna mnozina s vlastnostou

(Va,BEI)(V:cEQ)(a<m<ﬂ:>w61)),

nech f: I — Q je spojitd funkcia, pricom pre niektoré a,b € I, a < b, plati f(a)f(b) < 0. Potom f(c) =0 pre
niektoré ¢ € I, a < ¢ < b. Nepravdivost tohto tvrdenia dokazuje jednoduchy priklad I = Q, f(z) = 2> —2,a =1,
b=2.

3. Dosledkom vety .66 je nasledujice tvrdenie:

Ak spojita funkcia f definovand na intervale I nemd v Ziadnom bode © € I hodnotu 0, tak f nadobida na I
bud len kladné alebo len zdporné hodnoty.

Specidlne plati

Ak a,b, a < b, si dva susedné nulové body spojitej funkcie f definovanej na intervale I, tak f na (a,bd)
nadobida bud len kladné alebo len zdporné hodnoty.

4. Elegantnym doplnkom vety .66 zarucujicej existenciu korefia rovnice f(x) = 0 je metdda polenia intervalu,
umoziiujica néjst koreii rovnice f(z) = 0 s lubovolnou presnostou:

Nech f je spojitd funkcia definovand na intervale I, nech a1,b1 € I, a1 < b1, f(a1) < 0 < f(b1). Oznacme
I, := [a1,b1], nech ¢; := %. Ak f(c1) = 0, nasli sme koren rovnice f(x) = 0; ak f(c1) # 0, vyberme ten z
intervalov I1; := [a1,c1], I12 := [c1, b1], v koncovych bodoch ktorého m4 funkcia f opatné znamienka (tj. I11 v
pripade f(c1) > 0, I12 v pripade f(c1) < 0) oznaéme ho I» a jeho koncové body az < bs. Nech cp := 22402 Ak
f(e2) =0, je ca koren rovnice f(x) = 0; ak f(c2) # 0, vyberme ten z intervalov I»1 := [a2, c2], T2z := [c2,b2], v
koncovych bodoch ktorého . .. atd.

Ak n4s postup neskonéi po kone¢nom poéte krokov (¢o je mozné len tak, ze pre niektoré n € N plati f(cn) = 0),
dostaneme postupnost {I,}32; vlozenych intervalov, ktorjch prienikom je jednoprvkovd mnozina {c}. Potom z
nerovnosti a, < 0 < by, n € N — kedze limy_s 00 @, = ¢ = liMy, 00 br, — & z0 spojitosti funkcie f v bode ¢ vyplyva

0> lim ap, = lim f(z) = f(¢) = lim f(z)= lim f(bn) >0,
r—c+ n— 0o

n— oo r—c—

teda c je korent rovnice f(x) = 0, nerovnosti a, < ¢ < b,, n € N, pritom umoziiuji odhad &isla ¢ zhora aj zdola.

Dolezitym dosledkom vety .66 je tvrdenie .68.

.67 Definicia. Hovorime, 7ze funkcia f definovand na intervale I je darbouzouvskd (alebo ze md Dar-
bouzovu vlastnost ), ak f zobrazi kazdy interval J C I na degenerovany alebo nedegenerovany interval
(tj- pre kazdy interval J C I je mnozina f(J) bud jednoprvkovéa alebo je to nedegenerovany interval).

Priklad. Dirichletova a Riemannova funkcia zrejme nie si darbouxovské. @

Dokaz nasledujicej lemy (za,loieny len na doslednom pouZzivani definicie mnoZina I C R je (degen-
erovany alebo nedegenerovany) interval prdve vtedy, ked pre kaidé o, 8,7 € R, a < B < =, plati: ak
@, € I, tak aj B € I) prenechdvame na citatela.

Lema. Nech f je funkcia definovand na intervale I. Potom si nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

(a) f je darbouzovskd;

(b) pre kazdé a,b € I také, Ze a < b a f(a) # f(b), plati: ak y je prvok otvoreného intervalu
J s koncovymi bodmi f(a), f(b) (tj. J = (f(a),f(b)) v pripade f(a) < f(b), J = (f(b),f(a)) pre
f() < f(a)), tak pre niektoré c € (a,b) je f(c) =y.

Pozndmka. Standardné slovné vyjadrenie vlastnosti (b) z predchédzajicej lemy znie: funkcia f nadobida
na intervale [a,b] vietky hodnoty medzi f(a) a f(b).

.68 Veta. Spojitd funkcia definovand na intervale je darbouzovskd.
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Dékaz. Nech interval I je definiény obor spojitej funkcie f. Dokdzeme, 7e f m4 vlastnost (b) z lemy
v paragrafe .67, tj. ze na kazdom intervale [a,b] C I nadobida f v8etky hodnoty medzi f(a) a f(b).

Nech teda a,b € I, a < b, f(a) # f(b), nech y je prvok otvoreného intervalu s koncovymi bodmi
f(a), f(b). Definujme funkciu f, : I - R predpisom fy(x) = f(x) —y; potom f, je spojité a f,(a)fy(b) <
0, preto podia vety .66 pre niektoré ¢ € (a,b) plati f,(c) = 0, tj. f(c) = y. Tym je nase tvrdenie
dokazané.

Poznamka. Tvrdenie predchidzajicej vety nemozno vo vSeobecnosti “obratit”, tj. vyrok ak funkcia f
definovand na intervale je darbouzovskd, tak je aj spojitd je nepravdivy. Klasickym prikladom je funkcia

sinl pre z#0
f(:c)—{ 0 pre z=0

ktord nie je spojitd v bode 0, ale je darbouxovska (pri overovani tejto skutoénosti staéi kontrolovat obrazy
intervalov J C R obsahujicich bod 0; ak totiz 0 ¢ J, je funkcia f|s spojitd (funkcia sin % je elementdrna funkcia
s definiénym oborom R\ {0}), podia predchédzajiicej vety je potom mnozina (f|s) (J) = f(J) interval).

Ako ukazuje veta .70, postac¢ujicou podmienkou zaruéujicou platnost takto “obrateného” tvrdenia vety .68
je monoténnost funkcie f.

Dosledok. Spojitd funkcia f definovand na intervale I je prostd prdve vtedy, ked je rgdzomonoténna.

Dékaz. Implikdcia “«<” (ktord plati aj bez predpokladu spojitosti) by mala byt zrejm4.

“=” Dokéazeme, 7e f je rydzomonoténna na kazdom intervale [a,b] C I. Odtial uz bude vyplyvat, ze
f je rydzomonoténna, na zdklade tejto Gvahy 5':

Keby f : I — R bola prostd, bola rydzomonoténna na kazdom intervale [a,b] C I a nebola
rydzomonotdnna, existovali by &isla aq,as, b1, by € I, pre ktoré by platilo

ar <bi A f(a1) > f(bl) , az < by A f(a2) < f(bQ) (77)

(existencia dvojice (a1,b1) vyplyva z predpokladu, ze f nie je rastica na I a z injektivnosti f; existencia
dvojice (az,bs) z predpokladu, ze f nie je klesajica na I a z injektivnosti f). Nech a := min{a;,a»},
b := max{by,bs}, potom a < b a f je podia predpokladu rydzomonoténna na [a,b]. To je ale — kedze
a1,az2,b1,b2 € [a,b] — v spore s (77). A

Zostava dokdzat, 7e f je rydzomonoténna na kazdom intervale [a,b] C I. Nech teda a,b € I, a < b.
Pretoze f je prostd, je bud f(a) < f(b) alebo f(a) > f(b).

Predpokladajme najprv f(a) < f(b). Ukdzeme, 7e f ja na [a,b] rastica. Zvolme ¢; € (a,b); kedze f
je prost4, je f(c) # f(a), f(c) # f(b). Ukdzeme, 7e musf platit

fla) < f(er) < f(b). (78)

Z nerovnosti f(c1) < f(a) by totiz vyplyvala inkltzia (f(c1), f(a)) C (f(c1), f(b)), a funkcia f — ktord
je darbouxovské — by musela vSetky hodnoty medzi f(ci) a f(a) nadobidat aj na intervale [a,c1] aj na
intervale [c1,b], €0 je v spore s jej injektivnostou. Rovnako mozno ukézat, ze nemdze platit nerovnost

fler) > £(b).
Zvolme teraz ¢y € (a,b), c2 > ¢1. Zopakovanim predchddzajicich tvah ( v ktorych trojicu a,ci,b
nahradime trojicou ¢;, ¢z, b) dostaneme nerovnost

fla) < fle2) < f(b) .

Tym je dokdzan pravdivost vyroku
(Ver, ez € [a,0]) (e1 < 2 = fler) < flea)) , (79)

¢o znamend, Ze f je na [a, b] rastica 52.

Analogicky mozno dokézat, ze v pripade f(a) > f(b) je f na [a,b] klesajtca. #

:-) Pri &ftani dékazu predchédzajiceho désledku zistime, Ze sme vlastne nevyuzivali spojitost funkcie f, ale
len jej Darbouxovu vlastnost. Nahradenim predpokladu f je spojitd predpokladom f je darbouzovskd vsak —

51nejaké dalSie uvazovanie je potrebné samozrejme len v pripade, Ze interval I nie je uzavrety a ohraniceny; nechceli sme
v8ak dokaz predlzovat rozliSovanim jednotlivych moznosti

52Citatel mohol prave ziskaf pocit, Ze sme ho oklamali; doteraz sme totiz uvazovali c1,c2 € (a,b), a v (79) naraz piSeme
c1,c¢2 € [a,b]. Upozoriiujeme, 7e pravdivost (79) v pripadoch ¢1 = a, resp. ca = b, vyplyva z (78).
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napriek nd§mu ocakdvaniu — neziskame vSeobecnejsie tvrdenie; pre rydzomonoténne funkcie je totiz (ako ukazuje
veta .70) Darbouxova vlastnost ekvivalentnd so spojitostou. (-:

.69 Cvicenie. Nech f je rastica spojitd funkcia definovand na intervale I. Potom pre kazdé a,b € I,
a < b, plati f([a,0]) = [f(a), fD)], f((a,;0)) = (f(a),f(b)). Ak I = (&), kde o, 3 € R*, tak f(I) =
(limx_,a f(z),lim, g f(x))

.70 Veta. Nech f je monoténna funkcia definovand na intervale I. Potom [ je spojitd prdve vtedy,
ked oborom hodnot f je bud interval alebo jednoprvkovd mnoZina (tj. ked f(I) je degenerovany alebo
nedegenerovany interval).

Dékaz. Implikicia “=" vyplyva z vety .68.

“<=” Ak f(I) je jednoprvkova mnozina, je funkcia f konstantnd, a teda spojitd.

Tvrdenie ak f : I — R je monoténna a f(I) je interval, tak f je spojité dokdzeme nepriamo, tj.
dokézeme tvrdenie ak f : I — R je monoténna nespojitd funkcia, tak f(I) nie je interval. Nage tvahy
obmedzime na pripad f neklesajiica (v pripade f nerastica potom staéi uvazovat funkciu — f).

Ak f nie je spojitd, je niektoré &islo a € I jej bod nespojitosti. Ak a je vnitorny bod intervalu I, tak
plati

Jim f(z) < f(a) alebo f(a) < lim f(z).
:-) Podla vety .31 je totiz limy—e— f(z) < f(a) < limg_ayt f(x); kedze z rovnosti limy—q— f(z) = f(a)
lim, a4+ f(z) by vyplyvala spojitost funkcie f v bode a, musi byt bud limg_._ f(z) # f(a) alebo f(a)
limg ot f(z). (=

V pripade lim,_,, f(z) < f(a) mdzeme zvolit ¢ > 0 tak, 7e a — ¢ € I, potom f(a — )
lim, ,, f(z) < f(a) a z faktu, ze f je rastica, vyplyva f(z) > f(a) pre z € I, = > a, f(z)
lim,_,,— f(x) pre z € I, < a. Mnozina f(I) teda obsahuje prvky f(a — ¢), f(a), ale neobsahuje ziadne
¢islo z intervalu (limg—q— f(2), f(a)), teda f(I) nie je interval.

Podobne v pripade f(a) < lim,_,44 f(z) existuje € > 0 tak, ze a + ¢ € I a mnozina f(I) potom
obsahuje &isla f(a), f(a + €) (pritom f(a) < limy—qet f(z) < f(a + ¢€)), ale neobsahuje ziadne prvky
intervalu (f(a),lim,_q+ f(2)), a teda f(I) nie je interval.

Prave uvedené ivahy mozno pouzit aj v pripade, ze bod nespojitosti a € I je krajny bod intervalu I.
Ak a je totiz lavy koncovy bod intervalu I, tak (pozri pozndmku 1 v paragrafe .58) f(a) < limg_qy f(2);
ak a je pravy koncovy bod intervalu I, je lim,_,,— f(z) < f(a).

Ol

INIA

Dosledok. Inverznd funkcia f~' k prostej spojitej funkcii f definovanej na intervale I je spojitd.

Dékaz. Ak f : I — R je prostd a spojitd, tak je rydzomonoténna (ddsledok z paragrafu .68) a
jej obor hodnét — tj. defini¢ny obor funkcie f~! — je interval (veta .70; kedze f nie je konStantni,
nemoze byt mnozina f(I) jednoprvkovd). f~! je teda rydzomonoténna funkcia (pretoze je inverznd k
rydzomonoténnej funkcii) definovand na intervale f(I) a jej obor hodnét je interval I. Podla vety .70 je
potom f~! spojité.

Poznamka. 1. Predchidzajice tvrdenie mozno zovSeobecnit do tejto podoby:

Inverznd funkcia £~ k rjdzomonoténnej funkeii f definovanej na intervale I je spojitd.

Dékaz naznaéime pre pripad f rastica 3. Nech a € D(f™'), nech f~'(a) = b. Predpokladajme, Ze b je
vnitorny bod intervalu I (adaptédciu nasich dvah na pripad krajnych bodov prenechdvame na (:itateia), potom
pre niektoré 1 > 0 plati [b — &1,b + €1] C I. Zvolme £ > 0, nech &2 := min{e,e;:}. Kedze f je rastica, je
f(b—e2) < f(b) < f(b+ €2), preto existuje § > 0 tak, Ze

flo—e2) < f(b) =0 < f(b) < f(b) +6 < f(b+e2). (80)
Ukézeme, ze pre y € O(d,a) plati f~'(y) € O(E, f_l(a)): nerovnost a — § < y < a + § moZno zapisat v tvare
fO)—d<y<f()+9d,

z (80) potom vyplyva
flb—e2) <y < f(b+e2),

53gitatelovi odporuéame nakreslit si obrazok
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odtial — pretoze f~! je rastica — dostdvame
b—ex<f'(y) <b+ea,
z &oho — ak vyuzijeme, Ze €2 < € a f~'(a) = b — uz vyplyva

fFla)—e< i y) < fHa) +e.

2. Informiciu obsiahnutd v désledku mozno ete doplnit:

LEMA. Nech f~! je inverznd funkcia k spojitej rgdzomonotdnnej funkeii f definovanej na intervale I, nech
a € R™. Potom plati

(a) ak limg_,o f(z) = o0, tak lim,_, oo f_l(x) =a;

(b) ak limg_,, f(x) = —o00, tak limy—, o £~ (z) = a;

(c) ak limgz— o f(z) = a, tak limgy—q f_l(m) = 005

(d) ak lim,— o f(2) = a, tak limgy—, f1(z) = —oo0.

DoOkaz. (a) Uvazujme pripad f rastica; ak lim, 4 f(x) = oo, plati bud a = oo alebo je a pravy koncovy
bod intervalu I, pricom a ¢ I. Zvolme b € I, nech f(b) = 3. Pretoze f je rastiica a spojitd, plati f([b, a)) =
[f(b), oo) = [B, 00). Pre inverznd funkciu f~' potom plati

F7H([8,00)) = [b,a) - (81)

Ak a € R, vypljva z (81) rovnost a = SUDP,e[3,00) f~'(x). Kedze f~! je rastica funkcia, plati a =
SUPe[8,00) fx) = SUPLep(f-1) f(x), z vety .29 potom vyplyva rovnost limg e f () = a.

Ak a = 00, m3 (81) podobu f* ([,8, oo)) = [b,00); to znamen4, 7e f ' je rastica zhora neohrani¢ens funkcia,
preto (opét podia vety .29) je limg 400 £ () = c0.

Postup v pripade f klesajica ako aj dokaz zvySnych tvrdeni je analogicky.

8.1 Definicia mocninovych, exponencialnych a logaritmickych funkcii

.71 Definicia mocninovych funkcii s raciondlnym exponentom. Mocninovi funkciu s exponentom o €
Q\ {0} definujeme
e pre @ € N indukciou: funkciu fi definujeme na mnozine R predpisom fi(zx) = z a pre n € N, n > 2,
polozime f,, := f1 - fa-1
Z vety .55(a) vyplyva, ze fn : R — R je spojitd; pritom (pozri ??) pre n nepdrne je f, rastica,
limg, oo fn(z) = —o0, limy, 0 fn(x) = oo; pre m parne je f, klesajica na (—oo, 0], rastica na [0, c0),
limg oo fr(z) = limy 00 fr(x) = 0.
e pre @ = —n, kde n € N, predpisom f_,(z) = m, z € R\ {0}.
Funkcia f_, : R\{0} — R je spojits (veta.55(a)), 0 je jej neodstraniteiny bod nespojitosti; limg oo f-n(z) =
limy oo f—n(z) = 0; pre m nepdrne je limgy_o— f—n(x) = —oo, limy—ot f—n(x) = o0o; pre m pdrne je
limg o f-n(z) = 00.
e pre a = %, n neparne, n > 3, ako inverznu funkciu k rasticej spojitej funkcii f,.
Funkcia f1 : R = R je potom spojitd (désledok z paragrafu .70) a rastica,limgy_, o f1(z) = —oo,
limg 00 f%"(x) = oo (pozndmka 2 z paragrafu .70). "

® pre a = %, n pérne, ako inverzni funkciu k rastiicej spojitej funkcii fr|[0,c0)-
Takto definovand funkcia fi : [0,00) = R je spojitd a rastica, limg_, o f1 () = oo.

e pre ostatné a € Q \ {0} predpisom f, := f1 o f,, kde p € Z \ {0}, ¢ € N si nesideliteiné &isla také, ze
q
a= f.
Funkcia f, je spojitd (veta .55(b)), jej definiény obor, charakter pripadnjch bodov nespojitosti a limity
v nevlastnych bodoch st jednoznaéne urcéené funkciami fi1 a fp, rozbor jednotlivych pripadov (ako aj po-
q
drobné zdévodnenie vsetkych v tomto paragrafe vyslovenych tvrdeni o mocninovych funkcidch) prenechdvame
Citatelovi.
Funkénd hodnotu funkcie f, (n € N) v bode z oznacujeme znakom z", funkéni hodnotu funkcie f1 znakom
27 alebo %/z (Specidlne pre n = 2 znakom +/z). O funkcii f, (o € Q \ {0}) budeme ¢asto hovorit ako o funkcii
z%.
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Poznamky. 1. Mocninové funkcie s raciondlnym exponentom sme mohli definovat u# v kapitole o funkcich,
vtedy by sme vSak pri definovani funkcii fi narazili na problém: keby sme napriklad — potom, ¢o sme odmocninu

z &sla ¢ > 0 definovali ako &islo y > 0 s vlastnostou y?> = 2 — cheeli funkciu f% definovat ako zobrazenie

priradujice kazdému nezdpornému &islu z jeho druhd odmocninu \/z, museli by sme dok4zat, Ze pre kazdé z > 0
&slo +/ existuje a je jednozna¢ne uréené. Dokaz jednoznaénosti nepredstavuje nejakd komplikaciu, staéi vyuzit
trichotému usporiadania a “pravidld pre ndsobenie nerovnosti”. Existenciu ¢isla /z (ktord v naSej definicii z
paragrafu .71 vyplyva 7 vety .70 a rovnosti lim,_, . 22 = 00) mozno dokézat na zdklade vety o supréme; &islo
y :=sup{z € Q; 2®> < x} ma totiz pozadovani vlastnost.

Kedze spojitost takto definovanej funkcie v/Z by vyzadovala dalsie samostatné zdévodnenie, je asi zrejmé,
prec¢o sme uprednostnili vyckévanie na vetu .70 a jej désledok, ktoré ndm umoznili funkciu +/z bez problémov
definovat ako spojité zobrazenie [0, 0o) na [0, co).

P1 pz

a1

frr = fra, kde fr1 :=f1 ofp,, fr2 == f1 Ofm, a z tohto hiadiska sa znovu zamysliet nad definiciou mocninove;j
q1 a2 q1 q1 a2 a2

2. Treba si uvedomit, ze z rovnosti , kde p1,p2 € Z \ {0}, q1,¢2 € N, este nemus{ vyplyvat rovnost

funkcie s exponentom a € Q \ {0} (nie je viak tazké dokézaf, ze pre = > 0 plati fry (z) = frz ()).
q1 a2
Odpori¢ame tiez Giatatelovi preverit si (§tandardne pouzivané) rovnosti (f1 o f,)(z) = (f» o f1)(z), kde &isla
q q

p € Z \ {0}, q € N st nestdelitelné.

.72 Definicia funkcie e”. Postup konstrukcie funkcie exp : R — R, ktorej funkéni hodnotu v bode  budeme
oznagovat e® (a o ktorej budeme spravidla hovorit ako o funkcii e®) rozdelime do tychto krokov:

1. “prirodzenym spdsobom” definujeme hodnoty e” pre = € Q; dokdZeme, Zze takto definované zobrazenie Q
do R je rastiice a plati e®*¥ =% - ¥, (e%)! =€ %4

2. dodefinujeme hodnoty e® pre z iracionédlne predpisom e® := sup{e®;z € Q A z < =} a ukdzeme, Ze takto
definovand funkcia exp : R — R je rastica;

3. ukdzeme, Ze exp je spojitd.

1. Pre z € Q\ {0} polozime exp(z) := fz(e), kde f, je mocninovd funkcia s exponentom z, tj. exp(z) = e%;

v pripade z = 0 definujeme exp(0) := 1.

Dékaz rovnosti e*1V = e - ¥ a e® = (e)? prenechime na Citatela.

Pretoze pre z € Q, x > 0, je funkcia f, rastica na [0,00), vyplyva z nerovnosti e > 1 (pozri priklad .33)
nerovnost e® > 1 = 1. Pre r,s € Q, r > s, je preto Z—S =€""% > 1, odtial — kedze e®* > 0 pre kazdé s € Q —
vyplyva nerovnost e” > e®, ¢o znameni, ze funkc1a exp je na Q rastica.

2. Nech z < y.

a) Ak z,y € Q, je e® < €Y, pretoze funkcia exp je rastica na Q.

b) Ak z € Q, y € R\ Q, vyplyva z definicie &sla e¥ nerovnost e” < e¥. Keby platilo e = e¥, bolo by &islo
€” hornym ohrani¢enim mnoziny {e*;z € Q A z < y}, a teda pre vSetky prvky w neprdzdnej mnoziny (z,y) N Q
by platilo e® > e*, ¢o je ale v spore s faktom, ze exp |Q je rastica funkcia. Tym je dokizang nerovnost e® < e¥.

c) Ak z € R\ Q, y € Q, je — pretoze exp|Q je rastica funkcia — ¢islo e¥ horné ohraniCenie mnoziny
A:={e*;z € Q Az < z}, z definicie &sla e® potom vyplyva nerovnost e® < e¥. Kedze ale iste existuje &islo
u € Q tak, ze x < u < y, pricom e je z rovnakého dévodu ako e¥ horné ohranitenie mnoziny A a plati e* < e¥
(pretoze exp |Q je rasttica), nie je e najmensie horné ohranicenie mnoziny A, preto e® # e¥. Tym je nerovnost
e” < e dokdzan4.

d) Ak z,y € R\ Q, existuje ¢islo u € Q tak, ze x < u < y. Podla b) a c) potom plati e® < e* < e, ¢o
dokazuje nerovnost e® < e¥ aj v tomto pripade.

3. Z vety .29(a) a dosledkov .30(a) a .31 vyplyva, ze spojitost funkcie exp v bode = bude dokdzan4, ak overime
rovnost limy—;— e* = lim,_»+ €%, tj. a :=sup{e*;u < =} = inf{e*;z > x} =: B, pritom uZ vieme (Elﬁsledok .31),
ze plati a < 3.

Pre kazdé n € N existuju ¢isla u,z € Q tak, zeu<r<zau—2z< % 55 Potom
e <a<pB<eée, (82)
sicéasne
1
e —e" =e" (ez_“ - 1) <eée’ (67 - 1) (83)

54pripomenime, ze &islo (e’”)y je funkénd hodnota mocninovej funkcie s exponentom y v bode e*
55staci polozit u := max (Aﬂ (—oo,z)), 2 := min (Aﬂ (z, oo)), kde a := %;k € Z}; potom bud z —u = ﬁ (ak z ¢ A)
alebo z —u = % (ak z € A)
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(poslednd nerovnost vyplyva z nerovnosti e* < e” ae® =1 < e*™* < e%, ktoré si dosledkom nerovnosti u < z,
0<z—u< % a faktu, ze exp je rastica funkcia). Z (82) vyplyva
0<B—-a<e’ —e",

z (82) potom dostdvame

(VnGN)(OSﬂ—a<ew(e%—1)). (84)
Kedze limn o0 e3 = 1 (priklad .26), je limn o0 [e’” (e% - 1)] = ¢® - limpyo0 (e% - 1) = 0, z (84) na zsklade

vety .25 (pre P=R,M =N, f(n) =0,9(n) =8 —a,h(n) =¢° (e% — 1)) potom vyplyva rovnost § —a = 0.

Tym je spojitost funkcie exp v bode & dokdzans. A

Dokézeme este rovnost
(e®)¥ =e"™ pre T€R,y€EQ (85)
(y € R\ Q este nemdzeme uvazovat z toho jednoduchého dévodu, ze zatial sme nedefinovali umociiovanie na
iracionédlny exponent, a teda symbol (e”)? pre y € R\ Q pre nds v tomto okamihu nemg zmysel). Iste existuje
postupnost {z,}22; C Q s limitou z, potom lim,_ o (Zry) = Ty a

(") = lim (") = lim ¥ =¢e"¥ |
n— oo n— oo
priGom prvé rovnost vyplyva zo spojitosti funkcie f, o exp (kde f, je mocninové funkcia s exponentom %), druh4
z platnosti rovnosti (e)? = e pre z,y € Q a tretia zo spojitosti funkcie exp. A
Kedze funkcia exp je rastica, existujid lim, .o e® a lim,—,_ e®. Z prikladu .32 (pre ¢ = €) a lemy .11(a)

vyplyva rovnost lim,— e e = co; pouZitim substitiicie t = —z potom
. © . t_ 1
lim e =1lime "= lim - =0.
T——00 t—o0 t—o0 €

.73 Definicia funkcie In. Inverzna funkcia k spojitej rasticej funkcii exp sa nazyva prirodzeng logaritmus a
oznaluje sa In. A

Funkcia In je teda rastica, jej defini¢ny obor je interval (0, c0), oborom hodnét je R; dalej limg—oInz = —oo,
lim, oo Inz = oo (lema z pozndmky 2 v paragrafe .70); Inl = 0, lne =1, Inz < 0 pre z € (0,1), Inz > 0 pre
z € (1,00).

.74 Definicia funkcie a® pre a > 0, a # 1. Ezponencidlnu funkciv so zdkladom a (a € (0,00) \ {1}),
exp, : R = R, ktorej funkéni hodnotu v bode = budeme oznadovat a® (a o ktorej budeme spravidla hovorit ako o
funkeii a®) mozno skonstruovat obdobne ako funkciu exp v paragrafe .72 (v pripade a € (0,1) bude ov§em funkcia

exp, |Q ziskand v prvom kroku konstrukcie klesajica a v druhom kroku polozime ¢ := inf{a*;2 € QA z < x}),

my véak uprednostnime ini moznost jej zavedenia a polozime
1
a®:=e" " A (86)

Pre a € (1,00) je funkcia a® spojitd a rastica ako kompozicia spojitych rasticich funkcii e a zlna (tu
vyuzivame, ze Ina > 0 pre a > 1); pre a € (0,1) je funkcia a® spojitd a klesajica. A

Ukézme este, Ze rovnostou (86) definovans funkcia a”® je totoznd s funkciou, ktori by sme ziskali kongtrukciou
kopirujicou postup z paragrafu .72:

o prez € Q je e®™® = (elna)m = a® podla (85);

e pre a € (1,00) je funkcia a® (definovand v 86) spojitd a rastica, preto pre x € R\ Q plati

a” = lim a® =sup{a®;z € (—o0,z)} =sup{a®;z € (—oo0,z) N Q}
Z—rr—
(odporicame Citatelovi, aby si podrobne rozmyslel najméi dokaz poslednej rovnosti, ktord vypyva zo spoji-
tosti funkcie a®); podobne v pripade a € (0,1) mozno pre z € R \ Q dokédzat rovnost

a” =inf{a®;z € (—o0,z) N Q} .

.75 Definicia funkcie log,. Inverznd funkcia k rydzomonotdénnej spojitej funkcii a® (a € (0,00)\{1}) sa nazyva
logaritmus pri zdklade a a oznacéuje sa log, (Specidlne v pripade a = 10 sa pouziva nazov dekadicky logaritmus a
oznacenie log). A

Pretoze pre prosté funkcie f,g plati (f o g)™' = g=' o =, vyplyva z rovnosti exp, = f o g, kde f(x) = €°,
g(z) = z In a, rovnost

1
log, z = kd (87)

Ina
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.76 Definicia mocninovej funkcie s iracionialnym exponentom. Mocninovi funkciu fo s exponentom

a € R\ Q definujeme

e pre a € RT\ Q na mnozine [0, co) predpisom

alne hre >0

f“(‘”):{ "o pre z=0 (88)

(tj. ako funkciu e spojito dodefinovani v bode 0; pozri pozndmku v paragrafe .60); tato funkcia je
Spojitd, rastica a limg o0 fo(z) = 00;

alnz

e pre @ € R™ \ Q na mnozine (0, 00) predpisom

fa(z) =" (89)
této funkcia je spojitd a klesajica, limg o fo () = 00, limg—y 0o fo(z) = 0. A

Elementarnym désledkom definicie mocninovej funkcie s iraciondlnym exponentom je rovnost (e”)? = e®¥ pre
z € R,y € R\ Q, ktord dopliia informdciu z (85); plati totiz

(em)y _ eylnem —e¥ . A

Ukézeme eSte, ze naSa definicia mocniny s iraciondlnym exponentom je v silade s prirodzenou myslienkou
definovat symbol ¢ rovnostou

z% := lim z°" |
n— oo
kde {0, }52, je postupnost kladnych raciondlnych &fsel s limitou a. Ak totiz {a,}3, m4 limitu o, tak plati

li an _ 1: Inz\%n _ 4. aplne _ alnz _ o
im z°" = lim (e = lim e =e =z
n—0o n—00 n—>00

(druh4 rovnost vyplyva z (85), tretia zo spojitosti funkcie e” v bode a/In x, §tvrt4 je definiciou symbolu z®).

9 Vlastnosti spojitych funkcii na kompaktnych mnozinach

277 Veta. Spojitd funkcia f definovand na kompaktnej mnozine K, § # K C R (teda Specidlne na
uzavretom ohranienom intervale) je ohranicend.

Dékaz. Kazdy bod ¢ € K m4 okolie O(z) také, ze f je ohrani¢end na O(z) N K (ak z je izolovany
bod mnoziny K, staéf zvolit O(z) s vlastnostou O(z) N K = {z}, v pripade, 7ze * € K je hromadny
bod mnoziny K, vyplyva existencia okolia O(x) z rovnosti f(z) = lim,_,, f(u) a lemy .10(a)). Systém
{O(z);x € K} tychto okoli je otvorené pokrytie kompaktnej mnoziny K, preto existuje (definicia .49)
jeho konecné podpokrytie {O(z1),...,0(z,)}; pre mnozinu K teda plati K C J;._, O(z;), preto

n

K=|]J(0@)nK). (90)

i=1

Kedze funkcia ohrani¢end na koneénom poéte mnozin je ohrani¢end aj na ich zjednoteni®®, vyplyva z
(90) a z ohranicenosti funkcie f na kazdej z mnozin O(z1)NK,...O(x,)NK jej ohrani¢enost na mnozine
K.

Poznamka. Pre ziujemcov uvidzame este dva dalsie dékazy uvedeného tvrdenia:
1. Sporom; nech spojitd funkcia f : K — R nie je ohrani¢end. Ak f nie je ohraniéend zhora, plati

(VnGN) (EIxEK) (f(:c) Zn) , (91)

56Treba, si véimnut, ze v tejto tivahe je podstatné, ze K je zjednotenim koneéného poétu mnozin, na ktorych je f ohranicend,
(to je tiez dovod, preco pozadujeme kompaktnost mnoziny K; t4 totiz zarucuje existenciu koneéngch podpokryti). Ak totiz
P := {A;;i € I} je nekonecny systém mnozin a funkcia f je ohranicend na kazdej z mnozin tohto systému, nemusi este
platit, Ze f je ohranicend aj na Uie] Ajy; stali uvazovat napr. f(z) ==z, 4; = (—4,i),i € N (funkcia f je totiZz neohranicend

na R = Uji1 Ai); alebo polozit A; := [H—Ll’ %), i € N, a za f zvolit funkciu %, ktord je neohraniCend na mnozine
(0,1) =2, A

47



preto existuje postupnost {z,}3; C K taka, 7e f(xn) > n, °7 z tejto nerovnosti dostdvame lim,—co f(s) = 00
(veta .19). Kedze K je kompakt, z {2, }3>; mozno vybrat konvergentni podpostupnost {x,, }2; s limitou a € K
(pozndmka v paragrafe .50); kedze {f(xn, )}, je podpostupnost postupnosti { ()}, a lim, e f(,) = 00,
musi platif aj lim—, 00 f(n,) = co. To je ale v spore so spojitostou funkcie f v bode a; podia vety .54 totiz z
rovnosti limy 00 Tn, = a vyplyva rovnost limg_ 00 f(Zn,) = f(a).

Podobne mozno postupovat, ak f nie je ohrani¢end zdola.

2. V pripade, #e mnozina K je uzavrety ohrani¢eny interval 5® [a, ], mo#no vychddzat z nasledujicich dvoch
tivah, pouzitych aj v naSom prvom dokaze vety .77:

1. ak z € [a,b], je funkcia f ohrani¢end v niektorom okoli bodu z; to znamend, ze existuje € > 0 tak, ze f
je ohrani¢end na intervale [a,a + ¢) v pripade £ = a, na intervale (b — &,b] v pripade = b, resp. na intervale
(z — e,z +¢€), ak = je vnitorny bod intervalu [a,b] (¢islo € > 0 zrejme mozno zvolit tak, aby uvedené intervaly
boli podmnozinou mnoziny [a, b]);

2. ak f je ohraniCend na mnozine R aj na mnozine S, tak je ohranicend aj na RU S.

Teraz uz mozeme zacat vlastny dékaz. Mnozina B := {z € (a,b] ; f je ohrani¢end na [a,z)} je neprdzdna
(podia nasej prvej tivahy plati pre niektoré € > 0 inklizia a+& € B) a zhora ohrani¢end (B C [a, b]), preto existuje
B := sup B; zrejme 3 € (a,b]. Dokézeme rovnost 3 = b. Sporom; nech 3 < b, z nadej prvej ivahy vyplyva, ze f
je ohrani¢end na (8 — ¢, 8 + €) pre niektoré &€ > 0. Kedze 8 = sup B, v intervale (b — ¢, 8] lezi niektory prvok z
mnoziny B, teda f je ohranicend na [a,z). Potom je ale f ohrani¢end aj na [a,z) U (8 —¢,B+¢) =[a,8+¢), o
znamend, 7e 3+ ¢ € B; to je ale spor s rovnostou 3 = sup B. Tym je rovnost 8 = b dokizan4.

Rovnako, ako sme v prave skoncenej Gvahe z rovnosti 8 = sup B odvodili ohrani¢enost funkcie f na intervale
[a, B + ¢), mbdZeme teraz z rovnosti b = sup B a faktu, Ze pre niektoré ¢ > 0 je f ohranitend na [b — ¢, b], odvodit,
ze funkcia f je ohranifend na intervale [a, b].

.78 Veta. Spojitd funkcia f definovand na kompaktnej mnoZine K md mazimum a minimum.

Dékaz. Podla vety .77 existuji ¢isla M := sup, ¢ g f(x), m := inf ek f(x). Dalej budeme postupovat
sporom. Ak neexistuje max,cx f(x), znamend to, Ze pre kazdé z € K je f(z) < M, teda M — f(x) > 0.
Potom funkcia g : K — R definovan predpisom g(z) = M+f($) je spojita (veta .55(a)) na kompakte K,

a podla vety .77 aj ohranicend; existuje teda L > 0 tak, Ze

(vxEK)<O<m<L>

Upravou predchadzajicej nerovnosti dostaneme

(Vz € K) (f(m)<M—%> ,

STExistenciu postupnosti {z,}32 ; uvedenych vlastnosti mozno zaruéit aj bevz pouzitia axiémy vyberu. Z (91) vyplyva,
ze pre kazdé n € N je mnozina A, := {z € K;f(z) > n} neprdzdna. Kedze A, je zhora ohranicend (to vyplyva z
inklizie A, C K a vety .50), existuje a := sup A, zopakovanim postupu doékazu lemy .51 mo#no dokézat inkliziu a € K.
Dokézeme, #e o € A,. Sporom, nech o ¢ Ay, tj. nech f(a) < n. Potom existuje okolie O(g, ) s vlastnostou

(Vz € O(e,0) N K) (f(z) < n) (92)
(ak « je izolovany bod mnoziny K, staci za O(e,a) zvolit okolie © bodu « také, Ze O N K = {a}; v pripade, Ze « je
hromadny bod mnoziny K, vyplyva existencia okolia O(e, ) z nerovnosti limgz_,qo (n - f(w)) > 0 a lemy .10(b)). Kedze
o = sup A, v intervale (o — ¢, a] lezi asponl jeden prvok mnoziny A,. To je ovSem spor s (92), pretoze pre kazdé = € A,
plati f(z) > n.

Teraz by malo byt zrejmé, ze postupnost {z,}32 ;, kde &n, := sup An, mé vlastnost f(z) >n. A

V pripade, 7e K je uzavrety ohrani¢eny interval [a, b], mo#no postupnost {zn}52, pozadovanych vlastnosti skonstruovat
aj inym sposobom (nasledujica konstrukcia je po istych tpravach pouziteins, aj vo vSeobecnom pripade K je kompakind
mnoZzina), ktory sa zaklada na tejto ivahe: pre kazdé n € N je mnozina By := {z € [a,b]; f(x) > n—1} neprdzdna a obsahuje
aspon jedno racionélne ¢éislo (neprézdnosf mnoziny By, vyplyva z (91); ak 8 € By, tak z nerovnosti lim,_, g (f(z) —(n—l)) >
0 vyplyva na zdklade lemy .10(b) existencia okolia O(e, 3) s vlastnostou (Vm € O(e,B8)N]a, b]) (f(m) > n—l); kedze v kazdom
nedegenerovanom intervale lezi aspoii jedno raciondlne &islo, musi aj mnozina O(g, 3) N[a,b] — a teda aj jej nadmnozina By,
— obsahovat aj racionilne él’sla).

Mnozinu Q mozno zoradit do (nie nutne prostej) postupnosti {an}$2,; ak teraz polozime xp := ag, kde k := min{m €
N;am € Bn}, tak tymto sposobom definovand postupnost {z,}72; mé pozadovanu vlastnost f(zs) > n. A

Ak chceme takymto spésobom postupovat aj vo vSeobecnom pripade K je kompakt, mozno pouzit tito ivahu: ak a € R
a K je kompakt, tak v K existuje aspoii jeden a najviac dva prvky w, ktoré maji spomedzi prvkov mnoziny K najmenS§iu
vzdialenost od bodu a, tj. mnozina V, := {w € K;|lw—a| = min{|z —a|;z € K}} je neprdzdna a kone¢nd; kazdému prvku
an € Q nasej postupnosti {a,}52; mozno tedawjednoznaéne priradit &islo b, predpisom by, := min V,,, . V predchadzajtcich
uvahéch sta¢i potom namiesto x, := a, polozit x, := by.

58nasledujici dokaz ovéem mozno (po malych tpravich) pouzit aj vo véeobecnom pripade K je kompakind mnoZina
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¢o znamen3, 7e ¢islo M — 1 je horné ohranicenie funkcie f; to je ale — pretoze M — + < M — v spore s
rovnostou M = sup,cx f(z). A

V pripade dokazu existencie éfsla mingcx f(x) mozno postupovat analogicky alebo prave dokdzané
tvrdenie aplikovat na spojiti funkciu — f a vyuzit rovnost min f = — max(—f).

Poznamka. Ani teraz nezostane Citatel uSetreny alternativnych dékazov.

1. Nech M :=sup f. Potom

1
(Vn € N)(3z € K) (M—E < f(x) SM) ,

existuje teda postupnost {z,}5>;, C K takd, 7e M — % < f(®n) < M; ®° z tychto nerovnosti podia vety .25

vyplyva, 7e lim, oo f(xn) = M. Kedze K je kompakt, mono z {x,}3; vybrat konvergentnii podpostupnost
{Zn, }52 s limitou a € K. Postupnost {f(z,,)}i>; je podpostupnost postupnosti {f(z,)}3,, preto (lema .38)

kll)n;o fzn,) =M. (93)

Z rovnosti limg e Tn, = a sicasne — kedze f je spojitd v bode a — vyplyva limg_ e f(2n,) = f(a) (veta .54);
z (93) a vety .9 o jednoznaénosti limity potom vyplyva rovnost f(a) = M, ém je existencia maxima funkcie f
dokdzand.

2. Vety .77 a.78 mozno odvodit z nasledujiceho tvrdenia (prvi pomocou vety .50, druhid pouzitim lemy .51):

LEMA. Ak f je spojitd funkcia definovand na kompakte K, tak f(K) je kompaktnd mnozina ®°.

DOkAZ. Vyuzijeme ekvivalenciu z pozndmky v paragrafe .50; dokdZzeme teda, Ze z kaZzdej postupnosti
{yn}22: C f(K) mozno vybrat konvergentni postupnost, ktorej limita tiez lezi v f(K).

Nech {y,}52, C f(K), potom - pretoze pre kazdé y € f(K) mozno najst aspoti jedno &islo € K s vlastnostou
f(z) = y — existuje postupnost {r,}5>, C K tak, #e f(x,) = yn. Pretoze K je kompakt, mozno z {z,}>>, vybrat
konvergentnt podpostupnost {z,, }32, s limitou z € K (pozndmka z paragrafu .50). Zo spojitosti funkcie f v
bode z potom vyplyva (veta .54), Ze limy_ oo f(2r,) = f(z), teda {f(zn,)}52; je konvergentnd podpostupnost
postupnosti {f(z»)}321 = {yn}o2: a jej limita f(z) je zrejme prvkom mnoziny f(K). #

V niektorych dvahich v buddcnosti budeme potrebovat, aby funkcie, s ktorymi pracujeme, mali
vlastnost, ktor4 je "trocha lepsia” ako spojitost — aby boli rovnomerne spojité. Nasim najblizsim cielom
je dokdzat, ze spojité funkcie definované na kompaktnej mnozine uz tito lep§iu vlastnost maju.

.79 Definicia. Hovorime, ze funkcia f je rovnomerne spojitd, ak

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz,y € D(f)) (lz —y| < d = |f(z) — fy)| <e) . (94)

Hovorime, ze funkcia f je rovnomerne spojitd na mnozine M ((D # M C D( f)), ak je rovnomerne
spojita funkcia f|ar.

Poznamky. 1. Predovéetkym si treba uvedomit, #e z prave definovanej vlastnosti skutoéne vyplyva spojitost;
jednoduchy dékaz tvrdenia ak funkcia f je rovnomerne spojitd, tak je aj spojitd prenechdvame na Citatela.

2. Ukazeme, ze obratend implikdcia vo vSeobecnosti neplati, tj. Ze existuje spojitd funkcia, ktord nie je
rovnomerne Spojitd.

Klasickym prikladom je funkcia f(z) = % Keby t4to funkcia bola rovnomerne spojit4, existovalo by podia
(94) k ¢islu e = 1 ® &islo § > 0 s vlastnostou

(Vz,y € D(f)) (le —yl <6 = |f(=) - fly)l < 1) . (95)
Zvolme &pecidlne y = §. Potom pre vietky z € (0,26) je |z — y| < d, a preto podia (95) musi platit
(Vz € (0,20)) (|f(z) — FO)| <1), tj. (Vz€(0,20))(f()—1< f(z)< f(6)+1),

¢o znamen4, 7e f je ohraniGend na intervale (0,26); to je ale v spore s rovnostou lim,— o4 f(z) = co.
Inym standardnym prikladom je funkcia f(z) = sin Z. PretoZe pre a, = — je f(an) = —1 a pre b, =
je f(bn) = 1, plati

|f(an) = f(ba)| =2, (96)

59podobne ako v dokaze z poznamky 1 v paragrafe .77 aj v tomto pripade sa mozno pri zdévodiovani existencie postupnosti
{zn}22 ; zaobist bez axiémy vyberu

60standardné slovné vyjadrenie: spojity obraz kompaktu je kompakt

6lako citatel vzapiti zisti, v nasledujicej uvahe nie je podstatné, ze sme zvolili prave e = 1, rovnako dobre by nam
poslizilo kazdé iné € > 0
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sicasne — pretoze limy o0 |an — bn| = 0 — mame
(V6 > 0) (3n € N) (Jan — ba| < 9) - (97)
Z (96) a (97) vyplyva pravdivost tvrdenia
(3> 0) (V6 > 0)(Iz,y € R) |z — y| <A |f(2) — F(y)| > &)

(staci polozit napr. & = 1 ®2), ktoré je negéciou vyroku funkcia f je rovnomerne spojitd.

3. Hiadajme teraz, v Com je rovnomern4, spojitost lepsia od ”obycajnej” spojitosti.
Nech f: M — R je funkcia , ozna¢me znakom V' (z,y, €, d) vyrokovi formu

(vy e M)(lz -yl <d = |f(x) - f(¥)| <¢) (98)
a porovnajme vyroky
(Ve > 0) (Vo € M) (36 > 0) (V(z,y,¢,0)) (99)
a
(Ve > 0) (36 > 0) (Vz € M) (V(=,y,¢,0)) , (100)

z ktorych prvy hovori, ze funkcia f je spojitd, a druhy, Ze f je rovhomerne spojitd. Rozdiel medzi nimi (vyplyvajici
zo zmeny poradia kvantifikdtorov) mozno popfsat nasledovne:

Zvolme £ > 0 pevne. Potom § > 0, ktorého existenciu zarucuje (99), zdvisi na éisle x, teda s meniacim sa x
sa &fslo & > 0, pre ktoré je (99) pravdivé, méze menit. Ak vSak platf (100), vieme néjst § > 0, ktoré uz nezdvisi
na volbe ¢isla x, teda také, ktoré vyhovuje vietkym prvkom z mnoziny M.

4. Vsimnime si napokon, Ze obidve funkcie, ktoré sme uviedli v poznidmke 2 ako "negativne priklady”,
mali neodstranitelny bod nespojitosti (pricom prave tento bod bol pricinou ich ”negativnosti”). Ako ukazuje
nasledujice tvrdenie, nie je to ndhoda.

LEMA. KaZzdy bod nespojitosti rounomerne spojitej funkcie je odstrénitelng.

:-) Dékaz mozno zalozit na myslienkach pouzitjch v pozndmke 2 5% my viak uprednostnime nasledujici dokaz
zalozeny na Cauchyho-Bolzanovom kritériu. (-:

DOKAZ. Nech f je rovnomerne spojité funkcia, nech a ¢ D(f) je hromadny bod mnoziny D(f). Zvolme & > 0,
potom podia (94) existuje § > 0 s vlastnostou

(Vz,y € D(f) (le -yl < = |f(x) - f(y) <e) - (101)

Nech P(a):= 0O (%, a) \ {a}, potom pre z,y € D(f) leziace v P(a) plati

z —y| < &5 z (101) teda vyplyva

(Vz,y € P(a) N D(f)) (If(z) - f(y)l <€) ;

to znamend, ze P(a) ms vlastnost pozadovnai v (63). Kedze tito dvaha plati pre kazdé ¢ > 0, vyplyva z
Cauchyho-Bolzanovho kritéria z pozndmky v paragrafe .43 existencia kone¢nej lim,_,o f(z). A

Z prive dokdzaného tvrdenia a z pozndmok v paragrafe .60 vyplyva, Zze ku kazdej rovnomerne spojitej funkcii
f: M — R existuje spojitd funkcia g definovand na uzavretej mnozine M; takd, ze M C M a g|lm = f.

.80 Veta. Spojitd funkcia definovand na kompakte je rovnomerne spojitd.

Dokaz. Sporom; nech f: K — R, kde K C R je kompaktnd mnozina, je spojitd funkcia, ktord nie
je rovnomerne spojitd. Plati teda

(Fe > 0) (V6 > 0)(Fz,y € K)(|lz —y| <A |f(z) — fly)| > ¢)

(toto tvrdenie sme ziskali negdciou vyroku (94)), odtial vyplyva, ze (ak $pecidlne zvolime § = +) pre
kazdé n € N je mnozina A, := {(z,y) € K x K;|z —y| < = A|f(z) — f(y) > &} neprdzdna. Ak z

623lebo zvolit Iubovolné iné ¢ € (0, 2)

63Staci dokazat, 7e v pripade, Ze a ¢ D(f) je hromadny bod mnoZiny D(f), vedie kazdy z predpokladov "limg—q f(z) =
00”, ?limg 54 f(x) = —00”, ”limgz—4 f() neexistuje” ku sporu. V prvych dvoch pripadoch sta¢i vhodne upravif nase tvahy
o funkcii L v bode 0; v trefom pripade pouzit Gvahy o funkcii sin Z, v ktorych postupnosti {an}32;, {bn}32; nahradime
postupnostami {5} ;, {yn}32 ;, ktorych existenciu zaru€uje cviCenie 2 z paragrafu .40 a namiesto (96) pouzijeme tvrdenie

(3c > 0) (3N € N) (Yn € Nyn > N) (|f(zn) = f(yn)| > €)

ktoré vyplyva z nerovnosti lim, oo | f(zn) — f(yn)| = 0 (cviCenie z paragrafu .40 a lema .13(e)) a lemy .10(b).
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kazdej z mnozi[Bn A,, vyberieme jednu dvojicu a oznaime ju (zn,yn), dostaneme postupnosti {z,}5,
{yn}2, C K také, 7e
lim (y,, —z,) =0 (102)

n—oo
(to vyplyva z nerovnosti —+ < y, —z, < L avety .25). Pretoze K je kompakt, mozno z {z,}52, vybrat
konvergentni podpostupnost {z,, }$, s limitou a, pricom a € K (implikdcia (b)=>(a) z lemy .48).
Podpostupnosti {2, }32, zodpovedd vybrand postupnost {yn, }32, z postupnosti {y,}52;, ukdzeme, ze
aj ona konverguje k a; z rovnosti limg_, o0 Zp, = @, limg_s00 (Yn, — Tn,) = 0 (druhd z nich vyplyva z (102)
a lemy .38) totiz dostdvame

lim y,, = lim z,, + lim (yn, — Tn,) = a.
k—o0 k—o00 k—o0
Z inklazie (zp,,Yn,) € Apn, sifasne vyplyva
(Fe > 0) (Vk € N) (|f (zni) = f(yn)| > €) (103)

¢o znamend, ze vyrok limy_,oo (f(Zn,) — f(Yn.)) = 0 je nepravdivy (z (103) totiz vyplyva jeho negicia).
To je ale spor s predpokladom spojitosti funkcie f; podia vety .54 totiz z rovnosti limy_, e Tp, =0 =
limg o0 Yn, VyPIyva rovnost lim_,oo f(2n,) = f(a) = limp—oo f(yn,), a teda aj rovnost limy_,o0 (f(2n, —
f(ynk)) =0.

Poznamky. Ako sa dalo ¢akaf, opaf uvedieme zopar dalsich dékazov, v prvom z nich budeme tentokrét
namiesto s podpostupnostami pracovat s otvorenymi pokrytiami.

1. Nech f je spojitd funkcia definovani na kompakte K. Zvolme € > 0 a hiadajme § > 0 vyhovujice
podmienkam z (94). Pretoze f je spojitd v kazdom bode mnoziny K, existuje pre kazdé a € K okolie O(d,,a) s
vlastnostou

(V2 € O(dara) N K) (|f(z) — fla)] < g) . (104)

:-) Nech O := {O(J,,a);a € K} je systém vietkych takychto okoli. Nasim cielom je najst § > 0 tak, aby pre
z,y € K z nerovnosti |z —y| < § uz vyplyvalo, Ze v systéme O vieme néjst okolie O(d,, a), ktoré obsahuje si¢asne
z aj y; z inkldzil © € O(dq,a) N K, y € O(dq,a) N K totiz na zdklade (104) dostaneme

f(@) = FO) < (@) — f@)| + 1fW) — fl@)l < S+ 5 =¢ (=

Nahradme teraz kazdé okolie O(d,,a) okolim O (%“, a) s poloviénym polomerom %, takto vytvoreny systém
{O (%“, a) ja € K } okoli je otvorené pokrytie kompaktu K, preto existuje jeho konecné podpokrytie

={o (% Oan
pi={0(Brm) 0 ()}

R dan
6.—mln{7,..., 5 }

Ukézeme, ze ¢islo

vyhovuje nasim poziadavkdm:

Kedze P := {5“71, cee 5‘?2" } je kone¢n4 mnozina kladnych &isel, je § > 0 ®5. Nech teraz z,y € K, |z —y| < 4.

Pretoze P je pokrytie mnoziny K, plati y € O (‘L’T", ai) pre niektoré i € {1,...,n}, tj.

ly—ail < 5-

Sa; ,
Pretoze |z —y| < d a 0 < %, dostadvame

ba; . Oa;
-+

ba;
|m—ai|§|x—y|+|y—ai|<6+%§ 5 5

=6a,-1

t.
z € 0(8q;,ai)

64,mysel tohto kroku sa ozrejmi itatelovi o malt chvilocku

65treba si uvedomit, Ze - podobne ako v dokaze vety .77 — vyuzivame existenciu koneéného podpokrytia P, z ktorej
vyplyva, ze § je minimum (a teda aj infimum) konecénej mnoziny P; infimom nekoneénej mnoziny P kladnych cisel moze

byt totiz aj &islo 0 (staél’ zvolit napr. P:={Ll;n e N})
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teda = aj y lezia v O(da;,ai) ®°. Z (104) (pre a = ai, z = z, resp. a = a;,z = y) potom vyplyva |f(z) — f(ai)| < &,
[f(y) — f(ai)| < §, a odtial

If(@) — F)] < 1f(@) = fa) + £ () = fa)l < 5+ 5 =, (105)

nage d teda skutotne vyhovuje poziadavkdm z (104), ¢im je dékaz skonéeny.

2. Predpokladajme, ze K je uzavrety ohraniceny interval [, 8]. Ak je € > 0 dané, mozno na dokaz tvrdenia
(36 > 0) (Va,y € [, B]) (lz —y| <6 = |f(z) — f(y)| <e)

pouzit postup z poznamky 2 v paragrafe .77, v ktorom teraz tlohu mnoziny B bude hrat mnozina

{z € (o, 8]; (EIJ > 0) (V([a,z),é))} ,
pricom V(I,6) (kde I C [a, ] je interval a § > 0) je vyrokovd forma
(Vz,y € I) (e —yl <6 = |f(2) - fly)l <e) ,

a tivahy 1 a 2 budi mat podobu

1. pre kazdé a € [a, §] existuje d, > 0 tak, ze V(O((Sa, a)N[e, G], Ja) je pravdivy vyrok (8, staéi zvolit rovnako
ako v (104));

2. nech I,J C [a,f] st intervaly a d1,d2 > 0 st é&fsla také, ze V(I,461) a V(J,4d2) sd pravdivé vyroky; ak
prienik I N J je nedegenerovany interval dizky ds a 84 := 1 min{é1, 62,43}, tak plati V(I U J,84) (z nerovnosti
|z — y| < 84 totiz vyplyva, Ze body =,y lezia bud obidva v I alebo obidva v J).

Part III
Diferencialny pocet funkcii jednej realnej
premenne;j

10 Definicia vlastnej a nevlastnej derivacie v bode. Vety o de-
rivacii suctu, sucinu, zlozenej a inverznej funkcie

.81 Definicia. Nech a € R je hromadny bod 67 defini¢ného oboru D(f) funkcie f, pricom a € D(f).
Ak existuje limita
L 1) - fla)

z—a T —a

(106)

oznatujeme ju f'(a) %% a hovorime, Ze funkcia f md v bode a vlastni alebo nevlastni derivdciu. Ak je
uvedend limita konetnd, nazyva sa &islo f'(a) derivdcia funkcie f v bode a (hovorime tiez, ze funkcia f je
diferencovatelnd v bode a); ak je této limita nevlastnd, hovorime o nevlastnej derivdcii funkcie f v bode
a.

Ak v (106) nahradime limitu pre £ — a jednostrannou limitou pre z — a+ (resp. £ — a—), pouZivame
namiesto oznacenia f’(a) oznatenie f}(a) (resp. f’(a)) a vietky pojmy definované v predchédzajicom
odstavci doplitame o slovo sprava (resp. zlava).

ht e . L, . Sa; . .

66kedze prave skonend Cast dokazu bola zaloZend na fakte, Ze z inklizie y € O (Tl,a,-) a nerovnosti |z — y| < § uz
vyplyva, Ze  aj y lezia v tom istom okoli O(dq;,ai), malo by uz byt zrejmé, preo sme nase kone¢né podpokrytie nevyberali
hned z pokrytia {O(d,,a);a € K}, ale az z pokrytia {O (%“,a) ja € K}

67¢asto sa pojem vlastnej a nevlastnej derivicie v bode a definuje za predpokladu, Ze a je vnitorny bod mnoziny D(f)
(alebo za trocha vSeobecnejsieho predpokladu, ze existuje interval J tak, ze a € J C D(f)).

683 s df df (=)

niekedy aj g |m=a alebo =g~ |w=a

52



Pozndmka. Z Casti (a) a (b) lemy .11, resp. z lemy .28 vyplyvaji nasledujice tvrdenia:
LEMA.(a) Nech funkcia g je ziZenim funkcie f na mnoZinu M. Ak a € M je hromadnyg bod mnoZiny M a
eristuje f'(a), tak existuje aj g'(a) a plati g'(a) = f'(a).

(b) Nech sa funkcie f,g zhoduji na niektorom okoli O bodu a € D(f) (tj. D(fynO=D(@)N0O a (Va: €

D(f)n (’)) (f(x) = g(x))) Potom plati: ak ezistuje f'(a), tak existuje aj g’'(a) a g'(a) = f'(a).

(c) Nech funkcia f je definovand na mnoZine M a bod a € M je hromadny bod mnoZin My := M N (a,00),
M_ := M N (—o0,a). Potom f'(a) ezistuje prdve vtedy, ked fi(a) = f_(a); ® pritom — ak f'(a) existuje — je
f'(a) = fi(a) = f_(a).

Priklad. 1. Ak oznalime fi(z) := sinz, fo(z) := In(1 + z), f3(x) := €”, mdzeme teraz tvrdenia (b), (c) a
(d) vety .12 zapisat nasledovne:

(b) fi(0) =1 ™% (c) f5(0)=1; (d) f3(0) = 1.

2. Funkcia sgn md v bode 0 nevlastni derivéciu +oo (stadi vypoéitat (sgn),(0), (sgn)_(0) a pouzit tvrdenie
(¢) predchidzajicej lemy) ™.

3. Funkcia &z m4 v bode 0 deriviciu +oco. #

Tvrdenia z nasledujiceho odstavca viackrat pouzijeme v nagich dalgich dvahéch.

.82 Definicia. Hovorime, ze funkcia f : M — R je rastica v bode a € M, resp. klesajica v bode a € M,
ak existuje prstencové okolie P bodu a také, ze

(Vz € PN D(f)) (W >o> ;

resp.

(Vz € PN D(f)) (M <0) .

r—a

Hovorime, ze funkcia f : M — R ma v bode a € M lokdlne mazimum, ak existuje prstencové okolie
P bodu a také, ze
(Vz € MNP)(f(z) < f(a) . (107)

Definiciu lokdlneho minima, resp. ostrého lokdlneho mazxima, resp. ostrého lokdlneho minima dostaneme,
ak v (107) nerovnost < nahradime postupne nerovnostami >, <, >. O lokalnych maximéch a miniméch
hovorime stthrnne ako o lokdklnych extrémoch, o ostrych lokdlnych maximéch a ostrych lokalnych miniméch
ako o 10strych lokalnych extrémoch.

Lema. (a) Ak je funkcia f v bode a diferencovatelnd, tak je tam aj spojitd.

(b) Nech funkcia f md v bode a vlastni alebo nevlastni derivdciu. Ak f'(a) > 0 alebo f'(a) = oo (tj.
ak f'(a) = 0), tak f je v bode a rastica.

Ak f'(a) <0, je funkcia f v bode a klesajica.

(¢) Nech funkcia f : M — R nadobida lokdlny extrém v bode a € M. Potom plati:

(c1) ak f nadobida v a lokdlne mazimum (lokdlne minimum) a ezistuje f\(a) "2, tak fi(a) <0
(f1(a) = 0J;

(c2) ak f nadobida v a lokdlne mazimum (lokdlne minimum) a existuje f' (a), tak ' (a) = 0 (f"(a) =

0);

(c3) ak a je hromadny bod mnoZin M, aj M_ (Specidlne: ak M je interval a a je jeho vnitorny bod)
a ezistuje f'(a), tak f'(a) = 0.

Dékaz. (a) Pretoze a € D(f) je hromadny bod mnoziny D(f) (definicia .81), treba dokézat rovnost
lim,_,, f(z) = f(a) (lema z paragrafu .53), t4 vyplyva z nasledujiceho vypoctu

f(z) = f(a)
T—a

lim f(z) = lim (f(a) +

T—ra

(w—@)=f@%+f@%0=fm%

69tj. (podrobne): ked existuju f!.(a), . (a) a plati rovnost f} (a) = f’ (a)
70 d(sin ) _
alebo d—| =1
z =0
"Tento priklad mozno zovieobecnit: ak limg,,— f(z) < f(a) (resp. limg o+ f(z) > f(a.)), tak f’ (a) = oo (resp.
f(a) = o)

"2predpoklad existencie fi(a) v sebe ,,automaticky” zahfiia podmienku a € M je hromadny bod mnoZiny M N (a, o)
(épeciélne, ak M = [e,d], tak predpokladdme, Ze a € [c, d))
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(b) Sta¢i pouzit tvrdenia (b) a (c) lemy .10(b) (v ktorych tlohu funkcie f, resp. bodu b bude teraz

mat funkcia, w resp. bod f'(a)).
(¢) Nech f nadobtda v bode a lokdlne maximum (postup v pripade lokdlneho minima je rovnaky);
existuje teda prstencové okolie P bodu a s vlastnostou

(Vz € PN M) (f(z) < f(a)) (108)

Dokézme teraz (c1): pre x € PN M, x > a (tj. pre x € PN My) z (108) dostadvame W <0a
— kedze podia predpokladu existuje [ (a), z poslednej nerovnosti a vety .24 vyplyva

fi(a) <0

Dékaz tvrdenia (c2) je obdobny. §

(c3) Kedze st splnené predpoklady z (c1) aj (c2), plati fi(a) < 0 a f'(a) > 0. Podla lemy v
poznémke z paragrafu .81 musi platit f}(a) = f’ (a); to je mozné len vtedy, ked f' (a) = f' (a) = 0, tj.
ked f'(a) =0

Pozndmky — k tvrdeniu (a): 1. Obrédtend implikdcia neplati; existuji teda funkcie, ktoré si v niektorom
hromadnom bode svojho defini¢ného oboru spojité, Vale nie su tam diferencovatelné. Klasickym prl'vkladom je
funkcia f(z) = |z|, ktora je spojitd v bode 0, ale — kedzZe f} (0) = 1, ' (0) = —1 — nie je diferencovatelns v bode
z ,ak r€Q

0 (lema z pozndmky v paragrafe .81). Inym prikladom je funkcia g(z) = 2. ak zER\Q

, ktord je spojita

v bode 0, ale nie je tam diferencovateins a nem4 tam vlastné ani nevlastné jednostranné derivécie (neexistencia
lim,_, M vyplyva z lemy .11(c), v ktorej polozime f(z) := %, M, :=Q\ {0}, M> := R\ Q, podobne sa

dokéze neexistencia ¢’ (0), g (0))

2. Z existencie nevlastnej derivicie v bode a uz spojitost v tomto bode vyplyvat nemusi”; napr. funkcia sgn

md v bode 0 — ktory je jej bodom nespojitosti — nevlastni deriviciu +oo (priklad 2 z paragrafu .81).

— k tvrdeniu (c): 1. Toto tvrdenie mozno dokdzat aj na zdklade bodu (b); dokézeme napr (c3). Nepriamo:
keby platilo f'(a) > 0, bola by funkcia f rastica v bode a, odtial by vyplyvalo, ze v kazdom prstencovom okoli bodu
a st body s funkcnyml hodnotami va¢simi nez f(a) (tie by lezali v mnozine M) aj body s funkénymi hodnotami
mensimi nez f(a); to ale znamend, e v bode a neméze mat f lokédlny extrém; podobne by sa postupovalo v
pripade f'(a) < 0.

2. Predpoklad a je hromadng bod mnoZiny My aj mnoZiny M_ (tj. Specidlne a je vnidtorng bod intervalu M)
je v tvrdeni (c3) podstatny: funkcia f : [0,1] - R s predpisom f(z) = x m4 v bode 0 lokdlne minimum, ale

£(0)=1.

.83 Veta (o derivécii skaldrneho ndsobku, siétu, sicinu a podielu). Nech funkcie f,g : M — R si
diferencovatelné v bode a € M, nech k € R. Potom

(a) (k- f)'(a) =k - f'(a);
(b) (f +9)'(a) = f'(a) + ¢'(a);
() (f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a);
(d) ak g(a) # 0, tak (,5) (a) = I (G)Q(Z)Qz&f)(a)g'(a).

d)
Doékaz. (c)
(fg)'(a) — $11_I}I’(11 f(m)g('z;l)j : i(a)g(a) —
- i (L)) fedte) Slal@)) _
Tz—a r—a r—a
L f(z) — f(a) g9(z) —g(a)\ _
=t (s T @220
T—a z—a r—a T—a r—a
= g(a)f'(a) + f(a)g'(a) ;
"3to zrejme stvisf s faktom, ze limita limg_q (W(m — a)), na vypocet ktorej sme v dokaze lemy .82(a) mohli
pouzit vetu o limite siéinu, je v pripade f’(a) = co (alebo f’(a) = —oc) neurcitym vyrazom typu oo - 0 (alebo —oo - 0).
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) vyplyva z lemy .82(a).
!

a
) (a) = — g(a) , nej a z tvrdenia (c) bude uz vyplyvat tvrdenie (d):

=, sy r (1
(d) Staci dokazat rovnost (- ey
1 1
1\’ ORKIO) 1 -
N = tim & 5@ _ g (- 9(@) —g(@) _
g =e T —a z=a \ g(z)g(a) z—a
1 !
- 2(&)9 (a) ’
pritom rovnost lim,_,, (— . (w)lg(a)) = _gzl(a) vyplyva opit z lemy .82(a) (a samozrejme z tvrdeni (c) a
(d) vety .15).
Poznamky. 1. Tvrdenie (b) moZno zrejme matematickou indukciou rozirit nasledovne: ak funkcie h1,. .., hy

definované na mnoZine M su diferencovatelné v bode a, tak

(Z h¢> (@)=Y _hi(a).

2. Tvrdenia (a) a (b) mozno doplnit este touto informéciou (ktorej dokaz prenechivame na Citatela):

(a’) ak k € R\ {0} a funkcia f md v bode a nevlastni derivdciu, tak aj funkcia k- f md v bode a nevlastni
derivdciu;

(b)) ak funkcia g : M — R je v bode a € M diferencovatelnd o f : M — R tam md nevlastnid derivéciu +o0o
(resp. —0), tak (f +g)'(a) = co (resp. (f+g9) = —oo).

.84 Veta (o derivécii zlozenej funkcie, refazcové pravidlo). Nech funkcia f je diferencovateind v bode
a, funkcia g v bode f(a). Ak a € D(g o f) je hromadny bod mnoziny D(g o f), ™ tak je v bode a
diferencovatelnd aj funkcia go f a plati

(g0 f)'(a) = f'(a) ¢'(f(a)) . (109)

Doékaz. Predpokladajme najprv, ze f'(a) # 0. Potom je funkcia f bud rastiica alebo klesajica v
bode a (lema .82(b)); iste teda existuje prstencové okolie P bodu a s vlastnostou

(Vz € PND(f)) (f(z) # f(a)) -
Kedze PN D(go f) C PN D(f), plati aj
(Vz e PN D(go f))(f(z) # f(a)) (110)
apre z € PN D(go f) mdzeme preto pisat

(gof)(@) = (g0 f)la) _ 9(f(2)) —9(f(a) f(z)~f(a)

r=a f@-f@ = z-a ()
Z (111) a z rovnosti
lim f()_f(a)—fl(a),
z—a T —a

i U @) =9 (S
T—a f(il»') — f(a)

potom (veta .15(c) 76, lema .11(b)) vyplyva
(g0 £)'(a) = lim 9(f(@)) — 9(/(a))

T—a r—a

=[f@ =y =7t EETO

=4'(f(a) - f'(a),

"4 pozri pozndmku pod &iarou k tvrdeniu vety .17

"5t4to rovnost vyplyva z vety .17 o limite zlozenej funkcie: pouzili sme substiticiu y = f(z), z lemy .82(a) dostdvame
limg 4 f(x) = f(a); kedze vonkajsia zlozka, ktorou je v tomto pripade funkcia %f((zga)), nie je definovand v bode f(a),
je splnend podmienka (b) vety .17

"6kedze definicné obory sucinitelov na pravej strane rovnosti (111) (tj. mnoziny D(go f) N {x € D(f); f(z) # f(a)} a

D(f)\ {a}) nemusia byt totozné, vyuzivame poznidmku z paragrafu .15
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¢o sme chceeli dokdzat. A
Nech teraz f'(a) = 0, rovnost (109), ktori dokazujeme, m4 potom tvar

(9o f)(a)=0. (112)
Ozna¢me Dy := {z € D(go f); f(z) # f(a)}, Dz :={x € D(go f); f(z) = f(a)} a rozliSme tri pripady
77.

1. Ak a nie je hromadny bod mnoziny Dy, tak existuje prstencové okolie P tohto bodu neobsahujice
prvky z D;. Kedze takéto P spfﬁa podmienku (110), mdzeme teraz zopakovat postup, ktory sme pouzili
pre f'(a) # 0, ¢im je v tomto pripade dokaz skonéeny.

2. Ak a nie je hromadny bod mnoziny D-, tak pre niektoré jeho prstencové okolie R plati

(V2 € RN D(go ) (f(z) = f(a) ,

odtial vyplyva

(Yz € RND(go f),o # a) <(9°f)($3;:((19°f)(a) _ 0) 7
preto

(g0 f)(a) = lim W2 D@ = (g0 f)(@)

T—a r—a

=0,

¢o sme chceli dokédzat (pozri (112)).
3. Ak a je hromadny bod mnoziny D; aj mnoziny D,, ozna¢me F : D(go f)\ {a} funkciu s predpisom
(9o f)(x) —(g° f)(a)

F(r) = PR ;

nech
F:=F|,, B:=F, .

Kedze pre z € Dy \ {a} je F(z) = 0, plati
lim F>(z) =0. (113)

T—ra

Pre x € D; mozno pouzit rovnost (111), z ktorej (rovnako ako v pripade f'(a) # 0) odvodime rovnost

lim Fy () = f'(a) - ¢'(f(a)) = 0. (114)

r—a
Z (113) a (114) vyplyva podla lemy .11(d)

(gof)(a)=lim F(z) =0,

T—ra
¢o je dokazovana rovnost (112). #

Nasledujiice tvrdenie mozno vydedukovat z geometrickej interpreticie: Kedze grafy prostej funkcie f a in-
verznej funkcie f~! sd simerné podia priamky y = z, je aj dotyénica t ku grafu funkcie f v bode (b, f(b))
sdmernd podia tejto priamky s dotyénicou ' ku grafu funkcie f~! v stmernom bode (a, f_l(a)), kde a = f(b)
(pokiai tieto dotycnice existuji). Orientované uhly a, resp. o, zvierané priamkou ¢, resp. t', a kladnou &astou
osi Oz teda spliiaji rovnost of — 7 = 7 — a, odtial o = % — o, preto — pokial o € D(tg) a tg o # 0 — plati
tg o' =tg (% — a) = tgLa. Pokial o = 0 (resp. a= 7 alebo a = —g), je priamka t rovnobeznd s osou Oz (resp.
s osou Oy), a t’ je teda rovnobeznd s Oy (resp. s Ox).

.85 Veta (o derivécii inverznej funkcie) Nech prostd funkcia f : M — R je diferencovatelnd v bode
fYa), kde a € f(M). Ak inverznd funkcia f=' je v bode a spojitd, tak tam md aj vlastni alebo
nevlastni derivdciu, pricom plati

(a) ak f'(f'(a)) € R\ {0}, tak (f1)'(a) = m;
(b) ak f'(f~*(a)) =0 a f je v bode f~(a) rastica, tak (f~*)'(a) = oo;
(c) ak f'(f~(a)) =0 a f je v bode f~*(a) klesajica, tak (f~')'(a) = —o0.

"7to, Ze nastane prave jedna z nasledujucich moznosti, vyplyva z tvrdenia ak D = D; U D2 a bod a je hromadni bod
mnoZiny D, tek a je hromadny bod mnoZiny D1 alebo hromadny bod mnoZiny D2
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Dékaz. Kedze bod b:= f~'(a) je hromadny bod mnoziny M (definicia .81) a funkcia f je prostd a
spojitd v bode b (lema .82(a)), je bod a = f(b) hromadny bod mnoziny D(f~') = f(M) (d6kaz tohto
tvrdenia prenechdvame na Citatela).

Tvrdenie (a) potom vyplyva z vypottu

(f—l)l(a) - lim f_l(m) _f_l(a) — ‘f—l(x) — y‘ (2 lim Y- f_l(a) —

T—a r—a

L YTE g 2 e =

T BT IO v TTm T
1

T @)

pricom rovnost (1) je dosledkom vety .17 o limite zlozenej funkcie 78.
V pripade (b) bude zdpis vypoétu (f~!)'(a) rovnaky az po rovnost (2), ktort teraz nahradf rovnost
lim L=
b Tw=rm)
y—b
vyplyvajiica z vety .18(b): podla predpokladu je totiz lim, s w = 0 a — pretoze f je v bode
b= f~!(a) rastica — funkcia w je v niektorom prstencovom okoli bodu b kladn4.
Postup v pripade (c) je obdobny. &
Postac¢ujicu podmienku spojitosti inverznej funkcie formuluje désledok z paragrafu .70 ™, z ktorého
vyplyva nasledujice tvrdenie.

Désledok. Inverznd funkcia f~' k prostej spojitej funkcii definovanej na intervale I a diferencov-
atelnej v bode b := f~'(a) md v bode a (= £ (b)) viastni alebo nevlastni derivdciu, pricom plati (a), (b),
(c) z predchddzajicej vety.

Poznamky. 1. Ukézeme, e predpoklad f~! je v bode a spojitd nemozno vo vete o derivécii inverznej funkcie
vynechat:

Uvazujme funkciu f: R\ {%, n € N} danti predpisom

_J =, ak xER\({%;nEN}UN) )
r@={1 & Tex 7
této funkcia je prostd, f'(0) =1,
1 _ rz, ak a:ER\( %;neN}UN)
f (m)—{ 1, ak mE{%;nGN}

ale (f71)'(0) neexistuje (vyplyva to z lemy .11(c); ak totiz oznaiime F funkciu definovani na R \ (N U {0
] ypLy y
predpisom F'(z) = W, tak pre Fi := F|{%;nEN}’ resp. F» := F|{—%;n€N} plati limz 0 F1(z) = oo, resp.

limg, o Fa(z) = 1).

2. V tvrdeni vety o derivicii inverznej funkcie mozno este doplnit nasledujici bod:

(d) ak f' (f_l(a)) =0 a funkcia f v bode b := f~'(a) nie je ani rastica ani klesajica, tak (f=') (a) neezistuje.

(Ak totiz f nie je v bode b rastica ani klesajica, je b hromadnym bodom mnozin M, := {y € D(f) \ {b}; W > 0}
aj M := {y € D(f) \ {b}; w < 0}; ak teraz funkcia F : D(f~')\{a} je dand predpisom F(x) = w,

tak pre Fy := F| F(My)? TESP- Fy = F| F(Ma) dostaneme zopakovanim postupu z dokazu vety o derivécii inverznej

funkcie rovnosti limg_,, Fi(z) = 00, resp. lim,_,, Fo(x) = —00)

Cviéenie. Dokézte nasledujice tvrdenie dOpfﬁajﬁce vetu .85:

Ak prostd spojitd funkcia f : M — R je v bode b := f~!(a) (kde a € f(M)) spojitd a m tam nevlastni
derivéciu, tak (f71)'(a) = 0.

"8funkcia y = f~1(z), predstavujica substitiiciu, je podia predpokladu spojitéd v bode a, preto limg_q f~Y=) = f~Ya),
opravnenie na pouzitie vety .17 vyplyva zo splnenia jej podmienky (b)
7a tiez pozndmka 1 v tom istom paragrafe
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11 Derivacia ako funkcia. Derivacie vysSich radov. Derivacie
elementarnych funkcii

.86 Definicia. Ak je dand funkcia f : M — R, nazyva sa funkcia, definovand na mnozine D vSetkych
tych € M, v ktorych je funkcia f diferencovatelnd, a priradujica kazdému prvku z € D hodnotu f'(z),
derivdcia funkcie f a oznacuje sa f'.

Ak D = M, nazyva sa funkcia f diferencovatelnd. Ak je naviac funkcia f’ spojit4, nazyva sa f spojito
diferencovatelnd.

Funkcia f sa nazyva diferencovatelnd (resp. spojito diferencovatelnd) na mnozine M ((Z) # M C D( f)),
ak je diferencovateln4 (resp. spojito diferencovatelnd) funkcia f|as.

Derivdcie vyssich rddov funkcie f : M — R definujeme indukciou: pre n = 0 polozime

1O =1

a pre n € N potom definujeme
£ = (fmfl))’

Takto definovand funkcia f(") sa nazyva n-td derivdcia funkcie f. Aka € D ( f (")), hovorime, ze funkcia f
je v bode a n-krdt diferencovatelnd (alebo, ze md n-ti derivdciu v bode a). Ak funkcia f(»~1) m4 v bode a
vlastnu alebo nevlastni derivédciu, hovorime, ze f méa v bode a vlastni alebo nevlastni n-ti derivdciu. Ak
D ( f(”)) = M, hovorime, ze funkcia f je n-krdt diferencovateind. Pojmy n-krdt spojito diferencovatelnej
funkcie a funkcie n-krdt diferencovateinej (resp. n-krdt spojito diferencovatelnej na mnozine M ) st pre
n > 1 definované analogicky ako pre n = 1.

Namiesto oznaceni f(1), f2) fG) @) ) 6 pouzivame aj oznacenia f', ", f", fIV, fV, f¥VI, ...

80

.87 Lema (Leibnizova formula). Nech funkcie f : M - R, g: M — R si
(i) (n — 1)-krdt diferencovatelné (n € N) 8!

a
(i) maji n-td derivdciu v bode a.

Potom je v bode a n-krdt diferencovatelnd aj funkcia fg a plati

n

(f9)™(a Z( )f"“’ (@9 (@) *. (115)

Dékaz. Pouzijeme indukciu.

1° Pre n = 1 je nage tvrdenie totozné s vetou .83(c).

2° Nech teraz plati (i) a (ii) pre n =i + 1, tj. nech funkcie f,g : M — R s i-krét diferencovatelné
a maju (i + 1)-vi deriviciu v bode a. Z prvého z tychto predpokladov vyplyva, ze pre n =i je (i) a (ii)
splnené v kazdom bode x € M, preto (podia indukéného predpokladu)

%

i i i
(199@ =Y § ) 0@ 4 ). (116)
k=0
Z predpokladov pre n = i + 1 dalej vyplyva, ze kazd4 z funkcii f©, fO_ . f0 g0 om0

je definovand na M a diferencovatelnd v bode a, preto (tvrdenia (a) a (c) vety .83) plati

((3) @) @=( 1) 10@e= 0@ () 1 @e 1w,

namiesto oznacenia f(™) sa pouziva aj symbol —ﬁ alebo m
81tento predpoklad v pripade n = 1 neobsahuje Zladnu 1nf0rmac1u o funkcidch f,g a je vtedy totozny s predpokladom
nech funkcie f,g si definované na mnoZine M

Z ) = Wik)" pricom 0! :=1, (n + 1)! :==nl(n+1)

80

82pripomeiime, ze f(O) := f, g =g, (
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odtial, z (116) a z pozndmky za vetou .83 potom dostidvame
(9@ = ((0%) @ = kg (&) (™e ) @-
= () 1@st@+ () @9 @) +
# (1) @@+ () 1@et @)+
(G5 e @ () M9 )]

s (1) ro@e@ (1) fa)

Na dokoncenie nadsho dokazu teraz staci s vyuzitim rovnosti

(e20 )+ (3) =57

séitat vzdy druhy séitanec jednej hranatej zdtvorky s prvym séftancom nasledujtcej hranatej zatvorky a
na tGpravu prvého séitanca v prvej a druhého séitanca v poslednej hranatej ztvorke pouzit rovnosti

(0)=("5")=(i0)=(1)="

.88 Derivéacie zikladnych elementirnych funkcii uvddzame v nasledujicej tabulke (rovnosf

(f (a:))' = g(z), x € D, pritom znamend, Ze funkcia g definovand na mnozine D predpisom g¢(z), je
derivaciou elementdrnej funkcie s predpisom f(x); pokial mnozina D nie je uvedend, je fiou definicny

obor elementdrnej funkcie s predpisom g(x) ).

(1) (const) =0, z€eR
(2) (@)'=1,z€eR (3) () =az* ' (a€R\{0,1})
(4) (%) =¢* (5) (a*) =a*lna
(6) (nz)' =3, z€ (0,00 (1) (log,z)' = 775 » @ € (0,00)
(8) (sinz) =cosz (9) (cosz) =sinz
(10) (tg IL')I = 00512.1‘ (11) (Ctg m)l == sir}2z
(12) (arcsinz)’ < (13) (arccosz)' = \/ﬁ
(14) (arctgz) = e (15) (arcctgz) = —137=
(16) (shz) =chz (17) (chz)' =shz

Venujme niekolko pozndmok odvodeniu tychto rovnosti.

Vztahy (1) a (2) mozno lahko dokdzat na zéklade definicie derivécie.

Rovnost (4) vyplyva z tvrdenia (d) vety .12 (ktorého dékaz obsiahnuty v prikladoch .33, .34 a v cviceni .35
sa zakladd na definicii exponencidlnej a logaritmickej funkcie v paragrafoch .72 a .73) na zdklade nasledujiceho
vypoctu

€T a r—a
. e’ —e . e -1 vy_1
lim = llmeaiz‘x—a—y‘ 8% lim & — = =
z—a T —Q z—a r—a y—0 Yy
= €.

8opravnenie k pouzitiu substiticie £ — a = y je dané splnenim podmienky (a) (aj splnenim podmienky (b)) z vety .17

o limite zlozenej funkcie
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(5) vyplyva zo (4) na zdklade vety o derivécii zlozenej funkcie: nech f : R — R, resp. g : R — R je funkcia
s predpisom f(z) = zlna, resp. g(z) = e”. Potom f'(z) = Ina (veta .83(a) a rovnost (2) z nasej tabulky),
g'(z) = e*. Kedze a® = (g o f)(x), je podla vety .84

(@) =g (f(x))f'(w) =e/@f(z)=e*™lna =a"Ina.

(6) mozno odvodit zo (4) na zdklade vety o derivécii inverznej funkcie 8*: ak funkcia f : R — R je dand
predpisom f(z) =€, tak f'(z) = e® = f(x) alnz = f!(z), preto (veta .85)

11 1
Ff@) @) =

(7) potom vyplyva zo (6) na zéklade rovnosti log, z = |22 (pozri (87)) a vety .83(a).

Rovnost (8) vyplyva z vety .12(b), zo spojitosti funkcie cos a ®° zo siétovych vzorcov (dokaz vietkych uve-
denych skutocnosti zatial eSte stile presahuje nase moznosti) nasledovne

(Inz) =

. sinz —sina . 2cos e gjp =2 . r+a .. sinZE2

2 2 2
lim = lim = lim cos - lim ——=— =
z—a r—a z—a r—a z—a z—a %

. sin #5% r—a . siny

= (cosa)- lim = =y| = (cosa) - lim —= =
r—a
r—a T 2 y—0 Y

= Ccosa.

Odvodenie rovnosti (9) zalozené na si¢tovych vzorcoch, spojitosti funkcie sin a vete .12(b) je obdobné.

Vztahy (10) a (11) vyplyvaji z (8) a (9) na zdklade vety .83(d) o derivécii podielu.

(12) vyplyva z (8) podla vety o derivécii inverznej funkcie: ak ozna¢ime f := sin |[7%,%], tak f'(x) = cosz, x €
[—%, %] (tvrdenie (a) lemy z pozndmky v paragrafe .81) a arcsinz = f~'(x), preto pre ¢ € (—1,1) (pre tieto x
je totiz f’ (f_l(ac)) # 0) dostdvame

. 1 _ 1 _ 1
(arcsinz)’ = f/(f—l(x)) " cos(arcsinz) ~ /1— g2’

sticasne podla tvrdenia (b) vety .85 je (f’l)’ (1) = oo, (f’l)’ (=1) = oo, preto 1,—1 ¢ D((f’l)’).
Odvodenie rovnosti (13), (14), (15) je obdobné.

Vztahy (16) a (17) vyplyvaji zo (4) a rovnosti she = ©=¢— chg = <4,
Dékaz rovnosti (3) bude pre o € Q \ {0, 1} zaloZeny na identite %
A"—B ' =(A-B) (A" +A"°B+. -+ A*B" ...+ AB"?+ B | (117)

kde A, BeER, reN.
Zaénime pripadom a =n (n € N), pre a # 0 dostdvame

z" —a”
lim ———— =lim (2" " +2" %a+---+za" > +a""") =na""", (118)

pri¢com poslednd rovnost vypljva zo spojitosti limitovanej funkcie v bode a.
Prea=-nneN)aa#0je

1 1
. gm T am . 1 " —a” 1 1 —ne1
lim 22 = lim (— — n-i)z—Tnnan =—na” """ . (119)
z—a T —Q T—a rra r—a a

V pripade a = %, kde p € Z \ {0} a ¢ € N st nesiidelitelné, plati pre a # 0

84samozrejme, mozno tiez vyuzit tvrdenie (c) vety .12 (dokdzané v priklade .34 na zéklade niektorych faktov o funkcii In
odvodenych v paragrafe .73):

Inz —1 In 2 In(1+%%) 1 1
lim =2~ 2% _ im —¢ — Iim ( “)-—:—.
T—a r—a z—a T — a T—a ma;a a a

85este presnejsie: zo spojitosti funkcie f(z) = cos “2"‘ v bode a
8pri dokazovani (3) pre pripad o € Q \ {0,1} mo#no postupovat aj nasledovne: v pripade o € N pouzit matematickd
indukciu (a pritom vyuzit rovnost (2) a tvrdenie (c) vety .83); pomocou vety .85 potom dokazaf (3) pre a = 1 a napokon

pomocou vety .84 pre a = Zi; aj pri tomto postupe viak treba dékaz rovnosti (3) v bode 0 robit niekedy samostatne
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pritom v prvej rovnosti sme pouzili (117) (kde sme polozili r = q, A = ze , B= ag), druh4 rovnost vyplyva
70 spojitosti v bode a kazdého zo séitancov v menovateli druhého zlomku a z uz dokdzanych vztahov (118), resp.
(119) &7,

Pre @ € R\ Q a a # 0 vyplyva rovnost (3) zo vztahov (.72) a (89) (ktorymi je v tomto pripade mocninové,
funkcia z* definovand) a zo (4).

Dokaz vztahu (3) v bode £ = 0 (pokiai 0€ D((ma)’)) prenechévame na ¢itatela.

12 Vety o strednej hodnote

.89 Veta (Rolleho veta o strednej hodnote). Nech funkcia f je spojitd na intervale [a,b] a md v kaZdom
bode x € (a,b) vlastni alebo nevlastni derivdciu. Ak f(a) = f(b), tak pre niektoré ¢ € (a,b) plati

F'(c) = 0.

Dékaz. Pretoze uzavrety ohraniceny interval [a,b] je kompaktnd mnozina (veta .50), existuje podia
vety .78 max,c[q,5 () aj mingc(q,p) f(7); nech f(e1) 1= maxyepa,p) f(2), f(c2) := mingeqp) f(2). Ak
aspori jeden z bodov ¢1, ¢ je vnitornym bodom intervalu [a, b], tak v fiom — kedze globélny extrém na
[a,b] je aj lokdlnym extrémom — musf{ mat podia tvrdenia (c3) lemy .82 funkcia f nulovii derivaciu.

Ak ¢ ani ¢y nie st vnitorné body intervalu [a,b], vyplyva z predpokladu f(a) = f(b) rovnost
max,e(q, f(¥) = mingep, 5 f(x); to znamena, ze f je konstantnd na [a,b], a rovnost f'(c) = 0 plati
teda pre kazdé c € (a, b).

Poznamka. Na podobnych myslienkach je zalozeny dokaz nasledujicej vety.

VETA. Ak I je interval a funkcia f : I — R je diferencovateind, tak jej derivicia je darbouzouskd.

DOKAZ. Nech a,b € I, a < b, nech f'(a) < f'(b) (postup v pripade f'(a) > f'(b) je rovnaky), nech
de (f'(a), f'(b)), chceme dokdzat (lema z paragrafu .67), Ze pre niektoré ¢ € (a,b) plati f'(c) = d.

Spojitd funkcia g : [a,b] - R dand predpisom g(z) = f(z) —dz nadobida na [a, b] globdlne maximum. Pretoze
g'(a) = f'(a) —d < 0 ag'(b) >0, je funkcia g klesajiica v bode a a rastica v bode b (lema .82(b)), preto globslne
maximum nemoze nadobidat ani v a ani v b, nadobiida ho teda v niektorom vnidtornom bode c intervalu [a, ].
Z lemy .82(c) potom vyplyva

0=4g'(c)=f(c)—d,
tj.

¢o sme chceli dokizat. &

Nasledujice tvrdenie, ktoré odvodime z Rolleho vety, ma ndzornd geometrickd interpretaciu: ak graf spojitej
funkcie f : [a,b] & R md v kazdom bode s vynimkou bodov (a,f(a)), (b,f(b)) dotycnicu, potom niektors z
tychto dotyénic je rovnobeznd so spojnicou krajnych bodov grafu funkcie f.

.90 Veta (Lagrangeova veta o strednej hodnote). Nech funkcia f je spojitd na intervale [a,b] a md
v kazdom jeho vnitornom bode vlastni alebo nevlastni derivdciu. Potom pre niektoré ¢ € (a,b) plati

rovnost
fl(c) — f(b) B f(a)
b—a ’
#.
'
f(®) = f(a) = f'(c)(b—a).
- P 1
87inou moznostou je pouzitie substiticie z¢ = y; ak oznatime A := a4, dostaneme (pozri tiez posledny odstavec
pozndmky 2 v paragrafe .71)
1\? 1\? P_ AP

. (wq) 7(a4) 1 . yP— AP ) yy:A pAP—1 p p_4

llm—:zq:y‘:hm—:hmq—Aq: =Zaq

z—a Tr—a y—A Yy — A y—A 9—y:A qu_l q
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Doékaz. Nech F := f + g, pricom g : [a,b] = R je funkcia s predpisom

g9(z) = ﬁ(w -a),* (120)

potom F je spojitd, md v kazdom bode z € (a,b) vlastni alebo nevlastnd derivéciu (veta .83(b) a
pozndmka 2 za fiou) a plati F(a) = F(b) (= f(a)). Funkcia F teda spliia vSetky predpoklady Rolleho
vety o strednej hodnote, preto existuje ¢ € (a, b) tak, ze

F'(¢)=0.
Kedze funkcie F a g st v bode ¢ diferencovatelné, vyplyva z rovnosti f = F + g vztah

f() = f(a)
(&) = F'(e) +g'(c) = =1
—a
¢im je nas dokaz skonceny.
Pozndmka. Z predchidzajicej vety vyplyva, Ze neexistuje spojitd funkcia f : [a,b] — R, ktord by mala v
kazdom bode ¢ € (a,b) nevlastni deriviciu.

Cvicenie. 1. Ak f je spojitd funkcia definovand na intervale I a pre kazdy vnitorny bod z tohto intervalu
plati f'(z) = 0, tak funkcia f je konstantn4.
2. Nech f, g su spojité funkcie definované na intervale I. Ak v kazdom vnidtornom bode z tohto intervalu

exituji kone¢né f'(z),g'(z) a plati f'(z) = g'(z), tak sa funkcie f a g lisia o konsStantu (tj. (3k e R)(Vz €

1) (f(z) - 9(@) = ) ).

.91 Veta (Cauchyho veta o strednej hodnote). Nech funkcie f,g si spojité na [a,b], pricom f md v
kazdom bode x € (a,b) vlastni alebo nevlastni derivdciu a g je diferencovatelnd na (a,b). Potom pre
niektoré c € (a,b) plati rovnost

f'(©)(g9(b) — g(a)) = g'(c)(f(b) — f(a)) - (121)
Ak si naviac splnené podmienky
(1) 9(b) # g(a);
(ii) (Vz € (a,b))(9'(z) = 0= f'(z) #0),
tak (121) moZno prepisat do podoby

£ ) - fla)
70~ 90 —gla) (122)

Doékaz. Funkcia F : [a,b] = R dand predpisom
F(z) = f(z)(9(0) — 9(a)) — g(=) (£ (b) — f(a))

je spojitd a md v kazdom bode z € (a,b) vlastni alebo nevlastnd derivéciu (veta .83 a pozndmka 2 za
fiou), preto podla vety .90 existuje ¢ € (a,b), pre ktoré plati rovnost

F(b) - F(a)

Fi(e) = b—a

¢im je dokdzany vztah (121).
Nech teraz plati aj (i) a (ii). Ak chceme z (121) odvodit rovnost (122), potrebujeme, aby boli splnené
nerovnosti

g(b) #g(a), g'(c)#0. (123)

88grafom funkcie g je priamka rovnobeznd so spojnicou krajnych bodov grafu funkcie f
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Prvé z nich je totozné s predpokladom (i), druhi dokdzeme nepriamo: keby g'(c) = 0, vyplyvala by z

(121) rovnost
f'(©)(g9(b) = g(a)) =0,

¢o ale nie je mozné, pretoze g(b) — g(a) # 0 (predpoklad (i)) a f'(c) # 0 (to vyplyva z rovnosti g'(c) = 0
a predpokladu (ii)).

(122) teraz vyplyva z (121) a (123).

Pozndmky. 1. Veta .91 zostane v platnosti, ak podmienky (i) a (ii) nahradime podmienkou

(i) (Ve € (b)) (4 (=) £0);

z predpoklaov o funkcii g a z (ii’) totiz vyplyva (i) (nepriamo: keby g(b) = g(a), existoval by podia vety .89 bod
c € (a,b), pre ktory by platilo ¢g’(c) = 0) aj (ii) (ke&ée pre kazdé z € (a,b) je vyrok g'(x) = 0 nepravdivy, je pre
kazdé = € (a,b) pravdiva kazds implikdcia tvaru ¢'(z) = 0 = V(z), kde V je vyrokova forma definovand na (a,b);
teda aj implikdcia g'(z) =0 = f'(z) #0).

2. Priam klasickym prikladom chybného uvazovania je nasledujici ”dékaz” Cauchyho vety: )

”Nech st splnené predpoklady vety .91 ('ur(itane predpokladov (i) a (m}) Potom funkcie f aj g spliiaji pred-
poklady Lagrangeovej vety o strednej hodnote, teda pre nicktoré c € (a,b) plati

P (O (0)

b—a '’
' _g(b)_g(a)
g(C)—ﬁ:

pritom — kedze g(b) # g(a) — vypljva z druhej z tifchto rovnosti nerovnost g'(c) # 0. Ak teraz vydelime prvi z
uvedengch rovnosti druhou, dostaneme (121).”
Hiadanie chyby prenechdvame na Citatela.

13 VySetrovanie priebehu funkcii

13.1 Monoténnost

Znakom int I 8budeme v nasledujicich dvahach oznaovat mnozinu vietkych vnitornych bodov intervalu
I (teda ak I je interval [a,b], resp. [a,b), (a,b], (a,b), tak int I je vzdy interval (a,b)).

.92 Veta. Nech spojitd funkcia f : I — R md v kaZdom wvnitornom bode intervalu I vlastni alebo
nevlastni derivdciu. Potom 5
(a) f je neklesajica (resp. merastica) prdve vtedy, ked plati

(Vz € int I)(f'(z) = 0) (resp. (Vz €int I)(f'(z) < 0)) ; (124)

(b) f je rastica (resp. klesajiica) prdve vtedy, ked plati (124) a mnoZina M = {z € I; f'(z) = 0}
neobsahuje Ziadny nedegenerovany interval (tj. $pecidlne: ak pre vsetky x € int I plati f'(x) > 0, resp.

f(x) <0).

Dokaz. V (a) aj (b) dokdzeme vzdy prvé z dvojice uvedenenych tvrdeni (ddkaz tvrdeni uvedenych v
zétvorkéch je rovnaky).
(a) ”=” Nech ¢ € int I. Ak f je neklesajica, tak plati

(Vo € I\ {c}) (M >o) ,

xr—c -

z vety .24 potom vyplyva nerovnost f'(c) > 0.
”<«<” Nech z,y € I, x < y. Kedze funkcia f spliia na intervale [z, y] vSetky predpoklady Lagrangeovej
vety o strednej hodnote (veta .90), plati pre niektoré ¢ € (x,y) C int I rovnost

fly) = f@) = f(O)(z —y).

8int je skratka slova interior (=vniitro)
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Z nerovnost{ z > y a f'(c) > 0 (druhd z nich vyplyva z n4sho predpokladu (124) °°) potom vyplyva
f(y) > f(z). Kedze tato dvaha plati pre kazdé z,y € I, x < y, je f neklesajica.

(b) 7=" Ak f je rastica, tak je aj neklesajica a z implikdcie ”=" v (a) potom vyplyva (124). Dalej
postupujme nepriamo: Ak M obsahuje nedegenerovany interval J, je podia cviGenia 1 z paragrafu .90
funkcia f na J konstantnd, ¢o — kedze J je nedegenerovany interval — znamend, Ze f nie je rastiica.

»«<” Ak je splnend podmienka (124), je funkcia f podla casti (a) neklesajica. Dalej budeme dokazovat
sporom: Keby f bola neklesajica a nebola rastica, existoval by nedegenerovany interval J, na ktorom by
f bola konstantn. Pre kazdy bod intervalu J by potom platilo f'(z) = 0, odtial by vyplyvala inklizia
J C M, ¢o je spor.

Poznamka. 1. Tvrdenie ak spojitd funkcia f : [a,b] = R md v kaZdom bode x € (a,b) vlastni alebo nevlastni
derivdciu, pricom f'(x) = 0, tak f je rastica mozno dokdzat aj trocha odlisnym postupom, zaloZenom na leme
.82(b) (ktora formuluje postacujicu podmienku pre rast funkcie v bode) a nasledujicich tvrdeniach °*.

LEMA 1. Ak funkcia f : [c,d] = R je rastica v kaZdom bode z € [c,d], tak f(c) < f(d).

DOKAZ. Staéi dokdzat rovnost d = sup B, kde B := {z € [¢,d]; f(z) > f(c)} (keaie f je rastica v bode
¢, plati inklizia [c,c 4+ €) C B pre niektoré ¢ > 0, teda B # 0, dalsie vahy si obdobné ako v pozndmke 2 z
paragrafu .77) a potom z tejto rovnosti a faktu, ze f je rastica v bode d, odvodit (opit podobne ako v pozndmke
2 z paragrafu .77) nerovnost f(c) < f(d).

DOSLEDOK. Ak funkcia f je rastica v kaZdom bode intervalu I, tak f je rastica.

LEMA 2. Ak funkcia f : [a,b] = R je rastica na intervale (a,b) a spojitd v bodoch a,b, tak f je rastica.
DOKAZ. Treba dokézat nerovnosti

(Ve € (a,0)) (f(a) < flc) < (b)) -
Nech teda ¢ € (a,b), zvolme d € (a,c), potom — kedze f rastie na (a,b) — je

f(d) < f(o). (125)
Z désledku .30(a) (pre M = (a, b)) a spojitosti funkcie f v bode a vypljva nerovnost

fla)= inf f(z)< f(d),

z€(a,b)
z (125) potom dostdvame f(a) < f(c). Dokaz nerovnosti (Vc € (a, b)) (f(c) < f(b)) je rovnaky. &

Kedze dokazovanie nerovnosti f'(z) > 0 pre 2 € int I moze byt niekedy technicky naro¢nejsie ako
dokaz nerovnosti f”(z) > 0 pre z € int I, modze byt v niektorych pripadoch vyhodnejsie pouzit namiesto
vety .92 dosledok 1 z nasledujiceho odseku.

.93 Lema. Nech spojitd funkcia g : [c,d] = R md vlastni alebo neviastni derivdciu v kaZdom bode
z € (¢,d). Potom
(a) ak
(Vz € (c,d)) (¢'(z) = 0) (126)

tak plati nerovnost

(Vz € (¢,d]) (9(z) > 0) ;

9Okedze c je podia vety .90 prvkom mnoziny K := {z € int I; f'(z) € R}, mo#no podmienku (124) nahradif predpokladom
(Vz € K) (f’(w) > 0)

91Na zsklade obdobnych tivah mozno dokazat aj tvrdenie ak f : [a,b] — R je spojitd funkcia a pre kaidé x € (a,b) je
fg_ (z) = 0, tak f je rastiica. Vtedy ovem namiesto lemy 1 a jej dosledku treba pouzit tieto tvrdenia:
LemA 1'. Ak pre kaZdé z € [c,d) plati f! (z) > 0, tak

(Vz € (e,0)) (f(2) > 1(0)) -

DOKAz. Staéi dokdzat rovnost d = sup {z € (c,d); (Vw € (c, z]) (f(c) < f(:c)) }; pri jej odvodeni zaloZenom na podobnych
myslienkach ako dokaz z pozndmky 2 v paragrafe .77 pouzite fakt, Ze z nerovnosti fg_(&) > 0 vyplyva existencia &isla € > 0

s vlastnostou (‘v’w € E+e)N D(f)) (f(;c) > f(.g)).
DOSLEDOK'. Ak pre kaZdé = € (a,b) plati f (z) = 0, tak f je na intervale (a,b) rastica.
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(b) ak plati (126) a

tak g(x) < 0 pre vsetky x € [c,d).
Doékaz. (a) vyplyva z elementarneho tvrdenia ak g : [c,d] — R je rastica funkcia a g(c) = 0, tak
g(z) > 0 pre z € (¢, d] a vety .92, v pripade (b) je situdcia obdobn4.

Désledok 1. Nech funkcia f je (n—1)-krdt (n € N,n > 2) spojite diferencovatelnd na intervale [c, d]
a md vlastni alebo nevlastni n-ti derivdciu v kazZdom bode = € (c,d).

(a) Ak
O =1"e)=---=f"")=0 (127)
a
(Vz € (¢,d)) (f™ (=) = 0) , (128)
tak f je na [c,d] rastica 2.
(b) Ak plati (128) a
fi@d)=f"d=---= ;" =0, (129)

tak f je na [c,d] rastica, ak n je nepdrne, a je na [c,d] klesajica, ak n je pdrne.

Dékaz. (a) Dokaz je zaloZzeny na viacndsobnom pouzit{ tvrdenia (a) predchddzajicej lemy.

Z (128) a predpokladu f("=1(¢) = 0 vyplyva podia uvedenej lemy (aplikovanej na funkciu g = f(n=1))
nerovnost

(Vz € (c,d)) (f"V(z) > 0) ; (130)

z (130) a predpokladu f("=2)(¢) = 0 dostdvame na zaklade tej istej lemy (tentokrat pouzitej na funkciu

g=f""2)
(Vz € (c,d)) (f("*2)(x) > 0)

atd. Po koneénom poéte krokov tak dostaneme nerovnost
(Vz € (c,d)) (f'(z) > 0),

z ktorej uz podla vety .92(b) vyplyva, 7e f rastie na intervale [c,d]. A

Dékaz tvrdenia (b) je obdobny a zakladd sa na tvrdeni (b) lemy .93 (pritom préve zo skutocnosti,
ze nerovnosti ¢'(z) = 0 a g(x) < 0 v uvedenom tvrdeni si opacné, vyplyva rozligovanie pripadov n + 1
nepdrne an + 1 pdrne v dokazovanom tvrdeni).

Poznamka. Ak predpoklad (128) nahradime predpokladom
(Vz € (c,d)) (f™(z) < 0), (131)
treba v zneni dosledku 1 slovo rastica nahradit slovom klesajica a naopak. #

7 dosledku 1 vyplyva na zdklade tej istej ivahy, ktord sme pouzili na dokaz lemy .93, nasledujice
tvrdenie.

Désledok 2. Nech funkcia f je (n—1)-krdt (n € N,n > 2) spojite diferencovatelnd na intervale [c, d]
a md vlastni alebo nevlastni n-tid derivdciu v kazdom bode = € (c,d).

(a) Ak plati (127), (128) a

fle)=0,
tak
(Vz € (c,d)) (f(z) >0)
(b) Ak plati (129), (128) a
fd)=0,
tak
(Vz € [c,d)) (f(z) <0), akn je nepdrne,

(Vz € [¢,d)) (f(z) > 0), akn je pdrne.

92ako citatel z dokazu zisti, podmienku (128) mozno v (a) aj (b) nahradit dvojicou podmienok (Vz € (c,d)) (F*+1)(z) >

0) a mnozina M := {z € [¢,d]; f(»+t1)(z) = 0} neobsahuje Fiadny nedegenerovany interval
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13.2 Lokalne a globalne extrémy.

Pojem lokalneho extrému sme definovali v paragrafe -82, kde sme tiez dokdzali nutni podmienku exis-
tencie lokdlneho extrému (East (c3) tvrdenia (c)). Kedze globélny extrém funkcie f : [a,b] — R je aj jej
lokdlnym extrémom, vyplyva z tejto nutnej podmienky nasledujici postup.

.94 Hiadanie globilnych extrémov. Ak f : [a,b] — R je spojit4 funkcia, stac namiesto maxge[q,5 f()
(ktorého existenciu zarucuje veta .78) najst max,cx f(z), kde K := {a,b} UD; U Dy, pricom Dy := {z €
(a,b); f'(x) = 0} a Dy je mnozina tych z € (a,b), v ktorych f nemd vlastnd ani nevlastni derivéciu; z
lemy .82(c3) totiz vyplyva — kedze v bode z € (a, b), pre ktory plati f'(z) > 0 alebo f'(z) < 0, neméze
f nadobudat lokalny extrém — rovnost

max_ f(x) = max f(z) .

z€[a,b] z€K

Pokial je mnozina K koneénd, K = {a, 1, T3, ..., T,,b}, je teda maximom funkcie f na [a, b] najvicsie

z tisel f(a), f(z1),..., f(zn), f(b).
Postup v pripade lokdlneho maxima je obdobny. &

Ukézme teraz na prilade menej zndmeho dokazu nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom
moznost pouzitia diferencidlneho poétu pri hladani globdlnych extrémov na neohraniéenom intervale.

Priklad. Dokézeme tvrdenie ak a1,...,an (n > 2) si kladné éisla, tak
Vo, < Bt tan (132)
n
pri¢om rovnost nastane len v pripade a1 = a> = -+- = a, (Elaléie dokazy tejto nerovnosti najde citatel v priklade

z paragrafu .98).
Pouzijeme indukciu:
1° Pre n =2 mj (132) tvar

\/a1a2§al+Ta2, ar >0, a2>0,
tj.
2v/a1az < a1 +az, a1 >0,a2>0; (133)

postupnymi dpravami, z ktorych prvou je umocnenie obidvoch strén na druhd, dostdvame
2 2
daiaz < ai + 2aiaz + aj ,

0<al—2a1as +a3 ,
0< (a1 —a»)”. (134)
Posledns z tjchto nerovnosti je zrejme pravdivé, a teda — kedze naSe dpravy boli ekvivalentné (umoctiovanie na
druhd predstavovalo v tomto pripade ekvivalentnd dpravu vzhladom na né$ predpoklad a1 > 0, a2 > 0) — plati
aj (133). Kedze v (134) nastane rovnost len v pripade a1 = a2, plati to isté aj o (133). Tym je naSe tvrdenie pre
pripad n = 2 dokézané.
2° Nech st teraz dané ¢isla ai, ..., a1 > 0, chceme dokdzat nerovnost

"+\1/a1 BN P | S

air +---Qnt1
b)

n+1
tj.
1) »+tYa71 ...
(n+ 1) /e aner (135)
ai+ -+ ant1
a zistit, kedy nastane rovnost.
Podla indukéného predpokladu je
n a1 +---+ay
a1 *Qn S 9
n
tj-
niyay...an Sl, (136)
a1+ +an
pricom rovnost plati len v pripade a1 = a2 = -+ = a,.

Nech f: (0,00) = R je funkcia s predpisom

(n+ 1) "/ar - ant

a1+ +an+z

flz) =
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na dokaz (135) zrejme staéi dokdzat nerovnost

(Vz > 0) (f(z) <1) ;

vySetrime preto pomocou prvej derivicie priebeh funkcie f:
Pre x > 0 plati

7 () (n+1) "R/ar - an (i) _

a1+--+ap+x
1 _ n4l
(n+1)"*a: .. .a (nt1) * W(al-'- +an +2) Ve _
...an =

(a1 +---+an + )2

(n+1)"Yar. . an (a1+---+an+x—(n+1)w)
(a1 4+ +an +x)° (n+1) "~/zm ’

preto pre z > 0 plati f'(z) > 0, resp. f'(z) < 0 prave vtedy, ked

a1+ tantz—(n+1)z>0, ti 0<x<w,

resp.
a1+ +an

n
Podia vety .92(b) teda funkcia f rastie na (0, ] a kles4 na [a, 00), kde a := a1tten sy hode o preto f nadobida
ostré globadlne maximu, plati teda

ar+--+apt+z—(n+1l)x <0, tj. z>

(Vz € (0,00), ¢ # a) (f(2) < f(a)) (137)

pritom

f() (n+1)"+/a; . amza  (n+1) "+/ar. .. a, "R/t
o = = —

a1+ tan+a a1+ +an) (14 2)
(n+1)"®/ar. an "Var+ - +an W0t rRar e,

n+\l/ﬁ(nTJr1) (a1 + - +an) (a1 4 -+ an)®
. m+1 nn(al...an) _<nm)n_+1<1

(a14-4a)*  \ar+---+an -

pricom poslednd nerovnost vypljva z indukéného predpokladu (136). Kedze funkcia oA je rastica (a teda
prost4), bude rovnost f(a) = 1 platif len v pripade 2¥%1%% — 1 ;. (opét podia indukéného predpokladu) pre

a1t-an
ay = -+ = Qan.

Z (137) a nerovnosti
fla) <1 (138)

uz vyplyva (135), pritom (ako tiez vidno z (137) a (138)) rovnost v (135) nastane len v pripade
a"+1 =a/\f(a) = 17
tj. (ke&ie rovnost f(a) =1 plati len pre a; = -+ = a,) pre

a1t +an
Opy1 = ———ANa1 =+ =an ,
n
tato podmienka je ale ekvivalentnd s poziadavkou
al =+ =0an = Ap+41,

¢o sme chceli dokéizat. &

V nasledujucich tvrdeniach sformulujeme postacujice podmienky existencie lokdlneho extrému; dokaz
prvej z nich prenechdvame na Citatela.
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.95 Lema. Nech a je vnitorny bod definiéného oboru funkcie f.

(a) Ak existuje € > 0 tak, Ze f rastie (resp. neklesd) na (a —e,a] a klesd (resp. nerastie) na [a,a+¢),
tak f md v bode a ostré lokdlne maximum (resp. lokdlne maximum,).

(b) Ak ezistuje € > 0 tak, Ze f klesd (resp. merastie) na (a — ¢, a] a rastie (resp. neklesd) na [a,a+¢€),
tak f md v bode a ostré lokdlne minimum (resp. lokdlne minimum).

Pozndmka. Uvedené tvrdenie nemozno ”obréitit”: napr. vzo skutoénosti, 7e funkcia f nadobida vo
vnitornom bode svojho defini¢ného oboru ostré lokdlne minimum, nemusi este vyplyvat, ze f by musela byt
neklesajica vlavo od a a nerastica vpravo od a. Protiprikladom je funkcia

a® (2+sinl) |, ak z#0
flo) = { 0, ak z=0
ktord

o je diferencovateln4:
1 1
@) = 2w(2+s1n5)—cosi, ak z#0
0, ak z=0

(hodnotu f'(0) sme nasli priamo na zdklade definicie:

£0) = tim & =FO _ [x (2+sini)] o,

z—0 T z—0
pritom poslednd rovnost vypljva z vety .14, pri vipoéte f'(z) pre z # 0 sme pouzili vety .83 a .84);

e mj v bode 0 ostré globdlne minimum: z nerovnosti |sin§| <1,z € R\ {0}, vyplyva 2 +sin = > 0 pre
z € R\ {0}, preto
(Ve € R\ {0}) (f(x) > 0= £(0)) ;
ale

e neexistuje € > 0, pre ktoré by platilo, Zze f neklesi na (—e&,0] a nerastie na [0, €); to vyplyva z vety .92(a)
a skuto¢nosti, ze pre lubovolné € > 0 nadobiida f' na kazdom z intervalov (—¢,0), (0,¢) kladné aj zdporné

hodnoty (pre Tn = =, n € N, platf lim, 0 n = 0, limp 00 f'(zn) = —1, preto (podia lemy .10) pre

n 7 dostatoéne velké” — tj. pre z, ”blizke k 0” — s hodnoty f' () zdporné; podobne mozno dokazat
existenciu kladnjch funkénjch hodnot v intervale (0, ) a kladnych aj zdpornych hodnot derivécie v intervale

(—e, 0)).

Désledok. Ak funkcia f' zmeni v bode a znamienko z kladného na zdporné (tj. existuje € > 0 tak, ze

O(a,e) C D(f"), (Vz € (a —¢,a))(f'(z) > 0), (Vz € (a,a +¢))(f'(z) <0) ), tak f md v bode a lokdlne
mazimum.

Dékaz. Tvrdenie vyplyva z predchddzajicej lemy a vety .92(b) 3. A

Formulaciu (a dokaz) analogickej postatujicej podmienky existencie lokdlneho minima prenechdvame
na Citatela. #

Dalgie postacujiice podmienky existencie lokdlneho extrému (ktoré — ako citatel z dokazov zisti —
zaruéuji, ze funkcia f' zmeni v bode a znamienko) mozno odvodit z lemy .95 a désledku 1 z paragrafu
93. &

.96 Veta. Nech funkcia f je n-krdt (n € N) diferencovatelnd na niektorom okoli © bodu a (tj. O C
D(f™)) a md viastnii alebo nevlastnii (n + 1)-vii derivdciu v bode a a mech

J'(@ = 1"(@) == [ (a) =0, [ (a) £0.

Potom

(a) ak n+1 je pdrne a f™+V(a) < 0 (resp. f*+V(a) = 0), tak f md v bode a ostré lokdlne mazimum
(resp. ostré lokdlne minimum);

(b) ak n + 1 je nepdrne, tak f nenadobida v bode a lokdlny extrém.

93pritom spojitost funkcie f na intervaloch (a —¢,a] a[a,a +¢) (Co je jeden z predpokladov, ktoré — kedze vetu -92(b)
pouzivame na tychto intervaloch — treba splnit) vyplyva z nisho predpokladu O(a,e) C D(f’) (tj- z diferencovatelnosti
funkcie f v kazdom bode z € (a — €,a + €)) a lemy .82(a)
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Dékaz. (a) Predpokladajme f("*1)(a) < 0 (postup pre f("*1)(a) > 0 je rovnaky). Podla lemy .82(b)
potom funkcia f(™ v bode a klesd, preto — kedze podia predpokladu je f(™(a) = 0 — existuje ¢ > 0
tak, Ze [a—e,a+€] C O a

(Vz € (a—¢,a)) (f™(z) > 0) ; (139)
(Vz € (a,a+¢)) (f™(2) <0) . (140)

Z (139) a predpokladov
fl@) =0, f"(@)=0, ..., f* @) =0 (141)

vyplyva podia tvrdenia (b) désledku 1 z paragrafu .93 (pre c = a—¢, d = a °*), 7e — kedze n je neparne
— funkcia f rastie na [a — ¢, a].

Podobne mozno z (141) a (140) odvodit(ak pre ¢ = a,d = a + ¢ pouzijeme analégiu tvrdenia (a)
dosledku 1 z odseku .93, ktord vznikne nahradenim predpokladu (128) predpokladom (131)), ze f klesa
na intervale [a,a + €]. Preto podia lemy .95 m4 f v bode a ostré lokdlne maximum.

(b) Rovnakymi tivahami ako v ¢asti (a) mozno dokdzat, ze v pripade f("*+1(a) = 0 (resp. f(**V(a) <
0) funkcia f rastie (resp. klesd) na niektorom okol{ bodu a, a preto v tomto bode neméze nadobiidat
lokdlny extrém.

13.3 Konvexnost a konkavnost. Inflexné body

.97 Definicia. Hovorime, ze funkcia f je konvernd na intervale I C D(f), ak

(Vz,y,z € [, <z <y) (f(z)gf(x)+w(z—w)) (142)
(tj. ak na kazdom intervale [z,y] C I vietky body grafu funkcie fi := f|[,,,) lezia pod alebo na spojnici
krajnych bodov tohto grafu 2%).
Definiciu funkcie konkdvnej, resp. rydzo konvexrnej, resp. riydzo konkdvnej na intervale I dostaneme,
ak v (142) nerovnost < nahradime postupne nerovnostami >, <, >.

Poznamky. 1la) Kazdy vnitorny bod z intervalu [z,y] moZno jednoznaéne zapisat v tvare
z=zc+qly—z), (143)
kde q € (0,1). Ak oznaéime p := 1 — ¢, bude mat (143) podobu

z=pr+qy, kde p,qe(0,1),p+qg=1.

Vyrok (142) mézeme potom prepisat °® nasledovne

(Vz,y € I,z < y) (Vp,q € (0,1),p+q = 1) (f(pz + qy) < pf(z) + af(y)) - (144)

1b) Aj v pripade y < r mozno kazdy vnitorny bod z intervalu [y, ] zapisat jednoznaéne v tvare z = px + qy,
kde p,q € (0,1),p+¢ = 1. Ak zopakujeme dvahy z predchddzajicej pozndmky pre interval [y, x|, zistime, ze (144)
zostane v platnosti, ak v fiom predpoklad z < y nahradime predpokladom z > y; preto (144) mo#no nahradit
vyrokom

(Vo,y € Lz #y) (Vp,q € (0,1),p+q = 1) (f(pz + qy) < pf(x) +af(y)) - (145)

94pritom spojitost (n —1)-vej derivacie (¢o je jeden z predpokladov lemy .93) vyplyva z diferencovatelnosti funkcie f(»=1)
a lemy .82(a)
95t4to spojnica je grafom linedrnej funkcie, ktorej predpisom je prave pravé strana nerovnosti (142)
9Bkedze
(pz+aqy)—z=(p-1)z+qy=—qz+qy=q(y —z),
tak

%((?z-ﬂ]w - z) = w(q(y — z)) = (f(y) — f(:C))q ,
preto
@)+ %u —5) = f@)+ % (0o +av) — ) = f@) + (f@) — J@)a =

pf(z) +af(y)
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2. Ijvahy z pozndmok 1a) a 1b) mo#no zoveobecnit tdplnou indukciou, dostaneme tak toto tvrdenie.
LEMA (Jensenova nerovnost). Ak funkcia f je konvernd na intervale I, tak pre kazdé n € N, n > 2, plati

(V$1,$2,...,$n€I)(Vp1,p2 cosPn € (0,1);p1 +p2+---+pn=1)

(f (me> <> f(pm)) : (146)

Ak f je na I rydzo konveznd, tak plati (146), pricom rovnost nastane len pre x1 = T2 = -+ = x,,.
DOkAz. Nech f je rydzo konvexnd na I (postup v pripade konvexnej funkcie f je rovnaky). Oznatme V (n)
vyrok plati (146), pricom rovnost nastane len pre £1 = T3 = - - - = ,, a dokazujme indukciou.

Dokaz tvrdenia V(2), ktory je zalozeny na tvahich pouzitych v pozndmkach 1a) a 1b), prenechivame na
Citatela. Predpokladajme teraz, ze plati V(2), V(3),...,V(n); zvolme 1, %2, ..., Zn, Tn+1 € I, nech p1,p2,...,Pn,Pnt+1 €
(0,1), 7! pi = 1. Potom

n+1
f (me)

Pn Pn+1
14 Py 1Tm 1 + + Tn + T <
f (pl 1 Pn—1Tn—1 (Pn pn+1) (pn+pn+1 n P+ Prtt n+1>> =

%) pif(z1) + -+ po-1f(@n-1) + (P + Pot1) f (pn f;n+1 ZTn + pnlj:;;—l $n+1) <

2) e o - ntl

< ;pif(-’lh‘) + (pn + Po+1) (mf(wn) + mf(wnﬂ)) = izzlpif(m) ,
pri¢om nerovnostt (1) vyplyva z V(n), v ktorom tlohu n-tic [p1,ps2,...,pn] & [1,22,...,2,] mali teraz n-tice
PPy omton t pra] 2 [ml’ T2 @ty p"f;n+1 Tn + pnp:;:zlp xn+1], a (2) vyplyva z V(2), kde v dlohe

dvojic [p1,p2] a [r1, z2] teraz boli [mfﬁ’ pnpjﬁ] a [Tn, Tnt1]-

Z V (n) tiez vyplyva, Ze na mieste nerovnosti (1) bude znak = len vtedy, ked

Pn Pn+1

r1 = T2 =+-""==Tnp-1— T
" Pn + Pnt1 " p, + Pn+1

Tnt1, (147)

podobne z V(2) vypljva, Ze nerovnost (2) mozno nahradit rovnostou prave vtedy, ked
Ty = Tptl - (148)
Rovnost
n+1 n+1
f (me) = pif(x:) (149)
i=1 i=1
teda nastane prave vtedy, ked bude platit (147) aj (148). Ak do (147) dosadime ,+1 = x,, dostaneme
T1 =T2='"+"=Tp-1=Tn,

odtial a z (148) potom vyplyva, ze (149) plati len v pripade 1 =22 =+ = Tp, = Tnt1.

.98 Veta. Nech spojité funkcia f : I — R je diferencovatelnd v kazdom vnitornom bode intervalu I
9. Ak funkcia f' je rastica, resp. klesajica, resp. neklesajica, resp. nerastica na intI, tak f je na I
rydzo konvexnd, resp. rydzo konkdvna, resp. konvernd, resp. konkduvna.

Dékaz. Predpokladajme, ze f' je neklesajica na int I (dokaz v ostatnych pripadoch je rovnaky).
Dokézeme, ze plati (144). Zvolme teda z,y € I, x < y, p,q € (0,1), p+ ¢ = 1 a oznatme

Vi=pf(x) +qf(y) — f(pz +qy) -

Nagim cielom je dokézat nerovnost V > 0.
Plati

V =pf(x)+af(y) — 0+ a)fpr+qy) = q[f () — fpx + qv)] — p[f(px + qv) — ()] . (150)

97teda pre definiény obor D(f') derivacie funkcie f iste platf int I C D(f")
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Na vyjadrenie rozdielu funkénych hodnét v prvej aj druhej hranatej zatvorke pouzijeme teraz Lagrangeovu
vetu (odsek .90) o strednej hodnote (najprv na intervale [z, y], kde z := pz + qy, potom na intervale [z, z];
oprévnenie k pouZitiu tejto vety ddvajui predpoklady ndsho tvrdenia). Existuji teda c; € (2,y), c2 € (z, 2)
tak, ze

fW) = floz+qy) = f'(cr) [y — (pz + qv)] = f'(er)[(A — @y — pz] = f'(c)ply — =) ,

floz +qy) = f(z) = f'(c2) [(px + qy) — 2] = f'(c2)aly — @) -
Po dosadeni tychto vyjadreni do (150) dostaneme

V =pgf'(e)(y — =) — paf'(e2)(y — =) = pa(y — ) (f'(c1) = f'(e2)) - (151)
Pretoze ¢ € (,2), ¢1 € (2,¥), je ¢ < c¢1; z predpokladu, Ze f' je na int I neklesajiica, potom vyplyva
nerovnost f'(cz) < f'(c1), tj.
filer) = f'(e2) 20. (152)
Z (151), (152) a nerovnosti y > z, p > 0, ¢ > 0 uz vyplyva, ze V > 0, ¢o sme chceli dokdzat. #

Postacujiice podmienky pre monoténnost funkcie f' vyplyvaji z vety .92, z nej a z predchidzajiceho
tvrdenia mozno odvodit nasledujici désledok.

Doésledok. Nech spojitd funkcia f : I — R je dvakrdt diferencovatelnd v kazdom vnitornom bode
intervalu I. Ak pre vietky x € int I plati f"(x) > 0, resp. f"(x) <0, resp. f"(x) >0, resp. f'"(x) <0,
je f na intervale I rjdzo konvexnd, resp. rydzo konkdvna, resp. konvexnd, resp. konkduvna.

Priklad. 1a) DokéZeme teraz nerovnost

(Vz,y>0,2#y) (@+y)h (*52) <ol +ymy) , (153)
ktord vyuzijeme v Casti 1b).
Nech f:(0,00) — R je funkcia s predpisom f(z) = zlnz, potom

b)

f'(z) = (zlnz) :lnx+x% =lhz+1, f'(z)= -

preto

(Va: € (0, oo)) (f"(x) > 0) ,

funkcia f je teda podia vety .98 rydzo konvexns.
Zvolme z,y > 0,z # y; pre p = ¢ = % potom z (145), kde (pretoze nasa funkcia f je rydzo konvexn4) namiesto
neostrej nerovnosti < piSeme <, vyplyva

F(55Y) < 3 (1@ + 1)

tj.

:c+y) (:c+y) 1
( 5 In 5 <2(xlnw+ylny),

odtial uz vyplyva nerovnost (153).
1b) Nech a,b si kladné &isla, nech x € R\ {0}. Priemerom rddu x z ¢isel a,b nazveme &islo

1
_(a"+b"\*=
s(@) = ( 2 )
(Specidlne pre z = 1 dostdvame aritmeticky a pre £ = —1 harmonicky priemer). Dokdzeme, ze
$(0) := lim s(z) = Vab (154)
z—0

(tj. funkciu s mo#no spojite dodefinovat v bode 0, pricom hodnotou s(0) bude geometricky priemer ¢isel a, b);

lim s(z) = min{a,b}, lim s(z) = max{a,b}, (155)
T——00 T—00

a napokon, ze pre a # b je funkcia s (ktord uz chdpeme ako spojite dodefinovani v bode 0) rastica na R (zrejme
pre a = b je funkcia s konstantna, s(z) = a). Jednoduchym désledkom nasich dvah bude zndma nerovnost medzi
harmonickym, geometrickym a aritmetickym priemerom, ktord ma v pripade a,b > 0,a # b, podobu

s(—1) < s(0) < s(1),
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tj.

1 1
a T3
Dokézme najprv (154): pre x # 0 plati
s(x) =e’® | kde a(x):%ln(a —;b ) , (156)
pritom
. 1 a” +b* . 1 a®—1 b -1
limo(a) = i‘fﬁiln( 2 )‘i‘i’%(iln[“’( 2 2 )])_
In ]_+ am__l+bm_1 T T
— lim [ amglz bw_12 )]_l(a 1+b 1) :1-1(lna+lnb):
z—0 (T"'T) 2 z x 2
= Invab

(vypocet sme zalozili na pozndmke z odseku .35), preto podia vety o limite zlozenej funkcie 8

lim s(z) = lim e’® = |o(z) =t = lim e’ =e""*" =ab,
z—0 z—0 t—Invab

¢im je rovnost (154) dokézand.
V nasich dalsich dvahéch predpokladajme, ze a < b (postup pre a > b by bol rovnaky °°) a pokratujme

dékazom tvrdenia (155). Plati
a\”® H a\”® H
(G )] = (G))

( )
2
a

pritom — kedze £ € (0,1] — je limg 0o (%)aD =0, preto (opat podia vety o limite zlozenej funkcie, resp. podia

pozndmky z odseku .35)

8=
—
=]
—~
—
+
e
ol
N—
8
S~—
~~
S
N——
8
8|~
I
—_
[e=]
[e=]
I
[e=]

@
i i (15 (2)") = g 22 ()
z—00 b z— 00 (%)
z tychto vypoctov vyplyva

T T % ayey L
lim (a ;b ) = lim (b-el‘“(”(?) )”> =b-e® = b= max{a,b},

xT—r0o0

¢fm je prva rovnost z (155) dokdzand. Dékaz druhej rovnosti je podobny.

Dokézme teraz, 7e pre a # b — tj. (kedze predpokladdme, 7e a < b) pre a < b — pre a < b; je funkcia s
(spojite dodefinovand v bode 0) rastiica na (—oo, 0] a na [0, co), odtial uz bude zrejme vyplyvat, ze s rastie na R.
Podla vety .92(b) staci dokézat, Ze pre vietky z # 0 je s'(x) > 0. Z rovnosti (156) podia vety o derivécii zloZenej
funkcie dostdvame

s'(x) =e”@o'(z) pre z#0; (157)

pritom (podia viet o derivécii podielu a zlozenej funkcie)
ﬁ%(a” Ina + b* lnb) —In (%) a*lna+b*Inb— (az +bm)11’1 (am;bm)

! — 2 —
0'(37)— 22 - xZ(am +bz) >0’

posledn nerovnost vyplyva z (153) (kde sme dvojicu [z, y] nahradili dvojicou [a”,b"]; z nd8ho predpokladu a < b
vyplyva nerovnost a® # b® pre  # 0). Z nerovnosti ¢’(z) > 0 pre z # 0 vyplyva uz podia (157) nerovnost
s'(z) > 0 pre x # 0, ktord sme chceli dokézat.

1c) Zopakovanfm myslienok z éasti 1a) a 1b) mozno dokézat toto tvrdenie:

Nech a1, ..., a, su kladné ¢isla, nech pre pi,...,pn € (0,1) plati 2?21 pi=1. Prex € R\ {0} oznacme

1
n )
i=1

opravnenle k jej pouzitiu ddva splnenie podmienky (c) (pozri vetu .12(a))

9alebo trocha inak: kedze z dvoch redlnych &isel musi byt jedno mensie alebo nanjvys rovné druhému, zvolme oznagenie
tak, aby platilo a < b; takdto tvaha sa spravidla vyjadruje formuldciou bez ujmy na vseobecnosti mézeme predpokladat, Ze
a<b
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Potom

(1) limz 0 s(z) = al'ab?...al" ;

(2) ak a1 = a2 = - - - = an, je funkcia s (spojite dodefinovand v bode 0) konstantnd na R; ok pre niektoré i # j
plati a; # aj, tak funkcia s (spojite dodefinovand v bode 0) je rastica.

Ak v tomto tvrdeni zvolime $pecidlne py = p» = --- = p, = 1, bude opit s(—1) harmonicky, s(0) geometricky

a s(1) aritmeticky priemer ¢isel a1, .. .a, a z tvrdenia (2) bude vypljvat nerovnost

n a1+---+a
ﬁg"al...angM pre ai,az,...,an, >0, (158)
e SRR S n
1 an
pricom v uvedenom vztahu platia rovnosti len v pripade a1 = a2 = -+ = an.

2. Uvedme este jeden dokaz nerovnosti (158). Kedze In je rydzo konkévna funkcia (pre vietky z > 0 totiz

plati (In)"(z) = —x% < 0), vyplyva z Jensenovej nerovnosti z paragrafu .97 (kde zvolime p1 =py =+ =p, = %)
nerovnost
ln<w)lena1+---+llnan=1n"al---an, (159)
n n n
pri¢om nerovnost > mozno nahradit rovnostou len v pripade a1 = --- = a,. Z (159) potom (kedze e® je rastica

funkcia) vyplyva
a+---+an _ eln(701+"'+ﬂn

r ) 2 eln Ya1-an — /al e an,

pricom rovnost % = Yai1---a, plati len pre a1 =+ = an.
Dokaz prvej nerovnosti v (158) je podobny; z rydzej konkdvnosti funkcie In vyplyva

1 1
1 4.1
ln(u) >%1nai+“'+llni=ln" #’

n

preto

— %ai---an

n
odtial (keaie z nerovnosti a > b > 0 vyplyva % < %) dostavame

3

) < Var--an,
_+..._+_a_
n

al
pri¢om rovnost opit plati len pre a1 = a2 =--- =an. W

Nasledujice ivahy vyslovime len pre rydzo konvexné funkcie, formuléciu (a dékaz) pre pripad rydzo konkdvnych,
resp. konvexnych a konk4dvnych funkcii prenechdvame na Citatela.

.99 Lema. Nech funkcia f je rydzo konvexnd na intervale I. Potom funkcia F, : I \ {a} — R dand predpisom
Fa(x) — fﬂ?) — f((l)
zT—a

je rastica.

Doékaz. (-: Toto tvrdenie mozno lahko vydedukovat z geometrickej interpretacie rydzej konvexnosti:

e ak a < z < y, lezl bod X := [z, f(z)] pod spojnicou bodov A := [a, f(a)] a Y := [y, f(y)], preto smernica
priamky AX (ktorou je préve ¢islo F,(z)) je mensia nez smernica priamky AY’;

e uvaha v pripade z < y < a je obdobn§;

e ak < a < y, lezi bod A pod spojnicou bodov X a Y, preto opit smernica priamky X A musi byt mensia
nez smernica priamky AY. :-)

Ak z,y €I, a < x < y, vyplyva z definicie rydzej konvexnosti nerovnost

fl@) < f pr—

z—a),

z ktorej dostdvame

f(z) = fa) < z—a),

f) = fla)
y—a

73



a—keéiex—a>0—plat1’
fe) = f(a) _ f(y) =~ f(a)

T—a y—a

tj.
Fa(z) < Fa(y) .

V pripade z < y < a je postup rovnaky.
Ak z < a <y, vypljva opit z definicie rydzej konvexnosti nerovnost

fly) — f(=)
fla) < f(=) + T(a_m) :
z ktorej postupnymi dpravami dostaneme
fla) = 1) < LB o o),
(fla=f(@)w—=) < (fy) - f(@))(a—=); (160)

ak teraz do (160) dosadime podia rovnosti
y—rv=(@y-a)+(@—-uz),
(f) - (@) = (f) - (@) + (f(a) = f(2)) ,

dostaneme
(f(a) = f( )(y—a)+(f (@) (a —2) < (f(y) — f(a)) (@ —2) + (f(a) — f(2))(a —2)
a po odéitani vyrazu ( ) (a — z) od obidvoch strdn méime
(f(a) = f(@)) (y — a) < (f(y) = f(a))(a—=),
tj.

fla) = f(z) _ f(y) = fla)

a—zx y—a

bl

¢o je dokazovand nerovnost
F,(z) < F,(y) .

Veta. (a) Nech funkcia f je ridzo konveznd na intervale I. Potom f md v kaZdom vnidtornom bode a intervalu
I konecéné jednostranné derivdcie, pricom

f(a) < fi(a) (161)

a plati
(Vo € Iz < a)(f(z) > f(a) + f-(a)(x — a)) , (162)
(Vz € I,z > a)(f(z) > f(a) + fi(a)(z —a)) , (163)

(tj. ,mapravo’ (resp. ,,nalavo”) od a lez graf funkcie f nad doty¢nicou ku grafu f v bode a sprava (resp.
zlava); Specidlne, ak pre z € int I existuje f'(a), lezia body grafu funkcie f zodpovedajice hodnotdm z # @ nad
doty¢nicou v bode a)).

Funkcie f_ a f st na intI rastice a plati

(Va,b € int I,b < a) (f1-(0) < f~(a)) . (164)

(b) Ak funkcza f je na intervale I rydzo konvernd, tak mnozina M tych bodov © € I, v ktorych f nie je
diferencovatelnd, je najviac spocitateind. 3
(c) Nech funkcia f : (c,d) = R je diferencovatelnd v kazZdom bode a € (c,d), pricom

(Vz € (c,d),¢ # a) (f(2) > f(a) + f'(a)(z — a)) (165)

(tj. nech pre kazdy bod a € (c,d) plati, ze body grafu funkcie f zodpovedajice hodnotdm x # a lezia nad
doty¢nicou ku grafu funkcie f v bode a).

Potom f je rydzo konvernd funkcia.

Dékaz. (a) Podla predchadzajicej lemy je funkcia Fy : I'\ {a} = R, Fy(z) = W, rastiica, preto podia
tvrdenia z pozndmky 1 v odseku .31 existuji konetné limg—q— Fy(z) = f_(a), limz—et Fo(z) = fi(a) a plati

fL(a) < fi(a).
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Podia pozndmky 2 z odseku .31 je

f(z) — f(a) = F,(z) < lim Fa(y):f'_(a) pre z€Il,z<a,
rT—a y—a—
tj-
(Ve € I,z < a) (W <f’_(a)) ,

z tejto nerovnosti uz vyplyva (162). Dokaz nerovnosti (163) je obdobny.

Dokézme teraz (164). Nech a,b € int I, b < a; zvolme z € (b, a).

(-: Nasledujice dvahy maji opit jednoduchid geometricki interpretéciu. Oznaéme A := [a, f(a)], B :=
[, f(b], Z := [z, f(2)]; kedZe f je rydzo konvexnd funkcia a b < z < a, je smernica spz priamky BZ mensia nez
smernica sza priamky ZA; smernica sp+ dotyénice v bode B sprava je ale mensia nez spz (to je geometricky
obsah tvrdenia (162)), smernica sz4 je naopak mensia nez smernica sa— dotycnice v bode A zlava (pozri (163))
a t4 je podia (161) mensia alebo rovnd smernici sa+ dotyé¢nice v bode A sprava, teda

8B+ < 8Bz < 8z4 <sa- < Sa+. :—)
Z rydzej konvexnosti funkcie f vyplyva (pozri dékaz lemy pre pripad z < a < y, v ktorom trojicu [z,a,y]

nahradime trojicou [b, z, a])
F=10)  f@= 1) (166

Z (162) (kde namiesto dvojice [a, z] teraz uvazujeme dvojicu [b, z]) vyplyva

FAZIO 5 fw), (167)
podobne podia (163) (pre z = z) plati
flo) = 7(z) (“i:ic G < p (. (168)

Z (167), (166) a (168) potom vyplyva

fitey < LOIO J@OZTE) )
¢im je nerovnost (164) dokdzand.

Podla (161) plati

L) <), f(a) < fi(a),
odtial a z (164) dostévame

FL(b) < f1(0) < fL(a) < fi(a) ,
z tychto nerovnosti uz vyplyva, ze funkcie f. a f, rastd na intI.

(b) Staci dokdzat, Ze mnozina M; tych z € intI, v ktorjch funkcia f nie je diferencovateins, je najviac
spocitatelnd (mnozina M je totiz zjednotenim M; s najviac dvojprvkovou mnozinou). N4§ dokaz bude zalozeny
na tomto pomocnom tvrdeni.

LEMA. Ak funkcia f je rijdzo konveznd na intervale I a funkcia f_ je spojitd v bode a € int I, tak f je v bode

a diferencovatelhvci.
DOkAZ. Podla (161) a (164) (kde dvojicu [b, a] nahradime dvojicou [a, z]) plati

(Vz €int I,z > a) (fL(a) < fi(a) < fL(2)) . (169)
Pretoze f je podia predpokladu spojitd v bode a, je

lim f.(x)= ;13}1 fi(z) = f(a) .

T—a+
Kedze lim, a4 f_(a) = f_(a) a limy— a4 fi(a) = fi(a), vyplyva z nerovnosti (169) podia vety .24

f(a) < fi(a) < f(a),
tj.
f(a) = fi(a)
¢o znamend (tvrdenie (c) pozndmky v odstavci .81), ze f je v bode a diferencovateini. A

Z tejto lemy vyplyva inklizia M; C N, kde N je mnozina vietkych bodov nespojitosti funkcie g := f_ |ins 7.
Kedze g je rastiica funkcia, je N spoéitatelnd mnozina (¢ast (b) prikladu .58).
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(c) (-: Presvedéenie o spravnosti tohto tvrdenia mozno opét ziskat z geometrickej interpreticie: Ak y,a,z €
ILy<a<z aY =y f(y)],A:=a, f(a)],Z = [z, f(2)], tak bod A lezi na doty¢nici ku grafu funkcie f v bode
A abody Y a Z lezia nad touto dotyénicou, preto A musi lezat pod spojnicou bodov Y a Z. :-)

Chceme dokézat tvrdenie (pozri definiciu rydzej konvexnosti)

(s e Ly <a<s) (s < 1) + IOy}
tj. 100
(Vy,a,ze],y<a<z) (f(a) < i:;f(y)+z:zf(z)> . (170)

Zvolme teda y,a,z € I,y < a < z, potom iste plati a € int I a z (165) vyplyva (ak za x zvolime najprv y a potom
z)
fy) > f(a) + f'(a)(y —a)

(a
f(z) > f(a) + f'(a)(z — a) .

Z

Ak prvi z tychto nerovnosti vyndsobime kladnym ¢islom =%

=2 a druhd kladnym ¢islom Z_:';f a ziskané nerovnosti

stitame, dostaneme nerovnost z (170).

Désledok 1. Ak f je rydzo konvernd funkcia definovand na intervale I, tak f je spojitd v kaZdom vnitornom
bode tohto intervalu.

Dékaz. Nech a je vnitorny bod intervalu I, potom funkcie fi := fliaja,00) @ f= = flrn(=co,a] SU podia
tvrdenia (a) predchidzajicej vety diferencovatelné v bode a, preto (lema .82(a))

tm f(o) (=limfi(e)) =f(@), lm f@)=f();

r—a+
tj.
lim f(z) = f(a),
a funkcia f je teda v bode a spojitd (tvrdenie (b) lemy z paragrafu .53).
Pre zdujemcov uvddzame eSte jeden dokaz neodvoldvajuci sa na predchadzajicu vetu.

Nech a je vnitorny bod intervalu I; zvolme & > 0 tak, aby pre body b:=a —¢,c := a + ¢ platilo b,c € I (to
sa d4, pretoZe a je vnitorny bod intervalu I).

Nech ®) @

g9) —gla

f(z) =g(a) + =—————

:-) Z geometrickej interpreticie rydzej konvexnosti vyplyva, Ze na intervale [b,c] lez{ graf funkcie g medzi

spojnicou bodov (a,g(a)) a (b,g(b)) (ktord je grafom funkcie f) a priamkou spéjajicou bod (a, f(a)) s bodom
(c,g(c)) (¢o je graf funkcie h). (-

Pre x € [a, ¢] plati f(z) < g(x) < h(z), z vety .25 potom vyplyva °! — kedze limg o f(x) = limg_,q h(z) = g(a)

)29, 0, h@) = ga) + L27IW (p gy

— rovnost limg— 4+ g(x) = g(a), rovnako mozno dokizat aj rovnost lim,—,.— g(z) = g(a). )

Désledok 2. Nech f: (¢,d) = R je diferencovatelnd funkcia. Potom st nasledujice turdenia ekvivalentné:
(a) funkcia f je rydzo konveznd;

(b) funkcia f' je rastica;

(c) pre kazdé a € (c,d) plati (165).

.100 Definicia. Hovorime, ze bod a € R je inflexnyg bod funkcie f, ak existuje € > 0 tak, ze (a —e,a +
€) C D(f), pricom funkcia f ma v bode a vlastni alebo nevlastni derivéciu a je rydzo konvexnd na
jednom z intervalov (a — €, a], [a,a + €) a rydzo konkdvna na druhom z nich. A

100pretoze

fly e O
zZ—yY zZ—Y

)+ LELZIW oy = py) (1- 228 4 19 22 = s)
2y zZ—yY 2y

101 Kedze pouzivame “jednostrannu verziu” uvedenej vety, zopakujme pre istotu eSte raz Standardné tivahy umoZiujice
aplikdciu viet o limitach v pripade jednostrannych limit: oznacime Iy := I N [a,00), f1 = f|1+, g1 = g|1+, hy = h|1+.
Kedze limg—q f(z) = limg—q h(z) = g(a), plati aj limg—q f1(x) = limg—q h1(z) = g(a) (lema .11(a)), funkcie f1,g1,h1
teda spliiaju predpoklady vety .25 (pre M = I, P = (b,¢) \ {a}), podla ktorej limy 4 g1 () = g(a), podla definicie limity
sprava to znamena, ze limg; 44 g(z) = g(a).

76



Z vety .98 vyplyva toto tvrdenie:

Nech funkcia g : I — R je diferencovatelnd v kazdom vnitornom bode intervalu I. Ak a € int I,
priéom ezistuje € > 0 tak, e (a —e,a +¢€) C I a funkcia g' rastie na jednom z intervalov (a — €,al,
[a,a + €) a klesd na druhom z nich, tak a je inflexny bod funkcie g.

Postatujice podmienky na to, aby funkcia rastla na jednom z intervalov (a — ¢, a], [a,a +¢) a klesala
na druhom z nich, si sformulované v dosledku 1 z odseku .95 a tvrdeni (a) vety .96; tvrdenie (b) tejto
vety stanovuje postacujucu podmienku na to, aby funkcia na (a — €,a + ¢€) réstla, resp. klesala. Ak
uvedené tvrdenia prepiSeme pre pripad f = g’, dostaneme nasledujiicu vetu.

Veta. (a) Ak funkcia g" zmeni v bode a znamienko ', tak a je inflexny bod funkcie g.
(b) Nech funkcia g je (n+ 1)-krdt (n € N) diferencovatelnd na niektorom okoli O bodu a a md v bode
a vlastni alebo nevlastni (n + 2)-hi derivdciu, pricom

g"(a)=g"(a)=--=g"@) =0, ¢")#0.

Potom a je inflexng bod funkcie g prdve vtedy, ked n je nepdrne.

14 L’Hospitalovo pravidlo

.101 PasiZ o I'Hospitalovom pravidle, ktoré umoziiuje za istych predpokladov previest vypotet neuréitého
% typu g alebo 2 na vypocet limy ., %, uvedme jednoduchou lemou, ktord v blizkej

budicnosti vyuzijeme a ktord dokumentuje, Ze méze existovat vztah medzi lim,_,, % a podielom £ (a)

vyrazu limg_,,

LEMA. Nech funkcie f,g definované na mnozine M si diferencovatelné v bode a € M, pricom f(a) = g(a) =0
a g'(a) #0. Potom
f@) _103f'(a)

svag(@)  gla)’

DOxkAz. Toto tvrdenie vyplyva z nasledujiceho vypoétu

f@)=f(a) i f(@)=f(a)
m L@ _ o f@ = fl@) TR Hmend THEE fla)
lim = lim = lim D e@) = T D) —e@) =

v—a g(x)  za g(x) —gla) oo gllzg@ gy, gl)mgl) o gl(a)

(ako je zrejmé, predpoklad f(a) = g(a) = 0 sme vyuzili hned v prvej z uvedenych rovnosti, podmienka ¢'(a) # 0
ném umoznila v poslednej rovnosti pouzit vetu o limite podielu). &

Sformulujeme teraz prvé 1’Hospitalovo pravidlo, umoziiujice v istych situdcidch vypocet limit neurcitych
vyrazov typu %.

.1(]2 Veta (prvé I’'Hospitalovo pra/vidlo). Nech a € R* je hromadny bod intervalu I, nech diferencov-
atelné funkcie f,g: I\ {a} = R splriaji nasledujice predpoklady:

(i) limgq f(2) = limg 4 g(2) = 0;

(ii) (Yo € I'\{a})(g(z) #0);
(iii) (Vo € I\ {a})(g'(x) = 0 = f'(z) #0).

Potom plati: ok existuje (vlastnd alebo nevlastnd) lim,_,, g ,’ g;g , tak existuje aj lim,_,, g gz)) a

@) _ o £

M@ A ()

(171)

Pozndmka. Zrejme uvedend formuldcia zahfiia pripad jednostrannych limit (ak a € R je krajny bod intervalu
I, resp. a = oo alebo a = —00) aj obojstrannych limit (ak a je vnitorny bod intervalu I).

10243, ak existuje € > 0 tak, ze O(a,&) C D(g"), pricom na jednom z intervalov (a — €, a), (a,a + £) nadobtda funkcia g
len kladné a na druhom z nich len zadporné hodnoty

103kedze funkcie f,g si v bode a diferencovatelné a f(a) = g(a) = 0, plati aj rovnost limgy— 4 f(z) = limz—q g(z) = 0,
teda limg; % je neurcitym vyrazom typu g
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Ddkaz je v pripade a € R zalozeny na Cauchyho vete o strednej hodnote (pozri rovnost (122) vo vete
.91; jej pouzitie umoziujt predpoklady (ii) a (iii) nasho tvrdenia). Funkcie F,G : I — R dané predpisom

F(x):{f(m)’ ak ze€l\{a} 7 G(m):{g(w), ak zel\{a}

0, ak z=a 0, ak z=a

(tj. funkcie f a g spojite dodefinované v bode a) spfﬁajti predpoklady vety .91 na kazdom uzavretom
intervale s koncovymi bodmi a,z, kde = € I\ {a}; preto (kedze F(a) = G(a) = 0)

flz) _ F(z) _ F(z) = F(a) _ F'(c) _ f'(¢)

g(z) G@) G(x)—G@a) G'(c) g’ (172)

pricom c ”lezi medzi = a a”.

Nech lim,_,, % = L € R*; kedze chceme dokézaf rovnosf lim,_,, g ((;”; = L, zvolme okolie ©® bodu

L a hladajme prestencové okolie P bodu a tak, aby platilo

f(z) )
VeePiNnI (—6(9 . 173
( 1nJ) 9(z) (173)
Pretoze L = lim,_,, g : E;”;, k okoliu O iste existuje prstencové okolie P; bodu a s vlastnostou
(Ve € Py N D) ( © ¢ (9) : (174)
g'(c)
kde D C I je defini¢ny obor funkcie =gﬂ,l. Ukézeme, e toto Py vyhovuje nagim poziadavkadm. Podla (172)
je
!
f@ _ 10 75
9(z)  g'(c)

pre niektoré ¢ "medzi z a a”, pre x a ¢ vystupujice v (175) teda plati implikacia
zePiNI=ceP1ND (176)

(pri¢om inkldzia ¢ € D vyplyva zo znenia vety .91). Tvrdenie (173) teraz vyplyva z (176), (175) a (174).
A

Zostava dokézat nage tvrdenie eSte pre a = 0o a a = —oo. V pripade a = oo na vypocet lim,_, %
pouzijeme substiticiu x = % a uz dokdzanu verziu prvého ’Hospitalovho pravidla v bode 0 (postup pre
a = —oo je rovnaky):

lim@ = ‘ac:1 =1imf(%) I'tosp lim wzlim fl(%)z‘t:l‘z
= 40 AR AT e ey R AT
T 4 C))
z—o0 g'(x)

(podrobné zdévodnenie spravnosti jednotlivych krokov prenechdvame na éitateia). '

Na vypocet limit neurcitych vyrazov typu 3¢ mozno za istych predpokladov pouzit druhé I’Hospitalovo
pravidlo.

.103 Veta (druhé I'Hospitalovo pravidlo). Nech a € R* je hromadnyg bod intervalu I, nech diferencov-
atelné funkcie f,g: I\ {a} = R splriaji predpoklady

(i) limgy_q |g(2)] = oo;
(ii) (Vz € I\ {a})(g'(z) =0= f'(z) #0).
Potom plati: ak existuje (vlastnd alebo nevlastnd) lim,_,, ! ,I g;g , tak existuje aj lim,_,,

@ _ . f@)

f(z)
a(@) @




Dékaz urobime pre pripad a € R je lavy koncovy bod intervalu I alebo a = —oo (V tomto pripade

budeme teda z existencie jednostrannej limity limg_,, % odvodzovat existenciu limity limz_.q + %);

dokaz v pripade, ze a € R je pravy koncovy bod intervalu I alebo a = oo, je rovnaky; ak a € R je vnutorny

i@ ()
o) = WMema g5y

bod intervalu I, je rovnost lim,_,, % =lim,_,, % dosledkom rovnosti lim,_,,_
limg_yq 4 % = limg_yq, %, ktoré vyplyvaji z uz dokazanych jednostrannych verzif naSej vety, a
rovnosti lim,_,,_ % =limy o+ %, ktora vyplyva z predpokladu existencie limity lim,_,, %. A

Nech teda a € R je lavy koncovy bod intervalu I alebo a = —oco. Kedze podla predpokladu (i) je
lim,_,, |g(x)| = oo, existuje prstencové okolie 7 bodu a s vlastnostou

(Vz € TNI)(g9(z) #0) . (177)

Z (177) a predpokladu (ii) vyplyva, ze na kazdom uzavretom intervale s koncovymi bodmi z a z;, kde
r #x ax,x €T NI, mdzeme pouzit Cauchyho vetu o strednej hodnote %4, podla ktorej existuje c

leziace "medzi = a x,” tak, ze
_ I
J@) = J@) _ [ (178)

odtial a z rovnosti

f@) _ flz) — f(21) g9(z) f(z1)
= 1+ +

9(z)  g(x) —g(21) 9(z1) 9(z)
potom dostdvame, ze pre kazdé x,z1 € T NI, x # x1, existuje ¢ leziace "medzi x a x,”, pre ktoré plati

flx) _ f'(c) <1+ 9(%)) n f(z1) _ (179)

g(z)  g'(c) 9(z) g9(x)

Predpokladajme najprv, ze lim,_,, % = L € R a dokazujme rovnost lim,_,, % = L.

(-: N&s postup bude nasledujici: pre x a x1 leziace blizko k a lezi aj ¢ blizko k a, a kedze limg_sq g:((;; =L,
li§i sa vyraz 5 :8 malo od L; ak teraz zvolime x1 pevné, vyplyva z rovnosti lim,_,, 99((21)) =0 =limz_q ’; (3 (tie

st dosledkom rovnosti lim,—,, |g(z)| = 00), Ze pre z leziace blizko k a sa vyraz (1 + ‘; ((23) 1isi mélo od ¢isla 1 a
f(z1)

g(z) . .

Zvolme teda e—okolie ¢isla L a hladajme prstencové okolie ¢ bodu a s vlastnostou

podiel milo od nuly, a teda pre takéto x pravd strana rovnosti (179) lezi blizko k ¢islu L. :-)

(VzeUnI) (L—E<%<L+E) )

Kedze lim,_,, 5 ,I E;; = L, existuje prstencové okolie P bodu a s vlastnostou
e flc) €
D)(L—- - L+ - 1
(Vee PN )( 2<g,(c)< +2>, (180)

kde D C I je defini¢ny obor funkcie ‘gﬂ,l. Vyberme z; € P pevne; pretoze ¢ vystupujice v (178) lezi
"medzi x a x1”, plati implikacia

z, 21 € TNPNI=ceTNPND C PND (181)

(pritom inkldzia ¢ € D vyplyva zo znenia Cauchyho vety o strednej hodnote; pripomenme tiez, ze (178)
plati pre z,z, € TNI). Z (178), (181) a (180) dostadvame

(\ﬁnGTﬂPﬂI)(L—%<%<L+§) . (182)

104keby a bol vnitorny bod intervalu I, mohli by sme Cauchyho vetu pouzit na kazdom uzavretom intervale J C 7 N I;
pozadovali by sme teda. aby koncové body z a z; intervalu J lezali na rovnaki stranu od bodu a (tj. aby bod a nelezal
”medzi x a z1”); kedze v dalom zvolime bod z1 pevne, platili by nase dvahy len pre body z leziace na tu istu stranu od a
ako z1; to je dovod, preco na§ dokaz robime pre pripad jednostrannej limity
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Kedze lim,_,, gg((mzl)) =0 (to vyplyva z predpokladu lim,_,, |g(z)| = c0), je lim,_,q, (1 + M) =1,
preto existuje prstencové okolie R bodu a, pre ktoré plati

(Vze RNTNI) (1 + gg((””;)) > 0) 105 (183)

Z (179), (182) a (183) potom dostavame (ak vetky ¢leny v nerovnosti (182) vyndsobime vyrazom 1+%

106 5 potom pripo¢itame podiel ’; ((mz 1)))

(YzePARNTNI) (hl(m)<%<h2(w)> : (184)
kde
me = (2-5) (+55) + 4
me = (6+5) (1+555) + 565

Pretoze lim,_,o h1(x) = L — §, existuje prstencové okolie S; bodu a tak, ze plati

(veesinTnl) (jm@)-L-5<Z),

2 2

a teda aj

(VzeSiNnTNI)(L—e<hi(z)), (185)
podobne z rovnosti lim, _,, ho(x) = L+ 5 vyplyva existencia prstencového okolia S, bodu a s vlastnostou

(Vz € S;NTNI)(h2(z) <L+e) . (186)
7 (184), (185), (186) dostavame

f(z)
VzePNRNS NSNTNI)(L-e< @ <L+e),
aPNRNS NS, NT je teda hiadané prstencové okolie bodu a. A § §
Postup v pripade L = oo je obdobny (pripad L = —oo si itatel uz iste rdd premysli sdm); zvolme

K € R, potom existuje prstencové okolie P bodu a s vlastnostou

f'(0)
(Vee PN D) <K+1< g,(c)) ,

odtial dostdvame

f(z)
(Vee PNRNTNI) (h(w)<g($)> , (187)
kde T, resp. R, je prstencové okolie bodu a, pre ktoré plati (177), resp. (183), a
9(371)> f(z1)
h =(K+1){1+ + . 188
() =1 ) ( 9() 9() (188)

Kedze lim,_,, h(z) = K + 1, existuje prstencové okolie S bodu a s vlastnostou
(Vze SNTNI)(h(z) > K),
z (187) a (188) potom vyplyva, ze { := PNRNSNT je prstencové okolie bodu a, pre ktoré plati

(Vzeunl) (;(—% >K> :
9(z1)

2 (@) je definovand pre tie x € I, pre ktoré g(z) # 0, teda iste pre vSetky € 7 N I, preto

sa v (183) — a v (185) a (186) — vyskytuje prstencové okolie T
106kedze pre x € RN T je tento vyraz kladny, zostand pre z € PNRNT NT aj po vyndsobeni nerovnosti z (182) zachované

105fynkcia (premennej z) 1 +
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.104 Priklady. 1. Pouzitim I"Hospitalovho pravidla nijdeme teraz niekolko limit, ktorych znalost sa ndm v
budiicnosti moze hodit.

a) limg o0 1’;% =0 prea,>0.
Limitovany vyraz napiSeme v tvare
In®zx  (Inz\“
J;B - ;I;ﬂ/a
a na vypocet limy_, 00 mlﬁ‘,“—/“fl pouzijeme druhé ’Hospitalovo pravidlo (overenie predpokladov (i) a (ii) na intervale

(0, 00) prenechdvame samozrejme na &itatela):

8 [~

lim B e g =gy @ L
T—00 .’Iiﬂ/a - T — 00 gq;ﬁ/a_l _:c—>ooﬂ iI)ﬂ/a -

(posledn4 rovnost vyplyva z predpokladu a, 3 > 0 a rovnosti lim; e 27 = co pre vy > 0).
Podla vety o limite zloZenej funkcie potom
In®* x

lim = lim (
rz—o0 I T— 00

lna:)"_ Inz
B/ -

b) limgz o z?In®z =0 pre o, 8 > 0.
Postup bude obdobny; limitovany vyraz prepiS§eme na tvar

2 In®z = (mﬁ/a lnm)a

a na vypocet lim, ,0 /% Inz (€o je neur¢ity vyraz typu 0.c0) skisime pouzit druhé I'Hospitalovo pravidlo (a
preto limitovany si¢in najprv zapiSeme v tvare podielu):

. . Inz rHosp ;. L . «a
lim z%/% In z = lim VP lim ——2  — im [ —=z%/*) =0.
z—0 20 g~ B/ z—0 —gx_ﬂ/a_l z—0 ﬂ

Z vety o limite zlozenej funkcie potom opit vypljva

1 & 1
limxﬂlnamzlim( ne ) :‘ ne :t|:limta:0.
z—0 z—0 \g B/ r—h/a t—0

2. Ak spojitd funkcia f : I — R, kde I je interval, je diferencovatelnd v kazdom bode x € I\ {a}, kde a € T,
pridom ezistuje (vlastnd alebo nevlastnd) lim,_, f'(x), tak f md v bode a (vlastni alebo nevlastni) derivdciu a
plati

f(a) = lim /().

Na dokaz uvedenej rovnosti staéf pri vypocte limity lim,_,, W pouzit prvé PHospitalovo pravidlo:

(@) = tim LI vrzw iy £0) _ iy 1)

T—a r—a T—a T—a

Poznamky. 1. I ked ’'Hospitalovo pravidlo mozno ¢asto s ispechom vyuzif nielen na vypocet limit neuréitych
vyrazov typu g alebo 22, ale aj 0 - 0o (Co sme videli v priklade 2) a co — oo 107 " ie pri jeho pouzivani potrebnd
ist4 opatrnost; ako ukazuji nasledujice priklady, méze sa v pripade, 7e vo vete .103 nie je splneny predpoklad

(ii) (na overovanie ktorého sa pri pouzivani ’'Hospitalovho pravidla ¢asto zabida), stat, e lim;—, % aj limita

neurcitého vyrazu limg_,q % sice existujui, ale si navzdjom rozne (priklady 1 a 2), pripadne, ze limg_,q %

existuje ale limg_,q % neexistuje (priklad 3.)
Pri konstrukcii tychto (depresivnych) kontraprikladov pouzijeme nasledujice tvrdenia (z ktorych prvé dokdzeme

neskor v odseku ?77).

LEMA 1. Ak f: I — R, kde I je interval, je spojitd funkcia, tak existuje diferencovateind funkcia F: T — R
takd, ze F'(x) = f(x) pre kazdé x € I.

107ide len o to, rozdiel f — g vhodnym sposobom napisat v tvare podielu; vo vSeobecnosti mozno vyuzit rovnost

[

1

f —9= g 1 ! ’
fg
podiel na jej pravej strane je potom neuréity vyraz typu %, v konkrétnych pripadoch vSak mozno tento prepis urobit aj
odlisnym spésobom
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LEMA 2. Nech Fi : [l,00) = R, F» : [1,00) — R st diferencovateiné funkcie také, 7e Fi(z) = Sng

z2 7
Fy(z) = <522 pre vietky © € [1,00) '%°. Potom existujii konecné limity lim, 0o F1(z), limg 00 Fa().

DOkAz. Nafe tvrdenie dokdzeme pre funkciu Fi, dokaz pre F je obdobny. Kedze Fj(z) = sine je Fi(z) >0
prex €[l,m)azx € (2k7r,2(k‘ + 1)7r), keN, Fi(z) <0 prez € ((Zk: — ), 2k‘7r), k € N. Funkcia F1 teda rastie
na [1,7], klesa na [r, 2], rastie na [27, 37] atd. Oznatme

an = Fi(2n7) | bn = F} ((2n + 1)), neN.

Kedze na intervale [2n7r, (2n + 1)« funkcia F; rastie, je

an <bp,meN. A (189)
Dokézeme teraz, ze
lim (b, —a,)=0. (190)
n—ro0

Podla Lagrangeovej vety o strednej hodnote je

bn —an = Fl((2n—|—1)7r) — Fi(2n7) = Fi(c)w = = 7 <S7<

™ 1

@n)2r  (2n)?°

pri¢om poslednd nerovnost je dosledkom inklizie ¢ € (2n7r, 2n+ 1)7r). Z nerovnosti
0<bp—an< 1 n€N
n n (2”)2 b) bl

(prvé z nich vyplyva z (189)) uz dostdvame (190) (podia vety .25). A
Dokézeme dalej, Ze {a,}32; je rastica postupnost (ddkaz skutoénosti, ze postupnost {b,}5>, kless, ktory je
analogicky, prenechdvame na ¢itatela), tj. ze

An+1—an >0, meN.

(-: Ak si nacrtneme graf funkcie Fiz = 552 na intervale (2n7‘r, (2n + 2)7r), vidime, Ze absolitna hodnota

funkénej hodnoty je v bode = € (2n7r, (2n + 1)7r) vzdy vacsia nez v bode x + w. To znamend, Ze rast funkcie Fi
na intervale [2n7r, (2n + 1)7r] je "strms$” nez jej klesanie na [2n + 1w, (2n + 2)71'], a teda ze rozdiel funkénych
hodnét v bodoch (2n + 1)7 a 2n7 (tj. b, — ay,) musi byt viési nez rozdiel hodndt v bodoch (2n + 2)7 a (2n+ 1)w
(tj. @nt1 — by). Tidto dvahu mézeme prevtelit do formélnych zdpisov pomocou tvrdenia z pozndmky 1 v odseku
.93. )

Nech

h(z) := Fi(z) — Fi(2n7) , flz) :=— (F1 (x+7)— F1 ((2n + 1)7r)) , x € [2n7r, (2n + 17r] ,

potom — kedze h(2nm) = f(2n7) = 0 a h'(z) = Fi(z) > —F{(x + 7) = f'(x) — podla tvrdenia z pozndmky 1 v
odseku .93 (kde polozime ¢ = 2nw, d = (2n + 1)) plati h(z) > f(z) pre vsetky = € (2n7r, 2n + 1)7r:|; ak zvolime
z = (2n + 1), dostdvame

0 < h(@n+ 1)) —f(2n+1)7) = Fi((2n+ 1)7) — Fi(2nm) + Fi(2n + 2)7) — Fi ((2n+ 1)) =

= £ ((2n + 2)7r) — F1(2n7) = ant1 — an ,

¢o sme chceli dokdzat. A.
Z monoténnosti postupnosti {a, }5=; a z (189) dostdvame

a1<an<bn, nGN,

teda {b,}3%, je zdola ohrani¢end klesajica postupnost, preto existuje kone¢ns lim, o b,. Rovnako mozno
dokézat existenciu koneénej lim,—, o an; z (190) pritom vyplyva rovnost

lim ap, = lim b, . A (191)

n—ro0 n—ro0

108existencia funkcii Fy, F» vyplyva z predchadzajiicej lemy
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Kedze F) rastie na [Zmr, (2n+ 1)7r] a klesd na [(Zn + Dm, (2n+ 2)7r], je ¢islo b, = F1 ((2n + 1)7r) maximom
funkcie Fi na intervale [Zmr, (2n + 2)7r:|; pretoze Fi (2n7r) =an < ant1 = F1 ((2n + 2)7r), nadobida Fi svoje

minimum na [2n7r, (2n + 2)7r] v bode 2nm; platia teda nerovnosti
(Vx € [2n7r, (2n + 2)7r]) (an < Fi(z) < bn) ,
z nich a z (191) uz vyplyva existencia koneénej limg o0 F1(z).
PRIKLAD 1. Nech funkcie f, g : [1,00) — R st dané predpismi
f(z) =2Inz —cosz + 2F1(x) — Fa(x) , g(z) =Inz —cosz ,
kde Fi, F> su funkcie z lemy 2. Potom z nerovnosti
(Vx € [1, oo)) (g(.z') >nx — 1)

vyplyva — kedze lim; o0 In@ = 00 — rovnost lim, 0 g(z) = 0o, a teda aj

lim |g(z)| = o0,

200
¢o je predpoklad (i) vety .103. Dalej plati

e funkcie f,g st diferencovatelné:

, 2 . 2sinx  cos2z 2 . 2sinz 1—2sin’z
fil(z) = =+sinz+ o — == 4sinx + T — =
T T T T T T
. 2sinz 1 2sin’z 1 . 2sinz (1 .
= —+sinx+ >— — -+ = — +sinz + (—+smx)=
T T T T T T T
1 . 2sinx
= (——f—smw) (1+ —) s
T T
") = 1+smac
g - T )
’ 1 +sinz) (1+ 2sina 9si
o lim 28—y (& - )(, ) _ i (1+ S‘”) =1
z—00 g (.’1:) z— 00 > + sinx z— 00
(podia vety .14 je totiz lim,_, o 25‘% = 0);
ale
o i f@ _ o 2mz—cose42Ri(@) - Fa() _ 2 EE42R - B0
T —00 g(iI}) T—0o0 Inz — cosz T—0o0 1-— % ’
cos T F1(x) Fo(x) —

pretoze lim; o 27 = 0, limg00 5 = 0, limgoo 3, 0 podla vety .18 a vety o limite sicinu
(existenciu koneénych limit limg oo F1(z) a limgz— oo F2(z) sme dokdzali v leme 2).

Pripomerime, Ze v tomto pripade nebola na ziadnom okoli bodu oo splnend podmienka (ii) z druhého 'Hospitalovho
pravidla; v kazdom okoli bodu oo totiz existuji body x, pre ktoré % +sinz = 0, tj. body x, v ktorych
flx)=0=g'(z).

PRIKLAD 2. Nech

f(z) =lnz — cosz + 2+/z + 2F;(x) — Fu(z) , g(z) =Inz —cosz z € [1,00),

kde F3 : [1,00) = R, F1:[1,00) = R st diferencovatelné funkcie také, ze Fi(x) = ii\“/%, Fi(x) = % Rovnako
ako v pripade funkcif F1, F» z prikladu 1 mozno dokézat existenciu koneénych limit limg oo F3(2), limg—s oo Fa(z).

Pre funkcie f, g plati

e lim [g(e)] = oo;
T—r00

f _ 1 . 2sinx , _ l L
of(a:)—(m—l-smm) (1+ Tz ), g(m)—m—l-smm,
preto
! .
e lim f(a:)z lim 1+2s1nm =1
e—oo §'(2) z—o0 VT
ale
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r _ cosx 2F3(m) _ Fa(z)
@ \/_(f ve T2+ ﬂ)
e lim

—— = lim
T —00 g(iL‘) T—00 Inz (1 — %)

=00

(pretoze limg— o0 % = oo podia druhého P’Hospitalovho pravidla a limita pre z — oo zatvorky v Citateli,
resp. v menovateli, je 2, resp 1).

PRIKLAD 3. Pre z € [1, 00) polozme

f(z) 2v/x + 2y/z sin /x + 2 cos /& — 8F5(\/x) — sin 2/ ,
g(z) = 4z +2y/zsin/x +2cos/x,

kde F5 : [1,00) — R je diferencovateins funkcia tak4, ze Fi(z) = €% Zopakovanim postupu z lemy 2 mozno
dokézat existenciu koneénej limy— o0 F5(2), preto aj limg— oo F5(1/7) je koneénd. Z nerovnosti

9($)=ﬁ<4+2sinﬁ+%) Z\/E(2+¥>

vyplyva (podia vety .20(b), resp. druhého ”pravidla” v strednom stipci z (33)), ze

lim g(z) =

Tr—00

Dalej plati

o fl(z)= (% +cos\/§) (1_%> 109 gi(g) = T+cos\/_

preto
o tim D8 = i (120 =
pretoze limg_, o % =0 podia viet .18 a .14),
ale

o lim, o % neexistuje; pre x > 0 totiz plat{

2cos vz 8F5(Va) in2v@
flz) \/_(2+2s1n\/_+ C? 5\/5 _Slnﬁm) )
g(x) \/_(4_}_25111\/—_}_ 2cosf)
_ 2 + 2sin+/T + ZC?I 8F5\(f\/5) _ sm\/25\/5
4+ 2sin+/x + 20:)st ’

pritom
lim 2 cos+/T - lim Fs5(y/x) - lim sin 24/x —0.

ak teraz zvolime ,, = (27n)?, y, = ((2n + 1)%)2, tak sin \/z,, = 0, sin \/y, = 1, preto

2 4+ 2sin /Tn + 2c0s/ZTn _ 8F5(\/Typ) _ sin2y/Tpn .
lim &) VIt~ BTy Ven _2+0+0-0-0 _
n— oo g(-’l)n) n— oo 4+251nm+%ﬁ 4+0+0
1
= 57
n—oo g(yn) 3

neexistencia limity limg_; oo gEmg potom vyplyva z lemy .11(c).

99 pripomeiime, Ze (F5(\/E))l = Fl(V=z) 2\1/5
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2. Predpoklad (ii) z vety .103 (a identicky predpoklad (iii) z vety .102) poZaduje, aby funkcie f' a g’ ne-
nadobidali si¢asne nulové hodnoty. Nasledujica lema, ukazuje, Ze i v pripade, ze f' a ¢’ nadobidaji sicasne
nulové hodnoty, mozno pouzit ’Hospitalovo pravidlo, oviem za dodato¢ného predpokladu, Ze funkcia g’ nezmeni
napravo ani nalavo od bodu a znamienko. Preto v predchadzajicich kontraprikladoch je poruSend nielen pod-
mienka (i) z vety .103, ale aj predpoklad (ii) nasledujicej lemy.

LEMA. Nech a € R* je pravy koncovy bod intervalu I, nech diferencovatelné funkcie f,g : I — R spl/ﬁajd
nasledujice podmienky:

(i) limg 4 |g(z)| = 00 alebo limg o f(z) = limgz—q g(z) = 0;
(i1) (Vm € I) (g'(m) > 0) alebo (Vm € I) (g'(x) < 0) ;
(iii) (Vz €I)(g'(x) =0= f'(z) =0).

f'(@)
g' (=)’

Potom plati: ok existuje limg_,q tak existuje aj limg_,,

lim M .
T—a g(iI}) T—a g’(ﬂ?)

DOkAz. Predpokladajme, ze limg_q % = L € R, limgy_,|g(z)] = o0, je splnend podmienka (iii) a pre

vietky = € I je g/(x) > 0 (teda g je neklesajica funkcia; odtial a z predpokladu lim,_,, |g(x)| = co dostdvame
rovnost lim,_,, g(x) = 0o0); prispésobenie dékazu na ostatné pripady prenechdvame dychtivému éitatelovi.
Z predpokladu limg_,, ng?) = L € R vyplyva pre dané ¢ > 0 existencia prstencového okolia P bodu a s

vlastnostou

e _ fl(z) €
(Ve € PN D) (L—5< 7o) <L+§> ;

kde D := {z € I; ¢'(z) # 0} je definiény obor funkcie QL:. Pre x € PN D teda plati

L-2)gd@<f@)<(L+2)d@). (192)
2 2

Z predpokladu (iii) vyplyva, ze (192) plati aj pre tie x € I, v ktorych g'(x) = 0, teda uvedené nerovnosti platia
pre vietky c € PN 1I.
Nech z; je lavy koncovy bod intervalu P N I (o okoli P mozme iste bez ujmy na vieobecnosti predpokladat,

ze je to zdola ohraniCend mnozina). Z tvrdenia v pozndmke 1 z odseku .93 { kde ostré nerovnosti nahradime

neostrymi, za c¢ zvolime z; a v tlohe funkcii f,h budd vystupovat najprv funkcie (L — 5/2) (g(w) — g(:cl)) a
f(z) — f(z1) (pri dokaze prvej z nasledujicich nerovnost{) a potom (pri dékaze druhej z nich) funkcie f(z)— f(z1)

a (L+¢/2)(9(z) - g(h))) vypljva

(va € @,0) ((2-3) (9@ — 9(@1) < o) — fa) < (2+5) (@) —9@0))) - (193)
Kedze lim, ., g(z) = 0o, existuje prstencové okolie 7 bodu a tak, ze pre z € T NI plati g(z) > g(x1), tj.
(Vm €ETN I) (g(w) —g(z1) > 0) .

Pre z € T N (z1,a) = T NP NI sa teda nerovnosti v (193) po vydeleni &islom g(z) — g(z1) nezmenia, plati teda

SM<L+E) . (194)

(Vee TNPNI) (L— 0@ —g@) <Lty

£
2

Dali postup je totozny s tivahami z dékazu vety .103 za vztahom (182) (s ktorym je (194) v podstate zhodny).
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15 Taylorov polyném

V tejto kapitole sa budeme snazit pre dand funkciu f definovani na intervale I a dany bod a € I njst
spomedzi v8etkych polynémov stupiia najviac n ten, ktory "najlepsie aproximuje funkciu f blizko bodu
a” (€o znamens, Ze od hladaného polynému T,, budeme pozadovat, aby pre kazdy od neho rozny polyném
P stupiia najviac n existovalo prstencové okolie P bodu a s vlastnostou

(Ve € PN 1)(If(x) - Tula)| < |£(z) - P()]) , (195)

tj. aby dostatocne blizko k bodu a platilo, ze chyba, ktorej sa dopustime, ak funkciu f nahradime
polynémom T, je mensia, nez chyba, ktord by vznikla nahradenim funkcie f polynémom P.).

V pripade n = 0 teda hladdme konstantu, ktors sa spomedzi vietkych konstant najmenej odlisuje od hodnét
funkcie f pre z blizke k a; difame, zZe Citatelovi je z doterajsieho priebehu ndsho kurzu jasné, ze hiadanou
konstantou — pokial je funkcia f spojitd v bode a — je f(a), tj. limg_q f(z) '°.

Pre n = 1 dostdvame ndm uz zndmu tdlohu nijst dotyénicu k funkcii f v bode a; vieme teda, ze hiadany
polyném Ty — pokial existuje vlastnd f'(a) — mé v tomto pripade tvar

Ti(z) = f(a) + f'(a)(@ —a) ™. (196)

Skor, nez budeme pokrac¢ovat v nagich dvahich pre pripad vicsieho n a Iubovoinej funkcie f, vSimnime si
este Specidlny pripad, ked f je polyném P stupiia nanjvys n; vtedy zrejme hiadany polyném T, je totozny s P.
Nasledujica lema ukazuje, 7e koeficienty polynému P (a teda v tomto pripade aj T,) mozno vyjadrit pomocou
derivécii funkcie P.

H1Onie je fazké presvedcit sa, 7e To(z) = f(a) m4 skutocne vlastnost z (195) (pritom nasledujtice tivahy pre n = 0 rovnako

ako v dalSej pozndmke uvedeny dokaz pre n = 1 su totozné s dokazom vety .108(b) pre n = 0,1):
ak P(z) = k # f(a), tak podla lemy .13(e) (a vety o limite rozdielu) je limgy—q |f(z) — P(z)| = |f(a) — k| > O,
limgq |f(z) — f(a)] =0, teda
lim (1f(z) - P(@)| = f(z) — To(@)]) >0,
r—a

preto podia lemy .10(b) existuje prstencové okolie P bodu a s vlastnostou
(vz e Pn1)(|f(z) - P()| - |f(x) — To(z) >0),

o uz je (195)

Hlpresvedéme sa aj v tomto pripade, ze Ti mé vlastnost pozadovani v (195): kazdy polyném najviac prvého stupiia
modzeme zapisal v tvare A+ B(x —a) (pre B = 0 dostaneme konstantni funkciu); ak Jje tento polyném rézny od 71, nastane
(kedze dva polynémy A; + Bi(z — a), A2 + Ba(z — a) sa rovnaju prive vtedy, ked A1 = Ay A By = B») jedna z dvoch
nasledujucich moznosti:
bud

o A f(a), vtedy limgq [f(z) — P(x)| = |f(a) — P(a)| = |f(a) — A > 0, limg 4 |f(z) — T1(z)| = |f(a) — T1(a)| =
[f(a) = f(a)] =0, a teda
lim (|f(z) — P(z)| - | f(z) - Ti(z)]) >0,
r—ra
dalsi postup je rovnaky ako v pripade n = 0;
alebo
e A= f(a) AB # f'(a), vtedy

tim [[@=P@| |y, J@) = /@) 73‘ =|f'(a) - B| >0,
r—a r—a T—ra r—a
lim f) — (=) = | lim f(z) — f(a) —f’(a)‘ =|f'(a) = f'(a)| =0,
T—ra r—a T—ra r—a
a teda 1
tim () = P - f@) ~Ti@)] ) >0,

h(z)

preto existuje prstencové okolie P bodu a s vlastnostou

(VzePnI) (%>0) ,

z ktorej uz vyplyva (195) (sta¢i obidve strany ziskanej nerovnosti vynasobit kladnym vyrazom |z — a|)
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.105 Lema. Nech P je polyném stupria nanajvjs n, nech a € R. Potom P moZno pisaf v tvare

P(a) = P(@) + P(a)(o — o) + 2o (o =t 4o 4 P gt e @ e
Specidlne, k—tu derivdciu (k < n) polynému P mozno pisat v tvare
PO (z) = P®) (a) + P+ (a)(z —a) + - - + %(m R (197)
Dékaz. P mozno zapisat ako polyném so stredom a, tj. v tvare
P(z) =ag +ai(z —a) +ay(z —a)’ +--- +a,(z —a)", (198)

sta¢i do predpisu
P(x)=bo+ b1z + boz? + -+ + bpa™
dosadit £ = (z — a) + a a ziskané dvojéleny umocnit pomocou binomickej vety na prislusné mocniny.
Zostava dokézat rovnosti .
PO (a)
!
Ak do (198) dosadime z = a, dostaneme P(a) = ay, ¢o je (199) pre i = 0. Kedze

a; = , i=0,1,...,n. (199)

P'(z) = a1 + 2a2(z — a) + --- + nay(z —a)" ",

je P'(a) = ay; z rovnosti
P"(z) = 2as +3-2a3(x —a) +---+n(n —1)(z — a)"?

vyplyva P"(a) = 2az. Tak mozno pokragovat az po i = n, éim bude (199) dokazané.
Kedze P*) je polyném stupiia najviac n — k, mozno ho podla prave dokdzaného tvrdenia pisat v tvare

(n—k)

!
PR (@) = PP(a) + (PP) (@@ =a) +---+ (PP) " 7 (@)@ - a)"*,
tym je dokdzand aj rovnost (197). #

Vratme sa teraz k nasej povodnej tlohe; pri jej rieseni teraz pouzijeme tito jednoduchd pomocnd dvahu:
ak funkcie F,G st definovanné na intervale I, pricom G je na niektorom prstencovom okoli bodu a € I

nenulovd, o eristuje koneénd limg,_,q % =: v, tak pre hodnoty x leZiace blizko bodu a sa spomedzi vsetkych

funkei tvaru kG od funkcie F najmenej li5i funkcia vG ''? (teda — velmi volne vyjadrené — ”v mierke urcenej
funkciou G je velkostou funkcie F' &islo 4”).

Ak je dand spojita funkcia f, tak pre hodnoty x malo sa liSiace od a je spomedzi konstint k funkcii f najblizsie
konstanta f(a) = limy_q @ (”mierkou” je teda v tomto pripade konstantnd funkcia s hodnotou 1). Rozdiel
Ro(z) := f(z) — f(a) (tj. chyba, ktorej sa dopustime pri nahradeni funkcie f konStantnou funkciou f(a)) je uz
"na drovni konstant” nerozlisiteiny od nuly, pretoze

lim Ro(x) = lim (f(z) - f(a)) =0.

Ak chceme nijst lepsiu aprox1mac1u funkcie f, budeme hiadaf nielen medzi konstantami, ale aj medzi
polynémami prvého stupia. Kedze uz vieme, ze hladany polyném T; mé tvar (196), pricom f'(a) = lim,_, M

11246kaz opit nie je tazky ani prekvapujici: pre k # v je

F(z) —1G(x)
G(z)

F(z) — kG(z)

lim Gl

T—ra

=0, Ilm

Tr—ra

:|7_k|>05

odtial vyplyva
. 1
tim = (1) ~ kG(@) - [F () = 1G(@)]) = k=] >0,
rz—a |G($)|
preto existuje prstencové okolie P bodu a s vlastnostou

(Vo € PN I)(|F(z) — kG(z)| > [F(z) — 1G(z)|)
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limg_,q 110_(2), vidime, ze polyném T) sme nagli tak, 7e sme — ako vidno z nasej pomocnej ivahy — hiadali na-
jlepsiu aproximdciu zvySku Ry funkciou tvaru k(x — a) pre hodnoty z leziace blizko k a. Pre rozdiel Ry := f — T}

plati
o Bi@) L f@) (@)~ fa)e—a) _ (f(xm) ~ fla) f,(a)> o,

rz—a T —Q z—a r—a T—a —a

teda ”v mierke uréenej funkciou x — a uz nevieme R; odlisit od nuly”.

Pokratujme tymto spésobom dalej: "mierku” x — a nahradme ”jemnejsou’'® mierkou” (z — a)? a hladajme
najlepsiu aproximéciu zvysku R; funkciou tvaru k(z — a)? pre & maélo sa lisiace od a, &islo k (pokial f je diferen-
covatelnd na I a existuje f”(a)) ndjdeme na zdklade nasej pomocnej dvahy:

b= qim F1@) o f@) = (@) f(@)(@—a) vhes . f'(@) ~ f'(a) _ f"(a)

T—a (J) - a)2 T—a (.’II — a)2 T—a 2((1) — a) 2 ’

hiadany polyném T» teda bude maf tvar

"
1) = f(a) + £ @@ - a) + 7D @~ a)?
a pre zvysok Ry i= f — T, bude platif limy_q (IZ'Z_(;”)L =0.

Pri hiadani polynému T3 nahradime ”mierku” (z — a)? (v ktorej uz Ry nevieme odlisit od nuly) v poradi
nasledujicou ”jemnejsou mierkou” (x — a)® a budeme hiadat funkciu tvaru k(z — a)3, ktord blizko k a najlepsie
nahrad{ funkciu R»; pre hladané k dostdvame (ak f je na I dvakrét diferencovateind a existuje vlastna f"'(a)) na
zéklade nasej pomocnej ivahy rovnost

ko= lim T2 gy I® —f@) - fla)e—a) - @ (13— a)? 0wy
- T—a (iI) — a)3 - T—a (iL' _ a)3 -
— lim f’(w) — f’(a) — f/l(a)(SL' —a) l’H:osp lim i f”(.’L‘) _ fll(a) _ 7 (a)
roa 3($ - a)2 z—a 3! r—a 3! ’

et F@, o 1@,
T(:c—a) + 3l (x—a)’.

Ak tento postup zopakujeme eSte niekolkokrat, zistime, ze T}, méa (pokial f je (n — 1)-krét diferencovatelng
na I a existuje koneéns f(™(a)) tvar

Tz = f(a) + f'(a) +

f*(a)
k!

k

Tp(z) = f(a) + f(a)(@ —a) + - + (z —a)

.106 Definicia. Nech funkcia f : I — R je (n — 1)-krdt diferencovatelnd na intervale I a n-krét
diferencovatelna v bode a € I. Potom polyném

™ (a)

n!

¥ (a)
!

sa nazyva Taylorov polyndm rddu n funkcie f v bode a. Ak a = 0, hovorime o Maclaurinovom polyndme
rddu n funkcie f.

To@) = (@) + @@ - )+ + T D@ -t 4+ T D@ apr

Poznamka. Z lemy .105 vyplyva toto tvrdenie:

Nech f : I = R je funkcia (n — 1)-krdt diferencovatelnd na intervale I a n—krdt diferencovatelnd v bode a,
nech P je polyndm stupria nanajvys n. Potom P je Taylorovym polyndmom rdidu n funkcie f v bode a prdve vtedy,
ked

%) =PP@), i=0,1,....,n. &

Zakladné vlastnosti Taylorovho polynému sformulujeme vo vete .108, pri ich dékaze pouzijeme nasle-
dujidcu lemu.

107 Lema. Nech funkcia f : I — R je (k — 1)~krdt diferencovateind na intervale I a k—krdt diferen-
covatelnd v bode a € I (k € N). Nech P je polyndm stupria nanajvys r (r > k) taky, Ze

P(a) = f(a), P'(a) = f'(a), ..., P*(a) = f*(a). (200)
13gkutocne, z rovnosti limg_sq (mm:‘ff = 0 vyplyva, ze dostatocne blizko k a je velkost &isla (z — a)? zanedbatelna v

porovnani s velkostou &isla ¢ — a, vidno teda, Ze "mierka” (z — a)? je ”jemnejsia” nez = — a, sucasne je ale (na zdklade
takého istého zdévodnenia) "hrubsia” ne7 kazd4 ”mierka” (z — a)* pre k > 2
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Potom

lim 1@ = P@) _ % (/%@ - PP () .

Dékaz. Na vypocet limity neuréitého vyrazu % typu 3 ' pouzijeme (k — 1)-krat prvé

’'Hospitalovo pravidlo (ako vyplyva z rovnosti (200), po kazdom jeho pouziti dostaneme op#t neuréity

(k=1) ()_ plk—1) .
vyraz typu § '%) a limitu posledného takto ziskaného neurcitého vyrazu £ szmfa) () (na vypocet

ktorej uz I’Hospitalovo pravidlo pouzit nemdzeme, pretoze naSe predpoklady nezarucuji diferencov-
atelnost funkcie (™1 na niektorom prstencovom okoli bodu @) ndjdeme na zéklade definicie ¢isla f(™ (a);
pritom vyuZzijeme rovnost

P*Y(g) = PED(a) + P (a)(z — a) + P*HD (a)(z — a)® + --- + P (a)(z — a)" F+!
(td dostaneme, ak v (197) za dvojicu &isel (n, k) dosadime (r, k — 1)), z nej na zdklade nasho predpokladu
P V(@) = £ (a)
vyplyva
P&V () = f5D(a) + P®(a)(z — a) + P**V(a)(z — a)* +--- + PT(a)(x — a)" 7K+ |
Uvedenym postupom dostaneme

f(z) = P(2) vitosp | J'(@) = P'() vHosp  vHosp ,  f*7D(2) - PED ()

;1_13111 (z — a)k = k(x —a)k-1 T kl(z —a) =
1. fOD(z) - fED(a) — PP (a)(z — a) — --- — P (a)(z — a)"F*!
= — lim =
k! z—a T—a
_ %zhig <f(k1) (.Z'a): : i(kfl)(a) _ p®) (a) — pk+1) (a)(z —a)— - — P(T)(a)(x B a)r—k> —

= = (@) - PO W)

¢o sme chceli dokéazat.

.108 Veta. Nech funkcia f: I — R je (n — 1)—krdt diferencovatelnd na intervale I a n—krdt diferenco-
vatelnd v bode a. Potom
(a) polyném P stupria nanajviys n je Taylorovym polyndmom rddu n funkcie f v bode a prdve vtedy,

o 1@) = P@)

ked
=0; 201
tim £ =20 o, (201)

(b) pre kazdy polyndm P stupria nanajvys n, ktory je odlisnyg od Taylorovho polynému T, rddu n
funkcie f v bode a, existuje prstencové okolie P bodu a s viastnostou

(Ve e PNI)(|f(z) — Ta(2)| < |f(z) — P(2)]) - (202)

Dékaz. (a) ”=": Ak P je Taylorov polyném radu n funkcie f v bode a, tak plati (pozri pozndmku
za definiciou .106) n + 1 rovnosti

D) =PDa), i=0,1,...n. (203)
Splnenie prvych n z nich ndm umoziuje pouzit lemu .107 (pre k = n), podia ktorej

o 1@ = P@)

T—a (,z' — a)"

= L (@) - PM (@) =0, (204)

H4yoynost limg_sq (f(x) - P(:c)) = 0 je dosledkom predpokladu f(a) = P(a), pritom spojitost funkcie f v bode a, ktorej

doésledkom je rovnost limg 4 f(z) = f(a), vyplyva z jej diferencovatelnosti v tomto bode
U5pritom spojitost funkcii f/, f”,..., f*=1) v bode a — dosledkom ktorej je rovnost limg—q f(x) = f@(a) ,i =
1,2,...,k—1 — vyplyva opit z predpokladu ich diferencovatelnosti v tomto bode

89



pricom poslednd rovnost v (204) vyplyva z poslednej rovnosti v (203).

"&”: 7 definicie Taylorovho polynému vyplyva (pozri pozndmku v odseku .106), ze treba dokézat
rovnosti (203), to urobime dplnou indukciou.

Z (201) vyplyva rovnost

f(z) - P(z)

(z —a)"

lim (f(z) — P(z)) = lim (

— n = . =
lim lim (z —a) ) 0-0=0, (205)
pritom funkcie f a P sd v bode a spojité (spojitost f v bode a vyplyva z jej diferencovatelnosti v tomto
bode), preto

lim f(z) = f(a), lim P(z) = P(a),

z—a T—a
z tychto rovnosti a z (205) vyplyva f(a) = P(a), ¢o (203) pre i = 0.
Predpokladajme teraz, ze (203) plati pre i = 0,1,...,k — 1, pricom k < n. Z (201) dostdvame
im L@ =P@ _ ) ( a)"k) =0; (206)
T—a (.’E — 0, T—a ,q;' — a

sucasne ale z indukéného predpokladu vyplyva, Ze st splnené rovnosti (200) z lemy .107, podia ktorej

lim M — % <f(k)(a) _ P(k)(a)) ’

T—a (aj' — a)k

odtial a z (206) uz dostavame rovnost f*) (a) = P®*)(a), ¢o je (203) prei = k. A
(b) Kedze polyném P, ktory podia lemy .105 mozno pisat v tvare

P p(n
P(z) = P(a) + P'(a)(z —a) +--- + %(x—a)k +---+ n!(a) z—a)",
a Taylorov polyném
) (g (") (q
T.@) = f(@) + @)@ )+ + T D —ap g s LW e
st navzdjom rdzne, musia sa li§it v niektorom zo svojich koeficientov; nech P(;)!(“) je prvy spomedzi

(n)
P(a), P'(a),..., %ﬁl, ktory sa odliSuje od prislusného koeficientu polynému T, teda nech

P(a) = f(a), P'(a) = f'(a),...,P* V() = f*(a), (207)
ale
P®)(a) # £4)(a) . (208)
Rovnosti (207) ndm umoziuji pouzit lemu .107, podia ktorej
. fl@)—P@) 1 7. (k)
$11_I{(11 W = (f (a) =P (a)) #0, (209)
pricom posledn4 nerovnost vyplyva z (208). Podla tvrdenia (a) nasej vety je limg_q % =0, preto
aj
 f@) = Ta(z) _ .. (f(@) —Th(x) K
1 —_— = 1 N A N — n —
zl—rBz (.CC — a)’“ wl—IBJ, (.CL' — a)" (.CL' Cl) 0 ’

odtial, z (209) (a lemy .13(e)) vyplyva

lim ———(|/(x) = P@)| - |{(x) — Tu(2)

z—a |:L' — a|k




preto (podia lemy .10(b)) existuje prstencové okolie P bodu a s vlastnostou

(Ve e PAI) (%m) ,

odtial — ak obidve strany nerovnosti vynasobime kladnym vyrazom |z — a|* — uz dostdvame (202). &
Niektoré zapisy ndm poméze sprehiadnif symbolika, ktort zavedieme v nasledujicom odseku.

.109 Definicia. Nech a € R* je hromadny bod definiéného oboru funkcie g, ktord je nenulovd v
niektorom prstencovom okoli R bodu a (tj. na mnozine R N D(g)). Symbolom o(g) pre x — a ("malé o
g pre x idtce k a”) budeme oznacovat mnozinu véetkych funkcif splitajtcich nasledujtice podmienky:

(i) existuje prstencové okolie P bodu a s vlastnostou PN D(f) = PN D(g);

SY T (=) _ .
(ii) limg_q @ =0

pritom — pokial bude zo sivislosti zrejmé, o ktoré a € R* sa jednd — budeme zapis o(g) prex — a

skracovat na o(g).
Ak f je funkcia a A, B st mnoziny funkcii, tak mnoziny A + B, f + A, A- B a f - A definujeme
rovnostami

A+B:={f+g;feAngeB}, [f+A={f}+A4 (Z{f+g;9€A})
A-B:={fg;feAnge B}, f-A:={f}-A, specidlne —A:=(=1)-A.
Lema. Nechr,s € N, potom pre z — 0 plati:
(a) akr > s, tak 2" € o(z®);
(b)
(c)
(d) —o(a") = o(z");
(e) z"o(z®) = o(z"+?);
)
)
)

ak r > s, tak o(z") C o(2®);

C
ak r > s, tak o(z") + o(z®) C o(z®);

(f) o(z")o(z®) C o(z"**);
ak f € o(z"), tak f(z®) € o(z™*);
ak f € o(z"), pricom f(0) =0 a g € o(z?), tak f o g € o(z"®).

(g
(h

Poznamka. Nie je tazké presvedéit sa, ze v pripadoch (c), (e) a (f) mozno inkliziu C nahradif rovnostou
116

Dékaz. Dokazeme tvrdenia (b), (c) a (h), ostatné dokazy si obdobné.
(b) Ak f € o(z"), tak — kedZe D(z") = R — f je definovand na niektorom prstencovom okoli bodu

0 (to vyplyva z podmienky (i) z definicie .109) a lim,_,q =) — 0, preto

T

limﬁzlimMm’"_szo-O:O;

z—0 x% z—0 T

116y pripade (c) staci funkciu f € o(z®) napisat ako siéet 0 + f a uvedomit si, Ze pre kongtantni funkciu 0 plati inkldzia
0 € o(z"); v pripade (e) mozno f € o(z" 1) pisat ako siéin z” - %, pricom — pokial 0 € D(f) — funkciu féf) Spojito
dodefinujeme v bode 0 hodnotou 0; napokon v pripade (f) zapiSeme funkciu f € o(z"1#) ako stéin

1@ - (@) P sgn f(@)

pritom
'r*is

/@) sgn f(z)sgnaz’"**,

=
lim L@ sgn f(z)
$r+s

z—0 xs z—a

limita prvého sucinitela je 0 a zvysné dva sticinitele si ohraniceneé funkcie
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to znamen4, 7e funkcia f spliia obidve podmienky z definicie symbolu o(z*), a preto f € o(z*).
(c) Staéi dokézat inkliziu
o(z®) + o(x®) C o(z?) , (210)

dokazované tvrdenie bude potom vyplyvat z bodu (ii), pretoze — ak A, B,C st mnoziny funkcii — z
inklizie C' C B zrejme vyplyva inklizia A + C C A + B; v naSom pripade teda iste plat{

o(z") + o(z®) C o(x®) + o(z?) .

Dokazujme teda (210): Ak f,g € o(z®), tak — kedze D(z*) = R — existuji (podia bodu (i) definicie
.109) prstencové okolia Py a P, bodu 0 tak, ze P, C D(f), P, C D(g), pre prstencové okolie Py N P, teda
iste plat{ inklizia PyNPy C D(f+g), ¢im je pre funkciu f+g¢g splnend podmienka (i) z definicie .109. Dalej z

f{gf) =0=limg,_,q % vyplyva (podia vety o limite stétu) rovnost lim, ., w =0,

¢o znamend, ze funkcia f + g splita aj druht z podmienok definicie .109, a teda f + g € o(x?).

gzﬁf’ = 0 vyplyva rovnost

rovnosti lim,_,,

(h) Predovsetkym si v8imnime, ze z predpokladu lim,_,o

lim g(z) = lim st =0-0=0. (211)

z—0 z—0 8

Kedze f € o(z"), g € o(z®), existuji podia bodu (i) definicie .109 prstencové okolia P a R bodu 0 tak,
ze P C D(f), R C D(g). Pretoze podla nasich predpokladov je 0 € D(f), plati aj inklizia

0:=PU{0} C D(f). (212)

7 rovnosti lim,_,o g(z) = 0 potom podia definicie limity vyplyva, ze k okoliu O bodu 0 musf existovat
prstencové okolie S; bodu 0 s vlastnostou g(RN S1) C O C D(f), odtial dostdvame

S:=RNS1  CD(fog), (213)
¢o znamend, ze pre funkciu f o g je splnend podmienka (i) z definicie .109.

(9(2))

TS

Dokézeme teraz, ze lim,_,q =0, tj. ze plati vyrok

(V= > 0) (A1) (v € TN D(f 0.9)) | 9(2) | <elef™) - (214)

Zvolme teda ¢ > 0 a hladajme prstencové okolie T' pozadovanych vlastnosti. Kedze lim,_,o fw(f) =0,
existuje k nddmu &islu € > 0 prstencové okolie U bodu 0 také, ze

(Ve UnD(f))(|f(z)| <elz]") .

Nech V; := U U {0}. Podla nagich predpokladov je f(0) = 0, odtial a z predchddzajicej nerovnosti
dostavame

(Vo € Vi N D(f)) (|f(z)| <elal")

a teda — ak pismenom V oznagime okolie ¥; N O (okolie O pozri v (212))
(Vz e V)(|f(2)| <elz|") . (215)
Pretoze lim,_,o g(x) = 0 (pozri (211)), existuje k okoliu V' prstencové okolie W s vlastnostou
(Ve e WND(g))(9(z) € V),
preto — kedze podia (213) je S C D(g) — pre prstencové okolie Wy := W N S plati
(Vz € W1)(g(z) € V) . (216)

Dalej, z rovnosti lim,_,o gz(f) = 0 vyplyva ohrani¢enost limitovanej funkcie na niektorom prstencovom

okoli W5 bodu 0, tj. na mnozine W5 N D(g), a teda iste na mnozine Wa N S (kedze S C D(g)), preto

(Vz € W2) (lg(=)| < |=]*) - (217)
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Pre v8etky x z prstencového okolia W1 N W2 N S bodu 0 potom plati
f9())| <elg(@)]” <elz®|" = |z[™

(prvé nerovnost vyplyva z (216) a (215), druh4 z (217)), za hladané prstencové okolie T mozeme preto
zvolit T:=WyNWeanS 7. &

Inkluzie z predchddzajicej lemy sa pri ich pouzivani pre jednoduchost zapisuji ako rovnosti; pri
citani takychto zdpisov je teda potrebna ista opatrnost: kedze ide v skuto¢nosti o inkldzie, nemozno
tieto "rovnosti” ¢itat sprava dolava. Pri uvedenej dohode budd mat tvrdenia predchidzajicej lemy tito
podobu:

(a) akr > s, tak 2" = o(x®);
b) ak r > s, tak o(z") = o(z?);
d) —o(z") = o(z");

z"o(z®) = o(x"1?);

(1) ofa)o(a") = ofa*);

(8) ak f(@) = ofa"), tak f(&*) = o(&™);

(h) ak f =o(z") a f(0) =0, tak f(o(z®)) = o(z"*). &

(b)

(c) akr > s, tak o(z") + o(z®) = o(x*);
(

(

)
)

e

Podla tvrdenia (a) vety .108 plati pre zvysok R,, Taylorovho polynému T}, rddu n funkcie f v bode a
inkldzia R, € o((z — a)™), preto pre funkciu f plati (v zmysle nagich predchddzajicich dohdd) rovnost

f(@) =T,(z) +o((x —a)") pre z—a,

ktora sa nazyva Taylorov vzorec so zvyskom v Peanovom tvare.

Samozrejme, inklizia R, € o((z — a)") ndm neddva ziadnu informaciu o velkosti zvysku R, v
konkrétnom bode z (samozrejme, s vynimkou bodu a). Nasledujica veta ukazuje, ze Cislo R,(z) (tj.
velkost chyby, ktorej sme sa pri nahradeni ¢isla f(z) ¢islom T}, (z) dopustili) mozno odhadnuf, pokial
vieme odhadnif velkost (n + 1)-vej derivacie funkcie f na intervale s krajnymi bodmi a, z.

.110 Veta. Nech funkcia f: 1 — R je (n 4+ 1)—krdt diferencovatelnd na intervale I a nech g : I — R je
diferencovatelnd funkcia, pre ktorid plati

(Vz € I\ {a})(g'(x) #0) ,

pricom a € I. Potom pre kaZdé x € I\ {a} existuje bod c leZiaci v otvorenom intervale s koncoviymi bodmi
a,x taky, Ze zvySok R, := f — T, Taylorovho polynému T, rddu n funkcie f v bode a mozno vyjadrit v

tvare
_ ") (@ - o g(z) —gla)
= py . 700 . (218)

Specidlne, ak g(x) = x — a, dostdvame zvysok R, v Cauchyho tvare

R, (x)

_ Q@ =0 @ —a)

B, (@) - , (219)
pre g(z) = (x — a)"*! dostdvame Lagrangeov tvar zvysku
S () 1
R,(z) = ——>(z —a)"*". 220
n@) = @) (220)
117, tohto dokazu tiez vidno, Ze uvedené tvrdenie by zostalo v platnosti, keby sme predpoklad g € o(z®) nahradili

g(z)
25

predpokladom funkcia je definovand a ohranicend na niektorom prstencovom okoli bodu 0
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Dokaz. Nech F : I = R je funkcia s predpisom 2

Fo @)
k!

Fit)=f®)+f () (@—t)+--+ (@—t)f+-+

potom

aprete I jel!?
(k+1)
FO) = 1O+ (-10+70e-0)++ (-E -0+ E 0o +
ot (— A0 (z—t)" ' + 1070 (z - t)") -

(n—1)!
= W(x -H".

Z Cauchyho vety o strednej hodnote pouzitej pre funkcie F' a g na intervale s koncovymi bodmi z a
a (splnenie jej predpokladov zaru&uje okrem iného pozndmka 1 za vetou.91) vyplyva existencia &isla ¢
leziaceho "medzi x a a”, pre ktoré plati
Ry (z) F(z) - F(a) _ F'(¢9) _ f"()

g(xz) —gla)  g(z)—gla) g'c) g

ak tito rovnost vynédsobime é&islom g(x) — g(a), dostaneme (218). Preverenie rovnosti (219) a (220) (tj.

dosadenie konkrétnych funkcii do (218)) prenechdvame na ¢itatela.

118 hredpis pre F' dostaneme tak, ze v predpise Taylorovho polynému T}, nahradime bod a premennou t a z budeme chapat
ako konstantu
119nezabudnime, ze derivujeme podla ¢
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