MATALYZA — TESTIKY
(©MisoF.

Disclaimer. Toto je zbierka prikladov z Kubackovych testikov. St k nim uvedené moje riesenia.
TEX-ovsky zdrojék mozte volne sirif, doplhat a opravovat, to vietko pod podmienkou, Ze vo
vyslednej verzii zostane moje meno aspoii spomenuté (predsa len s tym trochu roboty bolo). V
mojich rieSeniach st urcite napriek mojej snahe chyby. Preto sa na ne nespoliehajte, pripadne
ak sa spolahnete, potom sa nestazujte. Ak ma po precitani/absolvovani analyzy budete chcief na
niedo pozvat, nebranim sa...Ak chcete vytladit verziu, kde nebudi rieSenia, sta¢i zakomentovat
jeden riadok v zdrojakoch a preTEXovat.

TESTIK [1 ALEBO 2] ZIMA

1. Mnozina vsetkych iracionalnych cisel tvaru v/2 + ¢, kde ¢ € Q, je
(] prazdna [J neprazdna konecna

[] nekonecna spocitatelna [J nespocitatelna

[ ziadna z predchadzajucich odpovedi nie je spravna

RieSenie.
Jej mohutnost je zjavne rovna |Q|, preto je nekonecnd spocitatelna.

2. Ak pre funkciu f: R — R plati f(z) =0 pre z € Q a f(x) = x pre x € Q, tak jej limita v 0
Oje0 O je konecna a nenulova

O je nevlastna O neexistuje

[ ziadna z predchadzajucich odpovedi nie je spravna

RieSenie.
Jej limita v nule je 0, ked si povieme Iubovolné ¢, tak Vz € (—e,¢);|f(x)] <e.

3. Ak f: R — R je ohranicena funkcia a jej supremum je cislo a, tak funkcia g(z) = f(2x)

[0 ma supremum 2a J ma supremum a

O ma supremum a/2 O je ohranicena, ale jej supremum moze byt rozne od a,2a,a/2
(] ziadna z predchadzajucich odpovedi nie je spravna

RieSenie.
Keby sme si nakreslili grafy, vidime, Ze g(x) je vlastne 2x zhustend f(x), ale
obor hodnét a teda ani hodnota supréma sa nezmeni.

4. Nech f(x) = 2 -3z pre x € {0,2) a f(x) = 1+ x pre x ¢ (0,2). Pre ktore x € R plati
F(F(2) = 3 - 327

Oz € (2/3,2) Oz € (2/3,2)

Oze (-1,0) Oze(-1,0)

[ ziadna z predchadzajucich odpovedi nie je spravna

RieSenie.

Sta¢i poratat hodnoty v koncovych bodoch intervalov uvedenych v moZnos-
tiach. Dostaneme: f(f(2/3)) = f(0) = 2 # 3 —3(2/3), f(f(2)) = f(—4) =
—3 = 3 — 3.2 a dalej ratat ani nemusime. TotiZ interval neobsahujuci 2/3 a
obsahujuci 2 v moznostiach nemame. Koho by zaujimalo presné riesenie, moze
si dorétat priebeh fcie na celom R, vyjde interval (2/3,2).

5. Nech pre funkcie f,g : R — R plati lim,_o f(z) = 2, lim,_,0g(z) = 0. Potom nerovnost
f(@) > g() plati

[0 v bode 0, ale nemusi platit v ziadnom jeho okoli

(1 v niektorom okoli bodu 0

[0 v niektorom prstencovom okoli bodu 0, ale nemusi platit v bode

(] nanajvys v konecnom pocte bodov

[] ziadna z predchadzajucich odpovedi nie je spravna



Riesenie.

Zoberme fcie f(z) = z+ 2 a g(x) = x pre x # 0, g(0) = 47. Tieto fcie
splhaji podmienky zo zadania, priom vylu¢uji prvi, druhi aj tvrtd moznost.
Tretia moznost je spravna — z definicie limity existuje prstencové okolie F nuly,
na ktorom je |f(z) — 2| < 1, takisto existuje prst. okolie G nuly, na ktorom
lg(z)| < 1, na ich prieniku je f(x) > g(x).

6. Inverzna funkcia k zuzeniu funkcie y = 2 + cos x na intervale (—m,0) je
O 2-arccos x O arccos(x+2)

O arccos(x-2) O -arccos(x-2)

[ ziadna z predchadzajucich odpovedi nie je spravna

RieSenie.

Spréavna moznost je tvrtd. Bud si nakreslime obrazok, alebo upravujeme: In-
verzné funkcia mé predpis x = 2+ cosy, pri pouziti arccos treba spravne urcit
znamienko.

7. Ak A je nutna podmienka pre B a sucasne postacujuca podmienka pre negaciu vyroku C, tak

plati
oCc=2-B OB=C
ocC=-B O-B=C

[ ziadna z predchadzajucich odpovedi nie je spravna

Riesenie.
Zo zadania mdme B = A a A = —C, odtial B = —C alebo ina¢ zapisané
C = -B.

8. Nech g je inverzna funkcia k funkcii f : R — R. Ak graf funkcie h je sumerny s grafom funkcie
f podla priamky y = z + 1, tak h(z) =

Oglxz—1)+1 Ogzx—1)-1

Ogz+1)—-1 Ogz+1)+1

[ ziadna z predchadzajucich odpovedi nie je spravna

Riesenie. _ R
Funkcie h(z) = h(z) — 1 a f(x) = f(x) — 1 st simerné podla osi y = =z.
(A teda fje inverzna k }\L) Nech [z,y] € h. Potom postupne: [z,y — 1] € E,
[y—1,z] € 7, [y—1l,z+1] € f, [xr+1,y—1] € g. Teda ak h(z) = y, tak
g(xz + 1) = y — 1. Z druhej rovnice vyjadrime y, dosadime do prvej, dostaneme
h(z) =g(x+1)+ 1.

Na teste sta¢i povedzme zobrat h(z) = 2z, doratat f a g a spolahntf sa na
intuiciu, Ze pre vSetky h to vyjde rovnako. BTW zadanie je o tom, Ze zoberieme
graf h a dvakrat ho zobrazime v osovej simernosti podla dvoch rovnobeZnych
osi. ZloZenim dvoch takychto osovych stimernosti je posunutie (v smere kolmom
na ne o dvojndsobok ich vzdialenosti).

9. Negaciou vyroku ”rydza monotonnost funkcie f je nutna podmienka pre jej prostost” je vyrok
(] rydza monotonnost funkcie f je postacujuca podmienka pre jej prostost

[ prostost funkcie f je postacujuca podmienka pre jej rydzu monotonnost

[ prostost funkcie f je nutna podmienka pre jej rydzu monotonnost

[0 existuje rydzomonotonna funkcia, ktora nie je prosta

[ existuje prosta funkcia, ktora nie je rydzomonotonna

[ ziadna z predchadzajucich odpovedi nie je spravna

Riesenie.
Ekvivalentne preformulujme vyrok zo zadania na ”Kazda prosta fcia musi byt
rydzomonotdnna.” Odtial uz lahko vidime, Ze sprdvna odpoved je piata.

10. Zapiste predpis funkcie sin(2arccosz) bez pouzitia gonio- a cyklometrickych funkcii a svoj
postup zdovodnite!



Riesenie.
Pouzitim vzorca pre sin 2z a inych zndmych vztahov dostdvame:

sin(2 arccos(z)) = 2sin(arccos(z)) cos(arccos(x)) =

21 sin(arccos(z)) = 2z+/1 — cos?(arccos(z)) = 2zv/1 — x2

plati na intervale (0, w/2)
11. Dokazte nerovnost: Vn € N,n > 3;n"t! > (n+ 1)"

RieSenie.

Vydelime obe strany n", dostaneme ekvivalentnt nerovnost n > (1 + (1/n))",
no a zaspominame na prednasky. Vyraz na pravej strane je s rasticim n rastici
a ma limitu e.

(Jedna moznost forméalneho dokazu: Pre n = 3,4 nerovnost plati. Nech a,, =
(14 (1/n)", by = (1 + (1/n))" . Potom {a,} je rastica, {b,} klesajica, to
sa dokaze tak, ze spocitame podiel dvoch po sebe iducich ¢lenov a porovname
ho s 1. Navyse zjavne Vn;a, < b,. Potom ale Vn;b; > a; > a,. Vyraz na
pravej strane naSej nerovnosti je teda uréite mensi ako b; = 4 a vyhrali sme.)

TESTIK [2 ALEBO 3] ZIMA

12. Ak funkcia f : R — R splna podmienku Ve > 0; In € N; Vz € (—¢,¢) \ {0}; f(z) > n, tak
O lim, o f(z) = 00

O lim, o f(x) existuje, ale nemusi byt nevlastna

O f je zdola ohranicena, ale lim,_,¢ f(z) nemusi existovat

(1] ziadna z predchadzajucich odpovedi nie je spravna

Riesenie.

Sprédvna odpoved je mozno prekvapivo tretia. Lubovolna fcia f, pre ktort
Va; f(x) > 1 splia podmienky zadania. (Ve; 3n = 1...) Na druhej strane,
keby pre nejaké z # 0 bolo f(z) < 1 (alebo 0, podla toho, ¢i je aj 0 prir. éislo),
pre € > |z| by Ziadne n neexistovalo = f by nespliiala podmienky zo zadania.
TakZe f je zdola ohraniend napr. hodnotou min(0, £(0)).

13. Ak lim,, o a, = 0o a postupnost {b, — a, }>2; je rastuca, tak lim, . b, je
oo ] —o0 [] neexistuje alebo je konecna
[ ziadna z predchadzajucich odpovedi nie je spravna

Riesenie.
by, = (bn — an) + an > (bo — ag) +an, preto aj lim,,_, b, = co.
———

konst.

14. Nech f, g, h su funkcie definovane na R, pricom f(z) < h(z) < g(z) pre vsetky = € R\ {0},
lim,_,o(g(z) — f(x)) =0 a lim,_,0 g(x) neexistuje. Potom lim,_,¢ h(x)

0] neexistuje O=0 O existuje, ale moze byt # 0

[] ziadna z predchadzajucich odpovedi nie je spravna

RieSenie.

Intuitivne z ”vety o dvoch policajtoch”: Dvaja policajti f, g veda zlocinca h,
kedze idG obaja tam isto, tak ho tam doved(i a musi ist tade ako oni. Teda
dost blizko pri 0 vyzeraju f, g, h skoro rovnako, preto ani h nem4 limitu.
Formalne: lim,_0g(z) = lim, o(g(z) — h(z)) + h(z). Kedze je Vr;0 <
g(x) — h(z) < g(z) — f(x), je lim,_0(g(x) — h(z)) = 0. Teda ak by existovala
lim, ¢ h(x), existovala by aj lim,_,o g(x) a rovnali by sa. Preto lim,_, h(x)
neexistuje.

15. Ak postupnost {a,}52 je rozdielom dvoch rastucich postupnosti, z ktorych aspon jedna je
ohranicena, tak lim,_, . a,



[ existuje, ale nemusi byt vlastna

[ je vzdy vlastna

[] neexistuje, alebo je nevlastna

(] ziadna z predchadzajucich odpovedi nie je spravna

Riesenie.

Ak st ohranicené obe, tak limita je vlastna a je fiou rozdiel ich suprém. Ak je
ohranicend len 1, tak t4 ohrani¢end ma konecnu limitu, t4 neohranicend ma
limitu oo, ich rozdiel mé teda limitu d-co. Preto spravna odpoved je prva.

16. Nech f,g : R\ {0} — R* su kladne funkcie, lim, ¢ f(z) = oo, limy_o L&) = 0. Potom

*(2) o
lima—o 7725=50)
0=0 0 =—-o0 U =00
O=1 [ ziadna z predchadzajucich odpovedi nie je spravna
Riesenie.
Intuitivne f je blizko pri 0 zanedbatelné v porovnani s g, limita sa zvrhne na
2

17. Ak v postupnosti {a,}52; je podpostupnost {as,}22 ; rastuca a podpostupnost {ag,—1}32
klesajuca, pricom lim,,_,~ (an+1 — an) = 0, tak

O {an}22; konverguje

O {a2, 12, aj {agn—1}32 1 konverguju, ale lim,,_, o a,, nemusi existovat

[ existuje najviac 1 z limit lim,,_ o Gy, lim, o a2y, limy, oo ao,—1

[ existuju prave 2 z limit lim,, oo @y, limy, oo G2y, limy, o @21

(] ziadna z predchadzajucich odpovedi nie je spravna

Riesenie.

Plati Vn; ag, < a2,41. Sporom, keby nie, zoberme druhé najmensie k, pre ktoré
to neplati, je azsx > aggs1, potom V& > k; agp > asp > aspi1 > agp41, a teda
Vk' > k; ask — asggr41 > Gk — asps1. To je spor s limy, o (ant1 — an) = 0.
Je teda Vn; ag, < agni1 < agn—1 < ... < ay, preto postupnost {as,}2; je
zhora ohrani¢ena hodnotou a;, podobne druhé je zdola ohrani¢end hodnotou
ag. Preto obe maja limity. Kedze lim, o (ant1 — an) = 0, tieto limity sa
rovnaju a zjavne je ich spolo¢na hodnota aj hodnotou lim,,_. o a.,.

18. Ak pre fciu f : R — R v kazdom bode a € R plati lim, ., f(z) < f(a) <lim,_ .+ f(z), tak
O f je rastuca O f je neklesajuca, ale nemusi byt rastuca

O f je klesajuca (] f je nerastuca, ale nemusi byt klesajuca

[ ziadna z predchadzajucich odpovedi nie je spravna

Riesenie.
Vietky spojité funkcie splhaji podmienku zo zadania, dokonca tam nastane
rovnost. TakZe ziadna z predchédzajicich.

19. Ak f,g : R\ {0} — R su funkcie s limitou co v bode 0, pricom lim, .o % = 2, tak

O=2 O=1/2 O0=-2
O=-1/2 O=o00 O=-x
[l ziadna z predchadzajucich odpovedi nie je spravna

RieSenie.
Zo zadania lim,_o(f(z) — 2¢g(z)) = 0, potom lim, o(f(x) — g(z)) =
lim, o (((2) — 29(2)) + g(x)) = oc.



20. Ak f: R\{0} — R nenadobuda nulove hodnoty, lim,_,o f(x) neexistuje a lim,_.q ﬁ existuje,
tak

O lim, o f(x) je nevlastna O lim, o | f(x)] je nevlastna, ale lim, ¢ f(z) nemusi existovat
[ ziadna z predchadzajucich odpovedi nie je spravna

Riesenie.
Takto sa to zachovalo. Nemézem za to, ze t4 otazka nedéva zmysel.

21. Vypocitajte: lim,_,q ﬁ - 172%

Riesenie.
neni

22. Vypocitajte: lim, .., n ( T — 1)

Riesenie.
neni



