Matematycka analyza - druhy semester rok 2000

1: L "Hospital
Veta 102 (prvé L Hospitalovo pravidlo). Nech ac R’ je hromadny bod intervalu I, nech diferencovateIné funkcie
f, g : I\ {a} —R spiiiaji nasledujuce predpoklady :
() limy ,f(x)=limy_,g(x)=0
(i) (VxeI\{a} ) (g(x)#0)
(iii) (vxeI\ {a} ) (g'(x)=0 = f (x)=0).
Potom plati : ak existuje (vlastnd, alebo nevlastnd) limy_,(f(x)/g(x))= limy_,(f “(x)/g"(x)).
Veta 103 (druhé L Hospitalovo pravidlo). Nech ac R’je hromadny bod intervalu I, nech diferencovatelné funkcie
f, g : I\ {a} —R spifaju predpoklady :
() lim,_,| g(x) | ==,
(i) (VxeI\ {a} ) (2'(x)=0 = f "(x)20).
Potom plati : ak existuje (vlastnd, alebo nevlastnd) lim,_,(f “(x)/g"(x)), tak existuje aj lim,_,(f(x)/g(x)) a
limy ,(f(x)/g(x))= limy_,(f “(x)/g"(x)).

2:Taylorove polynémi
Lemal Nech funkcie f,g st definované na okoli bodu acR a st tam (n-1) krat diferencovatelné a maji v bode a n-ti
derivaciu
ak f(a)=g(a)=F"(a)=g"(a)=....=f " V=g V__g 4 ¢
V x € P(a), [ f(x) | <|g(x) |
Lema?2 Nech P je polyndm stupiia najviac n, nech aeR , potom sa dé napisat’ ako
P(x)= P(a)+P"(a)(x-a)+(P P @)/21)*(x-a) +.. +P™(ayn!)#(x-a)".
Def Nech funkcia f: I-R je n-krdt diferencovatel'na v bode ac I. Polyném
Th(x)= fa)+(a)(x-a)+(E D @)21)*(x-a) ...+
Ak a=0 hovorime o M’C Laurenovom polynéme.
Veta (o lokélne najlepsej aproximacif funkcie f v bode a Taylorovymi polynomami ) Nech f: I-R je n-krat diferencovatena
v bode aeT nech R je polyném stupNa najviac n rdzny od Taylorovho polynému Tn radu n funkcie f'v bode a, potom
existuje P(a) s vlastnostou (VxeP(a)nI)( | f(x)-Tn(x) | <[ f(x)-P(x)|)
Veta Nech f: [-R je n-krat spojite diferencovatelna a nech ae 1. Nech T je polyndm stupiia najviac n, potom T je Taylorov

(n);tO tak na niektorom prstencovom okoli bodu a plarti

(:;1)/n!)*(x—a)n sa nazyva Taylorov polyném radu n funkcie f v bode a.

polyném radu n funkcie f v bode a prave vtedy ked’ lim,_,(f(x)-T(x))/ (x—a)n, f(x)-T(x) - je chyba ktorej sa dopustime ak
namiesto f(x) uvazujeme polynom T. f(x)-T(x) = O((x—a)n), O((x—a)n) je nejaka funkcia (nmozina vSetkych funkcii) pre
ktort plati Ze je to po dosadeni to Cislo ktoré je vzhladom na na$u presnost neodlisitelné od nuly.
Veta (o zvysku) Nech funkcia f je n-1 krat diferencovatel'na na intervale I nech ae 1, x#0, xeI. Potom
a) (Cauchyho veta o zvySku) existuje ¢ leZiace v otvorenom intervale s koncovymi bodmi a,x také, ze
f(x) - Tn(x) = (" (e b H((xc) "y¥(x-a)
b) (Lagrangeova veta o zvySku) existuje ¢ leziace v otvorenom intervale s koncovymi bodmi a,x také, ze
£(x) - T = (™ e a1y ™)

3: Neurdity integral
3.1: HPadanie primityvnej funkcie

Def Funkcia F: I-R sa nazyva primityvna funkcia k funkcif f: I-R ak F'(x)=f(x) xe L.

Veta (Dokaz v kap. ur¢ity integral) Ak f: [-R je spojia funkcia, tak k nej existuje primityvna funkcia.

Veta Nech F: I5R je primityvna funkcia k funkcii f: I5R potom funkcia G: IR je primityvna funkcia f funkcif f prave
vtedy ked’ F-G=konstanta.

Def: Mnozina vSetkych primityvnych funkcii k funkii f: [5R sa nazyva neur¢ty integral.. Oznacuje sa
[f(x)dx={F(x)+c, ceR}

3.2: Metddy integrovania

Veta (Metéda rozkladu) [(c1.f1(x)+c2.£2(x)+...+cn.fn(x) )dx = c1[f1(x)dx + c2Jf2(x)dx+ c3[f3(x)dx+...+ cnffn(x)dx

Veta (Metdda pre partes ) Nech f,g : [-5R su diferencovatelné funkcie a nech existuje primityvna funkcia k funkeii fg”
potom existuje primityvna funkcia k funkcii fg a plati I£ ‘x)g(x) dx = f(x)g(x)—ff(x)g'(x) dx

Veta (o substitiicif) Nech F: I-R je primityvna funkcia k funkcii f: I->R. Nech g: J—I je fiferencovatelnd, potom
primityvna funkcia k funkcii f(g(x)).g’(x) je funkcia F(g(x)), tj.
[f(e(x)).g"(x) dx= | g(x)=t, g (x)dx=dt| = Jf(t) dt = F(t) +c = F(g(x)+c.

Veta (druhd veta o substiticii) Nech f: [-R je spojitd funkcia, nech g: J—I je surj. Je diferencovatel'na funkcia, nech
F: J>R je primityvna funkcia k funkcii f(g(x)g (x) potom F(gil(t)) (kde g(gil(t))zt Vtel) je primityvna funkcia k
funkcii f, potom [ f(t) dt = | t=g(x), dt=g"(x) dx | =] f(g(x))g’(x)dx = F(x)+c = Fg (0)+c.



