MATALYZA — TESTIKY Z DERIVACII
©MigoF. 1999/00

Disclaimer. Toto je zbierka prikladov z Kubackovych testikov. St k nim uvedené moje riesenia.
TEX-ovsky zdrojdk mozte volne &irit, dopliiaf a opravovat, to vsetko pod podmienkou, Ze vo
vyslednej verzii zostane moje meno asporn spomenuté (predsa len s tym trochu roboty bolo). V
mojich rieseniach su urcite napriek mojej snahe chyby. Preto sa na ne nespoliehajte, pripadne
ak sa spolahnete, potom sa nestazujte. Ak ma po precitani/absolvovani analyzy budete chcief na
nieco pozvaf, nebrdnim sa...Ak chcete vytlacit verziu, kde nebudt rieSenia, stac¢i zakomentovat
jeden riadok v zdrojakoch a preTgXovat.

1. Derivacia fcie sgn®z v 0 je:

O vlastna O nevlastna O neexistuje
Riesenie.
Je: 5 5
— 0 1-0
, _q sgn® r — sgn _q _
+(0) = lim, ( =0 A e T
3 3
, - sgn”z —sgn°0) . —-1-0
f7 (0) - alir(l)l— ( z—0 ) o ;cl—l}g)l— x -

teda f’ (0) = f.(0), preto existuje f'(0) a je f'(0) = f.(0) = f,.(0) = oo.

/2 , P
2. Ma fcia f(x) = {xl .79 0 vlastnt alebo nevlastni derivaciu?

O ano

z3/2—2€Q
[J nie
Riesenie.
Nie, lebo prislusné limita neexistuje. Dokaz: pre x € Q. je limwﬂo(W) =
lim, .o 22 = lim, .0/ = 0 a pre 2 € Ry — Q je lim, o(LE=LQ) —

lim,_.q f”;l = lim,_.q % = o0o. Keby hladan4 limita existovala, obe limity pre
tieto zGzenia by sa jej rovnali. KedZe st ale rozne, limita neex., q.e.d.

3. Nech f:(0,1) — R je neohranicend diferencovatelnd fcia. Je potom f’ neohranicend?

O ano

O nie 0 nemozno rozhodnut
Riesenie.
Zjavne su len dve moznosti, ako moze vyzeraf f, ked je neohranicend, diferen-
covatelna a mé def. obor (0,1) — bud lim,_.¢ f(z) = o0 a lim,_,; f(z) = —o0,

alebo naopak. BUNV nech je to takto. UkdZeme, Ze f’ nie je zhora ohranicend,
zdola sa ukaze rovnako.

Sporom. Nech je h horné ohranicenie f’, zoberme ubovolné = € (0,1), nech
f(x) = y. Urcite existuje dost malé x’ také, ze f(z') > y + h. Ale podla
Lagrangeovej vety o strednej hodnote existuje ¢ € (a/,x) také, ze f'(c) =
f(=)—=f(z)

z'—x

h . .
> —~— > h, o je spor.

4. Tvrdenie: “Nech f : R — R je neohranicena diferencovatelnd fcia takd, ze Vo € R; f”(x) > 0 a
f/(0) = f(0) = 1. Potom Vz # 0; f(z) >z + 17 je:
O] pravdivé O] nepravdivé



Riesenie.

Z druhej derivacie vidime, Ze f je rydzo konvexnd a podmienka f(x) > z+1 je
ekvivalentnd s tym, Ze graf f lezi cely nad doty¢énicou v bode 0. T4to skutocnost
ale z rydzej konvexnosti a diferencovatelnosti f vyplyva pre vSetky dotyc¢nice,
teda aj pre dotycnicu v 0, preto tvrdenie plati.

5. Nech f : R — R je 3x diferencovatelna fcia taka, ze f'(0) = f”(0) = f©®)(0) = 0 a Va; f® (z) <
0. Potom:

O f ma v 0 lokdlne maximum O f’ ma v 0 lokdlne minimum

O f’ rastie O f' klesa

O f je rydzokonvexné O f’ je rydzokonkavna

[ ziadna z predchadzajicich moznosti nie je spravna

RieSenie.
Va; fM(z) < 0 = fO)(z) klesd = sgn(z) = sgn(f®(z)) = na (—o0,0) f”
rastie, na (0,00) klesd = Va # 0; f/(z) < 0 = f’ klesa.

6. Nech 2x diferencovatelnd fcia f : R — R ma lokdlne maximum v bode 0, pricom Vz € R; f"(z)+
3f'(x) + 2f(x) = 0 Potom :

O f(0)>0 O f(0)<0

(] ziadna z predchadzajticich moznosti nie je spravna

Riesenie.
KedZe je tam maximum, je f'(z) =0, f”(z) <0, preto f(z) > 0.

7. Najdite 127. derivaciu funkcie % a jej hodnotu v 0.

Riesenie.
Pouzijeme Leibnitzov vzorec, treba len tri s¢itance tej sumy a vediet vzorec pre

(n)
deriviciu podielu. S tym si uz lahko odvodime vzorce postupne ( L ) =

2x+1
2".n! - (2301_|r1)’l‘H (uhddneme z prvych 3 derivacii a dokdZeme indukciou) a
nasledne f(100) = 2886 . (2020022 + 60196z — 78902).

8. N4jdite vSetky lokalne extrémy fcie (x + 1)10.e7*.

Riesenie.

Lokdlny extrém moze byt len v bodoch, kde je prva derivdcia nulovd a kde
neexistuje. Prvd derivacia fcie zo zadania je e=*.(z + 1)%.(9 — ), t4 je vSade
definovana a nulova je pre + = —1 a z = 9. Co je kde? Spravime druht
derivaciu, t4 je e=%.(z + 1)8.(71 — 182 + 2?), pre 2 = —1 je teda kladna, pre
x =9 zaporna. Preto ma dand fcia v 1 lok. minimum a v 9 lok. maximum.

x2+171

9. Do volného priestoru nakreslite graf fcie P Pl

Riesenie.
Treba spravit prvé dve derivécie, z prvej vidime rasticost, z druhej konvexnost,
a navyse zratat body, v ktorych pretina osi.



10. N4jdite 27. derivaciu funkcie 2% Inx a jej hodnotu v 1.

Riesenie.
To isté ako o par uloh skor, len (podla mojho skromného nézoru) lahsie.

11. Néjdite vzorec pre (f~1)".

Riesenie.
Postupnymi tpravami dostavame:

L 1 (@)
U _<f/(f1(x))) = @)
P @) U

(f'(f~1(@)))? (f'(f (=)

~— | —
~—

5/3,_ , , C
12. M3 fcia f(x) = {i7/3_z§8 v 0 vlastni alebo nevlastni derivaciu?

O ano O nie
Riesenie.

Podobne ako uz bolo, s tym rozdielom, Zze v tomto pripade prislusna limita
existuje, je rovnd 0, teda f m& vlastni derivaciu a odpoved znie ano.

13. Nech f: [a,b] — R je diferencovatelna fcia. Existuje max,cjq, f(2)?
] ano L] nie 0 nemozno rozhodnut

Riesenie.
Toto je priamo veta z prednasky. Existuje.

14. Nech f: R — R je dif. fcia, nech f/ (0) = oo, f/ (0) = —oco. M& f v 0 lokdlne maximum?

] ano [J nie O nemozno rozhodnit
Riesenie.
777
Ked f! (0) = oo a f’ (0) = —oo, znamend to, ze neexistuje f’(0), ¢o je ale spor

s tym, Ze f je diferenc., preto taka fcia vobec neexistuje.

15. Nech f,g: R — R su dif. konkavne fcie, f je klesajica, g je rastica, potom go f, t.j. g(f(x))

jer
[ klesajuca konkavna [ klesajuca konvexna
[J rasttuca konkavna [J rasttca konvexna

(] ziadna z predchadzajticich moznosti nie je spravna



Riesenie.
Zo zadania mame Vx,y € R, z <y :
(v1) f(z) > f(y)

(v2) 9(z) < g(y)
(v3) 0> f'(z) > f'(y) (z klesania a z konkdvnosti)

(v4) ¢'(z) > ¢'(y) > 0 (z konkdvnosti a rastu)
odtial dostavame:

r<y= f(r)> f(y) = g(f(x)) > g(f(y))

Teda g(f(x)) je klesajica, chceme este zistif, ¢ je g o f konvexnd, pripadne
konkévna. To je ekvivalentné s tym, ¢i je jej derivacia neklesajica, resp. neras-
tuca.

Je (g(f(x)) =g (f(x)).f' (). MaJme x<y.Z(vl) = f(z) > f(y) a ndsledne

z(vd) =g (f(y)) g'(f(x)) 2 0. Z (v3) méme 0 > f'(z) = f'(y).
Nuz a dokopy to dava:

g (fW) =g (f@)Afy) <0=g(f(W)-f'(y) < g'(f(2).f'(y)
P < @) Ag'(f(@) 20=g'(f(2)-f'(y) < g (f(@).f'(x)
no a z oboch dokopy dostavame:

x<y=dW)f Yy <Jg(f(x).f'(x) = derivicia je nerasttca, teda g o f
je konkévna.

16. Nech f : R — R je rydzokonvexna 2x dif. fcia, nech f'(0) = f”(0) = 0. Potom f:
O f" ma v 0 lokdlne maximum O f’/ mé v 0 lokdlne minimum

O f rastie O f klesa

(] ziadna z predchadzajticich moznosti nie je spravna

Riesenie.

Z toho, ze je rydzokonvexna, vyplyva, ze Vo € R; f”(x) > 0 a zdroven ze [’ je
rasttica. Kedze f/(0) =0, je pre z > 0 f'(z) > 0 a pre x < 0 f/(z) < 0. Preto
f na (—o0,0) klesa, na (0, 00) rastie a teda mé globalne minimum, ¢&i chce, ¢
nechce.

17. Tvrdenie: “Ak fcie f,g : [0,00) — R st diferenc. na (0,00), pricom f(0) > ¢g(0) a Vz €
(0,00); f'(z) > ¢'(2), tak Vz € (0,00); f(z) > g(z).” je:

0] pravdivé [J nepravdivé
Riesenie.
Protipriklad:
—100 «—2x2=0
= 2 =
o) =2m90) = { 0 0

18. Existuje prosta dif. fcia f : R — R tak4, Ze jej inverzn4 fcia nie je diferencovatelna?
(] 4no (] nie

Riesenie.
Ako vravi veta, fubovolné, ktord mé v nejakom bode derivaciu = 0, trividlny
priklad (uZ to vyzera ako Kubé&ckove skripta :) je 3.



19. Nech f : R — R je 2x spojite dif. fcia, pricom f’(0) =0 a f” m4 ostré lokdlne maximum v 0.
Potom:

O f ma ostry lokalny extrém v bode 0

O f’ ma ostry lok. extrém v bode 0

O f je rydzomonoténna na niektorom okoli bodu 0

[ ziadna z predchadzajucich moznosti nie je spravna

Riesenie.

" je podla zadania spojitd, t.j. existuje také e, Ze na (—¢,e) mé f” vSade
rovnaké znamienko. To ale znamen4, Ze f’ na tomto intervale bud rastie, alebo
klesd. V kazdom pripade ale z f/(0) = 0 vieme, Ze na jednej strane od 0 je
kladna a na druhej zaporna. Na jednej strane teda f rastie, ne druhej klesa,
preto tam ma lokalny extrém.

20. Nech f: R — R je dif. a nech Vz € R; f(z)f'(x) < 0, potom:
O f ma v +oo vlastna limitu

O f ma v +o0o nevlastna limitu

0 nemozno rozhodnit

Riesenie.

Ak pre nejaké z je f(x) > 0, je Vx; f(x) > 0, lebo keby pre nejaké nebolo, z
vety o medzihodnote vieme, Ze existuje ¢ také, ze f(c) = 0, pren ale potom nie
je f(e).f'(¢) < 0. Analogicky pre zaporné. Preto je f bud kladna a klesajica
alebo zaporné a rastica. A kedZe nemoze prekroc¢it nulu a ujst do nekonecna,
vidime, Ze limita je vlastnd. (tomu sa hovori formalny dokaz :)

7

21. Tvrdenie: “Nech je f: R — R klesajuca a konkavna. Potom f mé v 400 limitu —o0.” je:
[ pravdivé [J nepravdivé
RieSenie.

KedZe je konkdvna, lezi celd pod alebo na svojej lubovolnej doty¢nici, kedZze
je klesajuca, existuje bod, v ktorom mé zaporni deriviaciu. Ked zoberieme
funkciu g uréent touto priamkou, t4 ma limitu —oco a je Vz; f(z) < g(x), vsio
jasno.

22. Nech pre f,g,h: R — R plati Vo € R; f(z) < g(z) < h(z) a f'(0) = #'(0) = 1. Potom:
U g neméa v 0 nevlastnu derivaciu

O g je diferenc. v 0 a je ¢'(0) = 1

O g je rasttica v 0, ale nemusi byt diferenc. v 0

O g jr spojitd v 0, ale nemusi byt rasttca ani diferenc.

[ ziadna z predchadzajticich moznosti nie je spravna

Riesenie.

Vsetko st blbosti. Nech f(xz) =z + 1,h(z) = 2 — 1, g je niekde v tom pése a
mdze si robit ¢o len sa jej zachce. Laskavy Citatel (opéf inSpiracia skriptami :)
si Tahko najde kontrapriklady.

23. Nech mé spojitd f : R — R v 0 globdlne maximum. Musi potom existovat také e, ze [ je
rasttica na (—e¢,0) a klesajuca na (0,¢)?
[J ano U] nie



Riesenie.
Tentokrat nieco zo skript. Zoberme fciu

foy = {7 B — a2

T4 je diferencovatelna, lebo

Fa) = cos%—2x(2+sin%) —x#0
= limxﬂow:hmmﬁo (:r (2+sin%)):0<—m:0

a teda f je spojitd a lahko sa presvedéime, Ze také ¢ nendjdeme — lubovolne
blizko k 0 vieme najst bod, v ktorom je derivacia kladné aj v ktorom je zdporné.

(Napriklad v 2 = ﬁ je kladna, v x = m ZApOrna.)

24. Nech f : R — R je dif. fcia také, Ze Vo € R;(f'(x))? < 1. Existuje potom ¢ € R také, Ze
Ve € Ry |f(2)] < |z| +¢?
O 4no O nie O nemozno rozhodnut

RieSenie.

Polozme ¢ = |f(0)| + 1. Zoberme funkciu x + ¢ na < 0, 00, ukazme, Ze f lezi
pod fou, ostatné tri kvadranty analogicky. Ozna¢me g(z) = f(z) —x —¢, 2
i) <L (x+¢) =1= ¢g'(x) <0, teda g je klesajica, a kedze je zdporna v
0, je zaporna vsade, q.e.d.

25. Nech dif. fcia f : R — R mé v kazdom bode nenulovii derivaciu. Musi byt potom f rydzomo-
noténna?
(] ano (] nie

RieSenie.
Ked nie je rydzomonotdénna, existuji a, b, a # b také, ze f(a) = f(b), z Rolleho
vety existuje ¢ € (a,b); f(c) = 0. TakZe musi.

26. Nech f : R — R nemé v 0 limitu sprava ani zlava, pricom Ve € (0,1); f(—¢) + 1 < f(0) <
f(e) = 1. Potom f’(0):

[] neexistuje [ je nevlastna O je vlastna

[ ziadna z predchadzajicich moznosti nie je spravna

Riesenie.
Nevlastna, konkrétne oo, ako pre sgnx.

27. Nech f: R — R je 3x dif. fcia, pricom f/(0) = f”(0) = 0, £ (0) = —1. Potom:
O f ma v 0 lok. maximum O f mé v 0 lok. minimum

O f je v 0 rastaca O f je v 0 klesajica

[ ziadna z predchadzajticich moznosti nie je spravna

Riesenie.

f" je v 0 klesajuca, preto je napravo od 0 zaporna, nalavo kladné, preto f’
napravo klesd, nalavo rastie a kedze v 0 je 0, je mimo nuly zdpornd, preto f
klesa.



28. Nech f : R — R je dif. fcia, nech spojita fcia g : R — R nie je diferencovatelna. Moze byt
potom fcia f + g diferencovatelna?
] ano [J nie

Riesenie.
Keby v bode, kde g nie je diferencovatelnd, bola diferencovatelné f + g, je tam
diferencovatelnd aj (f + g) + (—f) = g, spor.

29. Tvrdenie: “Dirichletova funkcia x(z) = {OHWQ ma nevlastni derivéciu v asponl jednom bode

l—z€eQ
x € R je
[ pravdivé [J nepravdivé

Riesenie.

Dirichletova fcia nemé nikde derivaciu.

Dokaz: ukazeme, zZe neexistuje lim,_,4 x(y) pre ziadne z. Ak totiz zoberieme
ziZeniana Q, = {y;y € QAy >z}t anal, ={y;y € Q ANy > x}, pre x € Q
nam vyjde 0, resp. oo (podla toho, & = € Q), pre z ¢ Q vyjde —oo, resp. 0,
¢ize rozne hodnoty. Keby ta limita existovala, limity pre obe zGzenia by sa jej
rovnali.

30. Nech f : [a,b] — R je dif. fcia, potom f je ohrani¢ena.
1 4no L] nie 0 nemozno rozhodnut

Riesenie.
Priamo z prednasky. Plati.

31. Nech f,g: R — R su dif. fcie také, ze f(0) = f'(0) =0, g(0) =0 a ¢’(0) > 0. Potom existuje
okolie O bodu 0 také, zZe:

OVz € O; f(x) # g(x)

OVzr € O;x # 0;|f(2)] < [g9(2)]

OVz € 05 f(z) < g(x)

[ ziadna z predchadzajticich moznosti nie je spravna

RieSenie.

Tu sa mi nedari nijst protipriklad, ale som presvedéeny o tom, Ze ani jedno
neplati, lebo f’ méZe byt aj niedo divne oscilujiice typu sin % .. Asi by som to
ale nechal nezaskrtnuté :)

32. Nech f : R — R je 2x dif. a nech ma f” zaporné maximum. Vyplyva z existencie konecnej
limg— oo f(x) existencia koneénej lim,_, o0 f/(2)?
[ 4no O nie

Riesenie.

Kedze f” je zapornd, [’ je klesajica. Vieme, Ze f je rastica, lebo keby nebola,
moze byt bud klesajica, vtedy ale z konkdvnosti ma v oo limitu —oo, alebo
nie je prostd, vtedy existuju a < b také, ze f(a) = f(b), teda z Rollovej vety
existuje ¢, v ktorom f’(¢) = 0, od neho dalej je z konkavnosti klesajica a sme,
kde sme boli. No a ked je f rastiica, konkédvna a mé koneéni limitu, mé f’
zjavne limitu 0. Presny dokaz nechdvam na ¢itatela, vyplyva to z faktov, ze f’
kles4, je kladna a vieme sa dostat Tubovolne blizko k 0.



33. Nech 2x dif. fcia f: R — R je nezaporna na R — {0} a nech f(0) = 0. Potom:

0 f(0) =0A f"(0) = 0 0 f(0) =0A f"(0) <0
0 f'(0) <0A f7(0) 2 0 O f'(0) <0A f7(0) <0
0 f'(0) >0A f7(0) >0 O f(0) >0A f7(0) <0

[] ziadna z predchadzajtcich moznosti nie je spravna

Riesenie.

KedZe je dif., je spojitd, kedZe je nezdporna na R — {0}, je f'(0) = 0 (li-
mita sprava je limita vyrazu, ktory je urcite nezdporny, zlava nekladny, preto
f1.(0) > 0A fL(0) < 0 a kedze V 0 je zjavne lokdlne minimum. Keby bolo
f"(0) < 0, bola by f’ v 0 klesajtca. Z toho, ze v 0 ma f lok. minimum ale
vyplyva, Ze f’ je v 0 neklesajtca. Takze f/(0) =0 A f”(0) > 0.

34. Nech diferenc. fcia f : (0,1) — R méa ohrani¢ena f’. Vyplyva z toho, Ze f je ohranic¢ena?
O ano U] nie

Riesenie.
Ano. Dékaz: Zoberieme hodnotu ¢ = f (1), polozime d = sup f/,e = inf f’,
ukazeme, ze cely graf napravo lezi pod d(z — 1) + ¢, nad e(z — $) + ¢, nalavo

pod e(z — 3) + ¢, nad d(z — 3) + c.

Ze &ast napravo lezi pod d(z—3)+c: Zoberme funkciu g(z) = d(z—3%)+c— f(2),
td ma v kazdom bode z <%, 1) derivaciu nekladni, teda je nerastica, v % je 0,
preto je na <%, 1) nekladné. Ostatné analogicky.

Potom ale vidime, ze funkéné hodnoty st zhora ohraniéené max(4 +c, —£ +c)
a zdola min(—4 + ¢, £ +¢).

35. Prva derivacia funkcie z2.(sgn x)3 v bode 0:
(1 je vlastna [J je nevlastna [J neexistuje

Riesenie.
Intuitivne je to 0. Kto neveri, nech si nakresli, kto stale neveri, nech si zrata.

36. Existuje spojitda f : R — R, ktorda ma v kazdom bode z R nevlastnt derivaciu?
U] &no O nie

Riesenie.
Neexistuje. Zoberme Tubovolné a,b € R,a < b. Z Lagrangeovej vety existuje ¢

také, ze f'(c) = W, takze derivécia v ¢ je vlastn.

37. Tvrdenie: “Ak f: R — R je 3x diferenc. fcia, Vo € R; £ (2) < 0, £(0) = f'(0) = f”(0) = 2,
tak Vo € R — {0}; f(z) < 2% + 22 + 2.7 je:
O] pravdivé O] nepravdivé

RieSenie.

Zoberme funkciu f(z) = —2® + 22 + 22+ 2, je f'(z) = —322 + 22 + 2, f"'(z) =
—6x + 2, f®)(2) = —6, takze f(0) = f'(0) = £"(0) = 2 a Va; f®)(x) < 0, teda
f spliia podmienky zo zadania. Je ale f(—1) =2 > 1 = (=1)2 + 2.(=1) + 2,
preto tvrdenie neplati. Pozn.: keby bolo v zadani o derivaciu viac, tak by to
platilo.



38. Nech f:(—1,1) — R je dif. fcia takd, ze f/(0) =0 a Ve € (-=1,1) — {0}; f'(z) < 0. Potom:
O f je klesajuca v bode 0

O f nie je klesajuca v bode 0

(] ziadna z predchadzajticich moznosti nie je spravna

Riesenie.
Existuje okolie 0, na ktorom f klesa, a teda f je klesajica v 0.

39. Existuje spojita fcia f : R — R, ktora ma v bode svojho lokalneho extrému nevlastné jedno-
stranné limity opac¢nych znamienok?
O 4no O nie

Riesenie.

Napriklad f(z) = /||
40. N4jdite vzorec pre (g3)”, kde g = f~!, pomocou derivacii f.

Riesenie.
Nech existuje nenulova f/(f~!(z)). Potom:

_ 3w (2 n f‘l(m)-f”(f_l(iﬂ)))
(f(f~(=)))? (=)
Pripad, ked je f/(f~!(x)) = 0, si laskavy ¢itatel (kedze nema na vyber) doplni
sam.



