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1 Uvodni slovo

Zapisky z prednasky Bohumila Puzi Matematicka analyza zpracovali dva autori, coz je unikat v déjinach ZKUSTO.
Prvni dvé ¢asti zpracoval Dusan Chromy. J4 jsem byl posléze pozadan o dokonceni rozpracovaného dila. Dodal jsem
tedy témto zapiskim vysledny tvar, aby mély podobné ¢lenéni a tvar jako zépisky [7], a dopsal tfeti ¢ast t&chto zapiska.

Tyto zapisky a zapisky [7] tvoii kompletni soubor znalosti z matematické analyzy (s vyjimkou trividlnich, které

jsou probirédny na st¥ednich Skolach') pozadovanych ke stétni zavéreéné zkousce z matematické informatiky.
Jan Serdk

1Jedn4 se o cely tivod do diferencidlniho poétu jedné proménné, kde jsou definovany &fselné obory a pojmy jako limita funkce, spojitost
funkce, derivace atd.



Cast 1
Diferencialni pocet jedné proménné

2 Taylorova véta

Definice 2.1
Bud f funkce, kterd mé v bodé x¢ konecné derivace aZ do fddu n véetné (n € N). Taylorovym polynomem n-tého
rfadu funkce f v bodé xy rozumime:

f(n) (z0)

n!

(o)
1!

fll(xo)
2!

T.(f,20)(@) = f(w0) + -2 (& — 2) + (&= 20)* +...+ (2 — o)

Véta 2.2
Je-li T),(f,zo)(x) Tayloriv polynom funkce f n-tého ¥adu, pak:

To(fy20)(z0) = f(20)
T;L(faxO)(mO) = f’(l’o)

Trsk)(faﬂfo)(ﬂfo) = f(k)(l“o) (k=0,1,...,n)
Diikaz:
1) dosazenim T, (f,zo)(z0) = f(z0)

2) derivaci a dosazenim T} (f, zo)(z0) = f'(zo) a dale indukei.

Definice 2.3

Bud f funkce s kone¢nou derivaci az do fadu n véetné v bodé zg, T},(f,zo)(zo) Tayloriv polynom této funkce.
Polozme R, (f,xo)(z) = f(x) — Tn(f, xo)(x). Potom formule f(x) = T,,(f,zo)(x) + Rn(f, zo)(x) se nazyva Tayloriv
vzorec a funkce R, (f,xo)(x) je tzv. Tayloriv zbytek funkce f po n-tém ¢lenu (zbytek n-tého fadu).

Véta 2.4 TAYLOROVA
Necht f m4 vlastni derivaci az do ¥adu n + 1 vfetné v bodé xy a jeho jistém okoli o(xg), funkce ¢(t) je v o (o)
spojitd a mé zde vlastni derivaci riznou od nuly. Potom V& € o(xo) 3¢ lezici mezi body z, zo tak, Ze

_ Q) @ -9n

Volbou ¢(t) = (z —t)"*"! dostaneme
R, (f,z0)(z) = %(m — zp)" ! (Lagrangetv tvar)
volbou p(t) =t
Fr )
R, (f,z0)(z) = T(m - )" (x — x0) (Cauchyho tvar)
Diikaz: Zvolme x € a(xg) libovolné, ale pevné a poloZme
_ _ )2 _\n
)= f) - 1) - Fo - oo e D
Ziejmé F(x) =0, F(xo) = f(x) — Tn(f,x0)(x), dile F m4 derivaci,
_ (n+1)
O OB TC Ky 0] IR Al
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Tedy fce F' a ¢ spliuji na intervalu x, zg predpoklady véty. Tedy existuje ¢islo & mezi body z, zg tak, Ze

(n+1) T — &
= Ru(fozo)(@) = T O T O 0y oan)]

p(@) —p(xo)  ¢'(§) n! ©'(€)
Poznamka 2.5
1) £ =z +0(x —x0), kde 8 € (0,1)
2) je-li zZp = 0, hovofime o tzv. MacLaurinové polynomu
! " (n)
f(z) = f(0) + @m + f2('0)m2 co4 1 '(O)x" + R (f,0)()
Ru(f)(2)
kde (1)
R, (f)(z) = f(?(le)f)xnﬂ (Lagrangetv tvar)
Ry (f)(z) = W(l —f)ng" ! (Cauchyho tvar)
3)
2 n
f@ﬁ#@w+#f”+dG?”fn+i%?Q+mmem

Véta 2.6 T-POLYNOMY NEKTERYCH ELEMENTARNICH FUNKCI

. 2 1.3 " anrleeI
e’ = 1+m+§+§+...+H+Rn(m) R"($)_(n+1)!
3 a2b x?n-t sin fz
e = - — 4+ — 4= LRy, not(@) = (=1)" 2n
sinz T +(-1) =1 + Rop—1(x) Rop—1(z) = (-1) @n)!
cosr = 1-T 4T +emﬁi+3(m Ron(x) = (—1)H1 S0 onps
B 20 T (2n)! T S (2n + 1)!
1.2 1.3 nflxn " mn+1
k(k—-1 kE(k—1)--- (k- 1
1+z)* = 1+ke+ (2, )a:2—+-...—+- ( ) ns nt )m”+Rn(a})
Ck(k—1)---(k—n)(140x)k "t
Bn(2) = (n+1)! v
3 5 2n—1
arctanz = 1z — % + % — ..+ (—1)”_1(2wn Y + Royp—1 ()

Diikaz: Piimym dosazenim.

Véta 2.7 O VLASTNOSTECH T-ZBYTKU
Necht f spliiuje predpoklady Taylorovy véty, potom

lim R (f,m0)(2) _ f(n+1)(~750)
T—2o (1‘ — :L’O)n+1 o (n + ].)'

Diikaz: Nékolikanasobnou aplikaci Cauchyho véty.
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Priklad 2.1

1) Vypoctéte ¢fslo e s chybou mensf nez 1073

6 € (0,1) a pfitom pozadujeme 0 < |R, ()] < 1073, tj.

¢ 3 10 %=n>6

0 < Rp(z) < (n+1)! ~ (n+1)!

2) Najdéte MacLauriniv polynom nejmensiho stupné, ktery na intervalu (0,1) aproximuje funkci log(l + z) s
pfesnosti 1072,

Reseni ponechdvame ¢tenafi k procviceni.
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3 Parametricky zadané funkce

Definice 3.1
Necht ¢, jsou funkce spojité na (a, ). Pak mnozinu vSech bodu [z,y] = [p(¢),1(t)] pro t € (a,B) v roviné
o kartézské soustaveé souradnic nazyvame spojitou krivkou. Rovnice

T = p(t)
= Y(t), te(ap)

jsou tzv. parametrické rovnice této kiivky.
Jestlize p(a) = p(B) a ¥(a) = ¥(B), nazyvame kiivku uzavienou. Bod [p(a), ¥ (a)] = [¢(8), ¥ ()] se nazyva uzlovy
(resp. vétveni nebo ndsobny). Vznika fada tskali — napf. Peanova kiivka, kterd vypliiuje jednotkovy ctverec.

Priklad 3.1

(a) kruZnice
r = xg+rcost
= yo+rsint, z0,y0 € R, t € (0,2m)
(b) cykloida — kfivka opisovana bodem na kruznici valici se po pifmce (viz obr. 1)2.

x = r(t—sint)
y = r(l—cost), z,yo € R, t € (0,2m)

Obrazek 1: Cykloida

(c) asteroida — kiivka opisovand bodem na kruZnici o poloméru r/4, valici se zevnitf po obvodu kruZnice o polo-
méru 7 (viz obr. 2).

x = rcos’t

= rsin®t, xo,y0 € R, t € (0,27)

2Vgechny obrazky k tomuto piikladu byly kresleny s volbou r = 1, resp. a = 1
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Obrazek 2: Asteroida

(d) kardioida — drdha bodu na kruZznici o poloméru r, valici se zvnéjsku po obvodu kruZnice téhoZz poloméru (viz

obr. 3).
x = r(2cost — cos2t)
= r(2sint —sin2t), x0,y% € R, t € (0, 2m)
2
2
Obrazek 3: Kardioida
(e) Descartiv list — asymptotou této kiivky je pfimka y = —x — a (viz obr. 4).
3at
r = 2
1+
3at?
= ——, teR
Y 1+t

Véta 3.2 O DERIVACI PARAMETRICKE FUNKCE
Bud z = ¢(t), y = ¥(t), t € J (J je interval) parametrické vyjadfeni grafu funkce y = f(x). Jestlize ¢, maji
v J derivaci, pfitemz ' # 0 V¢ € J, potom funkce f mé v J derivaci

P'(t)
©'(t)

Diikaz: Podle véty je bud ¢’ > 0 nebo ¢’ < 0 v J, tedy ¢ je ryze monoténnf na J. Lze tedy sestrojit inverzni funkci
o=t it =7 (x). Potom f(z) =y = (t) = [p~1(x)] a z predpokladu o ¢, plyne existence derivace f a podle véty

f'(z) =
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./

Obrazek 4: Descartiv list

o derivaci sloZeni funkci a derivace inverzni funkce plati:

fl@) = ¢l @I~ @) =¢'(1)

Poznamka 3.3 VYPOCET 2.DERIVACE PARAMETRICKY ZADANE FUNKCE
x = @(t), y = ¥(t) necht je parametrické vyjadieni grafu funkce y = f(z). Za predpokladi predchozi véty plati

Y'(t)
! !
y =f(z)=
=
Jestlize existuje dokonce 2.derivace funkci ¢, v, pak
¥ (t)
e Doy = @t _ 900 —vHe"(H) 1
dx dt dx P2 (t) @'(t)
Priklad 3.2
Sestrojte graf funkce f:
. 2t
vV e
1) Dostavame
dz t(t —2)
t£1L ot)=—=...= —>2L
710t =— 12
I IT 1T v

—N— N N
¢imz je interval (—oo,00) rozdélen na Ctyfi ¢asti (—oo,0)U (0,1)U(1,2)U(2,00) v nichz je ¢’ # 0 a tedy déli
graf funkce z = p(t), y = ¥ (¢t) na ¢tyfi samostatné vétve, ve kterych je ¢ pro pfisludné ¢ ryze monoténni, a sice
rostouci pro t v (—00,0) a (2,00) a klesajici pro ¢t v (0,1) a (1,2).

2)
dy _ 2 +1 df  dy/dt 241

dt T (@2-12 dt  de/dt T t(t—2)(t+ 1)
Tedy f je rostouci pro t € (0,2), klesajici pro t € (—o0,0) U (2, 00).
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3) L

II:

I1T:

IV:

t— —o0
t— —1_
t— -1t

t=

t—1_

=
=
=
=

z— —o0,y—0

r— —1/2,y - —o0

z— —1/2,y > o0

z=0,y=0

T — —00, Y —+ —00

t—1y = x—00,y—00
t=2 => z=4,y=2/3

t—00 = z—00,y—0

Obrazek 5: graf funkce x =

t

t

t

2
1 Y= 3=

-1
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Cast 11
Integralni pocet jedné proménné

4 Urcity Riemanntv integral

4.1 Konstrukce Riemanova integralu

Definice 4.1
Bud f funkce, f > 0 na (a,b), f omezend na (a,b). Pak posloupnost a = z¢p < 1 < ... < Tp—1 < T, = b nazveme
déleni D intervalu (a,b), {(w;—1,2;)i=1,...,n jei-ty délici interval, z; jsou délici body déleni D. Dile oznaéime
m; = inf  f(z), M;= sup f(z) i=1,...,n
CEE(CEi_1,CEi> %E(mi_1,$i>

s(D, f) = Z mi(Ti—1, ;) dolnf soucet p¥islugny funkci f a déleni D
i=1

n
S(D,f) =) Mi(xi—1,2;)  hornf soucet piislusny funkei f a délenf D
i=1

Je-li D déleni takové, ze kazdy bod déleni D je i bodem déleni D;, pak se D; nazyva zjemnéni déleni D, piSeme
D C D,.

y=1()

Obrazek 6: Konstrukce Riemmanova integrdlu

Lemma 4.2 VLASTNOSTI HORNICH A DOLNICH SOUCTU
Necht f je funkce omezend na (a,b), napt. ¢ < f(z) < d Vz € (a,b) a Dy, D jsou libovolnd délenf intervalu
(a,b). Potom

c(b—a) < s(D1,f) <S(Ds, f) <d(b—a)
Diikaz:
1) Nejdiive dokdzeme, Ze ¢(b —a) < s(D, f) < S(D, f) < d(b — a) pro libovolné déleni D. Pfedné
c< flz)<d Vee(a,by=c<m;<M;<d Vi=1,...,n
kde Djea=x0 <1 <...< Zp_1 < Tp =0b. Vyndsobenim (z;_1,x;):
(i1, mi) <my(zimg, ;) < Mi(rim1,2;) < d(xi—1,%;)

a se¢tenim

CZ(xiflami) <s(D,f)<S8(D,f) < dZ(l'iflymi)

i=1
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Z(wi_l,wi) =(r1 —xo)+ (w2 — 1)+ ...+ (Tp—1 —Tp—2)+ (Tn —Tp—1) =T, —To=b—a
i—1
tedy
c(b—a)<s(D,f) <S(D,f)<db—a)

2) Dokazeme, 7e
s(D,f) < s(Ds f)
S(D,f) > S(Duf)
kde D je libovolné déleni a D, jeho libovolné zjemnéni, tj. D C D,. Oznacime
D:a=zg<2 <...<xp 1 <2 =05b
Di:a=yo<y1 <...<Ym-1 <yYm=2>0

a dale (z;—1,x;) je i-ty délic{ interval D. ProtoZe D, je zjemnénim D, pak existuji body y.,ys € D, tak, Ze
Yr = Ti_1,Ys = T;. LFejmé r < s. Dale oznacme

m;= _inf  f(z), M;= sup f(x)
zE(Ti1,x:) zE(Ti_1,Ti)
mh = inf  f(z), M= sup f(z)
TE(Th—1,Tk) TE(Th—1,Tk)

pficemz k =r+1,...,s; m; < mj, M; > M. Odtud

s S
Z mi Yk — yk—1) > Z mi(Ye — Yr—1) = mi(ys — yr) = mi(i — vim1)
k=r+1 k=r+1

Tedy pfispévek déliciho intervalu (z;_1, z;) k s(D, f) je mensi nebo roven pfispévku téhoZ intervalu ve zjemnéném
déleni, tj. s(D, f) < s(D., f). Analogicky S(D, f) > S(D., f).

3) Budte nyni D1, D libovolnd déleni intervalu {a,b) a D O D; U Ds (spoletné zjemnéni). Potom z piedchozich
casti dikazu plyne
c(b—a) < S(Dlyf) < S(Daf) < S(D>f) < S(D27f) < d(b_a)

Definice 4.3

Mnozinu v8ech délenf intervalu (a,b) ozna¢ime D({(a,b)). Podle lemmatu 4.2 jsou mnoziny
{5(D, )| D € D({a,8))}, {S(D, /)| D € D((a, b))} ohranicené.

Z axiomu supréma (resp. infima) plyne, Ze

inf{s(D, f)| D € D({a,b}))} = c(b—a), c= zei?af’wf(a:)

b
sup{s(D, f)| D € D({(a,b))} = / f(z)dx dolni Riemanniiv integral funkce f na (a,b)

b
inf{S(D, f)| D € D({a, b))} / f(z)dz horni Riemanniv integral funkce f na (a,b)

sup{S(D, f)| D € D((a,b))} = d(b—a), d= ztlpwf(w)

Véta 4.4 O VZTAHU DOLNIHO A HORNIHO RIEMANNOVA INTEGRALU

b b
c(b—a)g/ f(w)dwg/ f@de<db—a), < fz)<dVee (ab)

Diikaz: Plyne bezprostiedné z definice dolniho a horniho R-integralu a z lemmatu 4.2. |
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Definice 4.5 ) )
Jestlize / flz)dz = /_f(a:) dz, fikime, Ze funkce f m4 na intervalu (a, b) urcity Riemanniv integrdl a hodnotu

/abf(a:)da::/abf(:r)d:r:/agf(a:)da:

tohoto integralu klademe

b b
Takovou funkci nazyvame R-integrabilni na (a,b), znacime f € R({a,b)). Jestlize / f(z)dz < / f(z) dz, fikime,
7e funkce f nenf na (a,b) R-integrabilni a jeji R-integral nedefinujeme. -

Priklad 4.1

1) Konstantni funkce f(z) = ¢ (c € R) je na libovolném intervalu (a,b) R-integrabilni.

m= inf f(z), M= sup f(x)
z€(a,b) z€(a,b)

Podle véty 4.4 (o vztahu dolniho a horniho R-integrélu):

b b
m(b—a)g/ f(a:)d:rg/ flz)de < M(b—a)

Protoze c=m,c =M

b b b
c(b—a)g/ cdmﬁ/ cdmgc(b—a):/ cdx = c(b—a)

2) Dirichletova funkce x(z) nemd na (0,1) R-integral.

_ 0, z€(0,1)\Q
X(m)—{ . 2eQn(0,1)

Oznatme D : 0 =xz¢ < 1 < ... < zp = 1 libovolné délen{ intervalu (0, 1).

m; = inf  x(z)=0
TE(Ti—1,T;)

M; = sup  x(z) =1
zE(Ti—1,2;)

a odtud

S(D7X):Zmi(xi_mi—1):0 /0 x(z)dx =0

S(DaX):ZMi(wi—wi—1)=l /O_X(a:)dle

Definice 4.6
Cislo max;=1,... n(z; — zi_1), kde xg,21,...,2, jsou délici body néjakého déleni D, se nazyva norma déleni D,
znaéime v(D).

Lemma 4.7

Necht f je funkce ohrani¢ené na {a,b). Potom Ve > 0 36 > 0 tak, Ze pro kazdé déleni D € D((a,b)) takové, Ze
v(D) < 6 plati

b b
[ rwie<so.p< [ sine

Diikaz: Viz [1, 4]. O
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Definice 4.8
Bud D:a=x9 <z <...<z,=0bnéjaké délen{ intervalu (a,b). Pak

E={&lvii <& <@, i=1,...,n}

je vybér reprezentanti déleni D, &; je reprezentant i-tého déliciho intervalu a

n
o(D,E, f) =Y f(&) (i — i)
i=1
je integralni suma piisludnd funkci f, déleni D a vybéru reprezentanti =.
Ziejmé
s(D, f) <o(D,E,f) <S(D,f) VD e D((a,b))

Jestlize Vn € N je ddno déleni D,, € D({a, b)), fikdme, Ze je ddna posloupnost {D,}2°; délen{ intervalu (a,b). Jestlize
dokonce v(D,,) = 0 pro n — oo, pak se tato posloupnost nazyva nulovd.

Véta 4.9

(a) Je-li f ohranicend na (a,b), {Dy} nulovd posloupnost délenf intervalu (a,b) a Z, piislusny vybér reprezentantii
déleni D, pak

$(Dn, f) — /abf(a:)da:

S(Dn, ) — /jf(w)dm
(b) Jestlize f je R-integrabilnf na (a, b), pak

U(Dn,Emf)—)/abf(a:)da:

Diikaz:

(a) Bud € > 0 libovolné. Podle lemmatu 4.7 3§ > 0 tak, %e VD € D({a,b)) : v(D) < ¢ plati

b b
[ 1@r<so.p < [ s

tedy

<e

b
‘S(D,f) - / f(z) da

Protoze v(D,) — 0,3ng € bfN : Vn > ng,n € N plati v(D,,) < § a tedy pro tato n plati predchozi nerovnost,
t;.

b
SWDu) > [ fa)da
analogicky

b
s(Du, f) = / f(z) da
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(b) Z predpokladu R-integrability funkce f na {(a,b):
b
S f) = [ fa)do
o
(D) > [ fa)da

Zbytek vyplyva z véty o tfech limitach.

Véta 4.10 NEWTON-LEIBNITZOVA FORMULE, ZAKLADNI VETA INTEGRALNIHO POCTU
Necht f je R-integrabilni na (a,b) a F' je spojitd na (a,b) a primitivn{ k f. Potom

b
[ t@)de=F@) - F@

Diikaz: Necht D € D({(a,b)), D:a=x9 < x1 < ... < x, = b. Protoze F spliiuje na kazdém (x;_1,2;), i =1,...,n
predpoklady Lagrangeovy véty (diferencialni pocet I), 3¢; € (z;—1, ;) tak, ze

F(x;) — F(xi—1) = F'(&) (@i — wio1) = f(&) (@i — wi-1)

Seétenim
n

Y [F(zi) = F(zi1)] = o(D,E, f)

=1
Predevsim
n

Y [Flzi) = F(zi1)] = [F(21) = F(z0)] + [F(22) = Fey)] + ... + [F(2) = F(2n-1)] = F(b) ~ F(a)

i=1

Dale, z pfedpokladu R-integrability f na (a,b)

b
aux“amf>—>/'fmodm

kde {D,} je libovolnd nulovéi posloupnost délen{ intervalu (a,b) a =,, je pfislusny vybér reprezentanti. Tedy celkem

b
F(b) = F(a) = limn a0 (D, Zn, f) 20 / (@) do

4.2 Vlastnosti Riemanova integralu a R-integrabilnich funkci

Lemma 4.11 NUTNA A POSTACUJICI PODMINKA R-INTEGRABILITY
Bud f funkce ohrani¢end na (a,b). Pak f je R-integrabilnf na (a,b) pravé, kdyz

Ve 3D € D({a, b)) : S(D, f) — (D, f) < &

Diikaz: Predpokladejme nejprve f € R({a,b)). € > 0 volime libovolné konstantni. Podle lemmatu 4.7 existuje k ¢islu
5 > 0 déleni D, € D((a,b)), resp. D> € D({(a,b)) tak, ze

/f x) < S(Dy, f) /f

/f ——<Mhﬁ_1f@ﬂm

wlm
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Odtud a z pfedpokladu R-integrability f plyne (s pouZitim lemmatu 4.2): VD D D; U Dy (spole¢né zjemnéni)

/f ydz < S(D, f) < S(D1, f) /f da:+—

b b
[ t@de =5 <sDon) <s(D.H < [ fia)ds

b b
S -s0.0) < [ f(w)dw+%—[/ f<w>dw—§]=f

Necht naopak Ve > 03D € D({a,b)) : S(D, f) — s(D, f) < ¢ tj.

a tedy

b b b b
S(D.f) <s(D,f) +e= / f(@) d(z) < / f@)d(x) + = / f(@) d(z) < / f(@) d(z)

a protoze soucasné plati i opa¢nd nerovnost, nutné

/g ' o) da) = / " fa) d(x)

tj- f je R-integrabilni na (a, b). a

Véta 4.12 O TRIDACH R-INTEGRABILNICH FUNKCT

(a) Necht funkce f je na intervalu (a,b) monoténni. Pak f € R({(a,b)).
(b) Necht funkce f je na intervalu (a,b) spojita. Pak f € R({a,b)).
Diikaz:

(a) Bud f neklesajici na (a,b) (pfipad, kdy f je nerostouci — analogicky). Z¥ejmé f(a) < f(x) < f(b) Vx € (a,b) ,
tedy f je na (a,b) ohraniena. Bud D € D({(a,b)), D:a=12¢ <1 < ... < zp =0, v(D) < 4. Protoze

mz(f) = infze(zi,l,zﬁf(w) = f(mi—l)
Mz(f) = Supze(zi,l,zi)f(m) = f(xl) = 1’ s

tedy

S(th)_S(D’f)

Zf(l‘i)(l‘i —Ti-1) — Z flei) (@i —mia) =

> lf@i) = f@im)](@i —wim1) < 6 [fl@i) = f@ion)] < 5[f(b) - f(a)]

i=1

Je-li f(a) = f(b), pak f je na (a,b) konstantni a tedy i R-integrabilni (podle pfikladu 4.1). Necht f(a) < f(b).
Ziejmé Ve > 03D € D({a,b)) s normou v(D) < T Fray» Pro néz plati

S(D,f)—S(D,f)<

Ostatni z lemmatu 4.11.

(b) Bud € > 0 libovolné. Protoze f je spojitd na (a,b), je na (a,b) spojitd dokonce stejnomérné (Heine-Cantorova
véta — diferencidlni pocet I). Tj. V3= 36 > 0 Vi, 22 € (a,b) : |21 — 22| < 0 je [f(z1) — f(z2)] < 355

a
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Bud D € D({a,b)),D : a = 29 < 1 < ... < x, = b, v(D) < 4. Podle 2.Weierstrassovy véty z DP I
A, & € (w1, x4), 1 =1,...,n tak, 7e

ml(f) = infme(zifl,mi)f(x) = f(£:)7 Ml(f) = S’U’pI€<Ii—17Ii>vf(m) = f(gz**)
Protoze

& —&7 <6, FE) - f(&) <

tedy

S(D,f)-s(D,f) = Zf(&:*xa:i—mifl)—Zf@;)(mi—xi,l) = ... <

Ostatni z lemmatu 4.11.

Definice 4.13

Rekneme, ze bodové mnozina M (C R) mé miru nula (podle Jordana), jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje kone¢ny
pocCet uzavienych intervala hq, ho, ..., hy tak, ze plati

1) m(hy) + m(h2) + ...+ m(hy) < e, kde m(h;) je délka intervalu h;
2) Yo € M 3h; tak, Ze x je vnitinim bodem intervalu h;

Priklad 4.2

1) M ={a1,...,an} ... konetné-prvkova bodovd mnozina
£ £
k=n, ‘v’5>0:hi:(ai—3—,ai+3—n)
Mnozina M mé tedy miru 0.
2) M ={1,%,..., L ...} nekonecnd konvergentni. Pro libovolné & > 0 lez skoro viechny body (vSechny body az

na konecny pocet) v intervalu (-7, 7), zbyvajici body (jejich pocet oznacme m) lezi v intervalech o délce 3=-.
M m3 tedy miru 0.
Véta 4.14

Bud f ohrani¢end ohrani¢end na (a,b) a nechf mnozina bodi nespojitosti této funkce ma Jordanovskou miru nula.
Pak f € R({a,b)).

Diikaz: Dikaz je zifejmy, uvédomime-li si, ze pokud mé& mnozina bodi nespojitosti Jordanovu miru 0, pak ji lze
rozdélit v téchto bodech na spojité intervaly. Vyslené tvrzeni je pak disledkem lemmatu 4.11. a

Poznamka 4.15 LEBESGUEOVA VETA

Bud f ohrani¢end ohranifend na (a,b). f € R({(a,b)) & f je skoro vSude spojita (tj. mnozina bodi, na nichz je
nespojitd, méa Lebesgueovskou miru nula)

Daisledek 4.16

1) Je-li funkce f ohrani¢end na (a,b) a mnozina jejich bodi nespojitosti je konecnd, pak f € R({a,b)).
2) Je-li funkce f ohrani¢end na (a,b) a posloupnost jejich bodi nespojitosti konverguje v (a,b), pak f € R({a,b)).

3) Necht f, g jsou funkce ohrani¢ené na (a,b) a takové, Ze f(x) = g(x) pro vSechna z € (a,b) s vyjimkou mnoZiny
o Jordanovské mite nula. Pak nastava pravé jedna z moznosti:



4 URCITY RIEMANNUV INTEGRAL 18

b b
(a) f.g € R((a,b)) a / f(2) de = / o(c) de

(b) ani jedna z nich neni R-integrabilni na (a, b)

Drikaz: DokdZzeme pouze tvrzeni 3. Bud K > 0 takové, ze |f(z)| < K, |g(z)| < K Vx € (a,b), € > 0 volme libovolné.

K ¢islu 5% > 0 existuje hq, ..., h, tak, ze

i=1
a kazdy bod = € {(a,b), v némz f(x) # g(x) lezl v néjakém h;, i =1,...,r.

Bud D € D({(a, b)) déleni, jehoz délicimi body jsou mimo jiné i krajni body intervala h;,i = 1,...,r. Délici intervaly
ruzné od h; maji k S(D, f) ik S(D,g) tyz pfispévek a v S(D, f) — S(D, g) se zrusi (analogicky v s(D, f) — s(D, g)).
Ozna¢me

M;(f) = sup f(z), Mi(g) = sup g(z)

z€h; xrEh;
nuU)Zigfﬂ@, mxw==£%g@)
Tedy
IS(D, f) = S(D,g)| +15(D, f) = s(D,g)| < ...< > |IMi(f) = Mi(g)|m(h:) + > [mi(f) — milg)m(hi) <
32Kiywm<2Kﬁ;:s
Odtud
Ostatn{ z lemmatu 4.11. O

Priklad 4.3

1
1 ;<z<1
1 1 1
3 1<¥Z3 08
f(CU): 1 1 :<1 06
an gurr <T S 5w 04
% 0oz 04 06 08 1

f € R({0,1)) nebot
e f je neklesajici na (0,1)
e fjena (0,1) ohrani¢end a skoro spojitd (ve smyslu Jordanove)

(kazd4 z uvedenych podminek je postacujici)
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Priklad 4.4

17 -
1 3<z<1
3 1<z<3
1 1
fl@)=4 1 s<z=q v L
1 z=0
% 02 04 , 06 08 i

f € R({0,1)) nebot f je ohraniend na (0,1) a mnoZina jejich bodi nespojitosti ma miru nula.
Priklad 4.5

z=0

o=t 220

f € R({a,b)) nebot je na (a,b) ohranifend a skoro spojitd (jedinym bodem nespojitosti této funkce je bod 0). Viz
obr. 7.

1

T

Obrazek 7: Graf funkce y = sin
Véta 4.17 PRAVIDLA PRO POCITANI R-INTEGRALU
Necht f,g € R({(a,b)), c € R libovolna konstanta. Pak plati

(a)

b

b b
f+9€R({a D), /(f+g>(x>dx=/ f(x)dx+/ o(z) dz

(b)
b b
c-feR(a), [ e f@di=c [ f@)ds

f-9€R({a,b))
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(d) Jestlize funkce g ma na (a, b) stle totéz znaménko a inf, ¢ (q 5y 9(2) # 0, SUP,c(ay 9(2) # 0, pak

f
P € R({a,b))

(e) Omnacme m(f) = inf,c (0 £(@), M(f) = supye(upy £ (). Pak

b
m(f)(b—a) < / f(@)de < M(F)(b - a)

Diikaz: Déleni D € D({a,b)), D :a =19 < 21 < ... <z, = b bud libovolné, dale oznac¢me

(a)

(c)

mi(y) = _ inf  y(z), Mi(y)= sup y(z)

TE(Ti—1,Ti) TE(Tio1,%:)
V kazdém (z;_1,z;) plati

m;i(f) + mi(g) < f(z) + g(x) < Mi(f) + Mi(g) Vo € (zi1,2:)

U
m;(f) +mi(g) < mi(f +g) < Mi(f +g) < Mi(f) + Mi(g)
Nésobenim této nerovnosti vyrazem (z; — x;—1) > 0 a sedtenim pfes vSechna i = 1,...,n dostivime

s(D,f) +s(D,g) < s(D, f+g) <SD, f)+S(D,9g)

Bud nyni {D,,} nulovi posloupnost déleni intervalu (a, b). Z pfedchozi nerovnosti a pii n — oo plyne (s pouZitim
véty 4.9):

/abf(x>dx+/abg<x>dxs/ab(f+g>(x>dxs/f(f+g>(x>dxs/jf@)dw/abg(x)dx

Odtud tedy f + g € R((a, b)), /b(f +g)(z) dz = /bf(a:) do + /bg(a:) do
Pro ¢ = 0 je tvrzeni zfejmé. Necht tedy ¢ # 0, naptiklad ¢ > 0. Pak
mi(c- f) =c-mi(f), Mi(c- f)=c- M(f)
Analogicky s dikazem ¢ésti (a) ndsobime vyrazem (x; — x;—1) a seCteme pies vSechna i:
s(D,e-f)y=c-s(D,f), S(D,c-f)=c-S(D,f)

Opét pouzitim {D,} — nulové posloupnosti déleni intervalu {(a,b) — dostaneme pro n — oo:

/:C'f(”f)dﬂfZC/abf(w)da:, /aQC-f(x)dx:c/jf(a:)da:

b b b b
Z predpokladu R-integrability f je / flz)dz = / f(z)dz, tedy celkem / c- f(z)de = c/ f(z)dz.
Predpokladejme f(z) > 0, g(z) > 0 na (a,b). Z¥ejmé

m(f) = infxe(a,b)f(m) >0, m(g) = infme(a,b)g(l.) >0

M(f) = Supme(a,b)f(m) >0, M(g) = Supme(a,b)g(m) >0
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Bud & > 0 libovolné. K ¢&islu > 0 existuje podle lemmatu 4.11 déleni Dy € D({a,b)) tak, 7e

()

S(Dlaf)_s(Dlyf) <

2M(g)

Stejné tak k ¢islu g3z > 0 existuje délenf D, € D({a, b)) takové, ze

€

S(Da,g) — s(D2,g) < M (F

~—

Bud nyni D O D; U D, (spoletné zjemnéni). Pak

S(D,f)—S(D,f) <

S(Dvg)_S(Dag) <

Pritom v i-tém délicim intervalu plati
m;i(f)mi(g) < f(z)g(x) < M;(f)M;(g)
U
m;(f)mi(g) < mi(f - g) < Mi(f - g) < Mi(f)Mi(g)
Opét nasobime (z; — x;—1) a se¢teme pfes vSechna ¢ s pouZitim:

=0

A

Mi(f-g)—mi(f-9) < M(f)Mi(g) — mi(f)mi(g) +mi(f)Mi(g) — mi(f)Mi(g) =
= Mi(9)[Mi(f) — mi(H)] + mi(£)[Milg) —mi(g)]

tedy

SD,f-g9)—s(D,f-g9) < M(9ISD,f)—sD, )l +m(f)[S(D,g) —s(D,g)] <
IS
525

< M@z + Mg =5+

2M(g) 2M(f)

Jsou-li nyni f,g libovolné, volime M, M> takové, 7e |f(x)| < My, |g(z)| < My Vz € (a,b). Pak funkce M; —
f(x), M2 — g(x) jsou na {(a,b) nezdporné a R-integrabilni a tedy podle prvnf ¢asti dikazu (c) je funkce

F =My — f(@)][M2 — g(z)] € R((a,)))

tj.
MMy — M f(x) — Mig(z) + f(z)g(z) € R({a,b))

Odtud
f(@)g(x) = F(z) — My My + My f(x) + Mig(z) € R((a,b))

1
(d) Stali dokdzat, ze za uvedenych predpokladi je funkce = € R({a, b)).
g

Bud ¢ > 0 libovolné. Podle lemmatu 4.11 existuje k ¢islu m?(g)e > 0, kde m(g) = infyc(q) g(x), délent
D eD({a,b)),D:a=29 <21 <...<2y=>tak, ze

S(D,g)—s(D,g) < m*(g)e

Ztejmé na i-tém délicim intervalu plat{

1 1 1 1
mi (=) = M (=)= >0,i=1,....n
' <g> M;(g) ' <g> mitg) Y
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Odtud

1 N oS e (DY e (M w2 S~
s(02)(22) = S () (e - £ -] oo

- Z%(“_“—l) < . Z[Mi(g)_mi(g)]($i—$i_1):

(e) Plyne bezprostiedné z véty 4.4.

Daisledek 4.18

1) Necht funkce f; € R({a,b)), ¢; € R je libovolné konstantni pro i = 1,...,n. Pak

n n b
Zc,fl € R({a, b)) / Zcifi(a:)da:: ci/ fi(z) dz
i=1 =1 i=1 a
2) Necht f € R((a,b)) a f > 0 na (a,b). Pak
b
/ fl@)dz >0
3) Necht f,g € R({a,b)) a f > g na (a,b). Pak
b b
flz)dz < / g(z) dx
4) Necht f € R((a,b)). Pak
b b
fleR@@), |[ s@d|< [ i)

Véta 4.19 PRVNI VETA O STREDNI HODNOTE
Necht f,g € R({(a,b)), g je na (a,b) stile nezdpornd nebo nekladn4,

m= inf f(z), M= sup f(x)
z€(a,b) z€(a,b)

/a ' F)ge) do = u / (@) da

Diikaz: Predpoklddejme g > 0 na (a,b) (opacnd nerovnost — analogicky). Podle pfedpokladi také funkce f - g je
R-integrabilni na (a,b) (véta 4.17). Ziejmé téz plati

/ da:</f dmgM/abg(m)dm (1)

b b
Jestlize / g(z) dx = 0, pak podle pfedpokladi o g nutné g(z) = 0 Vz € (a, b) a tedy / f(x)g(z) dx = 0, takZe tvrzeni

Pak existuje u : m < u < M tak, ze

b
véty plati (u = 1). Pfedpokladejme tedy / g(z) dx # 0. Pak u zvolime takto:
a

) / ' fe)a(e) do
/a (@) da
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a sta¢l dokdzat, Ze toto ¢islo u ma pozadované vlastnosti, coZ plyne z nerovnosti (1) (délime ji integrdlem / x) dx)

a z dosazeni do formule véty. m|

Poznamka 4.20
1) Jestlize funkce f je dokonce spojita na (a,b), pak tvrzeni véty lze za uvedenych predpokladi formulovat takto:

3¢ € (a,b) / flz f(f)/abg(:r)dw

2) Geometricky vyznam (funkce g konstantni, g(z) =1 Vzx € {(a,b)):

b
/ f(@)dz = u(b—a) = F(E)b - a)

tj. plocha vymezend grafem funkce f a osou z na intervalu (a,b) odpovida velikosti plose P obdélnika o strandch
délky (b —a) a u (viz obr. 8).

y=f(x)

Obrazek 8: Geometricky vijznam proni véty o stiedni hodnoté

Véta 4.21

(a) Nechf a,b,ce R: a<b<e, f € R({(a,b)) A feR(b,c)). Pak

f € Ri(a,). /f dw—/f da:+/f

(b) Necht f € R({a,b)). Pak f € R({c,d)) pro kazdy (c,d) C (a,b)
Diikaz:
(a) Bud

D), nulové posloupnost délen{ intervalu (a, b)
D!" nulové posloupnost délen{ intervalu (b, c)

D,, posloupnost délen{ intervalu (a, ¢), pfi¢emz délici body déleni D,, odpovidaji na intervalu {a,b) déleni D!,
a na (b, c) déleni D!. Zfejmé i D,, je nulova posloupnost déleni.
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Odtud
$(Dy, )+ 5(Dy, f) = 8(D, )

a limitnim pfechodem pro n — oo a s vyuzitim véty 4.9

/:f(a:)da:+/;f(a:)dm:/;f(a:)da:

/agf(m)dm+/b£f(a:)da::/agf(m)dm

(b) Podle pfedpokladii a < ¢ < d < b. Pfedpoklddejme navic a < ¢, d < b. Bud

Analogicky

Odtud tvrzeni.

D), nulové posloupnost délen{ intervalu (a, c)
D! nulové posloupnost déleni intervalu (c, d)
D" nulova posloupnost délenf intervalu (d, b)

D,, posloupnost déleni intervalu (a,b), déleni D,, je urceno délicimi body déleni D!, D a D!'. Z¥ejmé i D,, je
nulovd posloupnost délen{ intervalu (a, b). Pak opét plati

(D, f) + (D, f) + s(D', f) = s(Da, f)

a limitnim prechodem

Lﬁ@m+[%@w+éﬂ@w:é%@mzlﬂ@ﬁ

[ﬂ@M+Kﬂmw+£ﬂmw:£ﬂmwzfﬂmw
Odectenim

(/jf(a:)da:—/!f(m)dm)+</cif(a:)dm—/£df(m)da:>+</jf(:r)dm—/:f(m)dm> =0
) % C % C % ’

Protoze z vlastnosti dolntho a horntho R-integralu je kazdy ze sc¢itancu vétsi nebo roven nule, je kazdy z
nich nutné roven nule, tj. f je na vSech tfech uvedenych intervalech R-integrabilni.

Analogicky

O

Poznamka 4.22
Ptirozené z tvrzeni predchozi véty doplnime pravidla pro pocitani s urcitym R-integrilem.
a b b b
/ flz)dz =0 protoze / f(a:)da:+/ f(a:)da::/ flz)dz
a a b a

Proa>b

/baf(ar)da::—/abf(a:)dm protoZe /abf(a:)da:—k/baf(a:)da::/aaf(g;)dg;:()

Véta 4.23 VLASTNOSTI R-INTEGRALU JAKOZTO FUNKCE HORNI MEZE
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(a) Necht f € R({a,b}), potom funkce

:/:f(t)dt

(b) Je-li f spojitd na intervalu (a,b), potom funkce F(x / f(t)dt ma na (a,b) derivaci a plat{ F'(z) = f(x).

je na intervalu (a, b) spojit4.

Poznamka 4.24
Analogické tvrzeni plati i pro

:/:f(t)dt:—/:f(t)dt

(a) Z predpokladii plyne existence ¢isla K > 0: |f(z)| < K Vz € (a,b). Bud o € (a,b) a € > 0 libovolné. Chceme
ukézat, ze existuje d(¢) tak®, ze

Diikaz:

Vo € (zg — 0,20 + 0) C (a,b) : |F(x) — F(zo)| <€

/;f(t)dt—/;of(t)dt = /E:da:

£
K-

Analogicky 1ze dokizat spojitost f v bodé a zprava a v bodé b zleva.

Tedy

|F(2) — F(ao)| = ) de < K = Kl — a0l < K-8

" feydt| <

Ziejmeé staci volit 6 <

(b) Dokazeme, Ze funkce F' je za uvedenych predpokladiu diferenciovatelnd v libovolném vnitfnim bodé intervalu
(a,b). Analogicky by byl veden dikaz existence jednostrannych derivaci v krajnich bodech intervalu (a, b).

Bud z¢ € (a,b) a € > 0 libovolné. Protoze f je spojitd v bodé xo, tedy k ¢islu 5 > 0 existuje § > 0 tak, Ze

Va € (20— 8,20 +9) C (a,0) : |f(2) — F(wo)| < 5

Soucasné pro kazdé z € (zg — J,x9 + 0)\{zo} plati

F(x)—-F
E@) = Pwo) _ fg)| = /f )/ ‘_ /If Flao)|dt| <
T — 20 T — xo T —x |z — 20|
13 13 13
Sdt| = —5 |z —zo| =2
< |$_$0| /102 ‘ 2|x—x0||m o 5 <¢
V limité pro x — xo odtud plyne, Ze F'(xq) existuje a plati F'(zo) = f(xo)-
O
Véta 4.25 O EXISTENCI PRIMITIVNI FUNKCE
Ke kazdé funkci spojité na uzavieném intervalu J existuje na tomto intervalu funkce primitivni.
Diikaz: Zvolme a € J a polozme F(x / f(t)dt. Ostatni z véty 4.23(b). a
Véta 4.26 DRUHA VETA O STREDNI HODNOTE
Je-li f € R({a,b)), g monoténni na (a,b), pak
3 b
3 € (a.b) /f Dde = g(@) [ f@)do+g®) [ fo)do
a 13
Diikaz: PFilis dlouhy, nepfilis vyznamny. Viz [1, 4]. a

3Z4pis d(¢) znamend: § je zavislé pravé na e
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4.3 Metody vypoctu

Véta 4.27 METODA ,,PER PARTES’’ PRO URCITY INTEGRAL
Necht funkce u,v maji na intervalu (a,b) spojité prvni derivace. Pak

b b
/ u' (z)v(z) de = [u(z)v(z)]} — / u(z)v' (z)dx

kde [u(z)v(z)]% = u(b)v(b) — u(a)v(a).
Diikaz: Z¥ejmé (z vty 4.17(ac) a 4.12(b)) funkce u, v, u’, v',v'v,uv’, . .., (u+v) jsou R-integrabilni na (a, b). Dokonce
funkce wv je na (a, by primitivni k funkci u'v + uv'. Podle véty 4.17(a) a 4.10

b b b
/ u'(z)v(z) do + / uw(z)v' (z) de = / u' (z)v(z) + u(z)v'(z) de = u(b)v(b) — u(a)v(a)

Odtud

Véta 4.28 O SUBSTITUCI V URCITEM INTEGRALU
Necht funkce ¢ mé na intervalu («, 8) spojitou prvni derivaci a necht pro kazdé t € («, 3) je A < p(t) < B, funkce
f bud spojitd na (A, B). Pak

»(B) g
| twde= [ sl @ a
v(a) o
Diikaz: Polozme .
F(z) = /A f(u)du

Pak F' m4 na intervalu (A, B) derivaci a je primitivn{ k f. ProtoZe i ¢ mé na («, 8) derivaci a Vt € (a, 8) : ¢(t) € (A, B)
tedy i funkce F[p(t)] ma na («, 3) derivaci.

{Fle®l} = fle®)]¢' (t)
tedy Flp(t)] je na {«, 3) spojita a primitivnil k f[p(¢)]¢' (¢). Pfitom flo(t)]¢'(t) € R({a, 8)) a tedy podle véty 4.10

8 »(B) o(a) »(B)
| ool =(Fo @l == [T fwdu- [T fwdn= [ @y

A A (o)

4.4 Aplikace

Geometrické aplikace Tabulka 1 shrnuje geometrické aplikace urcitého integralu. Uvedené vzorce lze pritom uZit
za predpokladu spojitosti funkei f, u, ¥, ¢ a o.

Metody odvozeni
1. Obsah rovinného obrazce

(a) Odpovidé konstrukci Riemannova integralu.
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kartézska soustava souradnic polarni s. s.
(a) (b) (c)
= c o= () -
K:y=f(z), z €{a,b) K: y = (1), z € (a,f) K:o=o(p), v €(a,p)
’ s ’ 1 7 2
1 P= [ fa)ds P= [ v P=3 [ e
b &) B
)| L= [VitFP@e | 1= [ ViErhreoa | L= [ Ve TR
b
3) V= / u(z) dx — —
b g B
Vy = 71'/ f?(x) dz Vy = 71'/ V2(t) + 2 (t) dt V, = %7‘(’/ 03 () sin p dyp
b 8 B
4) | 5= 27?/ f@) 1+ f2(x)de | S= 27?/ YOV PR + () dt | S = 27?/ () sin o/ 02(¢p) + 0'%(v) dip

(b)

Tabulka 1: Geometrické aplikace urcitého integrdlu

Pro parametricky zadanou kiivku K
K:z = o)
- ¢(t)7 t € <Oé, ﬂ)
B
= [ v

Z p¥ipadného piedpokladu ¢’ # 0 na {«, 3) je bud ¢ > 0 nebo ¢ < 0 na («, 8). ¢ je tedy na {(«, 3) ryze
monoténnf{, takZe k nf existuje na tomto intervalu funkce inverzn{ 1. Tedy funkce [ ! (z)] je definovana
na (a,b) a a = (a), b = p(B) pro ¢' > 0, resp. a = ¢(B), b = p(a) pro ¢' < 0. Dosadime tedy tuto funkci
do vzorce la a podle véty o substituci:

b T = (t) 3
P= [l @de | do=pOdt | = [ voe 0
a a—>a, b—p o

Pro kiivku K : ¢ = 0(p), = € (@, 8) v polarni soustavé soufadnic plati

1P,
P = B} 0 (p)dyp
«
Méme délen{ intervalu {(«, 8) s délicimi body

a=pyp<p1 <...<p,=p

Pak v i-tém délicim intervalu je obsah kruhové vysece roven 1/20%(&)(pi — ¢i—1) (viz obrézek 9) a tedy

pro cely obsah plat{
"1 1,
Pr ;:1 502(&)(%’ —pi1)=o0 <DnaEn7 50 >

Za predpokladu R-integrability funkce 1/20? a pfi limité v {D,} nulové dostavdme pfislusny vzorec.
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Obrazek 9: Odvozeni obsahu obrazce, omezeného funkci v poldrni s.s.

2. Délka rovinné krivky

(a) Pro funkci f v kartézské soustavé soufadnic plati

b
L= / V14 f2(x) dz
a
Pritom délka kfivky v i-tém délicim intervalu je (viz obrazek 10)

l; = \/(l“z —xi_1)? +£f($i) — f(@i1))® = V14 f2(&) (xi — 21)

v

P2 (w1 1)?

Obrazek 10: K odvozeni délky rovinné kiivky
a tedy

L~ le = Z vV 1+ f’2(§z)($z — «Ti—l) =0 (Dn,En, V 1+ f’2)
i=1 i=1

Opét pro {D,} nulovou a n — oo dostdvame p¥islusny vzorec

(b) Délka parametricky zadané kfivky se odvodi analogicky jako pfedchozi pfipad, uvedeme tedy pouze rozsiteni
vzorce pro vypocet délky parametrické kiivky ve 3-rozmérném prostoru (odvozeni je rovnéz analogické jako
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pro zdkladni vzorec)
K: z = o)

I5)
_— L= / VW) + 020 + >R (D) dt
z = w(t), te(a,p)

(¢) Kfivku K lze transformovat z polarni soustavy soufadnic do kartézské:

= o(p)cosy

K: o=olp), p€la,pf) = o(p)sing, ¢ € (a,B)

Dosazenim do vzorce pro pfedchozi pfipad (2b) dostdvame po troSe poéitani p¥islusny vzorec.

3. Objem télesa

N4

e pomoci priénych fezi

(a) Objem télesa aproximujeme (viz obrazek 11)
n
Vi ZU(&)(% = @i-1) =0 (Dn,Zp, u)
i=1
Diky spojitosti funkce u na (a,b) je u na tomto intervalu R-integrabilni a tedy

b
U(Dn,En,U)—)/ u(z) dz

Obrazek 11: Odvozeni objemu télesa pomoct pricnijch Tezi

e vzniklého rotaci

(a) Plocha fezu v i-tém délicim intervalu je (viz obréazek 12)

u(z) =7fi(zx) = Vx:/abu(w)dw:ﬂ'/abe(w)dw

(b) Za pfedpokladu, Zze ¢’ je bud kladnd nebo zdpornéd v celém intervalu («, 8), miZeme opét pfechodem
k funkci ¢~! a pouzitim véty o substituci v integrélu z (3a) odvodit p¥islusny vzorec.
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y=f(x)

ﬂ\ f(g)

X

Obrazek 12: Odvozent objemu rotacniho télesa

(¢) K odvozeni lze pouZit napiiklad vzorec pro vypocet objemu kulového vrchliku:

27 R?
=—"—"nh
v 3 3

Pomoci zjemnovani vrchliki pak dostavame prislusny vzorec.
4. Plocha plasté rotaéniho télesa

(a) Plochu aproximujeme

Swdom [l —wim)? + () — [@in) (f(@) + f@io)) = 0 (Dn Zm/TH [22f)

(F'(E6) (@i—i 1))

pricemz uvedend rovnost plati z 2.véty o stfedni hodnoté. Z tohoto vztahu se jiz odvodi prislusny vzorec.

(b) Odvozeni se provede opét transformaci na piipad (4a), za pfedpokladu ryz{ monoténnosti a definovanosti
funkce ¢.

(¢) Odvozeni ponechdvdme ¢tendfi k procvicent

Fyzikdlni aplikace UvaZujme mnoZinu n hmotnych bodi, kazdy bod i je charakterizovin svoji polohou [z;,y;]
a hmotnosti m;. Dale ozna¢me

n n
H=>m S = > my
i=1 i=1
n
Sy = Z m;x;
i=1

v

Sy S
T=|22 =22
(#7)
Daéle pro mnoZinu bodi, kterd je grafem funkce f, zavddime funkci ,hustoty” s — hodnota s(z) uddvd hmotnost bodu

[z, f(@)].
Fyzikalni aplikace urc¢itého integralu shrnuje tabulka 2.
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kartézska soustava souradnic

polarni s. s.

(a)

(b)

(©)

K:y= f(x), z € (a,b), s(x)

= ¢t
Ty o= @), 2 € (B, s(z)

K:o=o0(p), x € (a,B), s(z)

b
H:/ s(x)\/1+ f?(z) dx
b
Sz :/ s(x)f(z)\/1+ f%(z)dx

b
Sy :/ s(z)z\/1+ f?(z)dz

B
H =/ s(t)\/#"2(t) + ¢ (1) dt

3
H=/ s(p)V % (p) + 02 (v) dp

A
Sz=§ 0° () sinp dyp
«
17,
Sy=3[ ¢ (p) cospdyp

Tabulka 2: Fyzikdlni aplikace urcitého integrdlu

31
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Metody odvozeni
1. Tézisté rovinné kiivky
(a) Necht D je délenf intervalu (a, b). Hmotnost pak aproximujeme

S(fz)m(ﬂfz —Ti1)=0 (Dn, En, sm)

1

H ~

n
1=

Za predpokladu spojitosti f' a s a pii D,, nulové dostavame vzorec pro vypocet hmotnosti rovinné kfivky.
Podobné odvodime i vzorce pro vypocet Sy, Sy:

n

Se Y (€S (E)VT+ I7(&) (wi — 2i1) =0 (Do, Za, sFV/1+ 17)

i=1

Sy~ Y s(E)&VI+ 2(&) (i —mia) =0 (Dn, En, sTy/1+ f'2)
i=1

v

Sy S
T=(2 =%
(%)

Odvozeni pro pfipad (b) a (c) se provede jiz analogicky s odvozenim pro geometrické aplikace.
2. Tézisté rovinného obrazce

(a) Pro mnozinu bodi rovinného obrazce, ohrani¢eného na intervalu (a,b) osou z a grafem funkce f, zfejmé
plati (viz obrézek 13):

H(D) = o(D,=,sf) S.(D)

7(D,%, 355

&
S
[

Je-li nyni {D,,} nulova posloupnost déleni, a opét za pfedpokladu spojitosti s, f, dostdvame piislusny vzorec.

I
12f R

Obrazek 13: Odvozeni polohy téZisté rovinného obrazce

Odvozen{ vzorci pro piipad (b) a (c¢) ponechdvame na zvidavém ¢tenafi.
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4.5 Nevlastni Riemanniv integral
Definice 4.29

(a) Necht f je definovana na intervalu (a, 0o) (resp. (—oo, b)) a R-integrabilni na kazdém intervalu (a, ¢) (resp. {(c, b)).
Jestlize existuje vlastni limita

c b
lim f(z)dz (resp. Lir}l flz)dz)

fikdme, Ze existuje nevlastni integrdl 1. druhu funkce f na intervalu {(a,o0) (resp. (—o0,b)) a oznalujeme jej
00 b
/ f(z)dz (resp. / f(z)dz)
a — 00

(b) Necht f je funkce definovand v néjaké podmnoZiné mnoziny R a takovd, Ze pro kazdé okoli o*(zo) (zdpisem
0*(zo) rozumime o(xo)\{zo}) bodu zo (resp. pro pravé nebo levé okoli 0**(xg),0*  (zo) bodu xg) je funkce
f v o*(zo) NDomf (resp. 0*F(x¢) N Domf, 0*~(z9) N Domf) neohrani¢end. Potom ¥kdme, %e f m4 v bodé o
singularitu (z¢ je singuldrni bod funkce f).

Necht nyni f je definované na intervalu (a,b) (resp. (a,b)), pficemz bod a (resp. b) je singuldrnim bodem funkce
f, a necht f je R-integrabilnf na kazdém intervalu (c,b) C (a,b) (resp. {a,c) C {(a,b)). Jestlize existuje vlastni
limita

b c
lim / f(z)dz (resp. lim f(z)dz)

¢ c—b~

c—a*t a

fikdme, ze funkce f ma na intervalu (a,b) nevlastni integrdl 2. druhu a oznalujeme jej

/abf(a:) dz

Priklad 4.6

1)

< dx I b dx lim [arctan 2]’ 7r
= um = um |arctanxr|y, = —
o 1422 oo fy 1422 oo 07 2

limy_, o0 [In 7])% diverguje, A =1

o0 dl’ . b d.’If 1—X
— = lim — = . 1-21b U’—, A>1
w TN b0 f, TH limy_, oo [Il_)\] — T—x
a diverguje, A <1

Véta 4.30 CAUCHYHO, CAUCHY-BOLZANOVA

b [}
(a) Integral / f(z)dz (resp. / f(z) dz) konverguje, pravé kdyz ke kazdému € > 0 existuje ¢ < b (resp. ¢ > a)

/:2 f(z)dx

b
(b) Je-li a (resp. b) singuldrnim bodem funkce f, pak / f(x) dx konverguje, pravé kdyz ke kazdému € > 0 existuje

/:2 f(z)dz

tak, ze pro kazdé ¢, o < ¢ (resp. c¢1,c2 > ¢) plati <e.

§ > 0 tak, ze pro kazdé c1,co € of (a) (resp. c1,c2 € 0 (a)) plati <e.
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Véta 4.31 NUTNA PODMINKA KONVERGENCE

(oo}
Jestlize integral / f(z) dz konverguje a existuje lim,_,~ f(z) = ¢, pak ¢ = 0.
Diikaz: Sporem: plgedpoklédejme, Ze ¢ # 0,napft. ¢ > 0. Bud k € (0,c). Pak existuje zo > a tak, ze f(z) > k Vz > xq
(viz obréazek 14).

k y=F()

Obrazek 14: K dikazu nutné podminky konvergence

Bud e > 0 libovolné, pak existuji z,y > zg, y > z tak, Ze k(y — x) > ¢, tedy

/zyf(:r)d:r /:k:da:

o0
coz je spor s pfedpokladem konvergence / f(z)dz. O
a

> =k(y—=z)>c¢

Poznamka 4.32
Diikaz véty 4.30 plyne bezprostiedné z Cauchyho (Cauchy-Bolzanova) kritéria existence limity funkce f v bodé
Zo-

Véta 4.33 SROVNAVACI KRITERIUM

g(x) dz konverguje a na intervalu (a,o0) plati |f(z)| < g(x). Pak / f(x) dz konverguje.

g(z) dz diverguje (k +00) a na intervalu {(a, c0) plati f(z) < g(z). Pak / f(z)dz diverguje.

(b) e / g(z) dx konverguje a na intervalu (a,b) plati |f(z)| < g(z), pficemz v bodé b ma f singularitu. Pak
b
/f(:n) dz konverguje.
a
b
. / g(z) dz diverguje (k +00) a na intervalu (a, b) plati f(z) < g(z), pficemz v bodé b mé f singularitu. Pak
a
o0
/ f(z) dz diverguje.
a
Diikaz:

(a) Necht / g(z) dx konverguje. Protoze |f| < g, plati

/ff(m)dms/amg(mdx:c

a tedy i / f(z) dz konverguje.
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(b) Analogicky.

Poznamka 4.34

b—e
1) UvaZujme f(x)dz, kde b je singuldrni bod funkce f. Pro ¢ — 0 dostdvdme nevlastn{ integral 2. druhu:
a

/ f(z) dz. Nésledujici substituci v uvazovaném integralu

b—e 1 1
r=b— + E 1\ 1
/a f(ZE) dCE d.’L’ — ?—gtt ‘ = /; f <b— z) t—zdt

a opét pro ¢ — 0 dostdvame naopak nevlastni integrdl 1. druhu. To znamend, ze mtuzeme libovolné pfejit od
nevlastniho integralu 1. druhu k integralu 2. druhu a zpét, takze vSechna tvrzeni plati pro oba druhy nevlastniho
integralu.

2) Ve spojeni s pfikladem 4.6 vede véta 4.33 ke konkrétnim srovndvacim kritérifm.

Véta 4.35 DIRICHLETOVO-ABELOVO KRITERIUM

(a) Funkce f necht je spojitd na (a,c0) a ma na tomto intervalu omezenou primitivn{ funkci. Funkce g nechf je na
intervalu (a, c0) definovand a nerostouci, necht lim,_.g(z) =0 a g’ je na (a,0) spojita. Pak

/ f(x)g(z) dz konverguje

(b) Analogicky pro integrél 2. druhu.

Diikaz: Bud'te ¢1,ca € (a,00), ¢1 < ¢z libovolné. Plat{
u = u=F
[ e )

v=g v =g
Protoze F' je omezend, existuje K > 0 : |F(z)] < K Vz € (a,00) a protoZe g je nerostouci a ¢ — 0 pro  — oo, je
g(z) > 0 a ¢g'(x) <0 na ndjakém intervalu (a’, 00). Tedy

= F@e@l - [ Fag @) s

C1

/ Y @@ de = [Fle)g()) - / " Fo)g @) de < Klgles) —gle)] + K [ —g'@)de <

< Klg(ea) — gler)] + [gler) — g(e2)] < 2Kg(er)
Odtud: Ve > 0 dc tak, ze pro Vey, co > c, g(c) < 5% plati:

x)dz

K- =
< oK g,

tedy podle Chauchy — Bolzanova kritéria pfl’sluény integral konverguje. m|

4.6 Doplnék
Newtontv integral

Definice 4.36
Urcity integral lze zavést s pouzitim znalosti primitivn{ funkce a Newton-Leibnizovy formule takto:

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a)

Takto ziskany integral se nazyva Newtondv, mnozinu vSech funkci, které maji na intervalu (a,b) Newtoniv integral

znalime N ({(a, b)).
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Poznamka 4.37
Neplat{ R({a, b)) C N ({a,b)) ani N'({a,b)) C R({a,b)).
Diikaz:

1. sgn z € R((a, b))\N ((a, b))
2.

R i ((CEDICIERY

Riemann-Stierjeniv integral

Definice 4.38
Zavedeme nasledujici rozsiteni R-integralu na R-Stierjeniv integrdl: Necht f, « jsou funkce, pro R-integral jsme

zavedli integralni sumu
n

o(D,E, f) =Y f(&) (i — i)

i=1

pro RS-integral zavedeme tuto sumu takto:

7‘—‘7f7 ngl —Oé(.’L'l 1))

/a ' flx) dae)

mnozinu v8ech RS-integrabilnich funkef na intervalu (a, b) znacime RS({a, b)).

a takto ziskany integral zapisujeme

Pro tento integral plati analogickd tvrzeni jako pro R-integral a navic napft:

Tvrzeni 4.1
Je-li f e R((a,b)) aa' € R({a,b)), pak f € RS({a,b)) a plati

/f ) da(e /f

Tedy funkce f a @ mohou byt napiiklad spojité.

Tvrzeni 4.2
Necht funkce f je spojitd na (a,b), funkce a,a’ nechf jsou na tomto intervalu po ¢astech spojité. Pak integral

/ f(z) da(x) existuje a oznacime-li body nespojitosti funkei a,a': a = & < & < ... < &, = b a skoky funkce a:
a

s = lim a(z) — lim a(z) k=1,...,p—1
m—>£,:r &,
so = lim —a(a)
z—at
sp = a(b)— lim
r—b—

pak

/ab /f dx+2ffk
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5 Nekonec¢né rady

5.1 Uvod

Definice 5.1
Bud {a,}22, posloupnost reilnych ¢isel. Definujeme posloupnost

S1 = a
S2 = 81+ a»
Sp = Sp—1Ttan

Tato posloupnost {s,}5°, se nazyva posloupnost cistecngch soucti Fady Z Q-

n=1
Pokud lim,,_, Sy,

[ee]
e je kone¢n4 a rovna s, fikime, ze Y a, konverguje a jejim soultem je s.
n=1

o0
e je rovna *oo, fikdme, ze Y a, wréité diverguje k +oo.
n=1

o0
e neexistuje, fikdme, 7e Y. a, diverguje.

n=1
o0
Posledni dva piipady Casto nerozliSujeme a fikdme pouze, ze . a, diverguje.
n=1

Priklad 5.1

1) Geometricka fada:

Zaq”*1:a+aq+aq2+...

Pro jeji posloupnost ¢astecnych souctii plati

n—1
o= U0 ), l #1
g—1
nsoo verguJe pro gl > 1

2) Harmonick4 fada:

1 1
Z _1+ Fot o+
3 n

V této posloupnosti vybereme podposloupnost

s1 = 1
1

Sy = 1+§

sS4 = 1+1+1+1>1+1+1:1+2
2 3 4 2 2 2

S W U U DS U U N BT
2 3 4 5 6 7 8 2 8

3
—1+2
+2

37
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’ n
San > 1+§

existuje shora neohrani¢end podposloupnost {sa= }, tudiz

o0
Tedy v posloupnosti {s,} ¢asteénych souéti fady > %
n=1

oo
{sn} neni konvergentni. Dokonce lze dokdzat, 7e lim,, % =00, tj. Y. % = 00.
n=1

3) Oscilujici Grandiho fada:

o0
D=t =1-1+1-1+...
n=1
Jeji ¢astecné soucty jsou
S2n—1
Son = 0

Tedy lim,, - S, neexistuje.

Véta 5.2 NUTNA PODMINKA KONVERGENCE

o0
Jestlize Y a, konverguje, pak lim,_o a, = 0.
n=1

o0
Diikaz: Predpoklddejme, ze > a, = s, tedy lim,,_, o s, = s. ProtoZe a,, = s,, — s,,—1, plati
n=1

lim a, = lim (s, — s;,—1) = lim s, — lim s, =s—s=0
n— 00

n— 00 n— 00 n— 00
O
Véta 5.3 CAUCHY-BOLZANOVA PODMINKA KONVERGENCE
- o0
Rada Y a, konverguje <= Ve > 03ngVn >ng, m € N: |apt1 + Gnyo + ..o+ Gppm| < €
n=1
Diikaz: Y a, konverguje <= {s,} konverguje <= {s,} je cauchyovskd <= Ve > 0 Ing Vn > ng, m € N :
[s$n — Sp+m| < € — odtud tvrzeni. m|

Véta 5.4 O INVARIANCI CHARAKTERU RADY

Konvergence nebo divergence fady i a,, se nezméni, jestlize koneény pocet jejich ¢lenti vynechdme, zménime nebo
pridame. "
Diikaz: Necht se fady > an, > by, lis{ pouze v kone¢ném poctu ¢lent, tj. Ing € N : a, = b, Vn > ng.
Oznacme dale
sn — posloupnost ¢dsteénych soucta fady > ay
s!. — posloupnost ¢aste¢nych soucti fady > by

AT = Spy — Sy,

Pak pro kazdé n > ng plati

Sy = Sny Fbnott o F by = (5, —Sn) +Sng FUngs1 + - Fan =7+ 5,

Pokud > a, konverguje = existuje lim, ;o S, = existuje lim, ,« s, = > b, konverguje. Naopak, pokud > a,
diverguje = limy_, o0 S, = £00 nebo neexistuje = lim,_, s, = 00 nebo neexistuje = > b,, diverguje. |
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Definice 5.5
Je-li Y a, fada, pak fadu
n=1

00
R, = Zan—i-k =apt1 +apy2 + ...
k=1

nazveme zbytkem tady Y a, po n-tém ¢lenu (n-ty zbytek).

Véta 5.6 O VLASTNOSTECH ZBYTKU R,

[ee]
Konverguje-li )" ap, pak konverguje i kazdy jeji zbytek a plati

n=1

lim R, =0

n—o0

oo o0
Konverguje-li alesponi jeden zbytek fady Y a,, pak konvergujei Y. a,.

n=1 n=1
Diikaz: Pokud Y a, konverguje, pak kazdy jeji zbytek konverguje podle véty 5.4 (vynechdvame konelny pocet
Clenil) a
lim R, = lim (s —sp)=s— lim s, =s—s=0
n—00 n—00 n—00

Druhd implikace vyplyva rovnéz z véty 5.4. O
Véta 5.7 PRAVIDLA PRO POCITANI $ KONVERGENTNIMI RADAMI

(a) Necht k € R, k # 0. Pak fady Y ap,
n=1

k - a, bud obé konverguji nebo obé diverguji a v piipadé konvergence
= n=1

plati
o0 (oo}
> ko =k 0,
n=1 n=1
(b) Pokud fady > an, > b, konverguji, pak konverguje i fada Y (a, + b,) a plati
n=1 n=1 n=1
Z(an—kbn) = Zan+2bn
n=1 n=1 n=1

(oo}
(c) (AsociATivN ZAKON) Nechf fada Y a, konverguje a {nj}5° je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel takova,
n=1

[ee]
ze ng = 0. Ozna¢me by = an,_,+1 + ...+ an,. Pak fada ) by konverguje a plati
k=1

0 o
D b= an
k=1 n=1

Diikaz:
(a) Oznalme

{sn} — posloupnost ¢aste¢nych souctd > a,
{sl,} — posloupnost ¢astecnych soucti > k- ay,
Tedy s!, = k-a; +...+k-a, = k(a; + ...+ a,) = k- s,. Rada _ a, konverguje = lim,, ., 5, je kone¢na

= lim, o k- 8y, je konecnd = posloupnost {k-s,} konverguje = fada > _ k-a,, konverguje. Pro piipad divergence
se tvrzeni dokize analogicky.
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(b) Oznatme
{sn} — posloupnost ¢aste¢nych soucti > a,
{sl,} — posloupnost ¢astecnych soucti > by,

{s:} — posloupnost ¢dsteénych souéti > (an + by,)

Pak
sr=(a1+b1)+...4+(an+by)=(a1+...+ap)+ (b1 +...+by) = s, + 5,

Z predpokladu konvergence navic plati

. * . 12 _ . . o !
lim s; = lim (s, +s;,) = lim s, + lim s, =s+s
n—o0 n—o0 n—o0 n—o0

(¢) Oznatme
{sn} — posloupnost ¢aste¢nych soucti > ay,
{s}.} — posloupnost ¢astecnych soucti ) by
Ezl +...+an1—+-£1n1+1—|—...—|—an21+...+ank_1+1+...+an,c

~~ ~~

b1 b2 by

Ziejmé {s}.} je podposloupnost {sy}, tvrzeni pak plyne z véty o vlastnostech vybrané posloupnosti.

Poznamka 5.8
Tvrzeni véty 5.7(c) nelze obratit: viz divergentni Grandiho fada a konvergentni fada

1-1)+1-1)+1—1)+...
0

Definice 5.9

[ee]
Rada Y a, takovd, ze Vn € N a,, > 0 (resp. a,, > 0) se nazyva Fada s nezdporngymi (resp. kladnymi) éleny.
n=1

Véta 5.10 O VLASTNOSTECH RAD S NEZAPORNYMI CLENY

Kazda fada s nezdpornymi ¢leny bud konverguje, nebo uréité diverguje k +oo.

Rada s nezdpornymi ¢leny konverguje, pravé kdyz posloupnost jejich ¢4steénych souétil je ohrani¢en4.

Diikaz: Pro fadu s nezdpornymi ¢leny je posloupnost jejich ¢dsteénych souéti {s,} neklesajici a Vn € N s, > 0.
Proto lim,,_, s, = +00 nebo lim,, , s, = s, s € R. O

Véta 5.11 KRITERIA KONVERGENCE RAD S NEZAPORNYMI CLENY

1. (PRVNI SROVNAVACI KRITERIUM)
o0 oo
Necht > ayn, > b, jsou Fady s nezdpornymi ¢leny a necht a, < b, ¥n € N. Pak plat{

n=1 n=1

oo oo
Z b, konverguje — Z a, konverguje

n=1 n=1

Z an diverguje — Z b, diverguje

n=1 n=1
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2. (DRUHE SROVNAVACI KRITERIUM)

o0 [ee]
Necht > ay,, > b, jsou fady s kladnymi ¢leny a

n=1 n=1

Ant1 _ bpt1

A4 N
o b, n e

Pak plat{

o0 o0
Z b, konverguje — Z a, konverguje

n=1 n=1

Z a, diverguje — Z b, diverguje

n=1 n=1
3. (LIMITNI SROVNAVACI KRITERIUM)

o0 oo
Necht > ayn, > b, jsou fady s kladnymi ¢leny a nechf existuje limita
n=1 n=1

lim 2 =L, LeRUJ{—00,00}

n—oo by,

Pak plat{

oo o0
L <ocoA Z b, konverguje — Z a, konverguje

n=1 n=1

o0 o0
L>0A Z b, diverguje — Z a, diverguje
n=1

n=1
o0
4. Necht > a, je fada s nezdpornymi Cleny.
n=1

e (ODMOCNINOVE — CAUCHYOVO KRITERIUM)
oo
Ya, <g<1l YneN — Z a, konverguje
n=1

Ya, >1 YneN — Z a, diverguje

n=1

e (LIMITNI ODMOCNINOVE — CAUCHYOVO KRITERIUM)
Necht existuje limita

[ee]
<1 pak > a, konverguje

n=1

(oo}
lim /a, =1L >1 pak > a, diverguje
n—o00 n—1

o)
=1 pak Y a, miZe konvergovat i divergovat
n=1

o0
5. Necht 3" a, je fada s kladnymi ¢leny.

n=1



5 NEKONECNE RADY 42

e (PODILOVE — D’ALEMBERTOVO KRITERIUM)

o0
M§q<1 VneN — Zan konverguje

a
n n=1

an+1
Gn

>1 YneN — Z a, diverguje

n=1

e (LIMITNI PODILOVE — D’ALEMBERTOVO KRITERIUM)

<1 pak > a, konverguje

n=1
. an+1 oS . .
lim =1L >1 pak > a, diverguje

o]
1 pak Y a, miZe konvergovat i divergovat
n=1

6. Necht 3" a, je fada s kladnymi ¢leny.
n=1

¢ (RAABOVO KRITERIUM)

>qg>1 YneN — Z an konverguje

n=1

3
//~
—_
|
‘@
Q|3
S |+
N——
\Y

o0
n(l—M><l VneN — Zandiverguje

n=1

o0
<1 pak > a, konverguje
n=1

lim n (1 - an+1> =L >1 pak > a, diverguje
n=1

o0
=1 pak Y a, muZe konvergovat i divergovat
n=1

7. (INTEGRALNI — CAUCHY-MACLAURINOVO KRITERIUM)
o0
Necht > a, je fada s nezdpornymi ¢leny a necht existuje nerostouci funkce f : (1,00) — (0, 00), pro kterou

n=1
plati a,, = f(n) Vn € N. Pak

o0 [oe]
Z a, konverguje <— / f(z) dx konverguje
1

n=1
Diikaz:
1. Oznacme
{sn} — posloupnost ¢asteénych soucta »_ a,
{sl,} — posloupnost ¢astecnych soucti > by,

7 predpokladu a, < b, Yn € N mame

Sp=a1+...4+a, <by+...+b, =5, VneN

. V5.10 . e . . V5.10
Pokud Y b, konverguje = {s],} je ohrani¢end = {s,} je ohraniend ==

18

a, konverguje.

n=1

. . V5.10 . e . o, V510 X . .
Pokud Y a,, diverguje = {s] } neni shora ohraniend = {s,} neni shora ohrani¢end = 3 b,, diverguje.

n=1
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2.

4.

Z predpokladia

a a b a b
0< =<2, 0<—=<32, ., 0<—"—< "
ay by a2 by Apn—1 bn1
Nasobenim a upravou
aq az Gp
A2 >
1 2 bn
e b
a ) a
2< X tJ.ang—lbn Vn € N
1 1 b1

Podle véty 5.7(a) mé fada %:1 stejny charakter jako > by, takze z posledni uvedené nerovnosti, na kterou
aplikujeme 1. srovnavaci kritérium, plyne tvrzeni.

Necht L < oo. Pak Ve > 03ng Vn > no : L —e < §= < L + ¢ (z definice limity). Tedy a, < (L +¢)b, ¥n > no.
Zbytek se dokdze analogicky s dikazem predchozi ¢4sti a s pouZitim véty 5.4 (vynechdvame prvnich ng—1 ¢lent).
Bud L > 0 (vlastni nebo nevlastni), € > 0 libovolné takové, ze L —e > 0. Pak 3ng Vn > ng : L —e < §= < L +¢,
tedy a, > (L —€)by, Yn > ng. Pokud ) b, diverguje, diverguje dle véty 5.7(a) a 1. srovndvaciho kritéria i > ay,.

e 7 piedpokladi: {/a, < g, tedy a, < ¢" — vyraz na pravé strané nerovnosti je vyjddfenim n-tého clenu
geometrické fady, kterd je konvergentni, takze podle 1. srovnavaciho kritéria konverguje i Y ay,.
Necht /a, > 1, tj. a, > 1Vn € N a tedy podle véty 5.2 fada ) a, diverguje.

e Necht L < 1, > 0 takové, ze L +¢ < 1. Pak dng Vn > ng : L — ¢ < /a, < L+ ¢ = q < 1, tvrzenf pak
plyne z odmocninového kritéria a véty 5.4.
Necht L > 1,e > 0 takové, Ze L —e > 1. Pak dng Vn > ng : L — ¢ < {/a, < L +¢, tedy a,, > 1Vn € N
a dle véty 5.2 fada diverguje.

o Intl <g—4

Qn
fady (podle pfedpokladu s kvocientem ¢ < 1), takze podle 2. srovnavactho kritéria konvergujei Y ay,.

Dt > 1= apy1 > ap = {an} je neklesajici = lim, o, a, # 0 a podle véty 5.2 fada > a, diverguje.

an

tj. vyraz na pravé strané nerovnosti udava podil dvou po sobé jdoucich cleni geometrické

no)

e Necht L < 1,6 > 0 takové, 7e L+¢ < 1. Pak Ing Vn > ng : L —e < ®* < L+ = ¢ < 1, tvrzenf pak
plyne z podilového kritéria a véty 5.4.
Necht L > 1, > 0 takové, ze L —e > 1. Pak Ing Vn > ng : L—e < 2% < L4 = ¢ < 1, tedy
a"“ > 1Vn > ny, zbytek se dokdze analogicky s dikazem pro nelimitni podﬂove kritérium.

e Z piedpokladii plyne, ze Ing Vn > ng :n(l—*2) > ¢>1,¢=1+7,7>0. Tj. n(1 — “2£) > 1 47, tedy
n(a, — ant1) > (L +r)a, Yn > ng. Odtud (n — 1) —Napy1 > T ay Yn > ng. Plati tedy

ng+1 1o Gng+1 — (Mo + 1)ang 42 > Tapg+1
no+2 : (no+1)apn,42 — (No+2)any+3 > Tapgt2
n—1 (n—2)ap—1 — (n —a, > ra,_
n : (n—1)a, — nanpy > rap
> : 10 Apg+1 — M Apt1 > r(apgt+1 + apgr2+ ..o+ an) = 7(sp — Sny)

Tedy r(sn—8ny) < N0 Gngt1 =N Ang1 < Mo Angi1, 6 Sp < Spp + 72 ane11 = K, tedy {s,} je shora ohranicend
a tedy podle véty 5.10 konvergentni.
V pifpadé, ze n(1 — #2%) < 1, pak

—

An+1 n—1

1
a £
ntl S — — _— 2 = n

an n Qnp n

1-—

‘)—‘

n—1

Protoze fada ) L je divergentni (viz p¥iklad 5.1(2)), tvrzeni plyne z 2. srovnavactho kritéria.
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e Necht L > 1,e > 0 takové, 7e L —e > 1. Pak Ing Vn > ng : n(1 — “"“) > L —¢=q>1 a tvrzen{ plyne
z dikazu nelimitniho Raabova kritéria.
Nechf L < 1,6 > 0 takové, ze L+ < 1. Pak 3ng Vn > ng : L —¢ < n(l — “22) < L + ¢, tedy
n(l — %) < 1Vn > ng, zbytek se dokdze analogicky jako pro nelimitn{ Raabovo kritérium.

7. 7 predpoklada plyne, Ze konstruovana funkce je R-integrabilni, nebot je monoténni. Oznacme

In :/ f(z)de
1
Necht i € N, na intervalu (i, + 1) plati
Fi+1) = aier < f(@) < 1) = ati)

/i+1f(i+1)dw < /i+1f(:v) dr < /Mf(i) da

i1 it+1
/ fl+1)de = a1, / f@)dz = a;

a tedy z predchozi nerovnosti plati

Integraci

pricemz

i+1
iyl S/ flz)de < a;

Plati tedy

ay < /zf(:r)d:r < o
13

@ < /f(w)dw < a
2

a, < /n fl)de < apn—
n—1

Se¢tenim dostavame .
sp—ar < / fx)dr < s,
1

Nyni musi nastat jedna z moznosti:

(oo}
. / f(z) dz konverguje, pak existuje kone¢nd lim,_, Jy, tedy {s,} je shora ohrani¢end a konverguje podle

1
véty 5.10.
. / f(z)dz diverguje, tedy lim,, o, J, = 00, tedy {s,,} neni shora ohrani¢end a diverguje podle véty 5.10.
1

O

5.2 Absolutné a relativné konvergentni ¢iselné rady, nasobeni rad

Véta 5.12
Pokud konverguje Z |an|, pak konverguje i Z ap.-

Dikaz: Y ay, konverguje = Ve > 0 dng Vn > no, m € N : |apt1| + .-+ + |@ntm| < € (viz Cauchy-Bolzanova
podminka — véta 5.3).
Potom pro kazdé n > ng, m € N plati

|ant1 + - F anem| < lapgi] + .o+ |anem] <€

a tedy podle Cauchy-Bolzanovy podminky > a, konverguje. a
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Definice 5.13

o0 &) &)
Rekneme, ze > a, konverguje absolutné, jestlize > a,, konverguje a > |a,| konverguje.
n=1 n=1 n=1

o] (oo} (oo}
Rekneme, ze Y a, konverguje relativné, jestlize Y a, konverguje a > |a,| diverguje.
n=1 n=1 n=1

Priklad 5.2
Rada

konverguje relativneé.

Véta 5.14 ZAKLADNI VLASTNOSTI ABSOLUTNI KONVERGENCE RAD

(a) Pokud Z a, konverguje absolutné, pak | Z an| < Z |an]

n=1
o0 [ee]

(b) Pokud Y a, konverguje absolutné a {c,} je ohrani¢end posloupnost, pak > ¢, - a, konverguje absolutné.
n=1 n=1

Diikaz:
(a) Oznalme
{sn} — posloupnost ¢aste¢nych soucti ) a,
{s!.} — posloupnost ¢astecnych soucti > |a,|

Pak
Isnl = a1 + ... +an| <|ar| + ...+ |ap| =5,

a prin — oo

oo oo
|Zan| =] lim s,|< lim s, = Z|an|

n=1

(b) Z piedpokladu ohranicenosti {c,} existuje K € R' : |c,| < K Vn € N, dile 3 a, konverguje absolutné,
tj. Ve > 0 3Ing Yn > ng, m € N : |apq1| + ... + [anym| < % (podle Cauchy-Bolzanovy podminky) a tedy
Yn >ng, m € N:

€
lens1 - @nts + ..o Cntm - nm| < fensa] - |anti] + ot lentm| - fantm| < K(jansi] 4.0+ lansm|) <K 22 =¢

o0
A tedy podle Cauchy-Bolzanovy podminky Y |¢, - a,| konverguje.
n=1

Poznamka 5.15
Pro fedenf otdzky konvergence Y a, lze tedy vyuzit véechna kritéria uvedend ve vété 5.11 s tim, Zze budou aplikovana
na |a,| a vysledek bude interpretovin jako absolutni konvergence 3 a, (viz véta 5.12).

Definice 5.16
Rekneme, Ze posloupnost {v,} pfirozenych &isel je piefazenim posloupnosti {n}, jestlize kazdé piirozené &islo se
vyskytuje v posloupnosti {v,} pravé Jednou

Rekneme, Ze pro konvergentni fadu Z a, plati komutativni zakon, jestlize kazda rada Z a,, vznikld prefazenim
n=1 n=1

(oo} o] (oo}
> ap rovnéz konverguje a Y. ap, = Y. ay, -
n=1 n=1 n=1
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Véta 5.17 KOMUTATIVNI ZAKON PRO ABSOLUTNI KONVERGENCI

oo
Pro kazdou absolutné konvergentni fadu 3 a, plat{ komutativni zdkon.
n=1

Diikaz: Rada 3 a,, konverguje absolutné, tedy Y |a,| konverguje. Necht " a,, je fada vznikl4 prefazenim z " a,,
e > 0 libovolné. Z pfedpokladu absolutni konvergence Y a,, : Ing Vn > ng, m € N : |ap41 + ... + |@ntm| < €. Indexy
1,2,...,ng se pfitom musi v {v,} vyskytovat tak, ze existuje ny € N takové, Ze tyto indexy lezi mezi &isly vy, ..., v,
(t5- {1,2,...,n0} C{v1,...,Vn, }). Oznalme

{sn} — posloupnost ¢dste¢nych soucti »_ a,
{s!,} — posloupnost ¢aste¢nych soucti ) |a,, |
Potom pro kazdé n > ny plati

lsn—s,] = lar4...4any +anop1 +-..Fan— (Qnuy +-- - Faw,, + 0, 11 +...+a,)| <
|ang+1] 4+ |ang4m| < €

IN

a tedy limy, 00 (sn — s},) = 0, tudiz

o0 o0

E Uny, = lim s, = lim (s, + (s}, — s,)) = lim s, + lim (s, —s,) = lim s, = E an
1 n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo 1

n= n=

Véta 5.18 VLASTNOSTI RELATIVNE KONVERGENTNI RADY

o0
(a) Je-li > ay relativné konvergentni, pak obé fady, sestavené z jejich kladnych, resp. zadpornych ¢leni urcité
n=1
diverguji.
(b) (RIEMANNOVA VETA) Z libovolné relativné konvergentn{ fady lze vhodnym piefazenim ziskat fadu

e konvergujici k libovolnému pfedem danému ¢islu
e urcité divergujici (k +o0o nebo —o0)
e oscilujici (v danych mezich)
Diikaz:
(a) Oznalme

p1+p2+...+ Dy + ... — Fadu sestavenou z kladnych ¢lend Y a,

—(q1 + g2+ ...+ gn +...) — Fadu sestavenou ze zapornych ¢leni > ay,

{sn} — posloupnost ¢asteénych souctu fady > a,

{sn(p)} — posloupnost ¢astecnych souctu fady > p,

{sn(q)} — posloupnost ¢asteénych souctu fady > —¢,
Plati: s, = sn(p) — sn(q). ProtoZe existuje kone¢nd lim,,_, s, (z pfedpokladu relativni konvergence), existuje
ilimy, oo [ $n(p) — sn(q) ) a je koneéna.

Jsou-li nyn{ obé limity lim,,_,~ $,(p), lim, o $»(q) konecéné, pak je kone¢nd i limita

33, Snllanl) = Jig onlp) + i onl0)

kde s,(|an|) je posloupnost ¢asteénych soucti Y |a,|, tedy fada Y |a,| konverguje, coz je spor s pfedpokladem
pouze relativni konvergence Y a,. Zbyva tedy pouze moznost, Ze obé limity jsou nevlastni.
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(b) > a, konverguje relativng, plati tedy tvrzeni (a) a souc¢asné nutnd podminka konvergence (véta 5.2). Odtud:

e Necht s € R, napt. s > 0. Pak existuji ¢isla ny,ne,... € R:ny <n3z <...,ns <nyg < ...tak, Ze plat{
Pr+p2t...4+Pn =@ —@2 = “Gny tPriy1 t oo Py ~not1 —oos T ng Fee
[\ ;rs J
~ ;’S J
~ ;’S i
<s

pfiem? tato fada, vznikla pfefazenim fady Y a,, konverguje k s.

e Sestavme nyni fadu divergujici k —oo. Za uvedenych predpokladi existuji ¢isla ny < ny < ... € R tak, ze
plati
Pr—=qi == Gn tP2 = Gni+1 — - ~no tP3 “Gnot1 ~ - “dng t oo
. <21
~ <t2 J
<3

a ziskali jsme tak fadu, kterd je pfefazenim fady > a, a diverguje k —oo.
e Nechf A, B € R, A < B. Pak opét existuji ¢isla ny,ng,... € R:ny <ng < ..., ng <nyg <...tak, ze plati

prtp2t... P 1 = @2~ T ne tPit1 Tt Py not1 — oo T gt
. <"B J
. ;4 J
. <"B J
>A

takze jsme ziskali fadu, vzniklou pfefazenim z Y a,, a oscilujici v zadanych mezich.

O
Definice 5.19
Rada s pravidelné se stifdajicimi znaménky, tj. fada tvaru
[ee]
(- 'an, a,>0VneN
n=1
se nazyva elternujici fada.
Véta 5.20 LEIBNIZOVO KRITERIUM -
Necht {a,} je nerostouci posloupnost kladnych éisel. Alternujici fada Y. (=1)""'a, konverguje, pravé kdyz
n=1

lim, s a, =0
Diikaz: Implikace ,,—” je pifimo nutna podminka konvergence — véta 5.2. Zbyva tedy dokazat implikaci opacnou.
Uvazujme nésledujici fady a jim pfislu$né posloupnosti ¢aste¢nych soucti:

aL—ay+az3—as+ ...+ as,—1 —aop + ... {sn}
((ll —a2)+(a3—a4)+...+(a2n,1 —azn)+... {SZn}
ai —(0,2 —a3)—...—(a2n—a2n+1 — ... {82n+1}

Plati:
81 283 2852 ... 2 Sapgl = .-

Son+1 = S2n + A2p41 == S2p+1 > S2n

52 <84 <8< ... <582 <Sapt1 < ... <S35
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Odtud {s2,} je neklesajici, shora ohrani¢end (hodnotou s;), tedy lim,_, oo S2,, existuje. Analogicky {s2,+1} je neros-

touci, zdola ohranifena (hodnotou s2), tedy i lim, o Son+1 existuje. Navic plati

lim sopp1 = lim (s2, + aops1 ) = lim sop,

—0
tedy lim, . s, existuje a plati

lim s, = lim sopy1 = lim so,
n—oo n—oo n—oo

Priklad 5.3

Rada Y (—1)""'1 konverguje relativné.
n=1

Véta 5.21 SPECIALNI KRITERIA KONVERGENCE

o0

(a) (DIRICHLETOVO KRITERIUM) Necht {c,} je nerostouci posloupnost nezédpornych ¢isel, lim,, o, ¢, = 0 a necht
I

ada Y a, ma ohranifené ¢astecné soucty (tj. existuje K > 0 tak, ze |s,| =|a1 + ...+ a,| < K ¥n € N). Pak

n=1

o0
fada ) ¢y a, konverguje.
n=1

o0
(b) (ABELOVO KRITERIUM) Necht {c,} je monoténni a ohrani¢end posloupnost a fada Y. a, konverguje. Pak fada

o0
> ¢ ay konverguje.
n=1

Diikaz: Viz literatura.

Poznamka 5.22
Volbou a,, = (—1)""! v Dirichletové kritériu dostdvame Leibnizovo kritérium.

Definice 5.23

oo o0
Mgjme fady > apn, Y. byp. Jejich soudinem je fada
n=1 n=1

1) ()
n=1 n=1 ij=1
a zavadime

e soucin po vedlejsi diagondle (Cauchyiv soucin)

(Zan> (an> :a1b1+a2b1+a1b2+a3b1+a2b2+a1b3+a1b4+a2b3+a3b2+a4b1+...
n=1 n=1

e soucin do ¢tverce

(Zan> (an> :a1b1 +a2b1+a2b2+a2b1 +a3b1+a3b2+a3b3+a3b2+a3b1+...
n=1 n=1

Véta 5.24 VLASTNOSTI SOUCINU CISELNYCH RAD
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o0 o) o0 o0
(a) Necht fady > an, >, by jsou absolutné konvergentni a > a, =s, Y. b, =t. Pak fada

n=1 n=1 n=1 n=1

S (5 (52

konverguje absolutné a jeji soucet je roven s - t.
“ S > o
(b) (MERTENZOVA VETA) Necht fady Y an, > b, jsou konvergentni, alespoii jedna z nich absolutné, a »_ a, =
o n:o}; n=1 n=1
s, Y b, =t. Pak Cauchyuv souéin ) p, téchto fad konverguje a je roven s - t.

n=1 n=1

o0 oo o0
(c) (ABELOVA VETA) Necht fady > an, > b, jsou konvergentni, Cauchytv soudin > p, téchto fad konverguje

n=1 n=1 n=1

0 0 I
a Zan:S,an:t.Pak Epnzs-t

n=1 n=1 n=1

Diikaz:

(a) Oznatme ) l|a,| =S, > |bn| =T. Odhadnéme |pi|+ ...+ |p,|: kazdé p; je vyjadieno jako |p;| = |a; bk| a pfitom
indext j, k pro vyjadieni pi,...,p, je pouze konecny pocet. Z toho plyne, ze Iny,ns : Vj > ny Vk > no :

pil+ ...+ pa| < (lar] + .. Fan]) (01| +...+ bp]) <S-T

Tedy Y |pn| mé ohranifené ¢dsteéné souéty = 3 |pn| konverguje (podle véty 5.10) = Y p, konverguje
absolutné a lze tedy pouZzit komutativni zadkon (véta 5.17). Vezméme v > p, = (3. ap) (3 b,) napiiklad soucin
do ¢tverce a oznacme

s, — posloupnost ¢asteénych soucti Y ay,

t, — posloupnost ¢astecnych soucti by,

0n — posloupnost ¢asteénych souctia Y p,
Potom
o0 = aib = sty
02 = a1 b1+(a1 by + as bs + as bl) = (a1+a2)(b1+b2) = S99

(to dokdzeme matematickou indukci) a tedy

[ee]
an = lim g, = lim s,t, = lim s, - lim ¢, =s-t
el n— 00 n— 00 n—o00 n—o00
Dikaz tvrzeni (b), (c) viz [2]. m|

Poznamka 5.25

o0
Necht fada ) a, konverguje, pak plati

n=1

o0

Zan:sn-i—Rn, lim R, =0
n—00

n=1
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Soucet fady tedy muzeme aproximovat

o0
Zanzsn < |R,| <¢

n=1

(oo}
kde ¢ je pfesnost vyjadfeni Y a, s pouzitim s,.
n=1

o0
Véta 5.26 O CHOVANI ZBYTKU 5. a,

n=1

oo oo
(a) Necht fada > a, konverguje, Y b, je fada s nezdpornymi ¢leny a necht Vn € N : |ap| < b,,. Oznacime-li
n=1 n=1

o0
r, — n-ty zbytek fady Y a,

n=1

o0
R,, — n-ty zbytek fady Y b,

n=1

pak plat{
Irn| < Rp

(b) Necht > a, je konvergentni fada s kladnymi ¢leny a necht

n=1

Vn € N : w§q<l

n

Pak q
n< nly
ral < ol 2

o0
(¢c) Necht > a, je fada s nezédpornymi Cleny a Vn € N : a, = f(n), kde f je nezdpornd a nerostouci funkce
=1

n
definovand na (1,00). Pak

oo
Ty < / f(z)dz
n
oo
(d) Necht r, je n-ty zbytek fady > (—1)""'a,, kde {a,} je nerostouci posloupnost nezdpornych &isel a lim,_, o a, =
n=1
0. Pak
|rn| < @pt1, sgnrp = (=1)"
Diikaz:
(a)
o0 o0
'm = Zan_sn = Zan—i-k
n=1 k=1
o0 oo
R, = an_tn = anJrk
n=1 k=1
Oznacme

s}, — posloupnost ¢aste¢nych souéta n-tého zbytku ry,

t;, — posloupnost ¢aste¢nych souéti n-tého zbytku R,
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Plati
|3;c| = |an+1 +...+an+k| < |an+1| + ...+ |an+k| < bn+1 +---+bn+k :t;g

Pii k — oo : |rn| < R,.

(b) Plati
|an+1| < |an|q
|an+2| < |an+1|q < |a'n|q2
|an+k| < |an|qk
Odtud q
rnl = lant1 + ango + .| < lapgt| + lane| + . <lan|- (@ + ¢ +..) = |a”|ﬁ

o0
(c) Pfipomenme, Ze s}, zna¢f posloupnost ¢aste¢nych soucti n-tého zbytku rp, = > anys.
k=1

Plat{
n+1 n+k 00
an+1§/ fl)de = |s§c|§§/ f(m)dmg/ f(z)dx

a v limité pro k — oo:

ra] < / f(z) da

(d) Dikaz ponechdvame snazivému ¢tenafi k procviceni.

5.3 Posloupnosti a fady funkci

Definice 5.27
Uvazujme posloupnost {f,(z)}>2, (zapisujeme také uspornéji jako {fn(z)} nebo {f,}), kde ¥nf, je funkce defi-

novand na intervalu J (J = N5, Domf,).

Mnozinu v8ech z € J, v nichz {f,,} konverguje (jakoZto &iselnd posloupnost, nikoliv fada) nazveme oborem bodové
konvergence posloupnosti {f,} a oznaéime D.
Jestlize tedy xo € D, pak existuje lim, o frn(xo), 0znacime ji f(xg), tedy pro & € D oznacime

flz) = lim f,(z),

n—oo
pfipadné piseme f,, — f v D (bodové).

Definice 5.28 - .
Pritadme fadé ) f,(z) v J posloupnost ¢asteénych soucti s,(z) = > fr(z) v J. Pokud {s,} v J (bodové)
n=1 k=1

o0
konverguje k s, fikdme, Ze > f, konverguje (bodové) k s v oboru konvergence D.
n=1
Poznamka 5.29
1) Pro z € D zépisem f,(z) = f(z) fikame

Ve >0 3ng(e,z) Vn > ng : |fn(z) — f(z)] <e

2) Obor bodové konvergence lze konstruovat s vyuzitim v8ech kritérii konvergence ¢iselnych rad.
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Priklad 5.4
Zjistéte obor konvergence D pro zadané rady funkci:

o0
1) Z In"x
n=1
Pro kazdé z je to geometrickd fada s kvocientem g = Inz a tedy konverguje, pravé kdyz |lnz| < 1, tj.

—l<lhz<l=e'<z<e= D=(1/ee)

o0 .
Sin nx
2) >
n
n=1
Plati

1

S - Vr e R
n

sin nx

n2
a protoze fada Y 1/n? konverguje, podle 1. srovndvactho kritéria konvergujei Y S";L# pro kazdé z € R (dokonce

konverguje absolutné (bodové) v R).

Definice 5.30
Rekneme, ze posloupnost {f,} konverguje stejnomérné na intervalu J k funkci f, jestlize

Ve>03ng: Yn>no Vo € J:|fp(z) — f(z)] <e

a budeme psét f, —=X f na J (v literatufe se lze setkat i s jinymi znacenimi, nap¥ f, Sy fa podobné).

oo oo
Jestlize posloupnost ¢astecnych soucti s, fady > f, stejnomérné konverguje k s na J, fikdme, ze > f, stejno-
n=1 n=1

o0 o0
mérné konverguje k sou¢tu s na J a piSeme > f, = s na J stejnomérné (> f,(z) = s(z) na J stejnomérng).
n=1 n=1

Poznamka 5.31
Pokud f, X f, pak f, — f (bodové) na J, obracend implikace ale neplati.

Véta 5.32 CAUCHY-BOLZANOVO KRITERIUM

(a) fn =X fnaJ<=Ve>03IIngVn>ngVp e NVz € J: |fn(x) — frip(z)] <€

o0
(b) > fn konverguje stejnomérné na J, pravé kdyz
n=1

Ve >03ngVn >ngV¥p € NVx € J : |fry1(x) + fri2(z) + ...+ fogp(z)| <€

Diikaz:

(a) ,==": Necht f, =X fna J ae >0 je libovolné. Pak k &islu 5 > 0 existuje &islo ng tak, ze Vn > ng Vo € J -
|fn(z) — f(z)] < 5. Odtud Vn > no Vp €N, Vz € J :

5

|fn (@) = fatn(@)| = |(Fu(x) = f(2)) = (Frin(@) = f(@))] < [fn (@) = F@)] + [frtn(x) = f(2)] < % tg=¢

»<=": Necht Ve > 0 3ng Vn > no ¥p € NVz € J : |f(z) — fnip(z)| < e. Bud z¢ € J libovolné, pak {fn(xo)}
je Cauchyovskd, tedy i konvergentni, tedy existuje f(zo) = lim,— oo fn(2o) a vzhledem k libovolnosti zg € J
existuje f(z) = lim,— o0 fu(z), tj. fn = f na J (bodové). DokdZeme, Ze f je ,stejnomérnou limitou” f,, na J:
Zvolme £ > 0 libovolné. K ¢&islu § > 0 3ng Vn > ng Vp € NVz € J : |fu(x) — faip(z)] < 5 a volime-li n pevné
a piip = 00 : |fu(x) — f()| < § <&, tj. podle definice f, —2 f na J.
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(b) Y fn konverguje stejnomérné na J k s <= s, —X s na J pode ()

Ve > 03dng Vn > no Vpe NVx € J:
[sn(z) — sptp(2)| < €, tj.

[(fi(@) + -+ fn(@) = (Fi(@) + -+ ful@) + frra (@) + -+ frip(@)] = [fap1 (2) + -+ Frgp(@)| <e

Véta 5.33 PRAVIDLA PRO POCITANI SE STEJNOMERNE KONVERGENTNIMI RADAMI

(a) Necht Z f(l)( )yeuvs O fr(Ln) (z) jsou stejnomérné konvergentni fady na J, ¢1, ..., ¢ jsou libovoln4 redlnd &isla

(konstanty) a polozme
k
(@) =Y i Vf) (x)
i=1

Pak " F,(z) stejnomérné konverguje na J.

n=1

o0 o)
(b) Necht Y f.(z) konverguje stejnomérné na J, g je funkce ohranicend na J. Pak > g(z) fn(z) konverguje
n=1 n=1

stejnomérné na J.

Diikaz:

(a) Pfedpokladejme cy,...,ci # 0, € > 0 libovolné. Pak ke kazdému ¢islu

klczl >0dn;:Vn>n; Vpe NVx € J:

175 (@) + o+ £ ()] <

k- el
Bud nyni ng = max{ni,...,ni}. Pak Vn > no Vpe NVz € J:
Fapi(@) + ot Fap@)] = Je @)+ e @)+ e £, )+ 4o 15, (@)| =
n+1($) nJ:;(w)
= Jea(f @)+ 4 @)+ e (PR (@) + ek £ (2))] <
< el |f,521(> +f,$2p( Mz Hew] - f8 (@) + e £ ()] <
< a1 + ...+ |ck
el | N Jewl = ol =

ostatni z véty 5.32 (Cauchy-Bolzanovo kritérium).

(b) Z predpokladii: 3K > 0: [g(z)| < K Vx € J, zvolme € > 0 libovolné, k £ > 0 3ng : Vn > no Vp € NVx € J :
|far1(@) + ... + fagp(2)] < §. Odtud

19(2) fasr (@) + ... + 9(@) Furp@)] < [9@)] - [furs @) + .. furp(@)| <k =k

El O}

ostatni z véty 5.32.

Véta 5.34 WEIERSTRASSOVO KRITERIUM
Necht Vn € NVz € J : |fp(z)| < ap a necht E ay, konverguje. Pak Z fn(z) stejnomérné konverguje na J.
Diikaz: Zvolme € > 0 libovolné. Pak dng : Vn > no Vm € N : |apt1 +. + an+m| < €. Odtud a z pfedpokladi véty:
VYn>ngVmeNVr e J:|fps1(z)+ ...+ forp(@)| < apny1+ - o4 Gpam < pp1 + -+ apem| <€

ostatni z véty 5.32. a
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Véta 5.35 DIRICHLETOVO KRITERIUM

Necht Y°° | fu(2) ma na J stejné ohranifené ¢dstecné soucty (tj. IM > 0:Vn € NVz € J : |s,(z)] = |fi(2)
.+ fn(z)] < M) a necht {a,(z)} je posloupnost funkci nezdpornych na J a takovd, ze Vz € J : ay(z) > as(z)
. > ap(z) > ..., kterd na J stejnomérné konverguje k nule (tj. a,(z) == 0 na J).

vV +

o0
Pak Y anp(z) fn(z) stejnomérné konverguje na J.

n=1
Diikaz: Zvolme e > 0 libovolné. K 557 > 0 3ng : Vn > ng, x € J : an(r) < 537. Odtud ¥n > ng, m € N, x € J :
lan41(2) fat1(z) + .o + @ngm (@) frtm ()| = |ant1(2) (sn+1(2) = 50 (@) + .. + Qg (T) (Sn4m (2) = Sngm-1(2))] <

< = 1 (2) $0(8) + (@0s1(@) = ns2(2)) 8051(2) + .+ (@ntm—1(2) = Qotn (8)) St 1 (&) + Qo (&) S04 ()] <
< ant1 (@) M + (ant1(2) — a2 (@) M + ... + (angm-1(2) — angm(2)) M + anym (z) M =

= M(@tn41(2) + Ani1 (&) —Ani2(x) + Ung2(2) = . . . = () + Cngm (2)) = 2an11(x) M < 2M ﬁ =

~~ ~~ ~~

2 0 0

Priklad 5.5
Zjistéte obor stejnomérné konvergence zadanych fad funkci.

. sinnz
DY
n=1

Plati

sinnx

Ve eR

<1
Sz

n2

a protoze fada Y 1/n? konverguje, podle Weierstrassova kritéria zadan4 fada stejnomérné konverguje v R.

= 1
2 - -
) T; 2n=1,/1 + nx

Rozlisime dva piipady:

1 1 =1 .
° m20:>\/1+na:21:>0S2n_1mg2n_1 a ;F konverguje

e z < 0: pro dostatetné velké n nemd smysl (1 + nz < 0).

Zadan fada tedy podle Weierstrassova kritéria konverguje v Ry .

. sinnz
3
) Z 14+ nx

n=1

Tato fada konverguje stejnomérné na (9, 2w — §), kde ¢ € (0, 7):

V Dirichletové kritériu volime:

folz) = sinnz
1
an(@) = 1+ nz

a presvédcime se, ze jsou splnény pozadované predpoklady:
1 1
- <=
|sinz/2| ~ |sind/2|

[sp(z) = |sinz + ...+ sinnz| <

tedy > f, mé na uvedeném intervalu stejné ohranicené ¢astecné soucty, navic na tomto intervalu plati
ar(z) > as(z) > ... > ay(z) > ...

1
14+ né
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. sinnz
9y —

n=1

Také tato fada konverguje stejnomérné na (J, 2w — d), § € (0, 7) podle Dirichletova kritéria, ve kterém volime

folz) = sinnz
1
ap(z) = -

Véta 5.36 VLASTNOSTI STEJNOMERNE KONVERGENCE POSLOUPNOSTI A RAD

(a) e Necht f, ==X fna JaVn €N je f, spojitd v bodé z¢ € J.
Potom f je spojitda v bodé zy.

e Necht Y2 | fu(z) = s(z) na J stejnomérné a Vn € N je f,, spojitd v bodé zg € J.
Potom s je spojitd v bodé zg.

(b) e Necht {f,} je posloupnost funkef spojitych na (a,b) a f,, —= f na (a,b). Potom
b b b b
[ t@de=im [fi@ae ([ (in f@)de= fm [ g de

o)
e Necht > fn(x) = s(z) na (a,b) stejnomérné a ¥n € N je f, spojita na (a,b). Potom

n=1

[wi=3 [ 5w (o [ pana-3 [ o)

(c) Necht Y >° | fu(z) = s(z) na J stejnomérné a Vn € N je f,, spojitd na (a,b), bod zo € (a,b) je libovolny. Potom

T o T
/smngj Fa®)dt V€ (a,b)
o n=1 To
a Fada na pravé strané stejnomérné konverguje na (a, b).
o0
(d) Necht Y fn(z) = s(z) na (a,b) (stejnomérné), Vn € N mé f, spojitou prvni derivaci na {(a,b) a Y .-, fr(z)
n=1
konverguje stejnomérné na (a, b).

Pak s mé na (a, b) spojitou prvn{ derivaci a plati

s'(z) =Y fi(x) Yz € (a,b)

Driikaz:
(a) e brr
(b) e brrrr
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Cast III
Diferencialni pocet funkci vice proménnych

6 Uvod

Oznacéeni Pod ozna¢enim R"™ budeme v z&vislosti na kontextu rozumét

e metricky prostor n-tic redlnych ¢isel z € R™ s metrikou

kde . = (z1,...,xn) ay = (Y1,---,Yn)-
Specidlné:
p =2 ... Euklidovskd metrika,
b= 1... Ql(x>y) = Z:’L:l |xl _yi|>
D=00 ... 0co(®,y) = max;=1,  n|Ti— yi|

e normovany linedrni prostor nad télesem R s normou:

e prostor se skaldrnim (vnitinim) soudinem:

Z toho plynou nasledujici vztahy:

* lzlly = v -z
* op(w,y) = [z —yll,
V R™ lze definovat ortonormaln{ bazi
e; =(0,...,0, 1 ,0,...,0)
i
(tedy jednotkové vektory prostoru R™), tj. miZeme R™ chédpat jako linedrni vektorovy prostor.

Z teorie mnoZin si jisté pamatujeme vlastnosti zobrazeni metrickych prostora f : (M, 01) — (Ma, 02) a pojmy
linearita, spojitost a dalsi. Polozime-li M; = R™ a M, = R!, dostdvdme* f: R® — R.

Ze zakladniho kursu matematické analyzy si také jisté vzpomindme na pojmy okoli, limita a spojitost funkce
f: R — R. Pro nase nynéjsi potieby neni nic snazsitho, nez pojmy rozsitit na nas piipad funkci vice proménnych.
Tedy

e limita lim, ., f(z) = L, pravé kdyz pro libovolné okoli O(L) existuje d(zg) takové, ze pro Yz € O*(xo) plati
f(z) € O(L).

e funkce f je spojitd v bodé xg, pravé kdyz lim,_,,, f(z) = f(zo).

Z téchto definic plyne, ze charakteristiky limity a spojitosti a pravidla pro po¢itani s limitami a spojitymi funkcemi
(mimo inverzni a slozené funkce®) lze pievzit od funkci jedné proménné.

40znaceni R bude pro nas znamenat totéz jako R'.
S5Inverzni a sloZené funkce nelze jaksi ,napasovat” na typ funkci f : R® — R. Toto lze uginit a% u zobrazeni (viz [7]).
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Poznamky
1. Lze pracovat i s nevlastnimi limitami v nevlastnich bodech.
2. Lze studovat i podmnoziny poruch spojitosti funkci vice proménnych.
3. Mame-li funkci f: R™ — R, pak budeme znagcit:

e D(f), Def(f), Dom(f) a R(f) defini¢ni obor funkce f.

e I(f), Im(f), Img(f) a S(f) obor hodnot funkce f.

i G(f) = GI'(f) = {(3717 s ,.’I}n,.’L'n+1) € R | (xlv s ,.’L'n) € §R(f): Lnt+1 = f(xla s 756”)} je gra‘f funkce f
Na tomto misté povazuji za vhodné vyslovit ¢tenafi omluvu za to, Ze tato oznaceni nejsou v tomto textu jednotn4,
coz je zpusobeno také zna¢nou nejednotnosti v literatuie. Sjednotit znacen{ v matematické analyze znamena
srovnatelné obtizny problém, jako prepsat vSechny provozované cobolovské programy do néjakého modernéjsiho
programovaciho jazyka.

4. e Jeli M C R"™ kompaktni® a f je spojitad na M, pak f je na M ohranic¢end (1. Weierstrassova véta).

e Je-li M C R™ kompaktni a f je spojitd na M, pak f(M) obsahuje nejmensi a nejvétsi prvek (2. Weierstras-

sova, véta).

e Je-li M C R™ kompaktni a souvisld a f je spojitd na M, pak f(M) je souvisld kompaktni mnozina.

e Je-li M C R™ kompaktni a f spojitd na M, pak f je stejnomérné spojitd (Heine — Cantorova véta).

7 Derivace 1. fadu

7.1 Parcialni a smérova derivace

Definice 7.1
Bud funkce f n redlnych proménnych, z € R(f), i € {1,...,n} a ozna¢me @(t) = f(z1,...,Ti—1,t,Tit1y---,Tn)-
Ma-li ¢ derivaci v bodé x;, pak ji nazyvame prvni parcidlni derivaci funkce f podle i-té proménné v bodé x a znacime

ji
of
61‘,’

(z) fri () fi(z)

Poznamky

] 1 f(®1,®i1,%i+h,@ig1,0T0) = f(T1,0Tn
1. fi(z) =limp_y0 (@1 1 - )= J (@ )

2. Je-li M C R(f) mnozina v8ech z, v nichz existuje f/(z), pak f/ : M — R je opét funkce n proménnych
SR(f1) = M.

3. Stejné jako derivace funkce jedné proménné je geometrickou reprezentaci parcidlni derivace smérnici te¢ny grafu
funkce f v roviné rovnobézné s rovinou (z;zp41)-

4. Definice a zavedeni parcidlni derivace f podle i-té proménné urCuje zpusob vypocta i pravidla pro pocitani
parcidlnich derivaci (mimo inverzni a sloZzené funkce).

5. Pokud existuje g—{l_(a:), pak to jeSté neznamenad, Ze existuje ng]_(:r), kde i # j.

6. Pokud existuje g—{i(x), pak to jeSté neznamend, ze f je v bodé z spojitd. M&me napiiklad funkci f definovanou
1 zy=0
Ztejmé existuji derivace %(0,0) = 2—5(0, 0) = 1 a pfitom f neni spojitd v bodé (0,0) (f je soufadny kiiz roviny
(zy) z ni vytrzeny).

6Kompaktni mnoZina je ohranidené a uzaviena.
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Véta 7.2 O STREDNI HODNOTE
Necht f: R™ — R je funkce, kterd méa vSechny prvni parcidlni derivace na néjakém n-dimenzionalnim intervalu
ITCR(f),z,yeI (z=(x1,...,Zn), ¥y = (Y1,-.-,Yn)). Pak existuji konstanty 0y,...,0,, € (0,1) takové, ze

flx)—fly) = fo(fi)(iﬁi - i),

kde & = (y1,-- -, ¥i—1,2i + Os(yi — ), Tig1, .-, Tn)-

Diikaz:
fly)—f(z) = f(yl,:rg, cey Tpn) — fz1, ... ,xnl+f(y1,y2,m3, cesn) — flyr, T2, ... ,a:n)J+ ‘e
o1 (O] o2 (922
---+f(y1,...,yn) - f(yl,...,yn,l,:rn)l:
[on (122
= P —21) + 05(6) (Y2 — 22) + - + 93 (&n) (Y — Tn),
protoze vSechny funkce ; spliiuji podminku Lagrangeovy véty z diferencidlniho poctu funkci jedné proménné. a

Véta 7.3 O SPOJITOSTI A PARCIALNI DERIVACI
Necht mé f ohrani¢ené vSechny parcidlni derivace 1. fadu na oteviené mnoziné M C R(f). Pak f je spojita na
M.

Diikaz: Necht x € M libovolné. Protoze M je oteviena, pak pro § > 0 existuje okoli Os(z) C M. Bez tijmy na obec-
nosti pfitom miuZzeme pfedpokladat, Ze §-okoli bodu z je n-dimenziondln{ otevieny interval (tj. Os(x) interpretujeme
v metrice 0o)-

Bud {z}32, = {(@k1,...,2kn) }32, posloupnost bodi z mnoziny R(f) takovd, ze x;, —> x. Ziejmé existuje kg € N
takové, Ze pro k > ko je zp € Os(x). Podle véty 7.2 pro tato k > ko plati, ze

flor) — fla) = Z fi () (whi — i)

Z predpokladu ohranifenosti parcidlnich derivaci plati, ze existuje m > 0 takové, ze |f!/(z)] < m pro Vo € M a
Vi=1,...,n. Tedy:

n

|f(zr) — f(z)| <m - Z(l“ki - z;).

i=1
Vzhledem k tomu, Ze x;, — x, vime, %e xx; —> ;. Tedy platf implikace zp — © = f(xx) — f(x) a podle
Heineho véty to znamena, Ze f je spojita v bodé x. O

Véta 7.4
Necht ma f na oteviené souvislé mnoziné M C R(f) vSechny prvni parcidlni derivace nulové. Pak f je na M
konstantni.

Diikaz:
1. Je-li M otevieny interval, pak podle véty 7.2 plati f(z) = f(y) pro Vz,y € M. Z toho plyne, Ze

f@) = fy) = fr. &) (@i —yi) =0

pro Vz,y € M a tedy je f konstantni na M.

2. Bud M libovolnd oteviena souvisld mnozina a x,y € M libovolné. Pak existuje koneény fetézec otevienych

n-dimenziondlnich intervali v M spojujici = a y, napt. Z1,...,7Z,. Ziejmé lze 1,...,Z,, konstruovat tak, ze
reliaye€l,aliNTiys ZBproVi=1,...,m— 1. Podle prvni ¢dsti dikazu je f konstantni na v8ech Z;, tj.
f = ¢; v intervalu Z;. Protoze vSak soucasné Z; NZ; 11 # 0, médme, ze ¢; = co = -+ = ¢, tj. f = ¢ (¢ = ¢; Vi) na

mnoziné M.
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Dusledek 7.5
Jestlize f a g maji na oteviené souvislé mnozind M C R(f,g)” totozné parcidlni derivace, pak existuje ¢ € R tak,
ze f(z) = g(x) + ¢ pro Vo € M.

Diikaz: Polozime h = f — g a ostatni uz plyne z véty 7.4. a

Definice 7.6
Necht f: R* — R, x € R(f), @ € V, a p(t) = f(x+td). Ma-li funkce ¢ v bodé 0 prvnf derivaci, pak ji nazyviame
prvni derivace funkce f v bodé x ve sméru 4. Znacéime ji

fa(z) %(@«)

Poznamky
1. fi(z) = lim,_,q LEHtD=1()
2. Je-li @ = ¢&;, pak f&(x) — fa’rl (:E)

3. Protoze f.(x) je totoznd s obycejnou derivaci funkce ¢(t) = f(x + til), pak pro smérovou derivaci plati stejna
pravidla pro jeji vypocet jako v piipadé obycejné (i parcidlni) derivace.

4. Ma-li funkce f konecnou (ohrani¢enou) smérovou derivaci f(z), pak f je v bodé x spojitd ve sméru vektoru

(tj- je spojita na p¥imce prochdzejici bodem x ve sméru )

Priklad 7.1
Vypoctéte f1.(1,1) pro @ = (2,1), je-li
22 — g2
flz,y) = 21y
(z+2t)% — (y +t)?
(z +2t)2 + (y + )2
Déle vypoctem ¢'(t) a ¢'(0) (ktery ponechdvame laskavému ¢tendfi) ziskdme vysledek ¢'(0) = fL(1,1) = 1.

p(t) = f(x +ta) =

Priklad 7.2
Meéjme funkci

n
flzr,...,zn) = Zmz
k=1

Vypoctémez fL(1,...,1), je-li @ =(1,3,...,2n —1).
Vypocet opét ponechdme na ctenafi. Pro kontrolu uvadime:

n

p(t) = Y [L+t2k—1)*
k=1

©'0) = D k@2k—1)
k=1

Véta 7.7 O STREDNI HODNOTE
Necht funkce f méa ve vSech bodech tsecky {z +ti@ | t € (0,10)} derivace ve sméru vektoru @ (tj. existuje v téchto
bodech smérova derivace). Pak existuje &islo © € (0,1) takové, ze

f(iL’ —+ t[)’LT) — f(iL’g) = t[) - f&(l’ + @toﬁ)

Diikaz: Dikaz je zcela analogicky s dikazem véty 7.2 pro funkci ¢(t) = f(z + ta). O

"Symbolem R(f, g) rozumime spoletny definiéni obor funkei f a g, tj. R(f, g) = R(f) N R(g).
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Véta 7.8
Necht z € R(f) a @, 0 € V,,. Pak

(a) Existuje-li f.(z), pak Ve € R 3f!.(x) a plati:
fea(@) = c- fi(2).
(b) Existuje-li f; na néjakém okoli O(z) a je v bodé z spojitd a existuje-li f;(x), pak existuje f;, ;(x) a plati:
iro(®) = fi(@) + fi(2).
Diikaz:
(a) Nechf ¢ # 0. Oznacme ¢ (t) = f(x + tcii). Pak

h=v(0) = lim b(t) ;w(O) ~ lim, flx +tc7;[) —f@) _
_ iy oJ @t ted) — f(2) _‘ h=ct ‘_ . flz+hd) - flx)
= lm c = = lim ¢

t—0 ct h—0 h—0 h
= o TEHMDZTE) )
Necht ¢ = 0. Oznacme ¢ (t) = f(x + tc@) = f(z). Pak
foala) = th£>10 o ;1/}(0) - tlino o ; © =0
cfy@) = Ofj(x) =0

(b) Oznacme ¢(t) = f(z + t(d + 7)). Pak

e(t) — (0)
t

& | =

[f(z + t(d@ + V) — f(z+t0) + f(z + V) — f(2)]
a podle véty o stfedni hodnoté 7.7 existuje ©® € (0,1) a mame tedy

[z +t(d + 7)) — f(z +t0) = tfi(x + tT + Otd)

a tedy
ws(@) = $'(0)= tli—n>10 M _
- %[tf&(m+t17+ Otit) + f(z + t0) — f(z)] =

= fe) + Jim 2[4 ) — F(@)] = fola) + fi(a).

7.2 Diferencialy

Definice 7.9 GATEAUXUV DIFERENCIAL

Mé&jme f funkci n proménnych a 2 € R(f). Rekneme, 7e f ma v bodé 2 Gateauxitiv diferencidl, pravé kdyz existuje
smérova derivace fz pro Vi € V.

Zobrazeni § f(x) : V,, — R dané vztahem

of () () = fi() (2)

se nazyva Gateauxiiv diferencial funkce f v bodé z.
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Poznamky
1. 0f: V, — R se téZ nazyva slaby diferencidl.

2. M&-li f v bodé = Gateauxiv diferencidl, pak ma v bodé  smérové derivace f. pro Vi € V,, a tedy je f spojita
v bodé x ve v8ech smérech @ € V,,.

3. V modernf{ literatufe je s pouzitim slabého diferencidlu zavadén pojem tzv. derivace funkce f v bodé = (f'(z)),
ktera byva nazyvana slaba derivace funkce f v bodé x.

Ma-li f v « derivaci f'(x), pak f'(z) = (f{(z),..., f,(x)), kde fi(x) = g—gfi. Potom plati, Zze existuje-li f'(z), pak
existuji f.(x) pro Vi € V,, a zaroven

Ve star3{ literatufe se slabd derivace f'(z) oznacuje jako gradient a znaci se grad(f).

Existence slabé derivace pfitom jeSté nezarucuje spojitost funkce f v bodé x.

4. O LINEARNICH FORMACH Nechf ¢ : V,, — R je redlné funkce definované na V,,. ¢ nazyvame:
e aditivni, jestlize (@ + ¥) = (@) + ¢(¥),
e homogenni, jestlize p(ctl) = cp(@) pro Ve € R a Vi, T € V,,,

e linedrni forma, jestlize je aditivni a homogenni.

Lze dokézat, Ze o je linedrni forma, pravé kdyz plati (@) = (@, @), kde @ € V,, je vhodny vektor. Je-li €1,...,¢&,

béaze vektorového prostoru V,,, pak staci brat @ = (¢(€1),...,v(En)).

Definice 7.10 TOTALN{ DIFERENCIAL
Necht f je funkce n proménnych, z € R(f). Rikime, Ze f je diferencovatelnd v bodé x, jestlize je definovana na
néjakém okoli O(z) a existuje-li linedrni forma ¢ : V,, — R takovd, Ze plati:

i @+ ) = (@) = pli)

i—0 [l

=0.

V tomto piipadé se ¢ nazyva totdlni (Fréchetiv) diferencidl funkce f v bodé = a oznacuje se d f(x).

Poznamky
1. Totaln{ diferencovatelnost se nékdy nazyva silnd diferencovatelnost.

2. Oznacime-li
flz+a@) — f(z) — (@)

[l

pak 7 : V,, — R je definovdna na jistém okoli O*(0) a lim; 5 7(@) = 0. Defini¢n{ vztah totdlniho diferencidlu
lze tedy prepsat na tvar

= 7(a),

flz +@) - f(2) = p(@) + ||dl|7(@).

3. Funkce f mé v bodé x totalni diferencial, jestlize existuje linearni forma ¢ a funkce 7 definovand na néjakém
okoli 0O*(0) tak, ze lim (@) =0 a plati:

a—s07T
fl@+ @) — f(z) = (@) + ||| ().

Véta 7.11 O SPOJITOSTI DIFERENCOVATELNE FUNKCE
Jestlize funkce f méd v bodé z € R(f) totdlni diferencidl, pak f je v bodé z spojita.
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Diikaz: Oznacime-li y = x + 4, pak f(y) = f(z) + o(y — x) + ||y — z||7(y — ). ZFejmé plat{ vztahy:

lim p(y—z) = 0
y—rx
lim [ly —zf|7(y —z) = 0

y—rx

To znadi, ze

lim f(y) = f(z) +0,

Yy—rx

a tedy f je spojitd v bodé z. a

Poznamka 7 definice lze dokdzat tvrzeni o diferencovatelnosti funkei ¢- f, f £ g, f-g a f/g na zékladé diferenco-
vatelnosti funkci f a g, véetné piislusnych formuli.

Véta 7.12 O VYPOCTU TOTALNIHO DIFERENCIALU
Je-li f diferencovatelnd v bodé x (x € R(f)), pak f méa v bodé = derivaci f'(x) a plati:

d f(x)(@) = (f'(z), @) = (grad(f), @) = Z fe, (@)u;

Diikaz: Bud @ € V,,, @ # 0 pevné zvoleny. Uvazujme mnozinu {t@ | t € R — {0}}. Ziejmé tdé — O pokud t — 0.
Déle vime, ze ||t = |¢| - |||l
Podle predpokladu plati:

;*n [z + td) — f(z) — p(td)] =0

30 [t - |17
tj. ,
lim 7 [f(z+td) — f(z) —e(td)] =0

t—0

a protoZe ¢ je linedrni forma, mame p(t@) = ¢ - p(@&@). Potom tedy:

tim, = [7(a -+ 1) — ()] = (i)

t—0

=fi(@)
Tedy f ma v bodé z derivaci ve sméru @ € V,, pficemz @ € V,, — {0} je libovolny, a tedy f ma v bodé z Gateauxiy

diferencial a soucasné

kde ¢ je linedrni forma. Odtud plyne

Daisledek 7.13

1. Jestlize f ma v bod& x totdlni diferencidl, pak f ma v bodé x Gateauxiiv diferencidl a plati: d f(x) = df(x).
2. Totélni diferenciél je dan jednoznacné.
3. df(z): V, — R se v literatufe téz nazyva silny diferencial.

Véta 7.14 PoSTACUJiCi PODMINKA DIFERENCOVATELNOSTI
Méjme f funkci n redlnych proménnych a z € R(f). Jestlize vSechny parcidlni derivace funkce f existuji v néjakém
okoli O(x) a jsou spojité v x, pak f je diferencovatelnd v x.
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Diikaz: Necht f ma v okoli O(x) vSechny parcidln derivace (tj. f je definovano v O(z)). Bud @ € V,, — {0} libovolny.

Polozme ¢(@) = (f'(z),@). Pak p : V;; — R je linedrn{ forma. Dale polozme
= [f(z + @) — f(z) — e(a)],

tj.7: Vi, — R.
Podle véty o stfedni hodnoté 7.2 je

flz+1d) — f(x) :fo(fi)'ui,

i=1

kde & = (z1 +up,. .., @im1 +ui1,% + O, Tiv1, ..., &), proi = 1,...,n, pficemz ©; € (0,1) proi =1,...,n.

@1 = g (S 60 = 351 ) < 3 15160 0 < 315160 o)

i=1

Protoze pro @ — 0 je & — =, plyne ze spojitosti parcidlnich derivaci f! v bodé z lim,  57(d@) = 0. Odtud

plyne, Ze f je v x diferencovatelnd a d f(z) = .

Poznamky

O

1. Ma-li funkce f spojité vSechny prvni parcidlni derivace na mnoziné G, pak Vz € G je f diferencovatelna a z toho

plyne:
e f je na G spojita,

e f ma na G Gateauxiv diferencidl.

2. Vyse uvedeny predpoklad (Ze f mé v8echny prvni parcidlni derivace na G spojité) se zapisuje f € £(G) (f patii

do t¥idy funkef £ na mnoziné G).

3. Oznacime-li i = (i1,...,i) posloupnost vzdjemné riznych indexi z mnoziny {1,...,n} a j = (ji,..-,Jn—t)
posloupnost vzdjemné riznych zbyvajicich indexi z mnoziny {1,...,n}. Interpretujme E,, = Ej, x E,_j. Potom

Vo € E, plati, ze ¢ = (y,2), kde y = (24,,..., 245, ), 2 = (Tjy,...,2j,_, ). Y, 2 jsou tzv. projekce & do Ej, resp.

En s

Jelli f: E, — E (R" — E), pak mame nové dvé funkce f(e,2) a f(y,e). M&-li funkce f(e,z), resp. f(y,e)
totalni diferencidl v bodé y, resp. z, pak tento totalni diferencidl nazyvame parcidalnim diferencidlem funkce f

podle i-tych, resp. j-tych, promennych v bodé z. Tyto diferencidly se oznacuji d; f(z) a dj f(z).

Ztejmé plati:

Jestlize:

e i = (1), pak i f(2)(@) = (fl(x), ).
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4. Volbou g(z) = z; (pro libovolné i € {1,...,n}) dostaneme: g je diferencovatelna a plati:

dg(l‘)(ﬁ) = dxl(ﬁ) = ([0)"'70;¢>07--'>0])ﬁ) = Uy,

i

tedy [u1,...,u,] =[d®1,...,dx,], z ehoZ plyne:

d f(2)(@) = (f'(z), @) = Z fi(@) da;.

5. Geometrickd reprezentace existence totdlntho diferencidlu: je-li f funkce n proménnych, zo = (zo1,...,Zon) €
R(f). Existuje-li nadrovina v R"*! o rovnici y = 31" | a;z; + b, jdouci bodem [zo, f(zo)] a navic takova, ze
x) —y(z
i @ =9 _

v—wo |z — ol

pak se nazyva tecnd nadrovina ke grafu funkce f v bodé zg.

Uvedené geometrické pozadavky vedou k néasledujicim podminkdm: Rovnice tecné nadroviny je tvaru

y = f(ro) +ar(x1 —zo1) + - + an(xn — Ton),

e

pfifem? @ = [ay, ..., ap]. Oznacime-li @ = [x; — o1, .., Ty — Ton|, Spliiuje rovnice podminku

m L [f(wo — @) — f(zo) — (@) = 0.

a—s0 |||
Tato podminka je ekvivalentni s existenci totalniho diferencidlu funkce f v bodé xg a plati:
(@, @) = d f(zo) (@) = @ = [f{(20),.. ., fn(z0)] = f'(20).
Tedy rovnice te¢né nadroviny ke grafu funkce y = f(z) v bodé zo se spo¢itd podle vzorce:
y = f(xo) + (f'(x0), (x — 20))
6. Numericka aplikace: Z predchozich informaci plyne, ze

sf = f(z) — f(zo) = d f(z0)(z — w0),
kde sf je diference. Tedy
flzo + @) = f(zo) + d f(w0) ()

neboli

f(@) = f(wo) + d f(wo) (2 — o).
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8 Derivace 2. fadu

8.1 Parciilni a smérova derivace 2. fadu

Definice 8.1

Necht f je funkce n proménnych, i,j € {1,...,n} a nechf z € R(f/). Ma-li funkce f/ v bodé x parcidlni derivaci
podle j-té proménné, nazyvame ji druhou parcidlni derivaci funkce f (parcidlni derivace 2. fddu) a to v bodé z podle
i-té a j-té proménné a oznacuje se:

0 f
n n
15() 5 e, o, @)
Poznamky
1.i #j ... smiSena parcialni derivace
i =j ... dvojnasobna parcialni derivace
2. Funkce f(z1,...,z,) miZe mit aZ n parcidlnich derivaci 1. fadu:
of of
Ox1’ " Ozy,
Tat4z funkce vSak miize mit az n? parcialnich derivaci 2. fddu (kazd4 parcidln{ derivace 1. f4du m4 n parcidlnich
derivaci):
0% f 0 f 0% f 0 f
0r10z,’ " 0x10xy,” 7 03,01 OO0,

Definice 8.2
Necht f je funkce n proménnych, @,7 € V,, a x € R(f};). Ma-li f, v bodé x derivaci ve sméru vektoru ¥, nazyvime
ji druhou derivaci funkce f v bodé x ve smérech @, v. Znacime ji

i,5(2)-
Pozndmka Analogicky s parcidlnimi derivacemi: f(z) — fi(z) — fj ;(z). Obecné plati
Yt fia

Priklad 8.1
Megjme funkci

(2% —v*)a
fwy) =4 T 707y
0, r=y=0

Parciélni derivace (ale i smérové derivace v jednotkovych smérech) budou vypadat takto:

! _ 07 (:n,y) = (0’0)
, _ 0, (l',y) = (0’0)
folzy) = { z, (z,y)#(0,0)

Vypocet druhych derivaci ponechdme na étenéfi jako cviéeni. Pro kontrolu jen uvedme:
11,2(0,0) =-1 51,1(0:0) =1

Véta 8.3 SCHWARZOVA VETA O ZAMENE DERIVACI
Bud f funkce n proménnych, @, v € V,,. Existuji-li f. -

f«lzl,ﬁ(m) = fé‘lfi(m)

a fi ; v néjakém okoli O(x) a jsou spojité v bodé z, pak
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Diikaz: Polozme 1
g(t) = t—z[f(:v + td + t0) — f(z + td) — f(z +t0) — f(2)]

pro t # 0. Zfejmé funkce g je definovdna alespoii v néjakém okoli O*(0). Ozna¢me déle

oly) = fly+td)— f(y),
fly +tid) — f(y).

<
N
S
=
I

Mizeme tedy prepsat

Podle véty o stfedni hodnoté je
o(x + ti) — p(x) = t[fi(x + Ot + t7) — fi(x + O1tw)],
kde ©; € (0,1). Novou aplikaci této véty na f ziskivame
fi(r +O1t0 + t0) — fy(x + Ortid) =t - fi 5(x + O1tid + O2t7),

kde ©, € (0,1).
Tedy
g(t) = fi 5(x + O1tid + Ot7).

Analogicky
g(t) = fi a(x + Ozt + O417),

kde ©3,04 € (0,1).
Ze spojitosti fI » a f . plyne rovnost

Poznamky
1. Lze dokazat, Ze spojitost jedné z uvedenych druhych derivaci funkce f v bodé x indukuje i spojitost druhé z nich.
2. Podminky véty lze také oslabit napf. tim, ze pozadujeme diferencovatelnost f, resp. f;, v bodé z.
3. V klasické literatuie se Schwarzovou vétou rozumi tvrzeni o zdménnosti parcidlnich derivaci:

DT o) = L o 00)
3273:1/ To,Yo) = 6ya$ Zo,Y0),

tj. pro vektory , ¥ v jednotkovych smérech.

8.2 Co v linearni algebie nebylo

Necht A, B jsou matice téhoz typu (m,n) nad R. Skaldrnim sou¢inem matic A, B se rozumi realné &slo®

AB = i zn:alkblk

i=1 k=1

8(Ctenafe, ktery v linearni algebie neni natolik sb&hly, upozoriiujeme na fakt, %e skaldrni soudin matic je ndco jiného neZ maticovy
soucin. Ten je definovin pro matice A typu (m,n) a B typu (n,p) takto:

n
A'B:<Zaikbkj> i=1,...,m
—1..

k=1 |
.7:17-~~7p
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—

Tenzorovym soucdinem vektorii @, v, @ € Vp,, U € Vy, se rozumi matice’ typu (m,n), definovand:

ﬁxﬁ':(uivj) i:1,...,m

j=1...,n
Bud ¢: V2> — R (tj. realnd funkce definovand na V;, x V,,). Jestlize plati sou¢asné ob& nasledujici podminky
(i) Va € V,, je (i, o) linedrnf forma na V,,,
(ii) Va € V,, je ¢(e, @) linedrni forma na V;,,

pak ¢ je bilinedrni forma na V2.
O pojmech, které jsme pravé nadefinovali, plati nasledujicich nékolik tvrzeni (nebudeme je dokazovat).

Tvrzeni O REPREZENTACI BILINEARNI FORMY
Zobrazeni ¢ : V> — R je biline4rn{ formou, pravé kdyz ¢(it, %) = A(i@ x @) (tj. skaldrn{ soucin matice A a matice,
vzniklé jako tenzorovy soucin vektori @ a ¥) pro @, 7 € V,,, kde A je matice typu (n,n), jejiz koeficienty jsou:

A= (aij)ij=1,...n = (P(€:,€)))ij=1,..n,

kde €;, €; jsou jednotkové vektory prostoru V,.

O
Oznacime A = [p] je matice bilinedrni formy. Bilinedrni forma se nazyva symetrickd, pravé kdyz ¢(@, 0) = ¢(7, @)
pro Vi, v € V,.

Tvrzeni O SYMETRII BILINEARNI FORMY
Bilinearni forma ¢ : V,2 — R je symetrickd, pravé kdyz matice A = [p] je symetricka.
O
Je-li ¢ symetrickd bilinedrni forma, pak zobrazeni ¢ : V,, — R takové, Ze ¢ (@) = ¢(u, @), se nazyva kvadratickd
forma na V,.

Tvrzeni O REPREZENTACI KVADRATICKE FORMY
Zobrazeni ¢ : V,, — R je kvadratickd forma, pravé kdyz (@) = Ad?, kde A je symetrickd ¢vercova matice fadu n a
2 =1 x .

O

8.3 Diferencialy 2. radu

Definice 8.4 DRUHY GATEAUXUV DIFERENCIAL
Mé&jme f funkci n redlnych proménnych, € R(f). Rekneme, ze funkce f ma v bodé x druhy Gateauxiiv diferencial,
jestlize Vi, 7 € V,, existuje fI .(z). Zobrazeni 6 f(z) : V,? — R dané vztahem

nazyvame druhy Gateauxiiv diferencial funkce f v bodé z.

9Na tomto mist& op&t pozor! Tenzorovy soudin je op&t néco zcela jiného ne skalarni soudin vektort i, %, ktery je definovan takto:

n
(a,7) = Z uv;
i=1

a je tedy redlnym cislem.
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Poznamky
1. Analogicky k ivahdm o prvnim Géateauxové diferencidlu nemusi byt druhy Gateauxiuv diferencial aditivni.
2. Je-li 6% f(x) bilinedrni forma, pak existuje ¢tvercovd matice A = [§? f(z)] fddu n takovd, ze
6% f (2)(@,7) = A x D),
navic
021 (@)] = (fh, @)
t,j=1,...,n
Tuto matici nazyvame druhou derivaci (tzv. slabd druhd derivace) funkce f v bodé z a znacime ji f"(z).

3. Existuje-li f"'(z), pak
F'(@) = 182 f(@)] = (f;(@))ij=1,..n = A

A se také nazyva Hessova matice funkce f v bodé x.

4. Existuje-li f'(z) a 4,7 € V,,, pak

fg,i‘(x) = 52f(1')(’f[, 7) = [62]"(1»)](11' X §) = f” (i x ) nol uzv
A ;; /

Definice 8.5 DRUHY TOTALNI DIFERENCIAL

Necht f je funkce n proménnych, z € R(f). Rekneme, ze f mé& v bodé x druhy totalnf diferencial (druhy Fréchetiiv,
druhy silny diferencidl), existuje-li okoli O(z), v ném% mé funkce f totdlni diferencidl a existuje-li bilinedrni forma
¢ V.2 — R takova, ze

an%nfu+m—ﬂmwﬁmmﬂm=u

uw—0 “

Tuto formu ¢ nazyvame druhy totdlni diferencidl funkce f v bodé x a oznacujeme ji d? f(z).
Poznamka (i, e) je linedrni forma, tedy [p(d,e)] je vektor téZze dimenze jako f’. Normu ||@|| vzhledem k jejich
ekvivalenci na V,, lze pouzit libovolné.

Véta 8.6 NUTNA A POSTACUJICT PODMINKA EXISTENCE d2 f(z)
Funkce f méd v bodé x € R(f) druhy totalni diferenciél, pravé kdyz jsou splnény obé nasledujici podminky:

(i) f je diferencovatelnd v né&jakém okoli bodu z.
(ii) VSechny prvni parcidlni derivace funkce f jsou diferencovatelné v bodé z.
Diikaz:

= Nechf existuje d2 f(z), pak podle definice je f diferencovatend v okoli O(z). Oznaéme ¢ = d? f(z) a mizeme
psat

pro Vi, v € V,.

To znamena, ze (i, o) (V) = (@, ¥), kde

Z toho plyne ekvivalence

lim TII If'(z + @) — f'(2) = [p(@,0)]| =0 <= lim s -pr; [f'(z + @) — f'(z) — [p(d, ®)]] = 0 (3)

i—s0 “

pro j =1,...,n. Tim jsme ziskali druhé tvrzeni véty.
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<= Polozme nejdiive

n n
p(@,5) =YY ayuivy,
i=1 j=1
kde a;; = f/';(z) a @,7 € Vy,. ¢ je tedy bilinedrn{ forma. Nyn{ dokdzeme, ze ¢ = d? f(z).
Podle prvni ¢asti dikazu je

[p(i, )] = (Z aik“i)

Vzhledem k diferencovatelnosti f; v bodé = a ekvivalenci mezi limitami (3) je ¢ : V.2 — R, a odtud okamzité
podle definice tvrzeni véty.

k=1,...,n

O

Daisledek 8.7

1.
2.

Jestlize f ma v bodé z € R(f) druhy totdlni diferencidl, pak f ma v bodé z vSechny druhé parcidlni derivace.

(podle véty 8.6:) Z existence druhého totdlniho diferencidlu funkce f v bodé z automaticky plyne

jinymi slovy plati Schwarzova véta pro Vi,j = {1,...,n}, i # j.

Véta 8.8 POSTACUJICI PODMINKA EXISTENCE d2 f(7)
M4-li funkee f v okolf O(z) C R(f) viechny parcidln{ derivace 2. fddu a v bodé x jsou spojité, pak existuje d? f(z).

Diikaz: Podle véty 7.14 (postacujici podminka diferencovatelnosti 1. ¥adu) jsou vSechny parcidlni derivace 1. ¥adu
funkce f v néjakém okoli O(z) diferencovatelné a vzhledem ke spojitosti v8ech prvnich parcidlnich derivaci podle téze
véty je d f(z) diferencovatelny v bodé z. a

Daisledek 8.9

1. Spliiuje-li f pfedpoklady véty 8.8, pak existuje f”(z) a pfislusnd matice je symetrickd (plati Schwarzova véta).
2. Splhuje-li f pfedpoklady véty 8.8 a @, v € V,,, pak
n n
& f(@)(@,8) = f'@)@x§) = [ D> fli@ui; |,
i=1 j=1
kde f"(x) je Hessova matice.
Poznamky
1. d% f(x), 62f(z) a f"(x) pro z € R(f) jsou dény jednoznacné.
2. Existuje-li d® f(x), pak je bilinedrn{ symetrickou formou na V;2.
3. Existuje-li d* f(2), pak ff ;(x) = f ;(x) pro libovolné @, 7 € V.
4. Existuje-li d® f(z), pak existuje 62 f(z) a jsou si rovny.
5. Mnozina ¢*(G) je mnozinou vsech funkei, které maji na mnoziné G spojité viechny druhé parcidlni derivace.
6. Nékteif autofi definuji druhy totalni diferencidl jako kvadratickou formu D%f : V,, — R, tj.

D*f () (@) = a* f (z)(@, @).
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7. Existuje-li 4% f(z) a @, 7 € V,, jsou libovolné, pak!®

D*f(z)(@) = filyul + filsunus + -+ fil it + - b fluun e f un =
0 0 2
= —ur+--+—u T
(8:61 ! Oz, n) J@)
& f(@)(@,0) = fliuor+ fllouve + -+ fluvn -+ unv o f U, =

— i +...+i i +...+i f()
B 5ﬂL°1u1 Oz, tn levl oz, Un r

10Toto jsem opalil ze zéapiski, ani% bych védél, co to pfesnd znamend. Je to zaloZeno (jediné na co jsem pfigel) na vztahu

( e} ) 0 0?
u; —uj | = ———u;uy,
ox; oz O0x;0x;

ktery si nedokdzu nijak rozumové vysvétlit. Jestli nékdo pfijdete na to, co to sémanticky znamend, dejte mi védét.
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9 Derivace a diferencialy vyssich radu

9.1 Parcidlni a smérové derivace vyssich radu

Definice 9.1

Necht f je funkce n proménnych, m € N, iy,...,4,, € {1,...,n}azeR (fl(lm_tlhl) Ma-li fl(lm_ll’)v1 v bodé z
parcialni derivaci podle i,,-té proménné, pak ji nazveme m-tou parcialni derivaci funkce f v bodé x podle proménnych
i1,...,0mnm a znacime ji fl(lm)lm
Véta 9.2 ZOBECNENA SCHWARZOVA VETA

Necht f mé v bodé z na néjakém okoli O(z) C R(f) vSechny parcidlni derivace m-tého Fadu a tyto derivace jsou
v x spojité. Pak f md v bodé z vSechny parcidlni derivace fddu k& < m zdménné (nezdleZ{ p¥i vypoétu na poradi,
v jakém derivace providime).

Diikaz: Provedeme matematickou indukei:
e Pro k = 2 tvrzenf plat{ (viz véta 8.3).

e Predpoklidejme, ze tvrzeni plati pro £k — 1 a dokazme, Ze tedy plati i pro k¥ < m. Oznalme iy,...,10, resp.

Ji,---,Jk posloupnost indextu podle nichz probéhlo k-té derivovani lisici se v potradi ¢lenu. Je-li ¢x = ji, pak
podle indukéniho pfedpokladu tvrzenf plati (k — 1-ni derivace jsou stejné).
Jestlize i, # jr, pak Cislo ji se jisté vyskytuje mezi éisly ip,...,i,—1. Vzhledem k indukénimu predpokladu
muzeme zameénit porad{ derivovani tak, ze v obou skupindch se naposledy derivuje podle téchto proménnych.
Tim tedy predchozi derivace k — 2. fadu jsou derivace, kde se zachovalo derivovani s vyjimkou iy, jr a podle
indukéniho pfedpokladu jsou tyto derivace zdménné. Oznaéme spole¢nou hodnotu k — 2-ych derivaci g(z). Pak
samoziejmé podle véty 8.3

k
9 @ =gl L@ =gl @ =gl @) =gl (@)

a tedy tvrzeni nasi véty je dokazano.

Definice 9.3
,1s —1 . . v — v o . . . . %
Ma-li funkce fgln i, derivaci ve sméru w,, v bodé z, nazyvame tuto derivaci m-tou derivact funkce f ve smérech

Um

~ v/ m
U1,y ...,Um v bodé z a znaci se fél ) ().
Poznamka Lze dokdzat, Ze plati pro smérové derivace tvrzeni o zdménnosti.

9.2 Co v linearni algebie uz vibec nebylo

Mgjme m € N, ki, ..., kn € N. Necht je P mnozina vSech posloupnosti (i1,...,%m) takovych, ze i; € {1,...,k;} pro

je{l,...,m}.
Déle méjme zobrazeni A: P — R. Je-li A(i1,...,im) = G4y, i,., Pak miZeme psat
A= (ail,---,im)i1:1,...,k1,...,im:1,...,km
Ziejmé je A matici typu (ki,...,km), kterd ma celkem ki ks - - - ky,, Clend.
m =1 ... jedna se o kj-rozmérny vektor.

m =2 ... klasicky pojem matice typu (ki, k2).

m =3 ... krychlovd matice (vektor matic, pfipadné matice vektort) typu (ki, ko, k3).
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Je-li ki = --+ = ky, = n, pak A nazyvame n-rozmérnou m-indexovou matici. Jestlize a;,,. ;.. = aj, .. pro
v8echny permutace (ji, ..., jm) mnoziny {i,..., iy}, pak fikime, 7e A je symetrickd.
Pro obecny piipad plati analogickd pravidla jako pro pifipad m = 2. Mame-li A = (a;, ..

typu a ¢ € R libovolné, pak:

im

), B = (b, ) téhoz

A+B = (aiy,. i, +bii i, )=B+A
cA (¢ @iy, i)
¢c(A+B) = cA+cB

Skalarni sou¢in m-rozmérnych matic je definovan:

AB = E @iy, ipnVin i

(i14eeryim ) EP

Norma A je definovana jako odmocnina skaldrniho ¢tverce, tj.

1Al = VAL = /> a}, ;.

Pfitom plati Cauchy — Bugnacovského nerovnost ||AB]| < ||4] - || B]|.

Ozna¢me @1 = (W11, -, Uin)s - - > Um = (Uml, - - -, Umn)- Jejich tenzorovym soucinem budeme rozumét
Uy X - XUy = (Uu’l "‘Umim)il,...,imzl,...,n-

Napf. pron = 2 a m = 3 mé&jme vektory @ = [u1,uz], T = [v1,v2], W = [wy, ws] je tenzorovym soucinem téchto vektori
3-dimenzionalni matice

-

U X T X W= (ujvjwg)i=1,2, j=1,2, k=1,2
Pokud @y = s = -+ - = U,, = 4, pak tenzorovy soucin
ﬁlxﬁQX"'X ﬂm:’l_l/ym
nazyvame tenzorovou m-tou mocninou.
Méjme matici A = (as,....i,,) @ U1,..., Uy € Vy, pak
Ay X v X i) = E @iy, Wiy Uiy,
(il,...,im)EP

Bud m € N. Uvazujme zobrazeni ¢ : V,® — R. Jestlize je ¢ linedrni formou vzhledem ke vSem komponentam,
pak ¢ se nazyva m-linedrni forma.
Opét bez diukazu uvedeme néktera tvrzeni.

Tvrzeni Zobrazeni ¢ : V! — R je m-linedrni forma, pravé kdyz ¢(@y,...,0n) = A(d@ X --- X i@y), kde
A = (ai,,.. i, ) je n-rozmérnou m-indexovou matici a pfitom plati a;, .. ;.. = ©(&,,-..,€,, ). Vyse uvedend matice
pridruzend k m-linedrni formé ¢ se oznacuje [p], tj. A = [¢].

O

m-linedrni forma ¢ se nazyvd symetrickd, jestlize (@, , ..., s, ) = ©(@j,, ..., U, ) pro vechny m-prvkové permu-

tace (1, ..., Jm) mnoziny {i1,...,im}-
Tvrzeni m-linedrni forma ¢ je symetrickd, pravé kdyz A = [p] je symetricka.

O

Je-li o : V™ — R symetrickd m-linedrni forma, pak zobrazeni ¢ : V,, — R definované tak, ze (@) = ¢(4,...,q)
se nazyva forma stupné m. Ziejmé plati, ze ¢(c- @) = ¢™ - (@) pro Vc € R a Vi € V,.

Tvrzeni Zobrazeni ¢ : V,, — R je forma stupné m, pravé kdyz ¢ (@) = Ad™, kde A je symetrickd n-rozmérnd
m-indexova matice.
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9.3 Diferencialy vyssich stupnia

Definice 9.4 m-TY GATEAUXUV DIFERENCIAL
Funkce f mé v bodé =z € R(f) m-ty Gateauxiv diferencidl, jestlize existuje derivace fgln) @, (z) pro viechny
vektory @y, ..., dm € V,. Zobrazeni 6™ f(z) : V» — R dané predpisem

0" f () (i, .., m) = fI o ()

se nazyva m-ty Gateauxiiv diferencidl funkce f v bodé z.
Je-li §™ f(x) m-linedrni formou, pak n-rozmérnd m-indexovd matice A = [§™ f(z)] takova, Ze

6mf(m)(ﬁlaaﬁm) = A(Ul X X Um)

se nazyva, derivaci m-tého fadu funkce f v bodé x a zna¢i se f(™ (z).

Poznamky

1. Existuje-li derivace f(™(z), pak (™) (z) je n-rozmérna m-indexové matice a plati:

(@) = [ f (@) = A = (@i, i i =t = (S, @)

il,...,im:L...,n
Derivace f("™ () je tedy matici viech parcidlnich derivaci funkce f.

2. Existuje-li f("™) (), pak pro Vily,..., i, € V, plati:

M (@) = (@) (@) = B @) X X ) = FO (@) (@ X X i) =
S (@) uiy i,

11 yeeytm=1,...,m0

Definice 9.5 m-TY TOTALNI DIFERENCIAL
Rekneme, ze funkce f mé& v bodé z € R(f) totdln{ diferencidl m-tého raddu (m > 2) (Fréchetiiv, silny diferenciél),
jestlize v néjakém okoli O(x) mé f totalni diferencidl m — 1-niho faddu a existuje m-linedrni forma ¢ : V™ — R

takova, ze plati

1 (m—1) o p(m=1) "

lim — - | £ @ 4 @) = £ (@) — (@, )] | = 0.
i—0 || d]]
Tato forma se nazyvd m-ty totdlni diferencial funkce f v bodé z a oznacuje se d™ f(x).

Véta 9.6 NUTNA A POSTACUJICT PODMINKA EXISTENCE 4™ f(z)
Funkce f méd v bodé z totdlni diferencidl m-tého faddu (m > 2), pravé kdyz jsou splnény obé nésledujici podminky:

(i) VSechny parcidlni derivace fddu mensitho nebo rovného m — 2 funkce f jsou diferencovatelné v néjakém okolf
O(x).

(ii) VSechny parcidlni derivace fddu m — 1 funkce f jsou diferencovatelné v bodé z.
Diikaz: Dukaz této véty se provede analogicky s dikazem véty 8.6. a

Dausledek 9.7

1. Existuje-li "™ f(x), pak existuj{ v8echny parcidlni derivace funkce f ¥ddu mensiho nebo rovného m v bodé x a
jsou zameénné.

2. Existuje-li ™ f(x), pak existuje f("™(z) a navic je tato derivace symetrickou m-indexovou matici.
3. Existuje-li d™ f(z), pak pro Vi, ..., U, € V, plat{

A™ f(@) (@, ..., @) = [d" F(@)](@1 X - X ) = FO) (@) (@ X - X @) = 0" f(2)(@, ..., Tm)-
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4. Existuje-li d™ f(x), pak existuj{ v8echny smérové derivace fadi mensich nebo rovného m a jsou zdménné.

Véta 9.8 PoSTACUJICT PODMINKA EXISTENCE 4™ f(z)
Mé-1i funkce f v néjakém okoli O(z) (x € R(f)) vSechny parcidlni derivace m-tého ¥adu a tyto derivace jsou
spojité v samotném bodé z, pak existuje 4™ f(z).

Diikaz: Diukaz se provede analogicky s vétou 8.8. a

Poznamky

1. Mnozinu v§ech funkci f takovych, Ze v8echny jejich parcialni derivace fadu m jsou spojité ve vSech bodech z € G
oznacujeme £™(QG).

2. Jestlize f € {™(QG), pak pro f plat{ v8echny ¢ty¥i ¢asti disledku 9.7.
3. Nékteff autofi definuji totaln{ diferencidl ¥ddu m jako zobrazeni D™ f(x) : V,, — R pfedpisem
D™ f(z)(@) = a™ f(x)(d,. .., @),

tj. D™ f(z) je forma stupné m a plati D™ f(z)(@) = f"™) (x)@™ pro Vi € Vj,.

4. Existuje-li d™ f(z) a @, 1, ..., @m € V;, jsou libovolné, pak!'!
m D 0 0 "
D™ f(z)(@) =---= <8m1 up + -+ oz, un> f(z)
d™ f(x) (@ Um) == 0 upp -+ 0 Uin | - — U1 + -+ u flz)
1, sy Um ) L 11 P} N 1n P} | ml p) - mn

1 7Znéni této poznamky je vicerozmérny pifpad mysterického vztahu, ktery byl zmin&n v minulém odstavci také pod Earou. Nésledujici
vztahy jsou tedy také pouze opsiny ze zapiskl a nejsem z nich viibec moudry.
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10 Aplikace

10.1 Taylorova véta

Véta 10.1 TAYLOROVA VETA
Necht f je funkce n redlnych proménnych, G C R(f) oteviend podmnoZina, m € N a derivace fém+é) existuje
v G pro n&jaky vektor @ € V,. Potom pro Va,z + @ € G existuje © € (0,1) tak, ze
flo @) = £(2) + 33 £4l0) + o Fhal@) 4o b S8 () + e U D 4 0
- 1174 o1/ @i m! @,..., 0 (m + 1)! ..., 0
Diikaz: Polozime ¢(t) = f(z + ti), kde t je skalar a @ je smér. ¢t € (0,1). Aplikaci Taylorovy véty z diferencidlniho
poctu funkef jedné proménné na ¢ ziskdme tvrzeni véty. m|

Diisledek 10.2
Ma-1i f totdlni diferencidl m + 1-ho fadu na G, pak plati

o +) = f(a)+ GDIE@ + D @) + -+ 25D @) (@) + gy D™ S+ O

~

~~

Rmt1

10.2 Extrémy funkci

S extrémy funkci vice proménnych je to takika stejné jako s extrémy funkci jedné proménné.

Existuje-li okolf bodu xg takové, ze pro Vo € O(xg) plati f(z) < f(xo), pak xo nazveme lokdIni maximum. Pokud
to plati pro Vo € G, pak xq je absolutni maximum. Analogicky pro lokilni a absolutni minimum.

Bod z € R(f), pro néjz plati f/(x) =0 pro Vi € {1,...,n} se nazyva staciondrni bod.

Plati

1. Je-li f diferencovatelné v bodé z a mé-li v bodé z lokln{ extrém, pak z je staciondrnim bodem (opacny smér
obecné neplatf).

2. z je stacionarni bod, pravé kdyz f'(x) = 0.

Véta 10.3 O CHARAKTERU OBECNEHO BODU
Necht m € N — {1}, G C R,, je oteviena mnozina, f € £™(G) a = € G. Dale necht f'(z) =0,...,f™ V(z) =0
a ™) (x) # 0. Pak platf:

e je-li m liché, pak f nema v bodé = extrém.
e je-li m sudé a:

* U™ je pozitivné definitni, pak f méa v bodé z ostré lokilni minimum.
x f(™) je negativné definitni, pak f mé v bodé x ostré lokdlni maximum.

% (™) je indefinitni, pak f nemd v bodé z extrém.
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