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� Taylorova v�ta

De�nice ���
Bu� f funkce� kter� m� v bod x� kone
n� derivace a� do ��du n v
etn �n � N�� Taylorov�m polynomem n�t�ho

��du funkce f v bod x� rozum�me�

Tn�f� x���x� � f�x�� �
f ��x��
��

�x� x�� �
f ���x��

��
�x� x��

� � � � ��
f �n��x��

n�
�x� x��

n

V�ta ���
Je�li Tn�f� x���x� Taylor�v polynom funkce f n�t�ho ��du� pak�

Tn�f� x���x�� � f�x��

T �n�f� x���x�� � f ��x��
���

T �k�
n �f� x���x�� � f �k��x�� �k � �� �� � � � � n�

D�kaz�

�� dosazen�m Tn�f� x���x�� � f�x��

�� derivac� a dosazen�m T �n�f� x���x�� � f ��x�� a d�le indukc��

�

De�nice ���
Bu� f funkce s kone
nou derivac� a� do ��du n v
etn v bod x�� Tn�f� x���x�� Taylor�v polynom t�to funkce�

Polo�me Rn�f� x���x� � f�x� � Tn�f� x���x�� Potom formule f�x� � Tn�f� x���x� � Rn�f� x���x� se naz	v� Taylor�v
vzorec a funkce Rn�f� x���x� je tzv� Taylor�v zbytek funkce f po n�t�m 
lenu �zbytek n�t�ho ��du��

V�ta ��� Taylorova
Nech f m� vlastn� derivaci a� do ��du n � � v
etn v bod x� a jeho jist�m okol� ��x��� funkce ��t� je v ��x��

spojit� a m� zde vlastn� derivaci r�znou od nuly� Potom �x � ��x�� �� le��c� mezi body x� x� tak� �e

Rn�f� x���x� �
f �n������

n�

�x� ��n

�����
���x� � ��x��	

Volbou ��t� � �x� t�n�� dostaneme

Rn�f� x���x� �
f �n������

�n� ���
�x� x��

n�� �Lagrange�v tvar�

volbou ��t� � t

Rn�f� x���x� �
f �n������

n�
�x� ��n�x� x�� �Cauchyho tvar�

D�kaz� Zvolme x � ��x�� libovoln�� ale pevn� a polo�me

F �t� � f�x�� f�t�� f ��t�
x � t

��
� f ���t�

�x � t��

��
� � � �� f �n��t�

�x � t�n

n�

Z�ejm F �x� � �� F �x�� � f�x�� Tn�f� x���x�� d�le F m� derivaci�

F ��t� � �f ��t�� �fn�t�
x � t

��
� f ��t�	� � � � � �f �n����t�

n�
�x � t�n
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Tedy fce F a � spl�uj� na intervalu x� x� p�edpoklady vty� Tedy existuje 
�slo � mezi body x� x� tak� �e

F �x�� F �x��

��x�� ��x��
�

F ����
�����

� Rn�f� x���x� �
f �n������

n�

�x� ��n

�����
���x� � ��x��	

�

Pozn�mka ��

�� � � x� � ��x� x��� kde � � ��� ��

�� je�li x� � �� hovo��me o tzv� MacLaurinov
 polynomu

f�x� � f��� �
f ����
��

x�
f �����
��

x� � � � ��
f �n����

n�
xn �Rn�f� ���x�� �z �

Rn�f��x�

kde

Rn�f��x� �
f �n�����x�

�n� ���
xn�� �Lagrange�v tvar�

Rn�f��x� �
f �n�����x�

n�
��� ��nxn�� �Cauchyho tvar�

��

f�x� � f�x�� �
df�x��

��
�
d�f�x��

��
� � � ��

dnf�x��

n�
�Rn�f� x���x�

V�ta ��� T�polynomy n�kter�ch element�rn�ch funkc�

ex � � � x�
x�

��
�
x�


�
� � � ��

xn

n�
�Rn�x� Rn�x� �

xn��e�x

�n� ���

sinx � x� x�


�
�
x�

��
� � � �� ����n�� x�n��

��n� ���
�R�n���x� R�n���x� � ����n sin �x

��n��
x�n

cosx � �� x�

��
�
x�

��
� � � �� ����n x�n

��n��
�R�n�x� R�n�x� � ����n�� sin �x

��n� ���
x�n��

ln�� � x� � x� x�

�
�
x�



� � � �� ����n��x

n

n
�Rn�x� Rn�x� � ����n xn��

n�� � �x�n��

�� � x�k � � � kx�
k�k � ��

��
x� � � � ��

k�k � �� � � � �k � n� ��

n�
xn �Rn�x�

Rn�x� �
k�k � �� � � � �k � n��� � �x�k�n��

�n� ���
xn��

arctanx � x� x�



�
x�

�
� � � �� ����n�� x�n��

��n� ��
�R�n���x�

D�kaz� P��m	m dosazen�m� �

V�ta ��� O vlastnostech T�zbytku
Nech f spl�uje p�edpoklady Taylorovy vty� potom

lim
x�x�

Rn�f� x���x�

�x� x��n��
�

f �n����x��

�n� ���

D�kaz� Nkolikan�sobnou aplikac� Cauchyho vty� �
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P��klad ���

�� Vypo
tte 
�slo e s chybou men�� ne� ����

ex � � �
x

��
�
x�

��
�
x�


�
� � � ��

xn

n�
�Rn�x� Rn�x� �

xn��e�x

�n� ���

� � ��� �� a p�itom po�adujeme � � jRn�x�j � ����� tj�

� � Rn�x� �
e

�n� ���
�




�n� ���
� ���� � n � 

�� Najdte MacLaurin�v polynom nejmen��ho stupn� kter	 na intervalu h�� �i aproximuje funkci log�� � x� s
p�esnost� �����

!e�en� ponech�v�me 
ten��i k procvi
en��
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� Parametricky zadan	 funkce

De�nice ���
Nech �� � jsou funkce spojit� na h�� 	i� Pak mno�inu v�ech bod� �x� y	 � ���t�� ��t�	 pro t � h�� 	i v rovin

o kart�zsk� soustav sou�adnic naz	v�me spojitou kivkou� Rovnice

x � ��t�

y � ��t�� t � h�� 	i
jsou tzv� parametrick� rovnice t�to k�ivky�

Jestli�e ���� � ��	� a ���� � ��	�� naz	v�me k�ivku uzavenou� Bod ������ ����	 � ���	�� ��	�	 se naz	v� uzlov�
�resp� v
tven� nebo n�sobn��� Vznik� �ada "skal� # nap�� Peanova k�ivka� kter� vypl�uje jednotkov	 
tverec�

P��klad ���

�a� kru�nice

x � x� � r cos t

y � y� � r sin t� x�� y� � R� t � h�� �
i

�b� cykloida # k�ivka opisovan� bodem na kru�nici val�c� se po p��mce �viz obr� ����

x � r�t� sin t�

y � r��� cos t�� x�� y� � R� t � h�� �
i

0 864200

2

1

0

Obr�zek �� Cykloida

�c� asteroida # k�ivka opisovan� bodem na kru�nici o polomru r��� val�c� se zevnit� po obvodu kru�nice o polo�
mru r �viz obr� ���

x � r cos� t

y � r sin� t� x�� y� � R� t � h�� �
i

�V
echny obr�zky k tomuto p��kladu byly kresleny s volbou r � �� resp	 a � �
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0 10.50-0.5-1 0

1

0.5

0

-0.5

-1

Obr�zek �� Asteroida

�d� kardioida # dr�ha bodu na kru�nici o polomru r� val�c� se zvnj�ku po obvodu kru�nice t�ho� polomru �viz
obr� ���

x � r�� cos t� cos �t�

y � r�� sin t� sin �t�� x�� y� � R� t � h�� �
i

0 3210-1-2-3 0

2

1

0

-1

-2

Obr�zek �� Kardioida

�e� Descart�v list # asymptotou t�to k�ivky je p��mka y � �x� a �viz obr� ���

x �

at

� � t�

y �

at�

� � t�
� t � R

V�ta ��� O derivaci parametrick� funkce
Bu� x � ��t�� y � ��t�� t � J �J je interval� parametrick� vyj�d�en� grafu funkce y � f�x�� Jestli�e �� � maj�

v J derivaci� p�i
em� �� �� � �t � J � potom funkce f m� v J derivaci

f ��x� �
���t�
���t�

D�kaz� Podle vty je bu� �� � � nebo �� � � v J � tedy � je ryze monot$nn� na J � Lze tedy sestrojit inverzn� funkci
��� � t � ����x�� Potom f�x� � y � ��t� � ������x�	 a z p�edpokladu o �� � plyne existence derivace f a podle vty
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0 3210-1-2-3 0

3

2

1

0

-1

-2

-3

Obr�zek �� Descart�v list

o derivaci slo�en� funkc� a derivace inverzn� funkce plat��

f ��x� � �������x�	�����x�	� � ���t�
�

���t�

�

Pozn�mka ��� V�po�et ��derivace parametricky zadan� funkce
x � ��t�� y � ��t� nech je parametrick� vyj�d�en� grafu funkce y � f�x�� Za p�edpoklad� p�edchoz� vty plat�

y� � f ��x� �
���t�
���t�

Jestli�e existuje dokonce ��derivace funkc� �� �� pak

y�� �
d

dx
�y�� �

d�
��t�

���t�

dt

dt

dx
�

����t����t�� ���t�����t�
����t�

�

���t�

P��klad ���
Sestrojte graf funkce f �

x �
t�

t� �
� y �

t

t� � �

�� Dost�v�me

t �� �� ���t� �
dx

dt
� � � � �

t�t� ��

�t� ���


�m� je interval ��	�	� rozdlen na 
ty�i 
�sti

Iz �� �
��	� ��


IIz �� �
��� ��


IIIz �� �
��� ��


IVz �� �
���	� v nich� je �� �� � a tedy dl�

graf funkce x � ��t�� y � ��t� na 
ty�i samostatn� vtve� ve kter	ch je � pro p��slu�n� t ryze monot$nn�� a sice
rostouc� pro t v ��	� �� a ���	� a klesaj�c� pro t v ��� �� a ��� ���

��
dy

dt
� � � � � � t� � �

�t� � ���
�

df

dt
�

dy�dt

dx�dt
� � � � � � t� � �

t�t� ���t� ���

Tedy f je rostouc� pro t � ��� ��� klesaj�c� pro t � ��	� �� 
 ���	��
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t�� � y � t
t���



��

��st II

Integr�ln� po�et jedn� prom�nn�


 Ur�it� Riemann�v integr�l

��	 Konstrukce Riemanova integr�lu

De�nice ���
Bu� f funkce� f � � na ha� bi� f omezen� na ha� bi� Pak posloupnost a � x� � x� � � � � � xn�� � xn � b nazveme

d
len� D intervalu ha� bi� hxi��� xii i � �� � � � � n je i�t	 d
l�c� interval� xi jsou d
l�c� body dlen� D� D�le ozna
�me

mi � inf
x�hxi���xii

f�x�� Mi � sup
x�hxi���xii

f�x� i � �� � � � � n

s�D� f� �
nX
i	�

mi�xi��� xi� doln� sou
et p��slu�n	 funkci f a dlen� D

S�D� f� �

nX
i	�

Mi�xi��� xi� horn� sou
et p��slu�n	 funkci f a dlen� D

Je�li D dlen� takov�� �e ka�d	 bod dlen� D je i bodem dlen� D�� pak se D� naz	v� zjemn
n� dlen� D� p��eme
D � D��

a bx

y=f(x)

i-1 xi

Obr�zek �� Konstrukce Riemmanova integr�lu

Lemma ��� Vlastnosti horn�ch a doln�ch sou�t	
Nech f je funkce omezen� na ha� bi� nap�� c  f�x�  d �x � ha� bi a D�� D� jsou libovoln� dlen� intervalu

ha� bi� Potom
c�b� a�  s�D�� f�  S�D�� f�  d�b� a�

D�kaz�

�� Nejd��ve dok��eme� �e c�b� a�  s�D� f�  S�D� f�  d�b� a� pro libovoln� dlen� D� P�edn

c  f�x�  d �x � ha� bi � c  mi Mi  d �i � �� � � � � n

kde D je a � x� � x� � � � � � xn�� � xn � b� Vyn�soben�m �xi��� xi��

c�xi��� xi�  mi�xi��� xi� Mi�xi��� xi�  d�xi��� xi�

a se
ten�m

c

nX
i	�

�xi��� xi�  s�D� f�  S�D� f�  d

nX
i	�

�xi��� xi�
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nX
i	�

�xi��� xi� � �x� � x�� � �x� � x�� � � � �� �xn�� � xn��� � �xn � xn��� � xn � x� � b� a

tedy
c�b� a�  s�D� f�  S�D� f�  d�b� a�

�� Dok��eme� �e

s�D� f�  s�D�� f�

S�D� f� � S�D�� f�

kde D je libovoln� dlen� a D� jeho libovoln� zjemnn�� tj� D � D�� Ozna
�me

D � a � x� � x� � � � � � xn�� � xn � b

D� � a � y� � y� � � � � � ym�� � ym � b

a d�le hxi��� xii je i�t	 dl�c� interval D� Proto�e D� je zjemnn�m D� pak existuj� body yr� ys � D� tak� �e
yr � xi��� ys � xi� Z�ejm r � s� D�le ozna
me

mi � inf
x�hxi���xii

f�x�� Mi � sup
x�hxi���xii

f�x�

m�
k � inf

x�hxk���xki
f�x�� M �

k � sup
x�hxk���xki

f�x�

p�i
em� k � r � �� � � � � s� mi  m�
k� Mi �M �

k� Odtud

sX
k	r��

m�
k�yk � yk��� �

sX
k	r��

mi�yk � yk��� � mi�ys � yr� � mi�xi � xi���

Tedy p��spvek dl�c�ho intervalu hxi��� xii k s�D� f� je men�� nebo roven p��spvku t�ho� intervalu ve zjemnn�m
dlen�� tj� s�D� f�  s�D�� f�� Analogicky S�D� f� � S�D�� f��

�� Bu�te nyn� D�� D� libovoln� dlen� intervalu ha� bi a D � D� 
 D� �spole
n� zjemnn��� Potom z p�edchoz�ch

�st� d�kazu plyne

c�b� a�  s�D�� f�  s�D� f�  S�D� f�  S�D�� f�  d�b� a�

�

De�nice ���
Mno�inu v�ech dlen� intervalu ha� bi ozna
�me D�ha� bi�� Podle lemmatu ��� jsou mno�iny

fs�D� f� jD � D�ha� bi�g� fS�D� f� jD � D�ha� bi�g ohrani
en��
Z axiomu supr�ma �resp� in%ma� plyne� �e

inffs�D� f� jD � D�ha� bi�g � c�b� a�� c � inf
x�ha�bi

f�x�

supfs�D� f� jD � D�ha� bi�g �

Z b

a

f�x� dx doln� Riemann�v integr�l funkce f na ha� bi

inffS�D� f� jD � D�ha� bi�g �

Z b

a

f�x� dx horn� Riemann�v integr�l funkce f na ha� bi
supfS�D� f� jD � D�ha� bi�g � d�b� a�� d � sup

x�ha�bi
f�x�

V�ta ��� O vztahu doln�ho a horn�ho Riemannova integr�lu

c�b� a� 
Z b

a

f�x� dx 
Z b

a

f�x� dx  d�b� a�� c  f�x�  d �x � ha� bi

D�kaz� Plyne bezprost�edn z de%nice doln�ho a horn�ho R�integr�lu a z lemmatu ���� �
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De�nice ��

Jestli�e
Z b

a

f�x� dx �

Z b

a

f�x� dx� ��k�me� �e funkce f m� na intervalu ha� bi ur�it� Riemann�v integr�l a hodnotu

tohoto integr�lu klademe Z b

a

f�x� dx �

Z b

a

f�x� dx �

Z b

a

f�x� dx

Takovou funkci naz	v�me R�integrabiln� na ha� bi� zna
�me f � R�ha� bi�� Jestli�e
Z b

a

f�x� dx �

Z b

a

f�x� dx� ��k�me�

�e funkce f nen� na ha� bi R�integrabiln� a jej� R�integr�l nede%nujeme�

P��klad ���

�� Konstantn� funkce f�x� � c �c � R� je na libovoln�m intervalu ha� bi R�integrabiln��

m � inf
x�ha�bi

f�x�� M � sup
x�ha�bi

f�x�

Podle vty ��� �o vztahu doln�ho a horn�ho R�integr�lu��

m�b� a� 
Z b

a

f�x� dx 
Z b

a

f�x� dx M�b� a�

Proto�e c � m� c � M

c�b� a� 
Z b

a

c dx 
Z b

a

c dx  c�b� a��
Z b

a

c dx � c�b� a�

�� Dirichletova funkce �x� nem� na h�� �i R�integr�l�

�x� �

�
�� x � h�� �inQ
�� x � Q � h�� �i

Ozna
me D � � � x� � x� � � � � � xn � � libovoln� dlen� intervalu h�� �i�
mi � inf

x�hxi���xii
�x� � �

Mi � sup
x�hxi���xii

�x� � �

a odtud

s�D�� �

nX
i	�

mi�xi � xi��� � �

Z �

�

�x� dx � �

S�D�� �

nX
i	�

Mi�xi � xi��� � �

Z �

�

�x� dx � �

De�nice ���
&�slo maxi	������n�xi � xi���� kde x�� x�� � � � � xn jsou dl�c� body njak�ho dlen� D� se naz	v� norma d
len� D�

zna
�me ��D��

Lemma ���
Nech f je funkce ohrani
en� na ha� bi� Potom �� � � �� � � tak� �e pro ka�d� dlen� D � D�ha� bi� takov�� �e

��D� � � plat� Z b

a

f�x� dx  S�D� f� �

Z b

a

f�x� dx � �

D�kaz� Viz ��� ��� �
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De�nice ���
Bu� D � a � x� � x� � � � � � xn � b njak� dlen� intervalu ha� bi� Pak

� � f�i jxi��  �i  xi� i � �� � � � � ng

je v�b
r reprezentant� dlen� D� �i je reprezentant i�t�ho d
l�c�ho intervalu a

��D��� f� �

nX
i	�

f��i��xi � xi���

je integr�ln� suma p��slu�n� funkci f � dlen� D a v	bru reprezentant� ��
Z�ejm

s�D� f�  ��D��� f�  S�D� f� �D � D�ha� bi�
Jestli�e �n � N je d�no dlen� Dn � D�ha� bi�� ��k�me� �e je d�na posloupnost fDng�n	� dlen� intervalu ha� bi� Jestli�e
dokonce ��Dn�� � pro n�	� pak se tato posloupnost naz	v� nulov��

V�ta ���

�a� Je�li f ohrani
en� na ha� bi� fDng nulov� posloupnost dlen� intervalu ha� bi a �n p��slu�n	 v	br reprezentant�
dlen� Dn� pak

s�Dn� f� �
Z b

a

f�x� dx

S�Dn� f� �
Z b

a

f�x� dx

�b� Jestli�e f je R�integrabiln� na ha� bi� pak

��Dn��n� f��
Z b

a

f�x� dx

D�kaz�

�a� Bu� � � � libovoln�� Podle lemmatu ��� �� � � tak� �e �D � D�ha� bi� � ��D� � � plat�Z b

a

f�x� dx  S�D� f� �

Z b

a

f�x� dx� �

tedy �����S�D� f��
Z b

a

f�x� dx

����� � �

Proto�e ��Dn� � �� �n� � bfN � �n � n�� n � N plat� ��Dn� � � a tedy pro tato n plat� p�edchoz� nerovnost�
tj�

S�Dn� f��
Z b

a

f�x� dx

analogicky

s�Dn� f��
Z b

a

f�x� dx
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�b� Z p�edpokladu R�integrability funkce f na ha� bi�

S�Dn� f��
Z b

a

f�x� dx

s�Dn� f��
Z b

a

f�x� dx

Zbytek vypl	v� z vty o t�ech limit�ch�

�

V�ta ���� Newton�Leibnitzova formule
 Z�kladn� v�ta integr�ln�ho po�tu
Nech f je R�integrabiln� na ha� bi a F je spojit� na ha� bi a primitivn� k f � PotomZ b

a

f�x� dx � F �b�� F �a�

D�kaz� Nech D � D�ha� bi�� D � a � x� � x� � � � � � xn � b� Proto�e F spl�uje na ka�d�m hxi��� xii� i � �� � � � � n
p�edpoklady Lagrangeovy vty �diferenci�ln� po
et I�� ��i � �xi��� xi� tak� �e

F �xi�� F �xi��� � F ���i��xi � xi��� � f��i��xi � xi���

Se
ten�m
nX
i	�

�F �xi�� F �xi���	 � ��D��� f�

P�edev��m
nX
i	�

�F �xi�� F �xi���	 � �F �x��� F �x��	 � �F �x��� F �x��	 � � � �� �F �xn�� F �xn���	 � F �b�� F �a�

D�le� z p�edpokladu R�integrability f na ha� bi

��Dn��n� f��
Z b

a

f�x� dx

kde fDng je libovoln� nulov� posloupnost dlen� intervalu ha� bi a �n je p��slu�n	 v	br reprezentant�� Tedy celkem

F �b�� F �a� � limn����Dn��n� f�
V ��
�b�
�

Z b

a

f�x� dx

�

�� Vlastnosti Riemanova integr�lu a R�integrabiln�ch funkc�

Lemma ���� Nutn� a posta�uj�c� podm�nka R�integrability
Bu� f funkce ohrani
en� na ha� bi� Pak f je R�integrabiln� na ha� bi pr�v� kdy�

�� �D � D�ha� bi� � S�D� f�� s�D� f� � �

D�kaz� P�edpokl�dejme nejprve f � R�ha� bi�� � � � vol�me libovoln� konstantn�� Podle lemmatu ��� existuje k 
�slu
�
� � � dlen� D� � D�ha� bi�� resp� D� � D�ha� bi� tak� �eZ b

a

f�x� d�x�  S�D�� f� �

Z b

a

f�x� d�x� �
�

�Z b

a

f�x� d�x� � �

�
� s�D�� f� 

Z b

a

f�x� d�x�
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Odtud a z p�edpokladu R�integrability f plyne �s pou�it�m lemmatu ����� �D � D� 
D� �spole
n� zjemnn��Z b

a

f�x� dx  S�D� f�  S�D�� f� �

Z b

a

f�x� dx �
�

�Z b

a

f�x� dx � �

�
� s�D�� f�  s�D� f� 

Z b

a

f�x� dx

a tedy

S�D� f�� s�D� f� �

Z b

a

f�x� dx �
�

�
�
�Z b

a

f�x� dx � �

�

�
� �

Nech naopak �� � � �D � D�ha� bi� � S�D� f�� s�D� f� � � tj�

S�D� f� � s�D� f� � ��
Z b

a

f�x� d�x� �

Z b

a

f�x� d�x� � ��
Z b

a

f�x� d�x� 
Z b

a

f�x� d�x�

a proto�e sou
asn plat� i opa
n� nerovnost� nutnZ b

a

f�x� d�x� �

Z b

a

f�x� d�x�

tj� f je R�integrabiln� na ha� bi� �

V�ta ���� O t��d�ch R�integrabiln�ch funkc�

�a� Nech funkce f je na intervalu ha� bi monot$nn�� Pak f � R�ha� bi��
�b� Nech funkce f je na intervalu ha� bi spojit�� Pak f � R�ha� bi��

D�kaz�

�a� Bu� f neklesaj�c� na ha� bi �p��pad� kdy f je nerostouc� # analogicky�� Z�ejm f�a�  f�x�  f�b� �x � �a� b� �
tedy f je na ha� bi ohrani
en�� Bu� D � D�ha� bi�� D � a � x� � x� � � � � � xn � b� ��D� � �� Proto�e

mi�f� � infx�hxi���xiif�x� � f�xi���

Mi�f� � supx�hxi���xiif�x� � f�xi� i � �� � � � � n

tedy

S�D� f�� s�D� f� �

nX
i��

f�xi��xi � xi����

nX
i��

f�xi����xi � xi��� �

�

nX
i��

�f�xi�� f�xi�����xi � xi��� � �

nX
i��

�f�xi�� f�xi���� � ��f�b�� f�a��

Je�li f�a� � f�b�� pak f je na ha� bi konstantn� a tedy i R�integrabiln� �podle p��kladu ����� Nech f�a� � f�b��
Z�ejm �� � � �D � D�ha� bi� s normou ��D� � �

f�b��f�a� � pro n� plat�

S�D� f�� s�D� f� �
�

f�b�� f�a�
�f�b�� f�a�	 � �

Ostatn� z lemmatu �����

�b� Bu� � � � libovoln�� Proto�e f je spojit� na ha� bi� je na ha� bi spojit� dokonce stejnomrn �Heine�Cantorova
vta # diferenci�ln� po
et I�� Tj� � �

b�a �� � � �x�� x� � ha� bi � jx� � x�j � � je jf�x�� � f�x��j � �
b�a �
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Bu� D � D�ha� bi�� D � a � x� � x� � � � � � xn � b� ��D� � �� Podle ��Weierstrassovy vty z DP I
���i � ���i � hxi��� xii� i � �� � � � � n tak� �e

mi�f� � infx�hxi���xiif�x� � f���i �� Mi�f� � supx�hxi���xiif�x� � f����i �

Proto�e
j��i � ���i j � �� f����i �� f���i � �

�

b� a

tedy

S�D� f�� s�D� f� �
nX
i	�

f����i ��xi � xi����
nX
i	�

f���i ��xi � xi��� � � � � �

�
�

b� a

nX
i	�

�xi � xi��� �
�

b� a
�b� a� � �

Ostatn� z lemmatu �����

�

De�nice ����
!ekneme� �e bodov� mno�ina M �� R� m� m�ru nula �podle Jordana�� jestli�e pro ka�d� � � � existuje kone
n	

po
et uzav�en	ch interval� h�� h�� � � � � hk tak� �e plat�

�� m�h�� �m�h�� � � � ��m�hk� � �� kde m�hi� je d�lka intervalu hi

�� �x �M �hi tak� �e x je vnit�n�m bodem intervalu hi

P��klad ���

�� M � fa�� � � � � ang � � � kone
n�prvkov� bodov� mno�ina

k � n� �� � � � hi � hai � �


n
� ai �

�


n
i

Mno�ina M m� tedy m�ru ��

�� M � f�� �� � � � � � �n � � � �g nekone
n� konvergentn�� Pro libovoln� � � � le�� skoro v�echny body �v�echny body a�
na kone
n	 po
et� v intervalu h� �

� �
�
� i� zb	vaj�c� body �jejich po
et ozna
me m� le�� v intervalech o d�lce �

�m �
M m� tedy m�ru ��

V�ta ����
Bu� f ohrani
en� ohrani
en� na ha� bi a nech mno�ina bod� nespojitosti t�to funkce m� Jordanovskou m�ru nula�

Pak f � R�ha� bi��
D�kaz� D�kaz je z�ejm	� uvdom�me�li si� �e pokud m� mno�ina bod� nespojitosti Jordanovu m�ru �� pak ji lze

rozdlit v tchto bodech na spojit� intervaly� V	slen� tvrzen� je pak d�sledkem lemmatu ����� �

Pozn�mka ��� Lebesgueova v�ta
Bu� f ohrani
en� ohrani
en� na ha� bi� f � R�ha� bi� � f je skoro v�ude spojit� �tj� mno�ina bod�� na nich� je

nespojit�� m� Lebesgueovskou m�ru nula�

D�sledek ����

�� Je�li funkce f ohrani
en� na ha� bi a mno�ina jej�ch bod� nespojitosti je kone
n�� pak f � R�ha� bi��
�� Je�li funkce f ohrani
en� na ha� bi a posloupnost jej�ch bod� nespojitosti konverguje v ha� bi� pak f � R�ha� bi��
�� Nech f� g jsou funkce ohrani
en� na ha� bi a takov�� �e f�x� � g�x� pro v�echna x � ha� bi s v	jimkou mno�iny

o Jordanovsk� m��e nula� Pak nastav� pr�v jedna z mo�nost��
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�a� f� g � R�ha� bi� a
Z b

a

f�x� dx �

Z b

a

g�x� dx

�b� ani jedna z nich nen� R�integrabiln� na ha� bi
D�kaz� Dok��eme pouze tvrzen� �� Bu� K � � takov�� �e jf�x�j  K� jg�x�j  K �x � ha� bi� � � � volme libovoln��
K 
�slu �

�K � � existuje h�� � � � � hr tak� �e
rX

i	�

m�hi� �
�

�K

a ka�d	 bod x � ha� bi� v nm� f�x� �� g�x� le�� v njak�m hi� i � �� � � � � r�
Bu� D � D�ha� bi� dlen�� jeho� dl�c�mi body jsou mimo jin� i krajn� body interval� hi� i � �� � � � � r� Dl�c� intervaly

r�zn� od hi maj� k S�D� f� i k S�D� g� t	� p��spvek a v S�D� f�� S�D� g� se zru�� �analogicky v s�D� f�� s�D� g���
Ozna
me

Mi�f� � sup
x�hi

f�x�� Mi�g� � sup
x�hi

g�x�

mi�f� � inf
x�hi

f�x�� mi�g� � inf
x�hi

g�x�

Tedy

jS�D� f�� S�D� g�j� js�D� f�� s�D� g�j � � � � �

rX
i��

jMi�f��Mi�g�jm�hi� �

rX
i��

jmi�f��mi�g�jm�hi� �

� �K

rX
i��

m�hi� � �K
�

�K
� �

Odtud
jS�D� f�� s�D� g�j  jS�D� f�� S�D� g�j� js�D� f�� s�D� g�j � �

Ostatn� z lemmatu ����� �

P��klad ���

f�x� �

���������	
��������


� �
� � x  �

�
�

�
� � x  �

�
���

���
�
�n

�
�n�� � x  �

�n

���
���

� x � �

0 10.80.60.40.200

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

f � R�h�� �i� nebo 

� f je neklesaj�c� na h�� �i
� f je na h�� �i ohrani
en� a skoro spojit� �ve smyslu Jordanov�

�ka�d� z uveden	ch podm�nek je posta
uj�c��
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P��klad ���

f�x� �

�������	
������


� �
� � x  �

�
�

�
� � x  �

�

� �
� � x  �

�
���

���
� x � �

x0 10.80.60.40.20

y

0

1

0

f � R�h�� �i� nebo f je ohrani
en� na h�� �i a mno�ina jej�ch bod� nespojitosti m� m�ru nula�

P��klad ��

f�x� �

�
sin �

x
x �� �

� x � �

f � R�ha� bi� nebo je na ha� bi ohrani
en� a skoro spojit� �jedin	m bodem nespojitosti t�to funkce je bod ��� Viz
obr� ��

x
0 210-1-2 0

1

0

-1

Obr�zek �� Graf funkce y � sin �
x

V�ta ���� Pravidla pro po��t�n� R�integr�lu

Nech f� g � R�ha� bi�� c � R libovoln� konstanta� Pak plat�

�a�

f � g � R�ha� bi��
Z b

a

�f � g��x� dx �

Z b

a

f�x� dx �

Z b

a

g�x� dx

�b�

c � f � R�ha� bi��
Z b

a

c � f�x� dx � c

Z b

a

f�x� dx

�c�
f � g � R�ha� bi�
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�d� Jestli�e funkce g m� na ha� bi st�le tot�� znam�nko a infx�ha�bi g�x� �� �� supx�ha�bi g�x� �� �� pak

f

g
� R�ha� bi�

�e� Ozna
me m�f� � infx�ha�bi f�x�� M�f� � supx�ha�bi f�x�� Pak

m�f��b� a� 
Z b

a

f�x� dx M�f��b� a�

D�kaz� Dlen� D � D�ha� bi�� D � a � x� � x� � � � � � xn � b bu� libovoln�� d�le ozna
me

mi�y� � inf
x�hxi���xii

y�x�� Mi�y� � sup
x�hxi���xii

y�x�

�a� V ka�d�m hxi��� xii plat�

mi�f� �mi�g�  f�x� � g�x� Mi�f� �Mi�g� �x � hxi��� xii

�
mi�f� �mi�g�  mi�f � g� Mi�f � g� Mi�f� �Mi�g�

N�soben�m t�to nerovnosti v	razem �xi � xi��� � � a se
ten�m p�es v�echna i � �� � � � � n dost�v�me

s�D� f� � s�D� g�  s�D� f � g�  S�D� f� � S�D� g�

Bu� nyn� fDng nulov� posloupnost dlen� intervalu ha� bi� Z p�edchoz� nerovnosti a p�i n�	 plyne �s pou�it�m
vty ����� Z b

a

f�x� dx �

Z b

a

g�x� dx 
Z b

a

�f � g��x� dx 
Z b

a

�f � g��x� dx 
Z b

a

f�x� dx �

Z b

a

g�x� dx

Odtud tedy f � g � R�ha� bi��
Z b

a

�f � g��x� dx �

Z b

a

f�x� dx�

Z b

a

g�x� dx

�b� Pro c � � je tvrzen� z�ejm�� Nech tedy c �� �� nap��klad c � �� Pak

mi�c � f� � c �mi�f�� Mi�c � f� � c �Mi�f�

Analogicky s d�kazem 
�sti �a� n�sob�me v	razem �xi � xi��� a se
teme p�es v�echna i�

s�D� c � f� � c � s�D� f�� S�D� c � f� � c � S�D� f�

Opt pou�it�m fDng # nulov� posloupnosti dlen� intervalu ha� bi # dostaneme pro n�	�Z b

a

c � f�x� dx � c

Z b

a

f�x� dx�

Z b

a

c � f�x� dx � c

Z b

a

f�x� dx

Z p�edpokladu R�integrability f je
Z b

a

f�x� dx �

Z b

a

f�x� dx� tedy celkem
Z b

a

c � f�x� dx � c

Z b

a

f�x� dx�

�c� P�edpokl�dejme f�x� � �� g�x� � � na ha� bi� Z�ejm

m�f� � infx�ha�bif�x� � �� m�g� � infx�ha�big�x� � �

M�f� � supx�ha�bif�x� � �� M�g� � supx�ha�big�x� � �
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Bu� � � � libovoln�� K 
�slu �
�M�g� � � existuje podle lemmatu ���� dlen� D� � D�ha� bi� tak� �e

S�D�� f�� s�D�� f� �
�

�M�g�

Stejn tak k 
�slu �
�M�f� � � existuje dlen� D� � D�ha� bi� takov�� �e

S�D�� g�� s�D�� g� �
�

�M�f�

Bu� nyn� D � D� 
D� �spole
n� zjemnn��� Pak

S�D� f�� s�D� f� �
�

�M�g�

S�D� g�� s�D� g� �
�

�M�f�

P�itom v i�t�m dl�c�m intervalu plat�

mi�f�mi�g�  f�x�g�x� Mi�f�Mi�g�

�
mi�f�mi�g�  mi�f � g� Mi�f � g� Mi�f�Mi�g�

Opt n�sob�me �xi � xi��� a se
teme p�es v�echna i s pou�it�m�

Mi�f � g��mi�f � g�  Mi�f�Mi�g��mi�f�mi�g� �

	�z �� �
mi�f�Mi�g��mi�f�Mi�g� �

� Mi�g��Mi�f��mi�f�	 �mi�f��Mi�g��mi�g�	

tedy

S�D� f � g�� s�D� f � g�  M�g��S�D� f�� s�D� f�	 �m�f��S�D� g�� s�D� g�	 �

� M�g�
�

�M�g�
�M�f�

�

�M�f�
�

�

�
�
�

�
� �

Jsou�li nyn� f� g libovoln�� vol�me M��M� takov�� �e jf�x�j  M�� jg�x�j  M� �x � ha� bi� Pak funkce M� �
f�x�� M� � g�x� jsou na ha� bi nez�porn� a R�integrabiln� a tedy podle prvn� 
�sti d�kazu �c� je funkce

F �� �M� � f�x�	�M� � g�x�	 � R�ha� bi�

tj�
M�M� �M�f�x��M�g�x� � f�x�g�x� � R�ha� bi�

Odtud
f�x�g�x� � F �x��M�M� �M�f�x� �M�g�x� � R�ha� bi�

�d� Sta
� dok�zat� �e za uveden	ch p�edpoklad� je funkce
�

g
� R�ha� bi��

Bu� � � � libovoln�� Podle lemmatu ���� existuje k 
�slu m��g�� � �� kde m�g� � infx�ha�bi g�x�� dlen�
D � D�ha� bi�� D � a � x� � x� � � � � � xn � b tak� �e

S�D� g�� s�D� g� � m��g��

Z�ejm na i�t�m dl�c�m intervalu plat�

mi

�
�

g

�
�

�

Mi�g�
� Mi

�
�

g

�
�

�

mi�g�
g � �� i � �� � � � � n
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Odtud

S

�
D�

�

g

�
� s

�
D�

�

g

�
�

nX
i��


Mi

�
�

g

�
�mi

�
�

g

��
�xi � xi��� �

nX
i��


�

mi�g�
�

�

Mi�g�

�
�xi � xi��� �

�

nX
i��

Mi�g��mi�g�

mi�g�Mi�g�
�xi � xi��� �

�

m��g�

nX
i��

�Mi�g��mi�g���xi � xi��� �

�
�

m��g�
�S�D� g�� s�D� g�� �

�

m��g�
m

��g�� � �

�e� Plyne bezprost�edn z vty ����

�

D�sledek ����

�� Nech funkce fi � R�ha� bi�� ci � R je libovoln� konstantn� pro i � �� � � � � n� Pak
nX
i	�

cifi � R�ha� bi��
Z b

a

nX
i	�

cifi�x� dx �

nX
i	�

ci

Z b

a

fi�x� dx

�� Nech f � R�ha� bi� a f � � na ha� bi� Pak Z b

a

f�x� dx � �

�� Nech f� g � R�ha� bi� a f � g na ha� bi� PakZ b

a

f�x� dx 
Z b

a

g�x� dx

�� Nech f � R�ha� bi�� Pak

jf j � R�ha� bi��
�����
Z b

a

f�x� dx

����� 
Z b

a

jf�x�j dx

V�ta ���� Prvn� v�ta o st�edn� hodnot�

Nech f� g � R�ha� bi�� g je na ha� bi st�le nez�porn� nebo nekladn��

m � inf
x�ha�bi

f�x�� M � sup
x�ha�bi

f�x�

Pak existuje u � m  u M tak� �e Z b

a

f�x�g�x� dx � u

Z b

a

g�x� dx

D�kaz� P�edpokl�dejme g � � na ha� bi �opa
n� nerovnost # analogicky�� Podle p�edpoklad� tak� funkce f � g je
R�integrabiln� na ha� bi �vta ������ Z�ejm t�� plat�

m

Z b

a

g�x� dx 
Z b

a

f�x�g�x� dx M

Z b

a

g�x� dx ���

Jestli�e
Z b

a

g�x� dx � �� pak podle p�edpoklad� o g nutn g�x� � � �x � ha� bi a tedy
Z b

a

f�x�g�x� dx � �� tak�e tvrzen�

vty plat� �u � ��� P�edpokl�dejme tedy
Z b

a

g�x� dx �� �� Pak u zvol�me takto�

u �

Z b

a

f�x�g�x� dxZ b

a

g�x� dx
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a sta
� dok�zat� �e toto 
�slo u m� po�adovan� vlastnosti� co� plyne z nerovnosti ��� �dl�me ji integr�lem
Z b

a

g�x� dx�

a z dosazen� do formule vty� �

Pozn�mka ����

�� Jestli�e funkce f je dokonce spojit� na ha� bi� pak tvrzen� vty lze za uveden	ch p�edpoklad� formulovat takto�

�� � ha� bi �
Z b

a

f�x�g�x� dx � f���

Z b

a

g�x� dx

�� Geometrick	 v	znam �funkce g konstantn�� g�x� � � �x � ha� bi��Z b

a

f�x� dx � u�b� a� � f����b� a�

tj� plocha vymezen� grafem funkce f a osou x na intervalu ha� bi odpov�d� velikost� plo�e P obd�ln�ka o stran�ch
d�lky �b� a� a u �viz obr� ���

u

ξ

y=f(x)

a b

P

Obr�zek �� Geometrick� v�znam prvn� v�ty o st�edn� hodnot�

V�ta ����

�a� Nech a� b� c � R � a � b � c� f � R�ha� bi� � f � R�hb� ci�� Pak

f � R�ha� ci��
Z c

a

f�x� dx �

Z b

a

f�x� dx �

Z c

b

f�x� dx

�b� Nech f � R�ha� bi�� Pak f � R�hc� di� pro ka�d	 hc� di � ha� bi
D�kaz�

�a� Bu�

D�
n nulov� posloupnost dlen� intervalu ha� bi

D��
n nulov� posloupnost dlen� intervalu hb� ci

Dn posloupnost dlen� intervalu ha� ci� p�i
em� dl�c� body dlen� Dn odpov�daj� na intervalu ha� bi dlen� D�
n

a na hb� ci dlen� D��
n� Z�ejm i Dn je nulov� posloupnost dlen��
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Odtud
s�D�

n� f� � s�D��
n� f� � s�Dn� f�

a limitn�m p�echodem pro n�	 a s vyu�it�m vty ���Z b

a

f�x� dx �

Z c

b

f�x� dx �

Z c

a

f�x� dx

Analogicky Z b

a

f�x� dx �

Z c

b

f�x� dx �

Z c

a

f�x� dx

Odtud tvrzen��

�b� Podle p�edpoklad� a  c � d  b� P�edpokl�dejme nav�c a � c� d � b� Bu�

D�
n nulov� posloupnost dlen� intervalu ha� ci

D��
n nulov� posloupnost dlen� intervalu hc� di

D���
n nulov� posloupnost dlen� intervalu hd� bi

Dn posloupnost dlen� intervalu ha� bi� dlen� Dn je ur
eno dl�c�mi body dlen� D�
n� D

��
n a D���

n � Z�ejm i Dn je
nulov� posloupnost dlen� intervalu ha� bi� Pak opt plat�

s�D�
n� f� � s�D��

n� f� � s�D���
n � f� � s�Dn� f�

a limitn�m p�echodemZ c

a

f�x� dx �

Z d

c

f�x� dx �

Z b

d

f�x� dx �

Z b

a

f�x� dx �

Z b

a

f�x� dx

Analogicky Z c

a

f�x� dx �

Z d

c

f�x� dx �

Z b

d

f�x� dx �

Z b

a

f�x� dx �

Z b

a

f�x� dx

Ode
ten�m�Z c

a

f�x� dx �
Z c

a

f�x� dx

�
� �z �

��

�

�Z d

c

f�x� dx�
Z d

c

f�x� dx

�
� �z �

��

�

�Z b

d

f�x� dx �
Z b

d

f�x� dx

�
� �z �

��

� �

Proto�e z vlastnost� doln�ho a horn�ho R�integr�lu je ka�d	 ze s
�tanc� vt�� nebo roven nule� je ka�d	 z
nich nutn roven nule� tj� f je na v�ech t�ech uveden	ch intervalech R�integrabiln��

�

Pozn�mka ����

P�irozen z tvrzen� p�edchoz� vty dopln�me pravidla pro po
�t�n� s ur
it	m R�integr�lem�Z a

a

f�x� dx � � proto�e
Z b

a

f�x� dx �

Z b

b

f�x� dx �

Z b

a

f�x� dx

Pro a � b Z a

b

f�x� dx � �
Z b

a

f�x� dx proto�e
Z b

a

f�x� dx�

Z a

b

f�x� dx �

Z a

a

f�x� dx � �

V�ta ���� Vlastnosti R�integr�lu jako�to funkce horn� meze



� UR�IT� RIEMANN�V INTEGR�L ��

�a� Nech f � R�ha� bi�� potom funkce

F �x� �

Z x

a

f�t� dt

je na intervalu ha� bi spojit��

�b� Je�li f spojit� na intervalu ha� bi� potom funkce F �x� �

Z x

a

f�t� dt m� na ha� bi derivaci a plat� F ��x� � f�x��

Pozn�mka ����
Analogick� tvrzen� plat� i pro

G�x� �

Z b

x

f�t� dt � �
Z x

b

f�t� dt

D�kaz�

�a� Z p�edpoklad� plyne existence 
�sla K � � � jf�x�j  K �x � ha� bi� Bu� x� � �a� b� a � � � libovoln�� Chceme
uk�zat� �e existuje ���� tak�� �e

�x � �x� � �� x� � �� � �a� b� � jF �x� � F �x��j � �

Tedy

jF �x�� F �x��j �

����
Z x

a

f�t�dt�

Z x�

a

f�t� dt

���� �
����
Z x

x�

f�t�dt

���� �
Z x

x�

jf�t�j dt � K

����
Z x

x�

dx

���� � Kjx� x�j � K � �

Z�ejm sta
� volit �  �
K

�

Analogicky lze dok�zat spojitost f v bod a zprava a v bod b zleva�

�b� Dok��eme� �e funkce F je za uveden	ch p�edpoklad� diferenciovateln� v libovoln�m vnit�n�m bod intervalu
ha� bi� Analogicky by byl veden d�kaz existence jednostrann	ch derivac� v krajn�ch bodech intervalu ha� bi�
Bu� x� � �a� b� a � � � libovoln�� Proto�e f je spojit� v bod x�� tedy k 
�slu �

� � � existuje � � � tak� �e

�x � �x� � �� x� � �� � �a� b� � jf�x�� f�x��j � �

�

Sou
asn pro ka�d� x � �x� � �� x� � ��nfx�g plat�����F �x�� F �x��

x� x�
� f�x��

���� �

���� �

x� x�

Z x

x�

f�t� dt�
f�x��

x� x�

Z x

x�

dx

���� �
�

jx� x�j

����
Z x

x�

jf�t�� f�x��j dt

���� �

�
�

jx� x�j

����
Z x

x�

�

�
dt

���� �
�

�jx� x�j
jx� x�j �

�

�
� �

V limit pro x� x� odtud plyne� �e F ��x�� existuje a plat� F ��x�� � f�x���

�

V�ta ��� O existenci primitivn� funkce
Ke ka�d� funkci spojit� na uzav�en�m intervalu J existuje na tomto intervalu funkce primitivn��

D�kaz� Zvolme a � J a polo�me F �x� �

Z x

a

f�t� dt� Ostatn� z vty �����b�� �

V�ta ���� Druh� v�ta o st�edn� hodnot�
Je�li f � R�ha� bi�� g monot$nn� na ha� bi� pak

�� � ha� bi �
Z b

a

f�x�g�x� dx � g�a�

Z �

a

f�x� dx � g�b�

Z b

�

f�x� dx

D�kaz� P��li� dlouh	� nep��li� v	znamn	� Viz ��� ��� �

�Z�pis ���� znamen�� � je z�visl� pr�v� na �
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��� Metody v�po�tu

V�ta ���� Metoda per partes�� pro ur�it� integr�l
Nech funkce u� v maj� na intervalu ha� bi spojit� prvn� derivace� PakZ b

a

u��x�v�x� dx � �u�x�v�x�	ba �
Z b

a

u�x�v��x�dx

kde �u�x�v�x�	ba � u�b�v�b�� u�a�v�a��

D�kaz� Z�ejm �z vty �����ac� a �����b�� funkce u� v� u�� v�� u�v� uv�� � � � � �u�v� jsou R�integrabiln� na ha� bi� Dokonce
funkce uv je na ha� bi primitivn� k funkci u�v � uv�� Podle vty �����a� a ����Z b

a

u��x�v�x� dx �

Z b

a

u�x�v��x� dx �

Z b

a

u��x�v�x� � u�x�v��x� dx � u�b�v�b�� u�a�v�a�

Odtud Z b

a

u��x�v�x� dx � �u�x�v�x�	ba �
Z b

a

u�x�v��x�dx

�

V�ta ���� O substituci v ur�it�m integr�lu
Nech funkce � m� na intervalu h�� 	i spojitou prvn� derivaci a nech pro ka�d� t � h�� 	i je A  ��t�  B� funkce

f bu� spojit� na hA�Bi� Pak Z ����

����

f�x� dx �

Z �

�

f ���t�	���t� dt

D�kaz� Polo�me

F �x� �

Z x

A

f�u� du

Pak F m� na intervalu hA�Bi derivaci a je primitivn� k f � Proto�e i � m� na h�� 	i derivaci a �t � h�� 	i � ��t� � hA�Bi
tedy i funkce F ���t�	 m� na h�� 	i derivaci�

fF ���t�	g� � f ���t�	���t�

tedy F ���t�	 je na h�� 	i spojit� a primitivn� k f ���t�	���t�� P�itom f ���t�	���t� � R�h�� 	i� a tedy podle vty ����Z �

�

f ���t�	���t� dt � ��F � ���t�	�� � � � � �

Z ����

A

f�u� du�
Z ����

A

f�u� du �

Z ����

����

f�x� dx

�

��� Aplikace

Geometrick� aplikace Tabulka � shrnuje geometrick� aplikace ur
it�ho integr�lu� Uveden� vzorce lze p�itom u��t
za p�edpokladu spojitosti funkc� f � u� �� �� a ��

Metody odvozen�

�� Obsah rovinn�ho obrazce

�a� Odpov�d� konstrukci Riemannova integr�lu�
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kart�zsk� soustava sou�adnic pol�rn� s� s�
�a� �b� �c�

K � y � f�x�� x � ha� bi K �
x � ��t�
y � ��t�� x � h�� 	i K � � � ����� x � h�� 	i

�� P �

Z b

a

f�x� dx P �

Z �

�

��t����t� dt P �
�

�

Z �

�

����� d�

�� L �

Z b

a

p
� � f ���x� dx L �

Z �

�

p
����t� � ����t� dt L �

Z �

�

p
����� � ������ d�

�� V �

Z b

a

u�x� dx # #

Vx � 


Z b

a

f��x� dx Vx � 


Z �

�

���t� � ����t� dt V	 � �
�


Z �

�

����� sin�d�

�� S � ��

Z b

a

f�x�
p

� � f ���x� dx S � ��

Z �

�

��t�
p

����t� � ����t� dt S � ��

Z �

�

���� sin�
p

����� � ������ d�

Tabulka �� Geometrick� aplikace ur	it�ho integr�lu

�b� Pro parametricky zadanou k�ivku K
K � x � ��t�

y � ��t�� t � h�� 	i

P �

Z �

�

��t����t� dt

Z p��padn�ho p�edpokladu �� �� � na h�� 	i je bu� � � � nebo � � � na h�� 	i� � je tedy na h�� 	i ryze
monot$nn�� tak�e k n� existuje na tomto intervalu funkce inverzn� ���� Tedy funkce ������x�	 je de%novan�
na ha� bi a a � ����� b � ��	� pro �� � �� resp� a � ��	�� b � ���� pro �� � �� Dosad�me tedy tuto funkci
do vzorce �a a podle vty o substituci�

P �

Z b

a

������x�	 dx

������
x � ��t�

dx � ���t� dt
a� �� b� 	

������ �
Z �

�

��t����t� dt

�c� Pro k�ivku K � � � ����� x � h�� 	i v pol�rn� soustav sou�adnic plat�

P �
�

�

Z �

�

����� d�

M�me dlen� intervalu h�� 	i s dl�c�mi body

� � �� � �� � � � � � �n � 	

Pak v i�t�m dl�c�m intervalu je obsah kruhov� v	se
e roven �������i���i � �i��� �viz obr�zek �� a tedy
pro cely obsah plat�

P �
nX
i	�

�

�
����i���i � �i��� � �

�
Dn��n�

�

�
��
�

Za p�edpokladu R�integrability funkce ����� a p�i limit v fDng nulov� dost�v�me p�islu�n	 vzorec�
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ρ

α

β

ρ=ρ(φ)

ξ
 i

ρ(ξ )
 i

Obr�zek �� Odvozen� obsahu obrazce� omezen�ho funkc� v pol�rn� s�s�

�� D�lka rovinn� k�ivky

�a� Pro funkci f v kart�zsk� soustav sou�adnic plat�

L �

Z b

a

p
� � f ���x� dx

P�itom d�lka k�ivky v i�t�m dl�c�m intervalu je �viz obr�zek ���

li �
s

�xi � xi���� � �f�xi�� f�xi����
�� �z �

f ����i��xi�xi����
�
p

� � f ����i��xi � xi���

a bx xi i-1

 f(x
 i

        )

 i-1
 f(x    )

Obr�zek ��� K odvozen� d�lky rovinn� k�ivky

a tedy

L �
nX
i	�

li �

nX
i	�

p
� � f ����i��xi � xi��� � �

�
Dn��n�

p
� � f ��

�
Opt pro fDng nulovou a n�	 dost�v�me p��slu�n	 vzorec

�b� D�lka parametricky zadan� k�ivky se odvod� analogicky jako p�edchoz� p��pad� uvedeme tedy pouze roz���en�
vzorce pro v	po
et d�lky parametrick� k�ivky ve ��rozmrn�m prostoru �odvozen� je rovn� analogick� jako
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pro z�kladn� vzorec�

K � x � ��t�

y � ��t� L �

Z �

�

p
����t� � ����t� � ����t� dt

z � ��t�� t � h�� 	i

�c� K�ivku K lze transformovat z pol�rn� soustavy sou�adnic do kart�zsk��

K � � � ����� � � h�� 	i �� x � ���� cos�
y � ���� sin�� � � h�� 	i

Dosazen�m do vzorce pro p�edchoz� p��pad ��b� dost�v�me po tro�e po
�t�n� p��slu�n	 vzorec�

�� Objem t�lesa

� pomoc� p��	n
ch �ez�

�a� Objem tlesa aproximujeme �viz obr�zek ���

V �
nX
i	�

u��i��xi � xi��� � � �Dn��n� u�

D�ky spojitosti funkce u na ha� bi je u na tomto intervalu R�integrabiln� a tedy

� �Dn��n� u��
Z b

a

u�x� dx

a

b
x

xi-1

xi ξ
 i

ξ
 i

u(   )

Obr�zek ��� Odvozen� objemu t�lesa pomoc� p��	n�ch �ez�

� vznikl�ho rotac�

�a� Plocha �ezu v i�t�m dl�c�m intervalu je �viz obr�zek ���

u�x� � 
f��x� �� Vx �

Z b

a

u�x� dx � 


Z b

a

f��x� dx

�b� Za p�edpokladu� �e �� je bu� kladn� nebo z�porn� v cel�m intervalu h�� 	i� m��eme opt p�echodem
k funkci ��� a pou�it�m vty o substituci v integr�lu z ��a� odvodit p��slu�n	 vzorec�
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ba

x
i-1 x

i

x

 ξ
i

f(   )

y=f(x)

Obr�zek ��� Odvozen� objemu rota	n�ho t�lesa

�c� K odvozen� lze pou��t nap��klad vzorec pro v	po
et objemu kulov�ho vrchl�ku�

V �
�





R�



h

Pomoc� zjem�ov�n� vrchl�k� pak dost�v�me p��slu�n	 vzorec�

�� Plocha pl��t� rota	n�ho t�lesa

�a� Plochu aproximujeme

S �
nX
i	�



s

�xi � xi���� � �f�xi�� f�xi����
�� �z �

�f ���i��xi�xi�����
�f�xi� � f�xi���� � �

�
Dn��n� 


p
� � f �� �f

�

p�i
em� uveden� rovnost plat� z ��vty o st�edn� hodnot� Z tohoto vztahu se ji� odvod� p��slu�n	 vzorec�

�b� Odvozen� se provede opt transformac� na p��pad ��a�� za p�edpokladu ryz� monot$nnosti a de%novanosti
funkce ��

�c� Odvozen� ponech�v�me 
ten��i k procvi
en�

Fyzik�ln� aplikace Uva�ujme mno�inu n hmotn	ch bod�� ka�d	 bod i je charakterizov�n svoj� polohou �xi� yi	
a hmotnost� mi� D�le ozna
me

H �
nX
i	�

mi Sx �
nX
i	�

miyi

Sy �

nX
i	�

mixi

Pak m��eme vypo
�tat polohu t�i�t T t�to mno�iny bod�

T �

�
Sy
H
�
Sx
H

�

D�le pro mno�inu bod�� kter� je grafem funkce f � zav�d�me funkci 'hustoty( s # hodnota s�x� ud�v� hmotnost bodu
�x� f�x�	�

Fyzik�ln� aplikace ur
it�ho integr�lu shrnuje tabulka ��
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kart�zsk� soustava sou�adnic pol�rn� s� s�
�a� �b� �c�

K � y � f�x�� x � ha� bi� s�x� K �
x � ��t�
y � ��t�� x � h�� �i� s�x�

K � � � ����� x � h�� �i� s�x�

H �

Z b

a

s�x�
p

� � f ���x� dx H �

Z �

�

s�t�
p

����t� � ����t� dt H �

Z �

�

s���
p

����� � ������ d�

Sx �

Z b

a

s�x�f�x�
p

� � f ���x� dx Sx �

Z �

�

s�t���t�
p

����t� � ����t� dt Sx �

Z �

�

s������� sin���
p

����� � ������ d�

Sy �

Z b

a

s�x�x
p

� � f ���x� dx Sy �

Z �

�

s�t���t�
p

����t� � ����t� dt Sy �

Z �

�

s������� cos���
p

����� � ������ d�

H �

Z b

a

s�x�f�x� dx H �

Z �

�

s�t���t����t� dt H �

Z �

�

s�������� d�

Sx �
�

�

Z b

a

s�x�f��x� dx Sx �
�

�

Z �

�

s�t����t����t� dt Sx �
�




Z �

�

����� sin�d�

Sy �
�

�

Z b

a

s�x�xf�x� dx Sy �
�

�

Z �

�

s�t���t���t����t� dt Sy �
�




Z �

�

����� cos�d�

Tabulka �� Fyzik�ln� aplikace ur	it�ho integr�lu
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Metody odvozen�

�� T��i�t� rovinn� k�ivky

�a� Nech D je dlen� intervalu ha� bi� Hmotnost pak aproximujeme

H �
nX
i	�

s��i�
p

� � f ����i� �xi � xi��� � �
�
Dn��n� s

p
� � f ��

�

Za p�edpokladu spojitosti f � a s a p�i Dn nulov� dost�v�me vzorec pro v	po
et hmotnosti rovinn� k�ivky�
Podobn odvod�me i vzorce pro v	po
et Sx� Sy�

Sx �
nX
i	�

s��i�f��i�
p

� � f ����i� �xi � xi��� � �
�
Dn��n� sf

p
� � f ��

�

Sy �
nX
i	�

s��i��i
p

� � f ����i� �xi � xi��� � �
�
Dn��n� sx

p
� � f ��

�
Polohu t�i�t pak z�sk�me podle ji� uveden�ho vztahu

T �

�
Sy
H
�
Sx
H

�

Odvozen� pro p��pad �b� a �c� se provede ji� analogicky s odvozen�m pro geometrick� aplikace�

�� T��i�t� rovinn�ho obrazce

�a� Pro mno�inu bod� rovinn�ho obrazce� ohrani
en�ho na intervalu ha� bi osou x a grafem funkce f � z�ejm
plat� �viz obr�zek ����

H�D� � ��D��� sf� Sx�D� � ��D���
�

�
sf��

Sy�D� � ��D��� sxf�

Je�li nyn� fDng nulov� posloupnost dlen�� a opt za p�edpokladu spojitosti s� f � dost�v�me p��slu�n	 vzorec�

a b

1/2 f

y=f(x)

Obr�zek ��� Odvozen� polohy t�
i�t� rovinn�ho obrazce

Odvozen� vzorc� pro p��pad �b� a �c� ponech�v�me na zv�dav�m 
ten��i�
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��
 Nevlastn� Riemann�v integr�l

De�nice ����

�a� Nech f je de%novan� na intervalu ha�	� �resp� ��	� bi� a R�integrabiln� na ka�d�m intervalu ha� ci �resp� hc� bi��
Jestli�e existuje vlastn� limita

lim
c��

Z c

a

f�x� dx �resp� lim
c���

Z b

c

f�x� dx �

��k�me� �e existuje nevlastn� integr�l � druhu funkce f na intervalu ha�	� �resp� ��	� bi� a ozna
ujeme jejZ �

a

f�x� dx �resp�
Z b

��
f�x� dx �

�b� Nech f je funkce de%novan� v njak� podmno�in mno�iny R a takov�� �e pro ka�d� okol� o��x�� �z�pisem
o��x�� rozum�me o�x��nfx�g� bodu x� �resp� pro prav� nebo lev� okol� o���x��� o���x�� bodu x�� je funkce
f v o��x�� � Domf �resp� o���x�� � Domf� o���x�� � Domf� neohrani
en�� Potom ��k�me� �e f m� v bod x�
singularitu �x� je singul�rn� bod funkce f��

Nech nyn� f je de%novan� na intervalu �a� bi �resp� ha� b��� p�i
em� bod a �resp� b� je singul�rn�m bodem funkce
f � a nech f je R�integrabiln� na ka�d�m intervalu hc� bi � �a� bi �resp� ha� ci � ha� b��� Jestli�e existuje vlastn�
limita

lim
c�a�

Z b

c

f�x� dx �resp� lim
c�b�

Z c

a

f�x� dx �

��k�me� �e funkce f m� na intervalu ha� bi nevlastn� integr�l �� druhu a ozna
ujeme jejZ b

a

f�x� dx

P��klad ���

�� Z �

�

dx

� � x�
� lim

b��

Z b

�

dx

� � x�
� lim

b��
�arctanx	b� �




�

�� Z �

a

dx

x

� lim

b��

Z b

a

dx

x

�

��	
�


limb���lnx	ba diverguje� � � �

limb��
h
x���

��

ib
a
�

�
a���

��
 � � � �

diverguje� � � �

V�ta ���� Cauchyho
 Cauchy�Bolzanova

�a� Integr�l
Z b

��
f�x� dx �resp�

Z �

a

f�x� dx� konverguje� pr�v kdy� ke ka�d�mu � � � existuje c � b �resp� c � a�

tak� �e pro ka�d� c�� c� � c �resp� c�� c� � c� plat�
����
Z c�

c�

f�x� dx

���� � ��

�b� Je�li a �resp� b� singul�rn�m bodem funkce f � pak
Z b

��
f�x� dx konverguje� pr�v kdy� ke ka�d�mu � � � existuje

� � � tak� �e pro ka�d� c�� c� � o�� �a� �resp� c�� c� � o�� �a�� plat�

����
Z c�

c�

f�x� dx

���� � ��
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V�ta ���� Nutn� podm�nka konvergence

Jestli�e integr�l
Z �

a

f�x� dx konverguje a existuje limx�� f�x� � c� pak c � ��

D�kaz� Sporem� p�edpokl�dejme� �e c �� �� nap�� c � �� Bu� k � ��� c�� Pak existuje x� � a tak� �e f�x� � k �x � x�
�viz obr�zek ����

 x
  0

 a

 c
 k y=f(x)

Obr�zek ��� K d�kazu nutn� podm�nky konvergence

Bu� � � � libovoln�� pak existuj� x� y � x�� y � x tak� �e k�y � x� � �� tedy����
Z y

x

f�x� dx

���� �
����
Z y

x

k dx

���� � k�y � x� � �

co� je spor s p�edpokladem konvergence
Z �

a

f�x� dx� �

Pozn�mka ����
D�kaz vty ���� plyne bezprost�edn z Cauchyho �Cauchy�Bolzanova� krit�ria existence limity funkce f v bod

x��

V�ta ���� Srovn�vac� krit�rium

�a� �
Z �

a

g�x� dx konverguje a na intervalu ha�	� plat� jf�x�j  g�x�� Pak
Z �

a

f�x� dx konverguje�

�
Z �

a

g�x� dx diverguje �k �	� a na intervalu ha�	� plat� f�x�  g�x�� Pak
Z �

a

f�x� dx diverguje�

�b� �
Z b

a

g�x� dx konverguje a na intervalu ha� b� plat� jf�x�j  g�x�� p�i
em� v bod b m� f singularitu� PakZ b

a

f�x� dx konverguje�

�
Z b

a

g�x� dx diverguje �k �	� a na intervalu ha� b� plat� f�x�  g�x�� p�i
em� v bod b m� f singularitu� PakZ �

a

f�x� dx diverguje�

D�kaz�

�a� Nech 
Z �

a

g�x� dx konverguje� Proto�e jf j  g� plat�

Z �

a

f�x� dx 
Z �

a

g�x� dx � c

a tedy i
Z �

a

f�x� dx konverguje�
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�b� Analogicky�

�

Pozn�mka ����

�� Uva�ujme
Z b��

a

f�x� dx� kde b je singul�rn� bod funkce f � Pro � � � dost�v�me nevlastn� integr�l �� druhu�Z b

a

f�x� dx� N�sleduj�c� substituc� v uva�ovan�m integr�lu

Z b��

a

f�x� dx

���� x � b� �
t

dx � dt
t�

���� �
Z �

�

�
b�a

f

�
b� �

t

�
�

t�
dt

a opt pro � � � dost�v�me naopak nevlastn� integr�l �� druhu� To znamen�� �e m��eme libovoln p�ej�t od
nevlastn�ho integr�lu �� druhu k integr�lu �� druhu a zpt� tak�e v�echna tvrzen� plat� pro oba druhy nevlastn�ho
integr�lu�

�� Ve spojen� s p�ikladem ��� vede vta ���� ke konkr�tn�m srovn�vac�m krit�ri�m�

V�ta ��� Dirichletovo�Abelovo krit�rium

�a� Funkce f nech je spojit� na ha�	� a m� na tomto intervalu omezenou primitivn� funkci� Funkce g nech je na
intervalu ha�	� de%novan� a nerostouc�� nech limx��g�x� � � a g� je na ha�	� spojit�� PakZ �

a

f�x�g�x� dx konverguje

�b� Analogicky pro integr�l �� druhu�

D�kaz� Bu�te c�� c� � ha�	�� c� � c� libovoln�� Plat�Z c�

c�

f�x�g�x� dx

���� u� � f u � F
v � g v� � g�

���� � �F �x�g�x�	c�c� �
Z c�

c�

F �x�g��x� dx

Proto�e F je omezen�� existuje K � � � jF �x�j  K �x � ha�	� a proto�e g je nerostouc� a g � � pro x � 	� je
g�x� � � a g��x�  � na njak�m intervalu ha��	�� TedyZ c�

c�

f�x�g�x� dx � �F �x�g�x�	c�c� �
Z c�

c�

F �x�g��x� dx  K�g�c��� g�c��	 �K

Z c�

c�

�g��x� dx 
 K�g�c��� g�c��	 � �g�c��� g�c��	  �Kg�c��

Odtud� �� � � �c tak� �e pro �c�� c� � c� g�c� � �
�K plat������

Z c�

c�

f�x�g�x� dx

���� � �K
�

�K
� ��

tedy podle Chauchy ) Bolzanova krit�ria p��slu�n	 integr�l konverguje� �

��� Dopln�k

Newton�v integr�l

De�nice ����
Ur
it	 integr�l lze zav�st s pou�it�m znalosti primitivn� funkce a Newton�Leibnizovy formule takto�Z b

a

f�x� dx � F �b�� F �a�

Takto z�skan	 integr�l se naz	v� Newton�v� mno�inu v�ech funkc�� kter� maj� na intervalu ha� bi Newton�v integr�l
zna
�me N �ha� bi��



� UR�IT� RIEMANN�V INTEGR�L ��

Pozn�mka ����
Neplat� R�ha� bi� � N �ha� bi� ani N �ha� bi� � R�ha� bi��
D�kaz�

�� sgn x � R�ha� bi�nN �ha� bi�
��

f�x� �

� �p
��x� x � ���� ��
� x � ��� � � N �h��� �i�nR�h��� �i�

�

Riemann�Stierjen�v integr�l

De�nice ����
Zavedeme n�sleduj�c� roz���en� R�integr�lu na R�Stierjen�v integr�l� Nech f� � jsou funkce� pro R�integr�l jsme

zavedli integr�ln� sumu

��D��� f� �

nX
i	�

f��i��xi � xi���

pro RS�integr�l zavedeme tuto sumu takto�

��D��� f� �� �

nX
i	�

f��i����xi�� ��xi����

a takto z�skan	 integr�l zapisujeme Z b

a

f�x� d��x�

mno�inu v�ech RS�integrabiln�ch funkc� na intervalu ha� bi zna
�me RS�ha� bi��
Pro tento integr�l plat� analogick� tvrzen� jako pro R�integr�l a nav�c nap��

Tvrzen� ���
Je�li f � R�ha� bi� a �� � R�ha� bi�� pak f � RS�ha� bi� a plat�Z b

a

f�x� d��x� �

Z b

a

f�x����x� dx

Tedy funkce f a � mohou b	t nap��klad spojit��

Tvrzen� ���
Nech funkce f je spojit� na ha� bi� funkce �� �� nech jsou na tomto intervalu po 
�stech spojit�� Pak integr�lZ b

a

f�x� d��x� existuje a ozna
�me�li body nespojitosti funkc� �� ��� a � �� � �� � � � � � �p � b a skoky funkce ��

sk � lim
x���

k

��x�� lim
x���

k

��x� k � �� � � � � p� �

s� � lim
x�a�

���a�
sp � ��b�� lim

x�b�

pak Z b

a

f�x� d��x� �

Z b

a

f�x����x� dx �

pX
k	�

f��k�sk



� NEKONE�N� �ADY ��

 Nekone�n	 �ady


�	 �vod

De�nice ��
Bu� fang�n	� posloupnost re�ln	ch 
�sel� De%nujeme posloupnost

s� � a�

s� � s� � a�
���

sn � sn�� � an
���

Tato posloupnost fsng�n	� se naz	v� posloupnost 	�ste	n�ch sou	t� �ady
�P
n	�

an�

Pokud limn�� sn

� je kone
n� a rovna s� ��k�me� �e
�P
n	�

an konverguje a jej�m sou
tem je s�

� je rovna �	� ��k�me� �e
�P
n	�

an ur	it� diverguje k �	�

� neexistuje� ��k�me� �e
�P
n	�

an diverguje�

Posledn� dva p��pady 
asto nerozli�ujeme a ��k�me pouze� �e
�P
n	�

an diverguje�

P��klad ��

�� Geometrick� �ada�
�X
n	�

aqn�� � a� aq � aq� � � � �

Pro jej� posloupnost 
�ste
n	ch sou
t� plat�

sn �
a��q

n � ��

q � �
� jqj �� �

lim
n��

sn �

�
a�
��q � jqj � �

diverguje pro jqj � �

�� Harmonick� �ada�
�X
n	�

�

n
� � �

�

�
�

�



� � � ��

�

n
� � � �

V t�to posloupnosti vybereme podposloupnost

s� � �

s� � � �
�

�

s� � � �
�

�
�

�



�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� � �

�

�

s� � � �
�

�
�

�
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�

�
�

�

�
�
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� � �
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� NEKONE�N� �ADY ��

���

s�n � � �
n

�
���

Tedy v posloupnosti fsng 
�ste
n	ch sou
t� �ady
�P
n	�

�
n

existuje shora neohrani
en� podposloupnost fs�ng� tud��

fsng nen� konvergentn�� Dokonce lze dok�zat� �e limn�� �
n
�	� tj�

�P
n	�

�
n
�	�

�� Osciluj�c� Grandiho �ada�
�X
n	�

����n�� � �� � � �� � � � � �

Jej� 
�ste
n� sou
ty jsou

s�n�� � �

s�n � �

Tedy limn�� sn neexistuje�

V�ta �� Nutn� podm�nka konvergence

Jestli�e
�P
n	�

an konverguje� pak limn�� an � ��

D�kaz� P�edpokl�dejme� �e
�P
n	�

an � s� tedy limn�� sn � s� Proto�e an � sn � sn��� plat�

lim
n��

an � lim
n��

�sn � sn��� � lim
n��

sn � lim
n��

sn�� � s� s � �

�

V�ta �� Cauchy�Bolzanova podm�nka konvergence

!ada
�P
n	�

an konverguje �� �� � � �n� �n � n�� m � N � jan�� � an�� � � � �� an�mj � �

D�kaz�
P

an konverguje �� fsng konverguje �� fsng je cauchyovsk� �� �� � � �n� �n � n�� m � N �
jsn � sn�mj � � # odtud tvrzen�� �

V�ta �� O invarianci charakteru �ady

Konvergence nebo divergence �ady
�P
n	�

an se nezmn�� jestli�e kone
n	 po
et jej�ch 
len� vynech�me� zmn�me nebo

p�id�me�

D�kaz� Nech se �ady
P

an�
P

bn li�� pouze v kone
n�m po
tu 
len�� tj� �n� � N � an � bn �n � n��
Ozna
me d�le

sn # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t� �ady
P

an

s�n # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t� �ady
P

bn

a r � sn� � s�n�
Pak pro ka�d� n � n� plat�

s�n � s�n� � bn��� � � � �� bn � �s�n� � sn� � sn� � an��� � � � �� an � r � sn

Pokud
P

an konverguje � existuje limn�� sn � existuje limn�� s�n � P
bn konverguje� Naopak� pokud

P
an

diverguje � limn�� sn � �	 nebo neexistuje � limn�� s�n � �	 nebo neexistuje �P
bn diverguje� �



� NEKONE�N� �ADY ��

De�nice �

Je�li
�P
n	�

an �ada� pak �adu

Rn �

�X
k	�

an�k � an�� � an�� � � � �

nazveme zbytkem �ady
P

an po n�t�m 
lenu �n�t	 zbytek��

V�ta �� O vlastnostech zbytku Rn

Konverguje�li
�P
n	�

an� pak konverguje i ka�d	 jej� zbytek a plat�

lim
n��

Rn � �

Konverguje�li alespo� jeden zbytek �ady
�P
n	�

an� pak konverguje i
�P
n	�

an�

D�kaz� Pokud
P

an konverguje� pak ka�d	 jej� zbytek konverguje podle vty ��� �vynech�v�me kone
n	 po
et

len�� a

lim
n��

Rn � lim
n��

�s� sn� � s� lim
n��

sn � s� s � �

Druh� implikace vypl	v� rovn� z vty ���� �

V�ta �� Pravidla pro po��t�n� s konvergentn�mi �adami

�a� Nech k � R� k �� �� Pak �ady
�P
n	�

an�
�P
n	�

k � an bu� ob konverguj� nebo ob diverguj� a v p��pad konvergence

plat�
�X
n	�

k � an � k

�X
n	�

an

�b� Pokud �ady
�P
n	�

an�
�P
n	�

bn konverguj�� pak konverguje i �ada
�P
n	�

�an � bn� a plat�

�X
n	�

�an � bn� �

�X
n	�

an �

�X
n	�

bn

�c� �Asociativn� z�kon� Nech �ada
�P
n	�

an konverguje a fnkg�� je rostouc� posloupnost p�irozen	ch 
�sel takov��

�e n� � �� Ozna
me bk � ank���� � � � �� ank � Pak �ada
�P
k	�

bk konverguje a plat�

�X
k	�

bk �
�X
n	�

an

D�kaz�

�a� Ozna
me

fsng # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t�
P

an

fs�ng # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t�
P

k � an
Tedy s�n � k � a� � � � � � k � an � k�a� � � � � � an� � k � sn� !ada

P
an konverguje � limn�� sn je kone
n�

� limn�� k �sn je kone
n�� posloupnost fk �sng konverguje� �ada
P

k �an konverguje� Pro p��pad divergence
se tvrzen� dok��e analogicky�



� NEKONE�N� �ADY ��

�b� Ozna
me

fsng # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t�
P

an

fs�ng # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t�
P

bn

fs�ng # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t�
P

�an � bn�

Pak
s�n � �a� � b�� � � � �� �an � bn� � �a� � � � �� an� � �b� � � � �� bn� � sn � s�n

Z p�edpokladu konvergence nav�c plat�

lim
n�� s�n � lim

n���sn � s�n� � lim
n�� sn � lim

n�� s�n � s� s�

�c� Ozna
me

fsng # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t�
P

an

fs�kg # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t�
P

bk

a� � � � �� an�� �z �
b�

� an��� � � � �� an�� �z �
b�

� � � �� ank���� � � � �� ank� �z �
bk

Z�ejm fs�kg je podposloupnost fsng� tvrzen� pak plyne z vty o vlastnostech vybran� posloupnosti�

�

Pozn�mka ��
Tvrzen� vty ����c� nelze obr�tit� viz divergentn� Grandiho �ada a konvergentn� �ada

��� ��� �z �
�

���� �� � ��� �� � � � �

De�nice ��

!ada
�P
n	�

an takov�� �e �n � N an � � �resp� an � �� se naz	v� �ada s nez�porn�mi �resp� kladn�mi� 	leny�

V�ta ��� O vlastnostech �ad s nez�porn�mi �leny
Ka�d� �ada s nez�porn	mi 
leny bu� konverguje� nebo ur
it diverguje k �	�
!ada s nez�porn	mi 
leny konverguje� pr�v kdy� posloupnost jej�ch 
�ste
n	ch sou
t� je ohrani
en��
D�kaz� Pro �adu s nez�porn	mi 
leny je posloupnost jej�ch 
�ste
n	ch sou
t� fsng neklesaj�c� a �n � N sn � ��

Proto limn�� sn � �	 nebo limn�� sn � s� s � R� �

V�ta ��� Krit�ria konvergence �ad s nez�porn�mi �leny

�� �prvn� srovn�vac� krit�rium�

Nech 
�P
n	�

an�
�P
n	�

bn jsou �ady s nez�porn	mi 
leny a nech an  bn �n � N� Pak plat�

�X
n	�

bn konverguje ��
�X
n	�

an konverguje

�X
n	�

an diverguje ��
�X
n	�

bn diverguje



� NEKONE�N� �ADY ��

�� �druh� srovn�vac� krit�rium�

Nech 
�P
n	�

an�
�P
n	�

bn jsou �ady s kladn	mi 
leny a

an��

an
 bn��

bn
�n � N

Pak plat�

�X
n	�

bn konverguje ��
�X
n	�

an konverguje

�X
n	�

an diverguje ��
�X
n	�

bn diverguje

�� �limitn� srovn�vac� krit�rium�

Nech 
�P
n	�

an�
�P
n	�

bn jsou �ady s kladn	mi 
leny a nech existuje limita

lim
n��

an
bn

� L� L � R 
 f�	�	g

Pak plat�

L �	�
�X
n	�

bn konverguje ��
�X
n	�

an konverguje

L � � �
�X
n	�

bn diverguje ��
�X
n	�

an diverguje

�� Nech 
�P
n	�

an je �ada s nez�porn	mi 
leny�

� �odmocninov� � Cauchyovo krit�rium�

n
p
an  q � � �n � N ��

�X
n	�

an konverguje

n
p
an � � �n � N ��

�X
n	�

an diverguje

� �limitn� odmocninov� � Cauchyovo krit�rium�
Nech existuje limita

lim
n��

n
p
an � L

�������	
������


� � pak
�P
n	�

an konverguje

� � pak
�P
n	�

an diverguje

� � pak
�P
n	�

an m��e konvergovat i divergovat

�� Nech 
�P
n	�

an je �ada s kladn	mi 
leny�



� NEKONE�N� �ADY ��

� �pod�lov� � d�Alembertovo krit�rium�

an��

an
 q � � �n � N ��

�X
n	�

an konverguje

an��

an
� � �n � N ��

�X
n	�

an diverguje

� �limitn� pod�lov� � d�Alembertovo krit�rium�

lim
n��

an��

an
� L

�������	
������


� � pak
�P
n	�

an konverguje

� � pak
�P
n	�

an diverguje

� � pak
�P
n	�

an m��e konvergovat i divergovat

�� Nech 
�P
n	�

an je �ada s kladn	mi 
leny�

� �Raabovo krit�rium�

n

�
�� an��

an

�
� q � � �n � N ��

�X
n	�

an konverguje

n

�
�� an��

an

�
� � �n � N ��

�X
n	�

an diverguje

� �limitn� Raabovo krit�rium�

lim
n��

n

�
�� an��

an

�
� L

�������	
������


� � pak
�P
n	�

an konverguje

� � pak
�P
n	�

an diverguje

� � pak
�P
n	�

an m��e konvergovat i divergovat

�� �integr�ln� � Cauchy�MacLaurinovo krit�rium�

Nech 
�P
n	�

an je �ada s nez�porn	mi 
leny a nech existuje nerostouc� funkce f � h��	� � ���	�� pro kterou

plat� an � f�n� �n � N� Pak
�X
n	�

an konverguje ��
Z �

�

f�x� dx konverguje

D�kaz�

�� Ozna
me

fsng # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t�
P

an

fs�ng # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t�
P

bn

Z p�edpokladu an  bn �n � N m�me

sn � a� � � � �� an  b� � � � �� bn � s�n �n � N

Pokud
P

bn konverguje V ����
�� fs�ng je ohrani
en� � fsng je ohrani
en� V ����

��
�P
n	�

an konverguje�

Pokud
P

an diverguje V ����
�� fs�ng nen� shora ohrani
en� � fsng nen� shora ohrani
en� V ����

��
�P
n	�

bn diverguje�
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�� Z p�edpoklad�

� �
a�
a�

 b�
b�

� � �
a�
a�

 b�
b�

� � � � � � �
an
an��

 bn
bn��

N�soben�m a "pravou
a�
b�
� a�

b�
� � � � � an

bn
a

an
a�

 bn
b�

tj� an  a�
b�
bn �n � N

Podle vty ����a� m� �ada
P

a�

b� bn
stejn	 charakter jako

P
bn� tak�e z posledn� uveden� nerovnosti� na kterou

aplikujeme �� srovn�vac� krit�rium� plyne tvrzen��

�� Nech L �	� Pak �� � � �n� �n � n� � L� � � an
bn

� L� � �z de%nice limity�� Tedy an � �L� ��bn �n � n��
Zbytek se dok��e analogicky s d�kazem p�edchoz� 
�sti a s pou�it�m vty ��� �vynech�v�me prvn�ch n��� 
len���

Bu� L � � �vlastn� nebo nevlastn��� � � � libovoln� takov�� �e L� � � �� Pak �n� �n � n� � L� � � an
bn

� L� ��
tedy an � �L� ��bn �n � n�� Pokud

P
bn diverguje� diverguje dle vty ����a� a �� srovn�vac�ho krit�ria i

P
an�

�� � Z p�edpoklad�� n
p
an  q� tedy an  qn # v	raz na prav� stran nerovnosti je vyj�d�en�m n�t�ho 
lenu

geometrick� �ady� kter� je konvergentn�� tak�e podle �� srovn�vac�ho krit�ria konverguje i
P

an�
Nech n

p
an � �� tj� an � � �n � N a tedy podle vty ��� �ada

P
an diverguje�

� Nech L � �� � � � takov�� �e L � � � �� Pak �n� �n � n� � L � � � n
p
an � L � � � q � �� tvrzen� pak

plyne z odmocninov�ho krit�ria a vty ����
Nech L � �� � � � takov�� �e L � � � �� Pak �n� �n � n� � L � � � n

p
an � L � �� tedy an � � �n � N

a dle vty ��� �ada diverguje�

�� � an��
an

 q � qn��

qn
� tj� v	raz na prav� stran nerovnosti ud�v� pod�l dvou po sob jdouc�ch 
len� geometrick�

�ady �podle p�edpokladu s kvocientem q � ��� tak�e podle �� srovn�vac�ho krit�ria konverguje i
P

an�
an��
an

� � �� an�� � an �� fang je neklesaj�c� �� limn�� an �� � a podle vty ��� �ada
P

an diverguje�

� Nech L � �� � � � takov�� �e L � � � �� Pak �n� �n � n� � L � � � an��
an

� L � � � q � �� tvrzen� pak
plyne z pod�lov�ho krit�ria a vty ����
Nech L � �� � � � takov�� �e L � � � �� Pak �n� �n � n� � L � � � an��

an
� L � � � q � �� tedy

an��
an

� ��n � n�� zbytek se dok��e analogicky s d�kazem pro nelimitn� pod�lov� krit�rium�

�� � Z p�edpoklad� plyne� �e �n� �n � n� � n��� an��
an

� � q � �� q � �� r� r � �� Tj� n��� an��
an

� � �� r� tedy
n�an � an��� � �� � r�an �n � n�� Odtud �n� ��an � nan�� � r an �n � n�� Plat� tedy

n� � � � n� an��� � �n� � ��an��� � r an���

n� � � � �n� � �� an��� � �n� � ��an��� � r an���

���
n� � � �n� ��an�� � �n� ��an � r an��

n � �n� ��an � nan�� � r anP
� n� an��� � nan�� � r�an��� � an��� � � � �� an� � r�sn � sn��

Tedy r�sn�sn��  n� an����nan�� � n� an���� tj� sn � sn��
n�
r
an��� � K� tedy fsng je shora ohrani
en�

a tedy podle vty ���� konvergentn��
V p��pad� �e n��� an��

an
�  �� pak

�� an��

an
 �

n
�� an��

an
� n� �

n
�

�
n
�

n��

Proto�e �ada
P

�
n

je divergentn� �viz p��klad �������� tvrzen� plyne z �� srovn�vac�ho krit�ria�
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� Nech L � �� � � � takov�� �e L� � � �� Pak �n� �n � n� � n��� an��
an

� � L� � � q � � a tvrzen� plyne
z d�kazu nelimitn�ho Raabova krit�ria�
Nech L � �� � � � takov�� �e L � � � �� Pak �n� �n � n� � L � � � n�� � an��

an
� � L � �� tedy

n��� an��
an

� � � �n � n�� zbytek se dok��e analogicky jako pro nelimitn� Raabovo krit�rium�

�� Z p�edpoklad� plyne� �e konstruovan� funkce je R�integrabiln�� nebo je monot$nn�� Ozna
me

Jn �

Z n

�

f�x� dx

Nech i � N� na intervalu hi� i� �i plat�

f�i� �� � ai��  f�x�  f�i� � a�i�

Integrac� Z i��

i

f�i� �� dx 
Z i��

i

f�x� dx 
Z i��

i

f�i� dx

p�i
em� Z i��

i

f�i� �� dx � ai���

Z i��

i

f�i� dx � ai

a tedy z p�edchoz� nerovnosti plat�

ai�� 
Z i��

i

f�x� dx  ai

Plat� tedy

a� 
Z �

�

f�x� dx  a�

a� 
Z �

�

f�x� dx  a�

���

an 
Z n

n��

f�x� dx  an��

Se
ten�m dost�v�me

sn � a� 
Z n

�

f�x� dx  sn��

Nyn� mus� nastat jedna z mo�nost��

�
Z �

�

f�x� dx konverguje� pak existuje kone
n� limn�� Jn� tedy fsng je shora ohrani
en� a konverguje podle

vty �����

�
Z �

�

f�x� dx diverguje� tedy limn�� Jn �	� tedy fsng nen� shora ohrani
en� a diverguje podle vty �����

�


� Absolutn� a relativn� konvergentn� ��seln� �ady� n�soben� �ad

V�ta ���

Pokud konverguje
�P
n	�

janj� pak konverguje i
�P
n	�

an�

D�kaz�
P

an konverguje � �� � � �n� �n � n�� m � N � jan��j � � � � � jan�mj � � �viz Cauchy�Bolzanova
podm�nka # vta �����

Potom pro ka�d� n � n�� m � N plat�

jan�� � � � �� an�mj  jan��j� � � �� jan�mj � �

a tedy podle Cauchy�Bolzanovy podm�nky
P

an konverguje� �
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De�nice ���

!ekneme� �e
�P
n	�

an konverguje absolutn�� jestli�e
�P
n	�

an konverguje a
�P
n	�

janj konverguje�

!ekneme� �e
�P
n	�

an konverguje relativn�� jestli�e
�P
n	�

an konverguje a
�P
n	�

janj diverguje�

P��klad ��
!ada �X

n	�

����n�� �

n
� �� �

�
�

�



� �

�
� � � �

konverguje relativn�

V�ta ��� Z�kladn� vlastnosti absolutn� konvergence �ad

�a� Pokud
�P
n	�

an konverguje absolutn� pak j
�P
n	�

anj 
�P
n	�

janj

�b� Pokud
�P
n	�

an konverguje absolutn a fcng je ohrani
en� posloupnost� pak
�P
n	�

cn � an konverguje absolutn�

D�kaz�

�a� Ozna
me

fsng # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t�
P

an

fs�ng # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t�
P janj

Pak
jsnj � ja� � � � �� anj  ja�j� � � �� janj � s�n

a p�i n�	
j
�X
n	�

anj � j lim
n��

snj  lim
n��

s�n �

�X
n	�

janj

�b� Z p�edpokladu ohrani
enosti fcng existuje K � R� � jcnj  K �n � N� d�le
P

an konverguje absolutn�
tj� �� � � �n� �n � n�� m � N � jan��j � � � � � jan�mj � �

K
�podle Cauchy�Bolzanovy podm�nky� a tedy

�n � n�� m � N �

jcn�� � an�� � � � �� cn�m � an�mj � jcn��j � jan��j� � � �� jcn�mj � jan�mj � K�jan��j� � � �� jan�mj� � K
�

K
� �

A tedy podle Cauchy�Bolzanovy podm�nky
�P
n	�

jcn � anj konverguje�

�

Pozn�mka ��
Pro �e�en� ot�zky konvergence

P
an lze tedy vyu��t v�echna krit�ria uveden� ve vt ���� s t�m� �e budou aplikov�na

na janj a v	sledek bude interpretov�n jako absolutn� konvergence
P

an �viz vta ������

De�nice ���
!ekneme� �e posloupnost f�ng p�irozen	ch 
�sel je p�e�azen�m posloupnosti fng� jestli�e ka�d� p�irozen� 
�slo se

vyskytuje v posloupnosti f�ng pr�v jednou�

!ekneme� �e pro konvergentn� �adu
�P
n	�

an plat� komutativn� z�kon� jestli�e ka�d� �ada
�P
n	�

a�n vznikl� p�e�azen�m

�P
n	�

an rovn� konverguje a
�P
n	�

an �
�P
n	�

a�n �
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V�ta ��� Komutativn� z�kon pro absolutn� konvergenci

Pro ka�dou absolutn konvergentn� �adu
�P
n	�

an plat� komutativn� z�kon�

D�kaz� !ada
P

an konverguje absolutn� tedy
P janj konverguje� Nech 

P
a�n je �ada vznikl� p�e�azen�m z

P
an�

� � � libovoln�� Z p�edpokladu absolutn� konvergence
P

an � �n� �n � n�� m � N � jan�� � � � �� jan�mj � �� Indexy
�� �� � � � � n� se p�itom mus� v f�ng vyskytovat tak� �e existuje n� � N takov�� �e tyto indexy le�� mezi 
�sly ��� � � � � �n�
�tj� f�� �� � � � � n�g � f��� � � � � �n�g�� Ozna
me

fsng # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t�
P

an

fs�ng # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t�
P ja�n j

Potom pro ka�d� n � n� plat�

jsn � s�nj � ja� � � � �� an� � an��� � � � �� an � �anu� � � � �� a�n� � a�n��� � � � �� a�n�j 
 jan���j� � � �� jan��mj � �

a tedy limn���sn � s�n� � �� tud��

�X
n	�

anun � lim
n��

s�n � lim
n��

�sn � �s�n � sn�� � lim
n��

sn � lim
n��

�sn � s�n� � lim
n��

sn �

�X
n	�

an

�

V�ta ��� Vlastnosti relativn� konvergentn� �ady

�a� Je�li
�P
n	�

an relativn konvergentn�� pak ob �ady� sestaven� z jej�ch kladn	ch� resp� z�porn	ch 
len� ur
it

diverguj��

�b� �Riemannova v�ta� Z libovoln� relativn konvergentn� �ady lze vhodn	m p�e�azen�m z�skat �adu

� konverguj�c� k libovoln�mu p�edem dan�mu 
�slu

� ur
it diverguj�c� �k �	 nebo �	�

� osciluj�c� �v dan	ch mez�ch�

D�kaz�

�a� Ozna
me

p� � p� � � � �� pn � � � � # �adu sestavenou z kladn	ch 
len�
P

an

��q� � q� � � � �� qn � � � �� # �adu sestavenou ze z�porn	ch 
len�
P

an

fsng # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t� �ady
P

an

fsn�p�g # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t� �ady
P

pn

fsn�q�g # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t� �ady
P�qn

Plat�� sn � sn�p� � sn�q�� Proto�e existuje kone
n� limn�� sn �z p�edpokladu relativn� konvergence�� existuje

i limn��
�
sn�p�� sn�q�

�
a je kone
n��

Jsou�li nyn� ob limity limn�� sn�p�� limn�� sn�q� kone
n�� pak je kone
n� i limita

lim
n��

sn�janj� � lim
n��

sn�p� � lim
n��

sn�q�

kde sn�janj� je posloupnost 
�ste
n	ch sou
t�
P janj� tedy �ada

P janj konverguje� co� je spor s p�edpokladem
pouze relativn� konvergence

P
an� Zb	v� tedy pouze mo�nost� �e ob limity jsou nevlastn��
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�b�
P

an konverguje relativn� plat� tedy tvrzen� �a� a sou
asn nutn� podm�nka konvergence �vta ����� Odtud�

� Nech s � R� nap�� s � �� Pak existuj� 
�sla n�� n�� � � � � R � n� � n� � � � � � n� � n� � � � � tak� �e plat�

p� � p� � � � �� pn�� �z �
s

�q� � q� � � � �� qn�

� �z �
�s

�pn��� � � � �� pn�

� �z �
s

�qn��� � � � �� qn�

� �z �
�s

� � � �

p�i
em� tato �ada� vznikl� p�e�azen�m �ady
P

an� konverguje k s�

� Sestavme nyn� �adu diverguj�c� k �	� Za uveden	ch p�edpoklad� existuj� 
�sla n� � n� � � � � � R tak� �e
plat�

p� � q� � � � �� qn�� �z �
���

�p� � qn��� � � � �� qn�

� �z �
���

�p� � qn��� � � � �� qn�

� �z �
���

� � � �

a z�skali jsme tak �adu� kter� je p�e�azen�m �ady
P

an a diverguje k �	�

� Nech A�B � R� A � B� Pak opt existuj� 
�sla n�� n�� � � � � R � n� � n� � � � � � n� � n� � � � � tak� �e plat�

p� � p� � � � �� pn�� �z �
�B

�q� � q� � � � �� qn�

� �z �
A

�pn��� � � � �� pn�

� �z �
�B

�qn��� � � � �� qn�

� �z �
A

� � � �

tak�e jsme z�skali �adu� vzniklou p�e�azen�m z
P

an a osciluj�c� v zadan	ch mez�ch�

�

De�nice ���
!ada s pravideln se st��daj�c�mi znam�nky� tj� �ada tvaru

�X
n	�

����n��an� an � � �n � N

se naz	v� alternuj�c� �ada�

V�ta ��� Leibnizovo krit�rium

Nech fang je nerostouc� posloupnost kladn	ch 
�sel� Alternuj�c� �ada
�P
n	�

����n��an konverguje� pr�v kdy�

limn�� an � �
D�kaz� Implikace '��( je p��mo nutn� podm�nka konvergence # vta ���� Zb	v� tedy dok�zat implikaci opa
nou�
Uva�ujme n�sleduj�c� �ady a jim p��slu�n� posloupnosti 
�ste
n	ch sou
t��

a� � a� � a� � a� � � � �� a�n�� � a�n � � � � fsng
�a� � a�� � �a� � a�� � � � �� �a�n�� � a�n� � � � � fs�ng
a� � �a� � a��� � � �� �a�n � a�n�� � � � � fs�n��g

Plat��
s� � s� � s� � � � � � s�n�� � � � �

s�n�� � s�n � a�n�� �� s�n�� � s�n

s�  s�  s�  � � �  s�n � s�n��  � � �  s�  s�
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Odtud fs�ng je neklesaj�c�� shora ohrani
en� �hodnotou s��� tedy limn�� s�n existuje� Analogicky fs�n��g je neros�
touc�� zdola ohrani
en� �hodnotou s��� tedy i limn�� s�n�� existuje� Nav�c plat�

lim
n��

s�n�� � lim
n��

�s�n � a�n��� �z �
��

� � lim
n��

s�n

tedy limn�� sn existuje a plat�
lim
n��

sn � lim
n��

s�n�� � lim
n��

s�n

� �

P��klad ��

!ada
�P
n	�

����n�� �
n

konverguje relativn�

V�ta ��� Speci�ln� krit�ria konvergence

�a� �Dirichletovo krit�rium� Nech fcng je nerostouc� posloupnost nez�porn	ch 
�sel� limn�� cn � � a nech 

�ada
�P
n	�

an m� ohrani
en� 
�ste
n� sou
ty �tj� existuje K � � tak� �e jsnj � ja� � � � �� anj  K �n � N�� Pak

�ada
�P
n	�

cn an konverguje�

�b� �Abelovo krit�rium� Nech fcng je monot$nn� a ohrani
en� posloupnost a �ada
�P
n	�

an konverguje� Pak �ada

�P
n	�

cn an konverguje�

D�kaz� Viz literatura� �

Pozn�mka ���
Volbou an � ����n�� v Dirichletov krit�riu dost�v�me Leibnizovo krit�rium�

De�nice ���

Mjme �ady
�P
n	�

an�
�P
n	�

bn� Jejich sou
inem je �ada

� �X
n	�

an

�� �X
n	�

bn

�
�

�X
i�j	�

ai bj

a zav�d�me

� sou
in po vedlej�� diagon�le �Cauchy�v sou	in�� �X
n	�

an

�� �X
n	�

bn

�
� a� b� � a� b� � a� b� � a� b� � a� b� � a� b� � a� b� � a� b� � a� b� � a� b� � � � �

� sou
in do 
tverce� �X
n	�

an

�� �X
n	�

bn

�
� a� b� � a� b� � a� b� � a� b� � a� b� � a� b� � a� b� � a� b� � a� b� � � � �

V�ta ��� Vlastnosti sou�inu ��seln�ch �ad
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�a� Nech �ady
�P
n	�

an�
�P
n	�

bn jsou absolutn konvergentn� a
�P
n	�

an � s�
�P
n	�

bn � t� Pak �ada

�X
n	�

pn �

� �X
n	�

an

�� �X
n	�

bn

�

konverguje absolutn a jej� sou
et je roven s � t�

�b� �Mertenzova v�ta� Nech �ady
�P
n	�

an�
�P
n	�

bn jsou konvergentn�� alespo� jedna z nich absolutn� a
�P
n	�

an �

s�
�P
n	�

bn � t� Pak Cauchy�v sou
in
�P
n	�

pn tchto �ad konverguje a je roven s � t�

�c� �Abelova v�ta� Nech �ady
�P
n	�

an�
�P
n	�

bn jsou konvergentn�� Cauchy�v sou
in
�P
n	�

pn tchto �ad konverguje

a
�P
n	�

an � s�
�P
n	�

bn � t� Pak
�P
n	�

pn � s � t

D�kaz�

�a� Ozna
me
P janj � S�

P jbnj � T � Odhadnme jp�j� � � �� jpnj� ka�d� pi je vyj�d�eno jako jpij � jaj bkj a p�itom
index� j� k pro vyj�d�en� p�� � � � � pn je pouze kone
n	 po
et� Z toho plyne� �e �n�� n� � �j � n� �k � n� �

jp�j� � � �� jpnj  �ja�j� � � �� janj� �jb�j� � � �� jbnj�  S � T

Tedy
P jpnj m� ohrani
en� 
�ste
n� sou
ty �� P jpnj konverguje �podle vty ����� �� P

pn konverguje
absolutn a lze tedy pou��t komutativn� z�kon �vta ������ Vezmme v

P
pn � �

P
an� �

P
bn� nap��klad sou
in

do 
tverce a ozna
me

sn # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t�
P

an

tn # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t�
P

bn

�n # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t�
P

pn

Potom

�� � a� b� � s� t�

�� � a� b� � �a� b� � a� b� � a� b�� � �a� � a���b� � b�� � s� t�
���

�n � � � � � sn tn �n � N

�to dok��eme matematickou indukc�� a tedy

�X
n	�

pn � lim
n�� �n � lim

n�� sn tn � lim
n�� sn � lim

n�� tn � s � t

D�kaz tvrzen� �b�� �c� viz ���� �

Pozn�mka ��

Nech �ada
�P
n	�

an konverguje� pak plat�

�X
n	�

an � sn �Rn� lim
n��Rn � �
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Sou
et �ady tedy m��eme aproximovat
�X
n	�

an � sn �� jRnj � �

kde � je p�esnost vyj�d�en�
�P
n	�

an s pou�it�m sn�

V�ta ��� O chov�n� zbytku
�P
n	�

an

�a� Nech �ada
�P
n	�

an konverguje�
�P
n	�

bn je �ada s nez�porn	mi 
leny a nech �n � N � janj  bn� Ozna
�me�li

rn # n�t	 zbytek �ady
�P
n	�

an

Rn # n�t	 zbytek �ady
�P
n	�

bn

pak plat�
jrnj  Rn

�b� Nech 
�P
n	�

an je konvergentn� �ada s kladn	mi 
leny a nech 

�n � N �

����an��

an

����  q � �

Pak
jrnj  janj q

�� q

�c� Nech 
�P
n	�

an je �ada s nez�porn	mi 
leny a �n � N � an � f�n�� kde f je nez�porn� a nerostouc� funkce

de%novan� na h��	�� Pak

rn 
Z �

n

f�x� dx

�d� Nech rn je n�t	 zbytek �ady
�P
n	�

����n��an� kde fang je nerostouc� posloupnost nez�porn	ch 
�sel a limn�� an �

�� Pak
jrnj � an��� sgn rn � ����n

D�kaz�

�a�

rn �

�X
n	�

an � sn �

�X
k	�

an�k

Rn �

�X
n	�

bn � tn �

�X
k	�

bn�k

Ozna
me

s�k # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t� n�t�ho zbytku rn

t�k # posloupnost 
�ste
n	ch sou
t� n�t�ho zbytku Rn
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Plat�
js�kj � jan�� � � � �� an�kj  jan��j� � � �� jan�kj  bn�� � � � �� bn�k � t�k

P�i k �	 � jrnj  Rn�

�b� Plat�

jan��j  janj q
jan��j  jan��j q  janj q�

���

jan�kj  janj qk

Odtud
jrnj � jan�� � an�� � � � � j  jan��j� jan��j� � � �  janj � �q � q� � � � �� � janj q

q � �

�c� P�ipome�me� �e s�k zna
� posloupnost 
�ste
n	ch sou
t� n�t�ho zbytku rn �
�P
k	�

an�k�

Plat�

an�� 
Z n��

n

f�x� dx �� js�kj  � � � 
Z n�k

n

f�x� dx 
Z �

n

f�x� dx

a v limit pro k �	�

jrnj 
Z �

n

f�x� dx

�d� D�kaz ponech�v�me sna�iv�mu 
ten��i k procvi
en��

�


�� Posloupnosti a �ady funkc�

De�nice ���
Uva�ujme posloupnost ffn�x�g�n	� �zapisujeme tak� "spornji jako ffn�x�g nebo ffng�� kde �nfn je funkce de%�

novan� na intervalu J �J � ��n	�Domfn��
Mno�inu v�ech x � J � v nich� ffng konverguje �jako�to 
�seln� posloupnost� nikoliv �ada� nazveme oborem bodov�

konvergence posloupnosti ffng a ozna
�me D�
Jestli�e tedy x� � D� pak existuje limn�� fn�x��� ozna
�me ji f�x��� tedy pro x � D ozna
�me

f�x� � lim
n�� fn�x��

p��padn p��eme fn � f v D �bodov��

De�nice ���

P�i�a�me �ad
�P
n	�

fn�x� v J posloupnost 
�ste
n	ch sou
t� sn�x� �
nP

k	�

fk�x� v J � Pokud fsng v J �bodov�

konverguje k s� ��k�me� �e
�P
n	�

fn konverguje �bodov�� k s v oboru konvergence D�

Pozn�mka ���

�� Pro x � D z�pisem fn�x�� f�x� ��k�me

�� � � �n���� x� �n � n� � jfn�x� � f�x�j � �

�� Obor bodov� konvergence lze konstruovat s vyu�it�m v�ech krit�ri� konvergence 
�seln	ch �ad�
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P��klad ��
Zjistte obor konvergence D pro zadan� �ady funkc��

��
�X
n	�

lnn x

Pro ka�d� x je to geometrick� �ada s kvocientem q � lnx a tedy konverguje� pr�v kdy� j lnxj � �� tj�

�� � lnx � � �� e�� � x � e �� D � ���e� e�

��
�X
n	�

sinnx

n�

Plat� ���� sinnxn�

����  �

n�
�x � R

a proto�e �ada
P

��n� konverguje� podle �� srovn�vac�ho krit�ria konverguje i
P

sinnx
n�

pro ka�d� x � R �dokonce
konverguje absolutn �bodov� v R��

De�nice ���
!ekneme� �e posloupnost ffng konverguje stejnom�rn� na intervalu J k funkci f � jestli�e

�� � � �n� � �n � n� �x � J � jfn�x� � f�x�j � �

a budeme ps�t fn ���� f na J �v literatu�e se lze setkat i s jin	mi zna
en�mi� nap� fn
st��� f a podobn��

Jestli�e posloupnost 
�ste
n	ch sou
t� sn �ady
�P
n	�

fn stejnomrn konverguje k s na J � ��k�me� �e
�P
n	�

fn stejno�

mrn konverguje k sou
tu s na J a p��eme
�P
n	�

fn � s na J stejnomrn �
�P
n	�

fn�x� � s�x� na J stejnomrn��

Pozn�mka ���
Pokud fn ���� f � pak fn �� f �bodov� na J � obr�cen� implikace ale neplat��

V�ta ��� Cauchy�Bolzanovo krit�rium

�a� fn ���� f na J �� �� � � �n� �n � n� �p � N �x � J � jfn�x� � fn�p�x�j � �

�b�
�P
n	�

fn konverguje stejnomrn na J � pr�v kdy�

�� � � �n� �n � n� �p � N �x � J � jfn���x� � fn���x� � � � �� fn�p�x�j � �

D�kaz�

�a� '��(� Nech fn ���� f na J a � � � je libovoln�� Pak k 
�slu �
� � � existuje 
�slo n� tak� �e �n � n� �x � J �

jfn�x�� f�x�j � �
� � Odtud �n � n� �p � N� �x � J �

jfn�x�� fn�p�x�j � j�fn�x�� f�x��� �fn�p�x�� f�x��j � jfn�x�� f�x�j� jfn�p�x�� f�x�j �
�

�
�

�

�
� �

'��(� Nech �� � � �n� �n � n� �p � N �x � J � jfn�x� � fn�p�x�j � �� Bu� x� � J libovoln�� pak ffn�x��g
je Cauchyovsk�� tedy i konvergentn�� tedy existuje f�x�� � limn�� fn�x�� a vzhledem k libovolnosti x� � J
existuje f�x� � limn�� fn�x�� tj� fn � f na J �bodov�� Dok��eme� �e f je 'stejnomrnou limitou( fn na J �

Zvolme � � � libovoln�� K 
�slu �
� � � �n� �n � n� �p � N �x � J � jfn�x� � fn�p�x�j � �

� a vol�me�li n pevn
a p�i p�	 � jfn�x� � f�x�j � �

� � �� tj� podle de%nice fn ���� f na J �
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�b�
P

fn konverguje stejnomrn na J k s �� sn ���� s na J
podle �a��� �� � � �n� �n � n� �p � N �x � J �

jsn�x� � sn�p�x�j � �� tj�

j�f��x� � � � �� fn�x�� � �f��x� � � � �� fn�x� � fn���x� � � � �� fn�p�x��j � jfn���x� � � � �� fn�p�x�j � �

�

V�ta ��� Pravidla pro po��t�n� se stejnom�rn� konvergentn�mi �adami

�a� Nech 
�P
n	�

f
���
n �x�� � � � �

�P
n	�

f
�n�
n �x� jsou stejnomrn konvergentn� �ady na J � c�� � � � � ck jsou libovoln� re�ln� 
�sla

�konstanty� a polo�me

Fn�x� �

kX
i	�

ci �f �i�n �x�

Pak
�P
n	�

Fn�x� stejnomrn konverguje na J �

�b� Nech 
�P
n	�

fn�x� konverguje stejnomrn na J � g je funkce ohrani
en� na J � Pak
�P
n	�

g�x� fn�x� konverguje

stejnomrn na J �

D�kaz�

�a� P�edpokl�dejme c�� � � � � ck �� �� � � � libovoln�� Pak ke ka�d�mu 
�slu �
k�jcij � � �ni � �n � ni �p � N �x � J �

jf �i�n���x� � � � �� f
�i�
n�p�x�j �

�

k � jcij
Bu� nyn� n� � maxfn�� � � � � nkg� Pak �n � n� �p � N �x � J �

jFn���x� � � � �� Fn�p�x�j � j c� f
���
n���x� � � � �� ck f

�k�
n���x�� �z �

Fn���x�

� � � �� � � �j c� f
���
n�p�x� � � � �� ck f

�k�
n�p�x�� �z �

Fn�p�x�

j �

� jc��f
���
n���x� � � � �� f

���
n�p�x���

� � �� � � �ck�f
�k�
n���x� � � � � � ck f

�k�
n�p�x��j �

� jc�j � jf
���
n���x� � � � �� f

���
n�p�x�j�

� � �� � � �jckj � jf
�k�
n���x� � � � �� ck f

�k�
n�p�x�j �

� jc�j
�

k � jc�j
� � � � � jckj

�

k � jckj
� �

ostatn� z vty ���� �Cauchy�Bolzanovo krit�rium��

�b� Z p�edpoklad�� �K � � � jg�x�j  K �x � J � zvolme � � � libovoln�� k �
k
� � �n� � �n � n� �p � N �x � J �

jfn���x� � � � �� fn�p�x�j � �
k
� Odtud

jg�x� fn���x� � � � �� g�x� fn�p�x�j  jg�x�j � jfn���x� � � � �� fn�p�x�j  k
�

k
� k

ostatn� z vty �����

�

V�ta ��� Weierstrassovo krit�rium

Nech �n � N �x � J � jfn�x�j  an a nech 
�P
n	�

an konverguje� Pak
�P
n	�

fn�x� stejnomrn konverguje na J �

D�kaz� Zvolme � � � libovoln�� Pak �n� � �n � n� �m � N � jan��� � � ��an�mj � �� Odtud a z p�edpoklad� vty�

�n � n� �m � N �x � J � jfn���x� � � � �� fn�p�x�j  an�� � � � �� an�m  jan�� � � � �� an�mj � �

ostatn� z vty ����� �
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V�ta �� Dirichletovo krit�rium

Nech 
P�

n	� fn�x� m� na J stejn ohrani
en� 
�ste
n� sou
ty �tj� �M � � � �n � N �x � J � jsn�x�j � jf��x� �
� � � � fn�x�j  M� a nech f�n�x�g je posloupnost funkc� nez�porn	ch na J a takov�� �e �x � J � ���x� � ���x� �
� � � � �n�x� � � � � � kter� na J stejnomrn konverguje k nule �tj� �n�x� ���� � na J��

Pak
�P
n	�

�n�x� fn�x� stejnomrn konverguje na J �

D�kaz� Zvolme � � � libovoln� K �
�M � � �n� � �n � n�� x � J � �n�x� �

�
�M � Odtud �n � n�� m � N� x � J �

j�n���x� fn���x� � � � �� �n�m�x� fn�m�x�j � j�n���x� �sn���x�� sn�x�� � � � �� �n�m�x� �sn�m�x�� sn�m���x��j �

� j � �n���x� sn�x� � ��n���x�� �n���x�� sn���x� � � � �� ��n�m���x�� �n�m�x�� sn�m���x� � �n�m�x� sn�m�x�j �

� �n���x�M � ��n���x�� �n���x��M � � � �� ��n�m���x�� �n�m�x��M � �n�m�x�M �

� M��n���x� � �n���x�� �z �
�

��n���x� � �n���x�� �z �
�

� � � ���n�m�x� � �n�m�x�� �z �
�

� � ��n���x�M � �M
�

�M
� �

�

P��klad �
Zjistte obor stejnomrn� konvergence zadan	ch �ad funkc��

��
�X
n	�

sinnx

n�

Plat� ���� sinnxn�

����  �

n�
�x � R

a proto�e �ada
P

��n� konverguje� podle Weierstrassova krit�ria zadan� �ada stejnomrn konverguje v R�

��
�X
n	�

�

�n��
p
� � nx

Rozli��me dva p��pady�

� x � � �� p
� � nx � � �� �  �

�n��
p
� � nx

 �

�n��
a

�X
n	�

�

�n��
konverguje

� x � � � pro dostate
n velk� n nem� smysl �� � nx � ���

Zadan� �ada tedy podle Weierstrassova krit�ria konverguje v R�
� �

��
�X
n	�

sinnx

� � nx

Tato �ada konverguje stejnomrn na h�� �
 � �i� kde � � ��� 
��

V Dirichletov krit�riu vol�me�

fn�x� � sinnx

�n�x� �
�

� � nx

a p�esvd
�me se� �e jsou splnny po�adovan� p�edpoklady�

jsn�x� � j sinx� � � �� sinnxj  �

j sinx��j 
�

j sin ���j
tedy

P
fn m� na uveden�m intervalu stejn ohrani
en� 
�ste
n� sou
ty� nav�c na tomto intervalu plat�

���x� � ���x� � � � � � �n�x� � � � �

�n�x�  �

� � n�
���� �
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��
�X
n	�

sinnx

n

Tak� tato �ada konverguje stejnomrn na h�� �
 � �i� � � ��� 
� podle Dirichletova krit�ria� ve kter�m vol�me

fn�x� � sinnx

�n�x� �
�

n

V�ta ��� Vlastnosti stejnom�rn� konvergence posloupnost� a �ad

�a� � Nech fn ���� f na J a �n � N je fn spojit� v bod x� � J �
Potom f je spojit� v bod x��

� Nech 
P�

n	� fn�x� � s�x� na J stejnomrn a �n � N je fn spojit� v bod x� � J �
Potom s je spojit� v bod x��

�b� � Nech ffng je posloupnost funkc� spojit	ch na ha� bi a fn ���� f na ha� bi� Potom

Z b

a

f�x� dx � lim
n��

Z b

a

fn�x� dx

�
tj�
Z b

a

� lim
n��

fn�x�� dx � lim
n��

Z b

a

fn�x� dx

�

� Nech 
�P
n	�

fn�x� � s�x� na ha� bi stejnomrn a �n � N je fn spojit� na ha� bi� Potom

Z b

a

s�x� dx �

�X
n	�

Z b

a

fn�x� dx

�
tj�
Z b

a

�

�X
n	�

fn�x�� dx �

�X
n	�

Z b

a

fn�x� dx

�

�c� Nech 
P�

n	� fn�x� � s�x� na J stejnomrn a �n � N je fn spojit� na ha� bi� bod x� � ha� bi je libovoln	� Potom

Z x

x�

s�t� dt �

�X
n	�

Z x

x�

fn�t� dt �x � ha� bi

a �ada na prav� stran stejnomrn konverguje na ha� bi�

�d� Nech 
�P
n	�

fn�x� � s�x� na ha� bi �stejnomrn�� �n � N m� fn spojitou prvn� derivaci na ha� bi a
P�

n	� f
�
n�x�

konverguje stejnomrn na ha� bi�
Pak s m� na ha� bi spojitou prvn� derivaci a plat�

s��x� �
�X
n	�

f �n�x� �x � ha� bi

D�kaz�

�a� � brr

�b� � brrrr

�



��

��st III

Diferenci�ln� po�et funkc� v�ce prom�nn�ch

� �vod

Ozna	en� Pod ozna
en�m Rn budeme v z�vislosti na kontextu rozumt

� metrick	 prostor n�tic re�ln	ch 
�sel x � Rn s metrikou

�p�x� y� �
p

vuut nX
i	�

jxi � yijp

kde x � �x�� � � � � xn� a y � �y�� � � � � yn��

Speci�ln�

p � � � � � Euklidovsk� metrika�

p � � � � � ���x� y� �
Pn

i	� jxi � yij�
p �	 � � � ���x� y� � maxi	������n jxi � yij�
� normovan	 line�rn� prostor nad tlesem R s normou�

kxkp � p

vuut nX
i	�

jxijp

� prostor se skal�rn�m �vnit�n�m� sou
inem�

�x� y� � x � y �

nX
i	�

xiyi

Z toho plynou n�sleduj�c� vztahy�

� kxk� �
p
x � x

� �p�x� y� � kx� ykp
V Rn lze de%novat ortonorm�ln� b�zi

ei � ��� � � � � �� ���z�
i

� �� � � � � ��

�tedy jednotkov� vektory prostoru Rn�� tj� m��eme Rn ch�pat jako line�rn� vektorov	 prostor�

Z teorie mno�in si jist pamatujeme vlastnosti zobrazen� metrick	ch prostor� f � �M�� ��� �� �M�� ��� a pojmy
linearita� spojitost a dal��� Polo��me�li M� � Rn a M� � R�� dost�v�me� f � Rn �� R�

Ze z�kladn�ho kursu matematick� anal	zy si tak� jist vzpom�n�me na pojmy okol�� limita a spojitost funkce
f � R �� R� Pro na�e nynj�� pot�eby nen� nic snaz��ho� ne� pojmy roz���it na n�� p��pad funkc� v�ce promnn	ch�
Tedy

� limita limx��x� f�x� � L� pr�v kdy� pro libovoln� okol� O�L� existuje ��x�� takov�� �e pro �x � O��x�� plat�
f�x� � O�L��

� funkce f je spojit� v bod x�� pr�v kdy� limx��x� f�x� � f�x���

Z tchto de%nic plyne� �e charakteristiky limity a spojitosti a pravidla pro po
�t�n� s limitami a spojit	mi funkcemi
�mimo inverzn� a slo�en� funkce�� lze p�evz�t od funkc� jedn� promnn��

�Ozna�en� R bude pro n�s znamenat tot� jako R�	
	Inverzn� a sloen� funkce nelze jaksi �napasovat� na typ funkc� f � Rn �� R	 Toto lze u�init a u zobrazen� �viz ����	



� DERIVACE �� ��DU ��

Pozn�mky

�� Lze pracovat i s nevlastn�mi limitami v nevlastn�ch bodech�

�� Lze studovat i podmno�iny poruch spojitosti funkc� v�ce promnn	ch�

�� M�me�li funkci f � Rn �� R� pak budeme zna
it�

� D�f�� Def�f�� Dom�f� a ��f� de%ni
n� obor funkce f �

� I�f�� Im�f�� Img�f� a ��f� obor hodnot funkce f �

� G�f� � Gr�f� � f�x�� � � � � xn� xn��� � Rn�� j �x�� � � � � xn� � ��f�� xn�� � f�x�� � � � � xn�g je graf funkce f �

Na tomto m�st pova�uji za vhodn� vyslovit 
ten��i omluvu za to� �e tato ozna
en� nejsou v tomto textu jednotn��
co� je zp�sobeno tak� zna
nou nejednotnost� v literatu�e� Sjednotit zna
en� v matematick� anal	ze znamen�
srovnateln obt��n	 probl�m� jako p�epsat v�echny provozovan� cobolovsk� programy do njak�ho modernj��ho
programovac�ho jazyka�

�� � Je�li M � Rn kompaktn�� a f je spojit� na M � pak f je na M ohrani
en� ��� Weierstrassova vta��

� Je�li M � Rn kompaktn� a f je spojit� na M � pak f�M� obsahuje nejmen�� a nejvt�� prvek ��� Weierstras�
sova vta��

� Je�li M � Rn kompaktn� a souvisl� a f je spojit� na M � pak f�M� je souvisl� kompaktn� mno�ina�

� Je�li M � Rn kompaktn� a f spojit� na M � pak f je stejnomrn spojit� �Heine ) Cantorova vta��

� Derivace �� ��du

��	 Parci�ln� a sm�rov� derivace

De�nice ���
Bu� funkce f n re�ln	ch promnn	ch� x � ��f�� i � f�� � � � � ng a ozna
me ��t� � f�x�� � � � � xi��� t� xi��� � � � � xn��

M��li � derivaci v bod xi� pak ji naz	v�me prvn� parci�ln� derivac� funkce f podle i�t� promnn� v bod x a zna
�me
ji

�f

�xi
�x� f �xi�x� f �i�x�

Pozn�mky

�� f �i�x� � limh���
f�x������xi���xi�h�xi�������xn��f�x������xn�

h

�� Je�li M � ��f� mno�ina v�ech x� v nich� existuje f �i�x�� pak f �i � M �� R je opt funkce n promnn	ch
s ��f �i� �M �

�� Stejn jako derivace funkce jedn� promnn� je geometrickou reprezentac� parci�ln� derivace smrnic� te
ny grafu
funkce f v rovin rovnob�n� s rovinou �xixn����

�� De%nice a zaveden� parci�ln� derivace f podle i�t� promnn� ur
uje zp�sob v	po
t� i pravidla pro po
�tan�
parci�ln�ch derivac� �mimo inverzn� a slo�en� funkce��

�� Pokud existuje �f
�xi

�x�� pak to je�t neznamen�� �e existuje �f
�xj

�x�� kde i �� j�

�� Pokud existuje �f
�xi

�x�� pak to je�t neznamen�� �e f je v bod x spojit�� Mjme nap��klad funkci f de%novanou

f�x� y� �

�
� xy � �
� xy �� �

Z�ejm existuj� derivace �f
�x

��� �� � �f
�y

��� �� � � a p�itom f nen� spojit� v bod ��� �� �f je sou�adn	 k��� roviny
�xy� z n� vytr�en	��


Kompaktn� mnoina je ohrani�en� a uzav�en�	
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V�ta ��� O st�edn� hodnot�
Nech f � Rn �� R je funkce� kter� m� v�echny prvn� parci�ln� derivace na njak�m n�dimenzion�ln�m intervalu

I � ��f�� x� y � I �x � �x�� � � � � xn�� y � �y�� � � � � yn��� Pak existuj� konstanty ��� � � � ��n � ��� �� takov�� �e

f�x�� f�y� �
nX
i	�

f �i��i��xi � yi��

kde �i � �y�� � � � � yi��� xi ��i�yi � xi�� xi��� � � � � xn��

D�kaz�

f�y�� f�x� � f�y�� x�� � � � � xn�� f�x�� � � � � xn�� �z �
���t��

y�
x�

� f�y�� y�� x�� � � � � xn�� f�y�� x�� � � � � xn�� �z �
���t��

y�
x�

� � � �

� � �� f�y�� � � � � yn�� f�y�� � � � � yn��� xn�� �z �
�n�t��

yn
xn

�

� ��������y� � x�� � ��������y� � x�� � � � �� ��n��n��yn � xn��

proto�e v�echny funkce �i spl�uj� podm�nku Lagrangeovy vty z diferenci�ln�ho po
tu funkc� jedn� promnn�� �

V�ta ��� O spojitosti a parci�ln� derivaci
Nech m� f ohrani
en� v�echny parci�ln� derivace �� ��du na otev�en� mno�in M � ��f�� Pak f je spojit� na

M �

D�kaz� Nech x � M libovoln�� Proto�e M je otev�en�� pak pro � � � existuje okol� O��x� � M � Bez "jmy na obec�
nosti p�itom m��eme p�edpokl�dat� �e ��okol� bodu x je n�dimenzion�ln� otev�en	 interval �tj� O��x� interpretujeme
v metrice ����

Bu� fxkg�k	� � f�xk�� � � � � xkn�g�k	� posloupnost bod� z mno�iny ��f� takov�� �e xk �� x� Z�ejm existuje k� � N
takov�� �e pro k � k� je xk � O��x�� Podle vty ��� pro tato k � k� plat�� �e

f�xk�� f�x� �

nX
i	�

f �i��i��xki � xi��

Z p�edpokladu ohrani
enosti parci�ln�ch derivac� plat�� �e existuje m � � takov�� �e jf �i�x�j  m pro �x � M a
�i � �� � � � � n� Tedy�

jf�xk�� f�x�j  m �
nX
i	�

�xki � xi��

Vzhledem k tomu� �e xk �� x� v�me� �e xki �� xi� Tedy plat� implikace xk �� x �� f�xk� �� f�x� a podle
Heineho vty to znamen�� �e f je spojit� v bod x� �

V�ta ���
Nech m� f na otev�en� souvisl� mno�in M � ��f� v�echny prvn� parci�ln� derivace nulov�� Pak f je na M

konstantn��

D�kaz�

�� Je�li M otev�en	 interval� pak podle vty ��� plat� f�x� � f�y� pro �x� y �M � Z toho plyne� �e

f�x�� f�y� �
X

f �xi��i�� �z �
�

�xi � yi� � �

pro �x� y �M a tedy je f konstantn� na M �

�� Bu� M libovoln� otev�en� souvisl� mno�ina a x� y � M libovoln�� Pak existuje kone
n	 �etzec otev�en	ch
n�dimenzion�ln�ch interval� v M spojuj�c� x a y� nap�� I�� � � � � Im� Z�ejm lze I�� � � � � Im konstruovat tak� �e
x � I� a y � Im a Ii � Ii�� �� � pro �i � �� � � � �m� �� Podle prvn� 
�sti d�kazu je f konstantn� na v�ech Ii� tj�
f � ci v intervalu Ii� Proto�e v�ak sou
asn Ii � Ii�� �� �� m�me� �e c� � c� � � � � � cm� tj� f � c �c � ci �i� na
mno�in M �
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�

D�sledek ��
Jestli�e f a g maj� na otev�en� souvisl� mno�in M � ��f� g�� toto�n� parci�ln� derivace� pak existuje c � R tak�

�e f�x� � g�x� � c pro �x �M �

D�kaz� Polo��me h � f � g a ostatn� u� plyne z vty ���� �

De�nice ���
Nech f � Rn �� R� x � ��f�� �u � Vn a ��t� � f�x� t�u�� M��li funkce � v bod � prvn� derivaci� pak ji naz	v�me

prvn� derivace funkce f v bod x ve sm
ru �u� Zna
�me ji

f ��u�x�
�f

��u
�x�

Pozn�mky

�� f ��u�x� � limt���
f�x�t�u��f�x�

t

�� Je�li �u � �ei� pak f ��u�x� � f �xi�x��

�� Proto�e f ��u�x� je toto�n� s oby
ejnou derivac� funkce ��t� � f�x � t�u�� pak pro smrovou derivaci plat� stejn�
pravidla pro jej� v	po
et jako v p��pad oby
ejn� �i parci�ln�� derivace�

�� M��li funkce f kone
nou �ohrani
enou� smrovou derivaci f ��u�x�� pak f je v bod x spojit� ve smru vektoru �u
�tj� je spojit� na p��mce proch�zej�c� bodem x ve smru �u��

P��klad ���
Vypo
tte f ��u��� �� pro �u � ��� ��� je�li

f�x� y� �
x� � y�

x� � y�

!e�en��

��t� � f�x� t�u� �
�x � �t�� � �y � t��

�x � �t�� � �y � t��

D�le v	po
tem ���t� a ����� �kter	 ponech�v�me laskav�mu 
ten��i� z�sk�me v	sledek ����� � f ��u��� �� � ��

P��klad ���
Mjme funkci

f�x�� � � � � xn� �

nX
k	�

xkk

Vypo
tme� f ��u��� � � � � ��� je�li �u � ��� 
� � � � � �n� ���
V	po
et opt ponech�me na 
ten��i� Pro kontrolu uv�d�me�

��t� �

nX
k	�

�� � t��k � ��	k

����� �

nX
k	�

k��k � ��

V�ta ��� O st�edn� hodnot�
Nech funkce f m� ve v�ech bodech "se
ky fx� t�u j t � h�� t�ig derivace ve smru vektoru �u �tj� existuje v tchto

bodech smrov� derivace�� Pak existuje 
�slo � � ��� �� takov�� �e

f�x� t��u�� f�x�� � t� � f ��u�x ��t��u��

D�kaz� D�kaz je zcela analogick	 s d�kazem vty ��� pro funkci ��t� � f�x� t�u�� �

�Symbolem ��f� g� rozum�me spole�n� de�ni�n� obor funkc� f a g� tj	 ��f� g� � ��f� � ��g�	
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V�ta ���
Nech x � ��f� a �u��v � Vn� Pak

�a� Existuje�li f ��u�x�� pak �c � R �f �c�u�x� a plat��

f �c�u�x� � c � f ��u�x��

�b� Existuje�li f ��u na njak�m okol� O�x� a je v bod x spojit� a existuje�li f ��v�x�� pak existuje f ��u��v�x� a plat��

f ��u��v�x� � f ��u�x� � f ��v�x��

D�kaz�

�a� Nech c �� �� Ozna
me ��t� � f�x� tc�u�� Pak

f �c�u � ����� � lim
t���

��t�� ����

t
� lim

t���

f�x� tc�u�� f�x�

t
�

� lim
t���

c
f�x� tc�u�� f�x�

ct
�

���� h � ct
h �� �

���� � lim
h���

c
f�x� h�u�� f�x�

h
�

� c lim
h���

f�x� h�u�� f�x�

h
� cf ��u�x��

Nech c � �� Ozna
me ��t� � f�x� tc�u� � f�x�� Pak

f ���u�x� � lim
t���

��t�� ����

t
� lim

t���

f�x�� f�x�

t
� �

cf ��u�x� � �f ��u�x� � �

�b� Ozna
me ��t� � f�x� t��u� �v��� Pak

��t� � ����

t
�

�

t
�f�x� t��u� �v�� � f�x� t�v� � f�x� t�v�� f�x�	

a podle vty o st�edn� hodnot ��� existuje � � ��� �� a m�me tedy

f�x� t��u� �v��� f�x� t�v� � tf ��u�x� t�v ��t�u�

a tedy

f ��u��v�x� � ����� � lim
t���

��t� � ����

t
�

�
�

t
�tf ��u�x� t�v ��t�u� � f�x� t�v�� f�x�	 �

� f ��u�x� � lim
t���

�

t
�f�x� t�v�� f�x�	 � f ��u�x� � f ��v�x��

�

�� Diferenci�ly

De�nice ��� G�teaux	v diferenci�l
Mjme f funkci n promnn	ch a x � ��f�� !ekneme� �e f m� v bod x G�teaux�v diferenci�l� pr�v kdy� existuje

smrov� derivace f�u pro ��u � Vn�
Zobrazen� �f�x� � Vn �� R dan� vztahem

�f�x���u� � f ��u�x� ���

se naz	v� G�teaux�v diferenci�l funkce f v bod x�
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Pozn�mky

�� �f � Vn �� R se t�� naz	v� slab� diferenci�l�

�� M��li f v bod x G*teaux�v diferenci�l� pak m� v bod x smrov� derivace f ��u pro ��u � Vn a tedy je f spojit�
v bod x ve v�ech smrech �u � Vn�

�� V modern� literatu�e je s pou�it�m slab�ho diferenci�lu zav�dn pojem tzv� derivace funkce f v bod x �f ��x���
kter� b	v� naz	v�na slab� derivace funkce f v bod x�

M��li f v x derivaci f ��x�� pak f ��x� � �f ���x�� � � � � f
�
n�x��� kde f �i�x� �

�f
�xi

� Potom plat�� �e existuje�li f ��x�� pak
existuj� f ��u�x� pro ��u � Vn a z�rove�

f ��u�x� �
nX
i	�

f �i�x� � ui � �f ��x�� �u�

Ve star�� literatu�e se slab� derivace f ��x� ozna
uje jako gradient a zna
� se grad�f��

Existence slab� derivace p�itom je�t nezaru
uje spojitost funkce f v bod x�

�� O line�rn�ch form�ch Nech � � Vn �� R je re�ln� funkce de%novan� na Vn� � naz	v�me�

� aditivn�� jestli�e ���u� �v� � ���u� � ���v��

� homogenn�� jestli�e ��c�u� � c���u� pro �c � R a ��u��v � Vn�

� line�rn� forma� jestli�e je aditivn� a homogenn��

Lze dok�zat� �e � je line�rn� forma� pr�v kdy� plat� ���u� � ��a� �u�� kde �a � Vn je vhodn	 vektor� Je�li �e�� � � � � �en
b�ze vektorov�ho prostoru Vn� pak sta
� br�t �a � ����e��� � � � � ���en���

De�nice ���� Tot�ln� diferenci�l
Nech f je funkce n promnn	ch� x � ��f�� !�k�me� �e f je diferencovateln� v bod x� jestli�e je de%nov�na na

njak�m okol� O�x� a existuje�li line�rn� forma � � Vn �� R takov�� �e plat��

lim
�u����

f�x� �u�� f�x� � ���u�

k�uk � ��

V tomto p��pad se � naz	v� tot�ln� �Fr�chet�v� diferenci�l funkce f v bod x a ozna
uje se d f�x��

Pozn�mky

�� Tot�ln� diferencovatelnost se nkdy naz	v� siln� diferencovatelnost�

�� Ozna
�me�li
f�x� �u�� f�x�� ���u�

k�uk � ���u��

pak � � Vn �� R je de%nov�na na jist�m okol� O���� a lim�u���� ���u� � �� De%ni
n� vztah tot�ln�ho diferenci�lu
lze tedy p�epsat na tvar

f�x� �u�� f�x� � ���u� � k�uk���u��

�� Funkce f m� v bod x tot�ln� diferenci�l� jestli�e existuje line�rn� forma � a funkce � de%novan� na njak�m
okol� O���� tak� �e lim�u���� ���u� � � a plat��

f�x� �u�� f�x� � ���u� � k�uk���u��

V�ta ���� O spojitosti diferencovateln� funkce
Jestli�e funkce f m� v bod x � ��f� tot�ln� diferenci�l� pak f je v bod x spojit��



� DERIVACE �� ��DU ��

D�kaz� Ozna
�me�li y � x� �u� pak f�y� � f�x� � ��y � x� � ky � xk��y � x�� Z�ejm plat� vztahy�

lim
y��x

��y � x� � �

lim
y��x

ky � xk��y � x� � �

To zna
�� �e
lim
y��x

f�y� � f�x� � ��

a tedy f je spojit� v bod x� �

Pozn�mka Z de%nice lze dok�zat tvrzen� o diferencovatelnosti funkc� c � f � f � g� f � g a f�g na z�klad diferenco�
vatelnosti funkc� f a g� v
etn p��slu�n	ch formul��

V�ta ���� O v�po�tu tot�ln�ho diferenci�lu
Je�li f diferencovateln� v bod x �x � ��f��� pak f m� v bod x derivaci f ��x� a plat��

d f�x���u� � �f ��x�� �u� � �grad�f�� �u� �

nX
i	�

f ��ei�x�ui

D�kaz� Bu� �u � Vn� �u �� �� pevn zvolen	� Uva�ujme mno�inu ft�u j t � R � f�gg� Z�ejm t�u �� �� pokud t �� ��
D�le v�me� �e kt�uk � jtj � k�uk�

Podle p�edpokladu plat��

lim
t���

�

jtj � k�uk �f�x� t�u�� f�x�� ��t�u�	 � �

tj�

lim
t���

�

t
�f�x� t�u�� f�x�� ��t�u�	 � �

a proto�e � je line�rn� forma� m�me ��t�u� � t � ���u�� Potom tedy�

lim
t���

�

t
�f�x� t�u�� f�x�	� �z �

	f �
�u
�x�

� ���u�

Tedy f m� v bod x derivaci ve smru �u � Vn� p�i
em� �u � Vn�f��g je libovoln	� a tedy f m� v bod x G*teaux�v
diferenci�l a sou
asn

�f�x���u� � ���u��

kde � je line�rn� forma� Odtud plyne
d f�x���u� � ���u� � �f ��x�� �u��

�

D�sledek ����

�� Jestli�e f m� v bod x tot�ln� diferenci�l� pak f m� v bod x G*teaux�v diferenci�l a plat�� d f�x� � �f�x��

�� Tot�ln� diferenci�l je d�n jednozna
n�

�� d f�x� � Vn �� R se v literatu�e t�� naz	v� siln� diferenci�l�

V�ta ���� Posta�uj�c� podm�nka diferencovatelnosti
Mjme f funkci n re�ln	ch promnn	ch a x � ��f�� Jestli�e v�echny parci�ln� derivace funkce f existuj� v njak�m

okol� O�x� a jsou spojit� v x� pak f je diferencovateln� v x�
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D�kaz� Nech f m� v okol� O�x� v�echny parci�ln� derivace �tj� f je de%nov�no v O�x��� Bu� �u � Vn �f��g libovoln	�
Polo�me ���u� � �f ��x�� �u�� Pak � � Vn �� R je line�rn� forma� D�le polo�me

���u� �
�

k�uk �f�x� �u�� f�x�� ���u�	 �

tj� � � Vn �� R�
Podle vty o st�edn� hodnot ��� je

f�x� �u�� f�x� �
nX
i	�

f �i��i� � ui�

kde �i � �x� � u�� � � � � xi�� � ui��� xi ��iui� xi��� � � � � xn�� pro i � �� � � � � n� p�i
em� �i � ��� �� pro i � �� � � � � n�
Tedy

j���u�j � �

k�uk

�����
nX
i	�

f �i��i� � ui �
nX
i	�

f �i�x� � ui
����� 

nX
i	�

juij
k�uk jf

�
i��i�� f �i�x�j 

nX
i	�

jf �i��i�� f �i�x�j �

Proto�e pro �u �� �� je �i �� x� plyne ze spojitosti parci�ln�ch derivac� f �i v bod x lim�u���� ���u� � �� Odtud
plyne� �e f je v x diferencovateln� a d f�x� � �� �

Pozn�mky

�� M��li funkce f spojit� v�echny prvn� parci�ln� derivace na mno�in G� pak �x � G je f diferencovateln� a z toho
plyne�

� f je na G spojit��

� f m� na G G*teaux�v diferenci�l�

�� V	�e uveden	 p�edpoklad ��e f m� v�echny prvn� parci�ln� derivace na G spojit�� se zapisuje f � ��G� �f pat��
do t��dy funkc� � na mno�in G��

�� Ozna
�me�li i � �i�� � � � � ik� posloupnost vz�jemn r�zn	ch index� z mno�iny f�� � � � � ng a j � �j�� � � � � jn�k�
posloupnost vz�jemn r�zn	ch zb	vaj�c�ch index� z mno�iny f�� � � � � ng� Interpretujme En � Ek �En�k� Potom
�x � En plat�� �e x � �y� z�� kde y � �xi� � � � � � xik �� z � �xj� � � � � � xjn�k �� y� z jsou tzv� projekce x do Ek � resp�
En�k�

Je�li f � En �� E �Rn �� E�� pak m�me nov� dv funkce f��� z� a f�y� ��� M��li funkce f��� z�� resp� f�y� ��
tot�ln� diferenci�l v bod y� resp� z� pak tento tot�ln� diferenci�l naz	v�me parci�ln�m diferenci�lem funkce f
podle i�t�ch� resp� j�t�ch� prom
nn�ch v bod
 x� Tyto diferenci�ly se ozna
uj� di f�x� a dj f�x��

Z�ejm plat��

di f�x���u� �
X
i�i

�f �i�x�� �u�

dj f�x���u� �
X
j�j

�f �j�x�� �u�

d f�x���u� � di f�x���u� � dj f�x���u�

Jestli�e�

� i � ��� � � � � n�� pak di f�x� � d f�x��

� i � ���� pak di f�x���u� � �f �i�x�� �u��
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�� Volbou g�x� � xi �pro libovoln� i � f�� � � � � ng� dostaneme� g je diferencovateln� a plat��

d g�x���u� � dxi��u� � ���� � � � � �� ���z�
i

� �� � � � � �	� �u� � ui�

tedy �u�� � � � � un	 � �dx�� � � � � dxn	� z 
eho� plyne�

d f�x���u� � �f ��x�� �u� �
nX
i	�

f �i�x� d xi�

�� Geometrick� reprezentace existence tot�ln�ho diferenci�lu� je�li f funkce n promnn	ch� x� � �x��� � � � � x�n� �
��f�� Existuje�li nadrovina v Rn�� o rovnici y �

Pn
i	� aixi � b� jdouc� bodem �x�� f�x��	 a nav�c takov�� �e

lim
x��x�

f�x�� y�x�

kx� x�k � ��

pak se naz	v� te�n� nadrovina ke grafu funkce f v bod x��

Uveden� geometrick� po�adavky vedou k n�sleduj�c�m podm�nk�m� Rovnice te
n� nadroviny je tvaru

y � f�x�� � a��x� � x��� � � � �� an�xn � x�n��

p�i
em� �a � �a�� � � � � an	� Ozna
�me�li �u � �x� � x��� � � � � xn � x�n	� spl�uje rovnice podm�nku

lim
�u����

�

k�uk �f�x� � �u�� f�x��� ��a� �u�	 � ��

Tato podm�nka je ekvivalentn� s existenc� tot�ln�ho diferenci�lu funkce f v bod x� a plat��

��a� �u� � d f�x����u� �� �a � �f ���x��� � � � � f
�
n�x��	 � f ��x���

Tedy rovnice te
n� nadroviny ke grafu funkce y � f�x� v bod x� se spo
�t� podle vzorce�

y � f�x�� � �f ��x��� �x� x���

�� Numerick� aplikace� Z p�edchoz�ch informac� plyne� �e

sf � f�x�� f�x�� � d f�x���x� x���

kde sf je diference� Tedy
f�x� � �u� � f�x�� � d f�x����u�

neboli
f�x� � f�x�� � d f�x���x� x���
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� Derivace �� ��du

��	 Parci�ln� a sm�rov� derivace � ��du

De�nice ���
Nech f je funkce n promnn	ch� i� j � f�� � � � � ng a nech x � ��f �i�� M��li funkce f �i v bod x parci�ln� derivaci

podle j�t� promnn�� naz	v�me ji druhou parci�ln� derivac� funkce f �parci�ln� derivace �� �du� a to v bod x podle
i�t� a j�t� promnn� a ozna
uje se�

f ��i�j�x�
��f

�xi�xj
f ��xi�xj �x�

Pozn�mky

��i �� j � � � sm��en� parci�ln� derivace

i � j � � � dvojn�sobn� parci�ln� derivace

�� Funkce f�x�� � � � � xn� m��e m�t a� n parci�ln�ch derivac� �� ��du�

�f

�x�
� � � � �

�f

�xn

Tat�� funkce v�ak m��e m�t a� n� parci�ln�ch derivac� �� ��du �ka�d� parci�ln� derivace �� ��du m� n parci�ln�ch
derivac���

��f

�x��x�
� � � � �

��f

�x��xn
� � � � � � � � � � � � �

��f

�xn�x�
� � � � �

��f

�xn�xn

De�nice ���
Nech f je funkce n promnn	ch� �u��v � Vn a x � ��f ��u�� M��li f ��u v bod x derivaci ve smru vektoru �v� naz	v�me

ji druhou derivac� funkce f v bod x ve sm
rech �u��v� Zna
�me ji

f ���u��v�x��

Pozn�mka Analogicky s parci�ln�mi derivacemi� f�x� �� f ��u�x� �� f ���u��v�x�� Obecn plat�

f ���u��v �� f ���v��u�

P��klad ���
Mjme funkci

f�x� y� �

�
�x��y��xy
x��y� � x �� � �� y

�� x � y � �

Parci�ln� derivace �ale i smrov� derivace v jednotkov	ch smrech� budou vypadat takto�

f ���x� y� �

�
�� �x� y� � ��� ��
�y� �x� y� �� ��� �� � y �� �

f ���x� y� �

�
�� �x� y� � ��� ��
x� �x� y� �� ��� ��

V	po
et druh	ch derivac� ponech�me na 
ten��i jako cvi
en�� Pro kontrolu jen uve�me�

f �������� �� � �� f �������� �� � �

V�ta ��� Schwarzova v�ta o z�m�n� derivac�
Bu� f funkce n promnn	ch� �u��v � Vn� Existuj��li f ���u��v a f ���v��u v njak�m okol� O�x� a jsou spojit� v bod x� pak

f ���u��v�x� � f ���v��u�x�
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D�kaz� Polo�me
g�t� �

�

t�
�f�x� t�u� t�v�� f�x� t�u�� f�x� t�v�� f�x�	

pro t �� �� Z�ejm funkce g je de%nov�na alespo� v njak�m okol� O����� Ozna
me d�le

��y� � f�y � t�v�� f�y��

��y� � f�y � t�u�� f�y��

M��eme tedy p�epsat

g�t� �
�

t�
���x� t�u�� ��x�	 �

�

t�
���x� t�v�� ��x�	�

Podle vty o st�edn� hodnot je

��x� t�u�� ��x� � t�f ��u�x���t�u� t�v�� f ��u�x���t�u�	�

kde �� � ��� ��� Novou aplikac� t�to vty na f ��u z�sk�v�me

f ��u�x ���t�u� t�v�� f ��u�x ���t�u� � t � f ���u��v�x���t�u���t�v��

kde �� � ��� ���
Tedy

g�t� � f ���u��v�x���t�u���t�v��

Analogicky
g�t� � f ���v��u�x���t�u���t�v��

kde ����� � ��� ���
Ze spojitosti f ���u��v a f ���v��u plyne rovnost

f ���u��v�x� � f ���v��u�x��

�

Pozn�mky

�� Lze dok�zat� �e spojitost jedn� z uveden	ch druh	ch derivac� funkce f v bod x indukuje i spojitost druh� z nich�

�� Podm�nky vty lze tak� oslabit nap�� t�m� �e po�adujeme diferencovatelnost f ��u� resp� f ��v� v bod x�

�� V klasick� literatu�e se Schwarzovou vtou rozum� tvrzen� o z�mnnosti parci�ln�ch derivac��

��f

�x�y
�x�� y�� �

��f

�y�x
�x�� y���

tj� pro vektory �u��v v jednotkov	ch smrech�

�� Co v line�rn� algeb�e nebylo

Nech A�B jsou matice t�ho� typu �m�n� nad R� Skal�rn�m sou�inem matic A�B se rozum� re�ln� 
�slo�

AB �

mX
i	�

nX
k	�

aikbik�

��ten��e� kter� v line�rn� algeb�e nen� natolik sb�hl�� upozor�ujeme na fakt� e skal�rn� sou�in matic je n�co jin�ho ne maticov�
sou�in	 Ten je de�nov�n pro matice A typu �m�n� a B typu �n� p� takto�

A �B �

�
nX

k��

aikbkj

�
i � �� 	 	 	 �m
j � �� 	 	 	 � p
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Tenzorov�m sou�inem vektor� �u��v� �u � Vm� �v � Vn se rozum� matice
 typu �m�n�� de%novan��

�u� �v � �uivj� i � �� � � � �m
j � �� � � � � n

Bu� � � V �
n �� R �tj� re�ln� funkce de%novan� na Vn � Vn�� Jestli�e plat� sou
asn ob n�sleduj�c� podm�nky

�i� ��u � Vn je ���u� �� line�rn� forma na Vn�

�ii� ��u � Vn je ���� �u� line�rn� forma na Vn�

pak � je biline�rn� forma na V �
n �

O pojmech� kter� jsme pr�v nade%novali� plat� n�sleduj�c�ch nkolik tvrzen� �nebudeme je dokazovat��

Tvrzen� O reprezentaci biline�rn� formy
Zobrazen� � � V �

n �� R je biline�rn� formou� pr�v kdy� ���u��v� � A��u � �v� �tj� skal�rn� sou
in matice A a matice�
vznikl� jako tenzorov	 sou
in vektor� �u a �v� pro �u��v � Vn� kde A je matice typu �n� n�� jej�� koe%cienty jsou�

A � �aij�i�j	������n � ����ei� �ej��i�j	������n�

kde �ei� �ej jsou jednotkov� vektory prostoru Vn�
�

Ozna
�me A � ��	 je matice biline�rn� formy� Biline�rn� forma se naz	v� symetrick�� pr�v kdy� ���u��v� � ���v� �u�
pro ��u��v � Vn�

Tvrzen� O symetrii biline�rn� formy
Biline�rn� forma � � V �

n �� R je symetrick�� pr�v kdy� matice A � ��	 je symetrick��
�

Je�li � symetrick� biline�rn� forma� pak zobrazen� � � Vn �� R takov�� �e ���u� � ���u� �u�� se naz	v� kvadratick�
forma na Vn�

Tvrzen� O reprezentaci kvadratick� formy
Zobrazen� � � Vn �� R je kvadratick� forma� pr�v kdy� ���u� � A�u�� kde A je symetrick� 
vercov� matice ��du n a
�u� � �u� �u�

�

��� Diferenci�ly � ��du

De�nice ��� Druh� G�teaux	v diferenci�l
Mjme f funkci n re�ln	ch promnn	ch� x � ��f�� !ekneme� �e funkce f m� v bod x druh� G�teaux�v diferenci�l�

jestli�e ��u��v � Vn existuje f ���u��v�x�� Zobrazen� ��f�x� � V �
n �� R dan� vztahem

��f�x���u��v� � f ���u��v�

naz	v�me druh� G�teaux�v diferenci�l funkce f v bod x�

Na tomto m�st� op�t pozor� Tenzorov� sou�in je op�t n�co zcela jin�ho ne skal�rn� sou�in vektor� 
u�
v� kter� je de�nov�n takto�

�
u�
v� �

nX
i��

uivi

a je tedy re�ln�m ��slem	
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Pozn�mky

�� Analogicky k "vah�m o prvn�m G*teauxov diferenci�lu nemus� b	t druh	 G*teaux�v diferenci�l aditivn��

�� Je�li ��f�x� biline�rn� forma� pak existuje 
tvercov� matice A � ���f�x�	 ��du n takov�� �e

��f�x���u��v� � A��u� �v��

nav�c
���f�x�	 �

�
f ���ei��ej �x�

�
i�j	������n

�

Tuto matici naz	v�me druhou derivac� �tzv� slab� druh� derivace� funkce f v bod x a zna
�me ji f ���x��

�� Existuje�li f ���x�� pak
f ���x� � ���f�x�	 � �f ��i�j�x��i�j	������n � A�

A se tak� naz	v� Hessova matice funkce f v bod x�

�� Existuje�li f ���x� a �u��v � Vn� pak

f ���u��v�x� � ��f�x���u��v� � ���f�x�	� �z �
A

��u� �v� � f ���x���u� �v� �

nX
i	�

nX
j	�

�
f ��i�j�x�uivj

�
�

De�nice �� Druh� tot�ln� diferenci�l
Nech f je funkce n promnn	ch� x � ��f�� !ekneme� �e f m� v bod x druh� tot�ln� diferenci�l �druh� Fr�chet�v�

druh� siln� diferenci�l�� existuje�li okol� O�x�� v nm� m� funkce f tot�ln� diferenci�l a existuje�li biline�rn� forma
� � V �

n �� R takov�� �e

lim
�u����

�

k�uk � kf
��x� �u�� f ��x� � ����u� ��	k � ��

Tuto formu � naz	v�me druh� tot�ln� diferenci�l funkce f v bod x a ozna
ujeme ji d� f�x��

Pozn�mka ���u� �� je line�rn� forma� tedy ����u� ��	 je vektor t��e dimenze jako f �� Normu k�uk vzhledem k jejich
ekvivalenci na Vn lze pou��t libovoln�

V�ta ��� Nutn� a posta�uj�c� podm�nka existence d� f�x�
Funkce f m� v bod x � ��f� druh	 tot�ln� diferenci�l� pr�v kdy� jsou splnny ob n�sleduj�c� podm�nky�

�i� f je diferencovateln� v njak�m okol� bodu x�

�ii� V�echny prvn� parci�ln� derivace funkce f jsou diferencovateln� v bod x�

D�kaz�

�� Nech existuje d� f�x�� pak podle de%nice je f diferencovaten� v okol� O�x�� Ozna
me � � d� f�x� a m��eme
ps�t

���u��v� �

nX
j	�

nX
i	�

aijuivj �

nX
j	�

�
nX
i	�

aijui

�
vj

pro ��u��v � Vn�

To znamen�� �e ���u� ����v� � ��a��v�� kde

�a � �ak�k	������n �

�
nX
i	�

aikui

�
k	������n

Z toho plyne ekvivalence

lim
�u����

�

k�uk � kf
��x� �u�� f ��x� � ����u� ��	k � ��� lim

�u����

�

k�uk � prj �f
��x� �u�� f ��x� � ����u� ��		 � � ���

pro j � �� � � � � n� T�m jsme z�skali druh� tvrzen� vty�
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�� Polo�me nejd��ve

���u��v� �

nX
i	�

nX
j	�

aijuivj �

kde aij � f ��i�j�x� a �u��v � Vn� � je tedy biline�rn� forma� Nyn� dok��eme� �e � � d� f�x��

Podle prvn� 
�sti d�kazu je

����u� ��	 �
�

nX
i	�

aikui

�
k	������n

�

Vzhledem k diferencovatelnosti f �i v bod x a ekvivalenci mezi limitami ��� je � � V �
n �� R� a odtud okam�it

podle de%nice tvrzen� vty�

�

D�sledek ���

�� Jestli�e f m� v bod x � ��f� druh	 tot�ln� diferenci�l� pak f m� v bod x v�echny druh� parci�ln� derivace�

�� �podle vty ����� Z existence druh�ho tot�ln�ho diferenci�lu funkce f v bod x automaticky plyne

f ��i�j�x� � f ��j�i�x��

jin	mi slovy plat� Schwarzova vta pro �i� j � f�� � � � � ng� i �� j�

V�ta ��� Posta�uj�c� podm�nka existence d� f�x�
M��li funkce f v okol� O�x� � ��f� v�echny parci�ln� derivace �� ��du a v bod x jsou spojit�� pak existuje d� f�x��

D�kaz� Podle vty ���� �posta
uj�c� podm�nka diferencovatelnosti �� ��du� jsou v�echny parci�ln� derivace �� ��du
funkce f v njak�m okol� O�x� diferencovateln� a vzhledem ke spojitosti v�ech prvn�ch parci�ln�ch derivac� podle t��e
vty je d f�x� diferencovateln	 v bod x� �

D�sledek ���

�� Spl�uje�li f p�edpoklady vty ���� pak existuje f ���x� a p��slu�n� matice je symetrick� �plat� Schwarzova vta��

�� Spl�uje�li f p�edpoklady vty ��� a �u��v � Vn� pak

d
� f�x���u��v� � f ���x���u� �v� �

�
� nX

i	�

nX
j	�

f ��i�j�x�uivj

�
A �

kde f ���x� je Hessova matice�

Pozn�mky

�� d� f�x�� ��f�x� a f ���x� pro x � ��f� jsou d�ny jednozna
n�

�� Existuje�li d� f�x�� pak je biline�rn� symetrickou formou na V �
n �

�� Existuje�li d� f�x�� pak f ���u��v�x� � f ���v��u�x� pro libovoln� �u��v � Vn�

�� Existuje�li d� f�x�� pak existuje ��f�x� a jsou si rovny�

�� Mno�ina ���G� je mno�inou v�ech funkc�� kter� maj� na mno�in G spojit� v�echny druh� parci�ln� derivace�

�� Nkte�� auto�i de%nuj� druh	 tot�ln� diferenci�l jako kvadratickou formu D�f � Vn �� R� tj�

D�f�x���u� � d
� f�x���u� �u��
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�� Existuje�li d� f�x� a �u��v � Vn jsou libovoln�� pak��

D�f�x���u� � f �����u
�
� � f �����u�u� � � � �� f ����nu�un � � � �� � � �� � � �� f ��n��unu� � � � �� f ��n�nu

�
n �

�

�
�

�x�
u� � � � �� �

�xn
un

��

f�x�

d
� f�x���u��v� � f �����u�v� � f �����u�v� � � � �� f ����nu�vn � � � �� � � �� � � �� f ��n��unv� � � � �� f ��n�nunvn �

�

�
�

�x�
u� � � � �� �

�xn
un

��
�

�x�
v� � � � �� �

�xn
vn

�
f�x�

��Toto jsem op�lil ze z�pisk�� ani bych v�d�l� co to p�esn� znamen�	 Je to zaloeno �jedin� na co jsem p�i
el� na vztahu�
�

�xi
ui

��
�

�xj
uj

�
�

��

�xi�xj
uiuj �

kter� si nedok�u nijak rozumov� vysv�tlit	 Jestli n�kdo p�ijdete na to� co to s�manticky znamen�� dejte mi v�d�t	
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� Derivace a diferenci�ly vy���ch ��d�

��	 Parci�ln� a sm�rov� derivace vy���ch ��d�

De�nice ���
Nech f je funkce n promnn	ch� m � N� i�� � � � � im � f�� � � � � ng a x � �

�
f
�m���
i������im��

�
� M��li f �m���

i������im��
v bod x

parci�ln� derivaci podle im�t� promnn�� pak ji nazveme m�tou parci�ln� derivac� funkce f v bod x podle promnn	ch
i�� � � � � im a zna
�me ji f �m�

i������im
�

V�ta ��� Zobecn�n� Schwarzova v�ta
Nech f m� v bod x na njak�m okol� O�x� � ��f� v�echny parci�ln� derivace m�t�ho ��du a tyto derivace jsou

v x spojit�� Pak f m� v bod x v�echny parci�ln� derivace ��du k  m z�mnn� �nez�le�� p�i v	po
tu na po�ad��
v jak�m derivace prov�d�me��

D�kaz� Provedeme matematickou indukc��

� Pro k � � tvrzen� plat� �viz vta �����

� P�edpokl�dejme� �e tvrzen� plat� pro k � � a doka�me� �e tedy plat� i pro k  m� Ozna
me i�� � � � � ik� resp�
j�� � � � � jk posloupnost index� podle nich� probhlo k�t� derivov�n� li��c� se v po�ad� 
len�� Je�li ik � jk� pak
podle induk
n�ho p�edpokladu tvrzen� plat� �k � ��n� derivace jsou stejn���

Jestli�e ik �� jk� pak 
�slo jk se jist vyskytuje mezi 
�sly i�� � � � � ik��� Vzhledem k induk
n�mu p�edpokladu
m��eme zamnit po�ad� derivov�n� tak� �e v obou skupin�ch se naposledy derivuje podle tchto promnn	ch�
T�m tedy p�edchoz� derivace k � �� ��du jsou derivace� kde se zachovalo derivov�n� s v	jimkou ik� jk a podle
induk
n�ho p�edpokladu jsou tyto derivace z�mnn�� Ozna
me spole
nou hodnotu k � ��	ch derivac� g�x�� Pak
samoz�ejm podle vty ���

f
�k�
i������ik

�x� � g��ik���ik �x� � g��ik�ik���x� � g��jk���jk �x� � g��jk�jk���x�

a tedy tvrzen� na�� vty je dok�z�no�

�

De�nice ���
M��li funkce f �m���

�u�������um��
derivaci ve smru �um v bod x� naz	v�me tuto derivaci m�tou derivac� funkce f ve sm
rech

�u�� � � � � �um v bod x a zna
� se f �m�
�u�������um

�x��

Pozn�mka Lze dok�zat� �e plat� pro smrov� derivace tvrzen� o z�mnnosti�

�� Co v line�rn� algeb�e u� v�bec nebylo

Mjme m � N� k�� � � � � km � N� Nech je P mno�ina v�ech posloupnost� �i�� � � � � im� takov	ch� �e ij � f�� � � � � kjg pro
j � f�� � � � �mg�

D�le mjme zobrazen� A � P �� R� Je�li A�i�� � � � � im� � ai������im � pak m��eme ps�t

A � �ai������im�
i�	������k������im	������km

Z�ejm je A matic� typu �k�� � � � � km�� kter� m� celkem k�k� � � � km 
len��

m � � � � � jedn� se o k��rozmrn	 vektor�

m � � � � � klasick	 pojem matice typu �k�� k���

m � 
 � � � krychlov� matice �vektor matic� p��padn matice vektor�� typu �k�� k�� k���
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Je�li k� � � � � � km � n� pak A naz	v�me n�rozmrnou m�indexovou matic�� Jestli�e ai������im � aj������jm pro
v�echny permutace �j�� � � � � jm� mno�iny fi�� � � � � img� pak ��k�me� �e A je symetrick��

Pro obecn	 p��pad plat� analogick� pravidla jako pro p��pad m � �� M�me�li A � �ai������im�� B � �bi������im� t�ho�
typu a c � R libovoln�� pak�

A�B � �ai������im � bi������im� � B �A

cA � �c � ai������im�

c�A� B� � cA� cB

Skal�rn� sou
in m�rozmrn	ch matic je de%nov�n�

AB �
X

�i������im��P
ai������imbi������im

Norma A je de%nov�na jako odmocnina skal�rn�ho 
tverce� tj�

kAk �
p
AA �

qX
a�i������im

P�itom plat� Cauchy ) Bugnacovsk�ho nerovnost kABk  kAk � kBk�
Ozna
me �u� � �u��� � � � � u�n�� � � � � �um � �um�� � � � � umn�� Jejich tenzorov�m sou�inem budeme rozumt

�u� � � � � � �um � �u�i� � � �umim�i� �����im	������n�

Nap�� pro n � � a m � 
 mjme vektory �u � �u�� u�	� �v � �v�� v�	� �w � �w�� w�	 je tenzorov	m sou
inem tchto vektor�
��dimenzion�ln� matice

�u� �v � �w � �uivjwk�i	���� j	���� k	���

Pokud �u� � �u� � � � � � �um � �u� pak tenzorov	 sou
in

�u� � �u� � � � � � �um � �um

naz	v�me tenzorovou m�tou mocninou�
Mjme matici A � �ai������im� a �u�� � � � � �um � Vn� pak

A��u� � � � � � �um� �
X

�i������im��P
ai������im � u�i� � � �umim

Bu� m � N� Uva�ujme zobrazen� � � V m
n �� R� Jestli�e je � line�rn� formou vzhledem ke v�em komponent�m�

pak � se naz	v� m�line�rn� forma�
Opt bez d�kazu uvedeme nkter� tvrzen��

Tvrzen� Zobrazen� � � V m
n �� R je m�line�rn� forma� pr�v kdy� ���u�� � � � � �um� � A��u� � � � � � �um�� kde

A � �ai������im� je n�rozmrnou m�indexovou matic� a p�itom plat� ai������im � ���ei� � � � � � �eim�� V	�e uveden� matice
p�idru�en� k m�line�rn� form � se ozna
uje ��	� tj� A � ��	�

�

m�line�rn� forma � se naz	v� symetrick�� jestli�e ���ui� � � � � � �uim� � ���uj� � � � � � �ujm� pro v�echny m�prvkov� permu�
tace �j�� � � � � jm� mno�iny fi�� � � � � img�

Tvrzen� m�line�rn� forma � je symetrick�� pr�v kdy� A � ��	 je symetrick��
�

Je�li � � V m
n �� R symetrick�m�line�rn� forma� pak zobrazen� � � Vn �� R de%novan� tak� �e ���u� � ���u� � � � � �u�

se naz	v� forma stupn m� Z�ejm plat�� �e ��c � �u� � cm � ���u� pro �c � R a ��u � Vn�

Tvrzen� Zobrazen� � � Vn �� R je forma stupn m� pr�v kdy� ���u� � A�um� kde A je symetrick� n�rozmrn�
m�indexov� matice�
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��� Diferenci�ly vy���ch stup��

De�nice ��� m�t� G�teaux	v diferenci�l
Funkce f m� v bod x � ��f� m�t� G�teaux�v diferenci�l� jestli�e existuje derivace f

�m�
�u�������um

�x� pro v�echny
vektory �u�� � � � � �um � Vn� Zobrazen� �mf�x� � V m

n �� R dan� p�edpisem

�mf�x���u�� � � � � �um� � f
�m�
�u�������um

�x�

se naz	v� m�t� G�teaux�v diferenci�l funkce f v bod x�
Je�li �mf�x� m�line�rn� formou� pak n�rozmrn� m�indexov� matice A � ��mf�x�	 takov�� �e

�mf�x���u�� � � � � �um� � A��u� � � � � � �um�

se naz	v� derivac� m�t�ho �du funkce f v bod x a zna
� se f �m��x��

Pozn�mky

�� Existuje�li derivace f �m��x�� pak f �m��x� je n�rozmrn� m�indexov� matice a plat��

f �m��x� � ��mf�x�	 � A � �ai������im�i������im	������n �
�
f
�m�
i������im

�x�
�
i������im	������n

�

Derivace f �m��x� je tedy matic� v�ech parci�ln�ch derivac� funkce f �

�� Existuje�li f �m��x�� pak pro ��u�� � � � � �um � Vn plat��

f
�m�
�u�������um

�x� � �mf�x���u�� � � � � �um� � ��mf�x�	��u� � � � � � �um� � f �m��x���u� � � � � � �um� �

�
X

i������im	������n

f
�m�
i������im

�x� � u�i� � � �umim

De�nice �� m�t� tot�ln� diferenci�l
!ekneme� �e funkce f m� v bod x � ��f� tot�ln� diferenci�l m�t�ho �du �m � �� �Fr�chet�v� siln� diferenci�l��

jestli�e v njak�m okol� O�x� m� f tot�ln� diferenci�l m � ��n�ho ��du a existuje m�line�rn� forma � � V m
n �� R

takov�� �e plat�

lim
�u����

�

k�uk �
���f �m����x� �u�� f �m����x�� ����u� ��	

��� � ��

Tato forma se naz	v� m�t� tot�ln� diferenci�l funkce f v bod x a ozna
uje se dm f�x��

V�ta ��� Nutn� a posta�uj�c� podm�nka existence dm f�x�
Funkce f m� v bod x tot�ln� diferenci�l m�t�ho ��du �m � ��� pr�v kdy� jsou splnny ob n�sleduj�c� podm�nky�

�i� V�echny parci�ln� derivace ��du men��ho nebo rovn�ho m � � funkce f jsou diferencovateln� v njak�m okol�
O�x��

�ii� V�echny parci�ln� derivace ��du m� � funkce f jsou diferencovateln� v bod x�

D�kaz� D�kaz t�to vty se provede analogicky s d�kazem vty ���� �

D�sledek ���

�� Existuje�li dm f�x�� pak existuj� v�echny parci�ln� derivace funkce f ��du men��ho nebo rovn�ho m v bod x a
jsou z�mnn��

�� Existuje�li dm f�x�� pak existuje f �m��x� a nav�c je tato derivace symetrickou m�indexovou matic��

�� Existuje�li dm f�x�� pak pro ��u�� � � � � �um � Vn plat�

d
m f�x���u�� � � � � �um� � �d

m f�x�	��u� � � � � � �um� � f �m��x���u� � � � � � �um� � �mf�x���u�� � � � � �um��
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�� Existuje�li dm f�x�� pak existuj� v�echny smrov� derivace ��d� men��ch nebo rovn�ho m a jsou z�mnn��

V�ta ��� Posta�uj�c� podm�nka existence dm f�x�
M��li funkce f v njak�m okol� O�x� �x � ��f�� v�echny parci�ln� derivace m�t�ho ��du a tyto derivace jsou

spojit� v samotn�m bod x� pak existuje dm f�x��

D�kaz� D�kaz se provede analogicky s vtou ���� �

Pozn�mky

�� Mno�inu v�ech funkc� f takov	ch� �e v�echny jejich parci�ln� derivace ��du m jsou spojit� ve v�ech bodech x � G
ozna
ujeme �m�G��

�� Jestli�e f � �m�G�� pak pro f plat� v�echny 
ty�i 
�sti d�sledku ����

�� Nkte�� auto�i de%nuj� tot�ln� diferenci�l ��du m jako zobrazen� Dmf�x� � Vn �� R p�edpisem

Dmf�x���u� � d
m f�x���u� � � � � �u��

tj� Dmf�x� je forma stupn m a plat� Dmf�x���u� � f �m��x��um pro ��u � Vn�

�� Existuje�li dm f�x� a �u� �u�� � � � � �um � Vn jsou libovoln�� pak��

Dmf�x���u� � � � � �
�

�

�x�
u� � � � �� �

�xn
un

�m
f�x�

d
m f�x���u�� � � � � �um� � � � � �

�
�

�x�
u�� � � � �� �

�xn
u�n

�
� � �
�

�

�x�
um� � � � �� �

�xn
umn

�
f�x�

��Zn�n� t�to pozn�mky je v�cerozm�rn� p��pad mysterick�ho vztahu� kter� byl zm�n�n v minul�m odstavci tak� pod �arou	 N�sleduj�c�
vztahy jsou tedy tak� pouze ops�ny ze z�pisk� a nejsem z nich v�bec moudr�	
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�� Aplikace

	��	 Taylorova v�ta

V�ta ���� Taylorova v�ta
Nech f je funkce n re�ln	ch promnn	ch� G � ��f� otev�en� podmno�ina� m � N a derivace f

�m���
�u������u existuje

v G pro njak	 vektor �u � Vn� Potom pro �x� x� �u � G existuje � � ��� �� tak� �e

f�x� �u� � f�x� �
�

��
f ��u�x� �

�

��
f ���u��u�x� � � � �� �

m�
f
�m�
�u������u�x� �

�

�m� ���
f
�m���
�u������u �x���u�

D�kaz� Polo��me ��t� � f�x � t�u�� kde t je skal�r a �u je smr� t � ��� ��� Aplikac� Taylorovy vty z diferenci�ln�ho
po
tu funkc� jedn� promnn� na � z�sk�me tvrzen� vty� �

D�sledek ����
M��li f tot�ln� diferenci�l m� ��ho ��du na G� pak plat�

f�x� �u� � f�x� �
�

��
Df�x���u� �

�

��
D�f�x���u� � � � �� �

m�
Dmf�x���u� �

�

�m� ���
Dm��f�x���u���u�� �z �

Rm��

	�� Extr�my funkc�

S extr�my funkc� v�ce promnn	ch je to tak�ka stejn� jako s extr�my funkc� jedn� promnn��
Existuje�li okol� bodu x� takov�� �e pro �x � O�x�� plat� f�x�  f�x��� pak x� nazveme lok�ln� maximum� Pokud

to plat� pro �x � G� pak x� je absolutn� maximum� Analogicky pro lok�ln� a absolutn� minimum�
Bod x � ��f�� pro nj� plat� f �i�x� � � pro �i � f�� � � � � ng se naz	v� stacion�rn� bod�

Plat�

�� Je�li f diferencovateln� v bod x a m��li v bod x lok�ln� extr�m� pak x je stacion�rn�m bodem �opa
n	 smr
obecn neplat���

�� x je stacion�rn� bod� pr�v kdy� f ��x� � ��

V�ta ���� O charakteru obecn�ho bodu
Nech m � N� f�g� G � Rn je otev�en� mno�ina� f � �m�G� a x � G� D�le nech f ��x� � �� � � � � f �m����x� � �

a f �m��x� �� �� Pak plat��

� je�li m lich�� pak f nem� v bod x extr�m�

� je�li m sud� a�

� f �m� je pozitivn de%nitn�� pak f m� v bod x ostr� lok�ln� minimum�

� f �m� je negativn de%nitn�� pak f m� v bod x ostr� lok�ln� maximum�

� f �m� je inde%nitn�� pak f nem� v bod x extr�m�



LITERATURA ��

Literatura

��� V�tzslav Nov�k� Integr�ln� po	et v R� SPN� Praha� ����

��� V�tzslav Nov�k� Nekone	n� �ady� skripta UJEP� Brno� ����

��� V�tzslav Nov�k� Diferenci�ln� po	et funkc� v�ce prom�nn�ch� skripta UJEP� Brno� ����

��� Vojtch Jarn�k� Integr�ln� po	et � +++� Praha� +++

��� Vojtch Jarn�k� Diferenci�ln� po	et � ��vyd�n�� Academia� Praha� ����

��� Roman Sikorski� Diferenci�ln� a integr�ln� po	et� funkce v�ce prom�nn�ch� ��zmnn� a doplnn� vyd�n�� Academia�
Praha� ����

��� Jan �er�k� Matematick� anal�za� ZKUSTO ����� nepublikov�no


