Chapter 1

Neurcity integral



1. Neurcity integral

1.1 Definicia primitivnej funkcie a neurcitého integralu.
Zakladné metody integrovania

1.1.1 Definicia primitivnej funkcie a neurcitého integralu. Metéda rozkladu

Nech je dana funkcia f definovana na otvorenej mnozine G C R. Diferencovatelna funkcia F:G— R sa
nazyva primitivna funkcia k funkcii f, ak pre kazdé x € G plati F'(z) = f(x).

Spravidla sa pojem primitivnej funkcie zavadza aj pre niektoré funkcie, ktorych definiécnym oborom nie je
otvorend mnozina: diferencovatelna funkcia F:[a,b] — R. sa nazyva primitivna funkcia k funkcii f:[a,b] —R,
ak pre kazdé x € [a,b] plati F'(z) = f(z), pricom F'(a), F'(b) si hodnoty prislusnych jednostrannych
derivécii funkcie F. Analogicky mozno zaviest pojem primitivnej funkcie v pripade funkcii s definiénymi
obormi typu [a,b), (a,b], (—c0,a], (—oc0,a]U[b,o0) a pod.

Ak funkcia FF : M — R je primitivna k funkcii g : M — R a g = f|M, hovorime, Ze
funkcia F je primitivna k funkcit f na mnoZine M.

Mnozina vsetkych primitivnych funkcii k funkcii f sa nazyva neuréity integrdl funkcie f a oznacuje sa

f(z) dz (tento symbol sa vSak niekedy pouziva aj na oznacenie primitivnej funkcie k funkeii f; vyraz f(x)

v symbole [ f(z)dz sa nazyva integrand).

Veta 1. Nech I je interval, nech funkcia F: I — R je primitivna k funkcit f: I — R. Potom funkcia
G: I —R je primitivna k funkcii f prdve vtedy, ked existuje konstanta C € R takd, Ze

G(z) = F(z)+ C, rel.

Ak st teda splnené predpoklady vety 1, tak
/f(x)d:p: {F(x)+C; CeR}.
Je zvykom pisat tiito rovnost bez mnozinovych zatvoriek, tj. v podobe

/f(a:)dm =F(z)+C.



Veta 1°. Nech funkcia f je definovand na zjednoteni intervalov I a J, pricom I UJ nie je interval. Potom

plati:

a) Funkcia F': TUJ — R je primitivna k funkcii f prdve viedy, ked funkcia F|I, resp. F|J je primitivna

k funkcii f|I, resp. f|J.

b) Funkcia G : IUJ — R je primitivna k funkcii f prdve vtedy, ked ezistuji konstanty ¢,d € R tak, Ze

oo ] @) +e,
G(z) = { F(z)+d,
Poznamky. 1. Ak zavedieme symbol C nasledovne
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mozeme rovnost (1.1) pisat v tvare

a tvrdenie b) vety 1’ mé potom podobu

ak zel
ak xe€J

(1.1)

zel
xeJ '’

/f(a:)dx =F(z)+C.

2. Tvrdenia analogické vete 1’ moino vyslovit aj pre funkciu f definovani na koneénom, pripadne
spocitatelnom zjednoteni intervalov. Ak v takom pripade pouzijeme zépis [ f(z)dz = F(z)+ C, treba
si uvedomit, ze C oznaguje diferencovatelnt funkciu, ktora je konstantna na kazdom intervale I C D(f) a

ktorej definiénym oborom je mnozina D(f).

3. Pretoze primitivnu funkciu k funkcii f mozno najst tak, e ndjdeme primitivne funkcie k ztiZeniu

funkcie f na jednotlivé intervaly jej definiéného oboru, st nasledujuce vety formulované len pre pripad funkcii

definovanych na intervaloch.

Veta 2. Nech f je spojitd funkcia definovand na intervale I. Potom existuje primitivna funkcia k funkcii f.

O platnosti nasledujucich vztahov (nazyvame ich tabulkové integrdly) sa mozno presved¢it derivovanim:

(@ # —1);

d
3./1+m2:arctgz—}—C:—arcctgm—{—C;
z
5/ d inz+C +C
. | —= = arcsinz = —arccos ;
V1—z? ’
7./a”d1‘: a +C

Ina

(a>0,a#1), §pecialne

9. /sinxdm:—cosx—}—C’;

11. /cosa:da::sina:—l—C;

d:
13./ f =—ctgz+C;

sin“ x

d.
15. / f =tgz+C;
COS~ T

Pozndmky. 1. Defini¢né obory funkcii = P/¢ pre p,q € N

1 1 1 1 1
1—z% V2 -1 sin?z’ cos®z’ sh’z
15 sa teda vztahuji poznamky za vetou 1’

dz |

2. =lnlz|+C;

4./—dm =Ll
1—22 2 1—=z
dz
6. 7211&‘1‘—}—\/1‘2:&1‘—}—0;
/\/1‘2:&1

8./6”5[.7;:6”—}—0;

+C;

10. /shrdm:chm—}—C;

12. /chmdm:shm—}—C;

d
14./ 21‘ = —cthze+C;

sh”z
16./ da
ch®z

nesudelitelné a ¢ neparne a funkcii

=thz+C.

nie su intervalmi, na symbol C' vo vzorcoch 1, 2, 4, 6, 13, 14 a

g(z)dx

1hamiesto / ﬁ dx, resp. / ?Ei% dz budeme spravidla pisat / %, resp. / (@)



2. Podla definicie musi maf primitivna funkcia k funkecii f rovnaky definiény obor ako funkcia f; z tohto
hladiska su zapisy 1 (pre @ € (=1,0)), 5 a 6 (pre pripad znamienka —) trocha nepresné. Napr. primitivnou
funkciou k funkcii % nie je vlastne funkcia %\/3 , ale funkcia 3 5 Va2, x # 0. Treba si teda zapamétat,

x

ze v zépise [ f(z)dx = F(z)+ C automaticky predpokladame, Ze deﬁménym oborom funkcie F' je mnozina
D(f).

Veta 3. Nech funkcie fi,...,f, su definované na intervale I; nech F; je primitivna funkcia k funkcui
fi (1 =1,2,...,n), nech ¢1,...,¢, € R. Potom funkcia c1Fy + coFa + -+ + ¢y Py je primitivna k funkeii
cafiteafot o tenfa, ateda

Jen@+ tan@i=a [f@d+re [

Na pouziti vety 3 sa zaklada infegrovanie rozkladom: ak vieme dant funkciu f napisat v tvare linedrnej

kombindacie funkeii, ktorych primitivne funkcie pozname, tak vieme podla vety 3 néjst aj [ f(z)da.

1. N§jdite nasledujice neurcité integraly:

1. /(1—m)(1—4x)daf; —2%)dz
2 3 2
3./(g_|_a_2—|—a—3)d$; (1 x) dz ;
r z?
2/3 _

$2/3)3dw;

_ 92
7/\/E 24\/x_+1d (1—%)\/.%\/5(1.%;
m .

>/
i [
5. /3.4-90_0'17d$; 6. /(a
>/
. [ o

z? 4+ 3
. dz ;
9 / T+ 22 x
1 2 1— a2 .9 _9.3%
11. Vitalt vi-z dzx ; 12./udx;
V1—at
21‘—|—1 _ rz—1 327 1
13. /75(195; 14. / + dzx ;
10% e+ 1
15. /shﬁ%dw ; 16. /ctg zdx ;
17. /tth dz .
2. 1. Najdite nasledujice neurcité integraly:
z,akz <2
) [ lalde b) [ f(e)do, kde f(w)—{ S

c) /(|1—|—x|—|1—x|)dw; d)/max{l,xQ}dJC.

2Vyraz na prave] strane tejto rovnosti mda tvar ciA; + - + e, A,, kde Ap, ..., A, si podm-
noziny mnoziny C(I) vietkych spojitych funkcii definovanych na intervale I. Pripomefime si, Ze pre
A, BCC(), feC(), ce Rstsymboly A+ B, f+ A, ¢- A definované takto:

A+B={f+g f€A g€ B}

f+A={f+g g€ A}

c-A={c-f; f €A}



2. Najdite vsetky funkcie f:R — R, pre ktoré plati

1, ak z € (0,1]
xz, akz > 1

f(lnz)= {

Riesenie: 1b) Funkcia f je spojitd a jej defini¢ny obor — mnozina R — je interval, preto podla vety 2
existuje primitivna funkcia F' k funkeii f. Hladana funkcia F' vyhovuje pre & € (—oo, 2] podmienke F'(z) = =,

preto
2

F(m):%—}—C pre z € (—o0,2].

Z rovnosti F'(z) = 2, ktora ma platit pre z € (2, 00), vyplyva
F(z)=2z+4+ K pre z€(2,00).

Primitivna funkcia F' k funkcii f musi byt spojita v kazdom bode z € R (F' ma totiz derivaciu v kazdom
bode z € R), teda aj v bode 2; preto musi platit

Jim Fz)= lim, P(z),
t].
22
lim — 4+ C= lim 2z+ K,
2 r—24

r—2—

odtial dostdvame podmienku

C=2+K.
Derivovanim sa moino presvedéit, #e takto najdend funkcia
22
F(z) = 7+2+I(,akx§2
20+ K | ak z > 2

Je primitivna k funkcii f.
Preto (podla vety 1)

/f(x) de = Fi(2)+ K,

kde
2

xr
Fl(I)I 7—}—2, akm§2
2x ,akax > 2

3. Uvedte priklad nespojitej funkcie f: (—=1,1) — R, ku ktorej existuje primitivna funkcia.

4. Nech funkcia F je primitivna k funkcii f definovanej na ohrani¢enom intervale (@, b). Rozhod-
nite o platnosti nasledujicich implikacii:

1. ak f je ohranicend, tak aj F’ je ohranitend;

2. ak F je ohranitend, tak f je ohranicena.

Svoje tvrdenia dokazte.

1.1.2 Metdda substiticie

Veta 4. Nech I, J si intervaly, nech F je primitivna funkcia k funkcii f: 1 — R; nech ¢ : J — R je
diferencovatelnd funkcia a o(J) C I. Potom funkcia F (p(z)) je primitivna k funkcii f (o(z)) ¢'(2).
(Ty.: ak

/f(t) dt=F(t)+C,



tak

[ et @ de = Pleta)) + )

Ak teda hladdme fg dz a funkciu ¢ sa ndm podari zapisat v tvare g(z) = f(p(z))¢’(z), pricom vieme
najst [ f(¢)dt, tak podla Vety 4 vieme najst aj [ g(z)dz. Prechod od hladania [ g(z)dz k vypoitu [ f(t)dt
budeme zapisovaf nasledovne

/ x)dm_/f d:c_‘(p, ‘ /f 1) +C = Flpa)) + C.

Ak funkcia ¢ je naviac prosta, vyplyva z vety 4 toto tvrdenie:

Veta 5. Nech I, J si intervaly, nech f:I—R je spojitdi a ¢:J—R prostd® diferencovatelnd funkcia,
pricom o(J) = 1. Ak funkcia F(t) je primitivna k funkcii f(p(t))¢'(t), tak funkcia F(p~1(z)) je primitivna
(Ty.: ak

tak

Pouzitie vety 5 pri hladani [ f(z) dz budeme zapisovat nasledovne:

/f da:_‘ dt‘ /f — F(t)+C = F(p~'(2)+ C

Poznamka. Podstatou obidvoch uvedenych viet o substitiicii je ,,rovnost®

[ rwdu= [ fe@ye @i,

ktordi ,,citame“ v pripade vety 4 , sprava dolava“ (tj. hladanie integralu na pravej strane prevadzame na
vypocet integralu vlavo) a v pripade vety 5 naopak ,,zlava doprava“.

Pre p(z) = ax + b (a #0) z vety 4 vyplyva:

; = 1 1 1
az + b=t ‘:E/f(t)dt:aF(tchEF(aHb)Jrc.

/faa:—i—b /fax—i—b ~adr = adz — di

5. N4jdite nasledujice neurcité integraly:

1/ ; 2/ 10d35;
z—a

Zz
30 [ ———— 4.
/(5:0—2)5/2 ’ 2+3x2 ’

*namiesto existencie inverznej funkcie ¢~! staéi dokonca predpokladat len existenciu pravej inverznej

funkcie @:J—1I (pre funkciu ¥ teda plati p(®(z)) = x, € J), pozri [14, kapitola III, §4, veta 53]
*pouzitim diferencidlu funkcie ¢ sa tento zdpis stane este ndzornejsim:

J fw)du= [ fp(v)) d(p(v))



X
'/\/3:02—2’

7. _
/3902—2x—|—1’

1 /d—x .
©J sin?(2z 4+ 7w /4)

13. /cth2 dzx ;

2
Z

Riesenie. 7.

/ dz _
322 —2z+1

/ dz )
ARV ST 7 N

6/ dz '
) oxt—z+42]
dz
ot
V1-—2z — 22
10/
T
12./7;
1+ cosz

14. /x(l — z)%z ;

T lLe” 2“” )dz ;

/ dz_ :x_%_ :/ dtQZ/ dt -
3<x—é) +§ d = dt 37+ 5 %(gﬁﬂ)
B R
G G e
\/_/22 arctgz—i—C_%arctg <%t +C=

by (3 ()

14. Vypocet sa zjednodusi pouzitim substiticie 1 — z =¢:

/-;:(1 — )Pz

- —/.7;(1—]:)10 (—l)dm:‘ et ‘:—/(1—t)~t10dt:

12 11 _oa12
_ /(tll—tlo)dt:t——t——{—C:(l z) _

(1 —a)tt

12 11 12 11 +C

Uvedenym spésobom mozno (pre a > 0) odvodit tieto vzorce:

d: 1 '
3. /%‘r:—arctgf—i—c;
a a

a? + z2

Xz
5. | ——
/ Va2 — g2

.o
= arcsin — + C';

dz 1 a+tx
4. —_— =1 :
/az—m2 2 la—. +C
6’ /76“3 1 + 24+ a?|+C
. =In|x xr a .
V2 4+ a?

6. Pouzitim substiticie v podobe () =1 najdite nasledujice neurcité integraly:

1. /sin5x cosz dx ;

zdx

3'/ﬁ;

2. /$(1+x2)10dx ;

4. /1‘2 \3/1—|—x3dx;



22dx 2
5. /W 3 6. /JJC dl‘ 3

z 2In%z -3

7. C i ; 8. /de ;
2+ e* T

9 /t d 10/ de

. zdx ; . - :
8 arcsinz - V1 — 22

11/ T _ 19 vdr

") Vith?z - ch?z o Atat)

13/ xdx ‘ 14 / 3dx ‘

) oat—2224 37 ) a8 -2
d d

15. T : 16. /7'75;
V1 —3z%— 224 (14 2)z

17 / da 18 / LA

] —— .| ———dx
Ve (l+z) V1 — 22
nf2
x x

19. | ——= neN); 20. /cosgasdx;
V14 ant2 ( )

91, c?swdx ; 99, / sinz cosz dx a0
V1+sinz + cos? z Va? sin?z + b2 cos? x
sin z dz

23. | ——; 24, —'

Vieos 2z /:L‘ Inz In(Inz)’

25 / de 26 / c .

AR ) Sipem
2% . 3%
27.
91‘_41‘
Riesenie. 12.
/l‘dl‘ B 1/ 2ude 2=t _1/ d 11 ; z—}—C’-
A+t 2] A+ (@d)? | 2ede=dt|T 2 ) a4z 2 2T T
1 z?
= Zarctg 7—}—0
pri vypocte posledného integralu sme pouzili vzorec 3’).
g
16.
de / 1 de Vr=t / dt
/ = 9 . =| dex =2 | ——= =2arctgt+C =
R , — 2
(1+2z)yz l+z 2 N dt L+t
= 2arctg Vz+C.
26.
/ dz _ 1 22 dy _‘1-{—62”:15 ‘_l/ dt B
Vitem 2 ) e Trem | 2%de=dt|” 2 t—1)vt
1 dt Vi=z dz 1. |z—1 1. |Vt—1
= dt = ——— =—1In +C:—1n =
(t—1) 2\/— ﬂ_dz 22—-1 2 z+1 2 Vi+1

_ ol viEeEoal o (VIR
= 3! VT reE 11 2 Viter 41 '

Poznamka. V rieseni prikladu 6.26 sme mohli dve za sebou nasledujiice substitiicie 1+ ¢?* =t a \/t = z

zlicit do jedinej: V1 + €2¢ = 2.



7. Pouzitim substiticie v podobe z = ¢(t) ndjdite nasledujice neurcité integraly:

1/ de 2/ ‘
24 x—l—lx’

Jr+1 p 4/ dx
I+ vz +1 Vet ¥z

5/ x2 43 6/ dz
“J /(22 —5)3 ) V14 em

Riesenie. 1. Funkcia f(z) = je definovand a spojitd na intervale [0, 00). Zvolme funkciu ¢

2+¢_

v tvare p(t) = t2, t > 0; td — kedze je prosta a diferencovatelna a plati ¢([0,00)) = [0,00) — vyhovuje
4

predpokladom vety 5. Pretoze primitivnu funkciu k funkcii f(o(2)) ¢’ () = 711 =2- 1 vieme najst,

mézeme pouzit vetu 5, podla ktorej

1 r =12 2t 4
——dr = = dt = 2——— | dt=2t—41In|2+1 =
/2+ﬁ ¢ ‘d:p:?tdt‘ /2+t /( 2+t> N2+t +C
= 2z —4ln(2+Vz)+C
(pri tprave posledného vyrazu sme vyuzili, 7e In |2 + /z| = In(2 + /z)).

Poznamky. 1. Odporicame éitatelovi presvedcif sa, ze uvedeny vysledok sa nezmeni, ak zvolime funkeiu
@ v tvare p(t) =2, t <0.

2. Viimnime si, Ze napr. neuréity integral z pr. 6.16 sme mohli rovnako dobre vypoéitat aj na zaklade
vety 5 substiticiou z = t2, t > 0, podobne neuréity integral z pr. 6.26 substiticiou z = 2 ln(z2 — 1) (ktord
najdeme tak, ze zo vztahu v/1 + €2* = z vyjadrime z). Teda ak ¢ je prostd funkcia, mozno namiesto vety 4
(so substitiiciou ¢(z) = t) pouzit vetu 5 (so substiticiou z = p~1(¢), kde ¢! je inverzna funkcia k funkcii ).
Tento prechod od substiticie v tvare p(z) = ¢ k tvaru z = p~1(¢) pouzivame, ak funkciu f (ktorej neuréity
integral hladdme) nevieme jednoduchymi dpravami prepisat do podoby g(¢(z)) ¢’ ().

8. Pouzitim trigonometrickych substiticii = @ sint, © = a cost, x = atgt, x = a/ cost a pod.
ndjdite nasledujlice neurcité integraly:

1. / 3/2, 2./\/1—x2d$;

z 1
3-/ﬁd“ kel
5 da 0; 6. 0
Sicrror il /m o
9. Nech P je polyném. Potom [ P(/z)dz = Q(/z)+ C, kde @ je polyném (n € N). Dokazte!
10. N&jdite vsetky funkcie f:[0,00) — R, g:R — R vyhovujice podmienkam

() + ¢'(z) = cosz — 32°

A
(2*) 4 g(z) = sinz — 2*

f

1.1.3 Metodda per partes

Veta 6. Nech funkcie u, v: I — R si diferencovatelné na intervale I a nech ezistuje primitivna funkcia
k funkcii uv'. Potom ezistuje aj primitivna funkcia k funkcii u'v a plati

/ u'(2) v(x) de = u(z) v(z) — / u(z) v'(z) d.



11. N&jdite nasledujice neurcité integraly:

1./xcosxdx; 2./£E€_Id$;

3./xarctgxdx; 4. /(:L‘Q—x—l—l)lnxdx;
5. /w2 37z ; 6. /(Jc2 + 3) sin 2z dx ;
2
7. /(hl—w) dz ; 8. /lncgsxdx;
x cos? x

d
9./ rae ; 10./\/5111235(!35;

cos? z
11./%111 1—|—§‘dw; 12./111$dx;
13. /arctg zdx ; 14. /arcsinxdm ;
15. /111 (z + \/1-|-—$2) dx ; 16. /eh cosz dz ;
17. /e‘”” sinbrdr, ab#0; 18. /sin(ln z)dx .

Riesenie. 13.
u' =1 u==x
, 1

/arctgmdm = /1~arctgzdw: _
1422

o ; 1 2ude | 1+22=t | _ ; 1 dt
Toraer Ty [T T 2wde=dt | TN T ) T T

/ zdzx
= rarctgxr — =

v =arctgz v 14 22

1 1
= xarctgz‘—§ ln|t|+(]:xarctgx—51n(1+732)+(]

16. Pouzitim metddy per partes dostaneme

/62” cosxdr =

Neurcity integral [ €2 sin x dx vyjadrime op4f pomocou metddy per partes:

/ezx sinzdz =

Ak toto vyjadrenie dosadime do vztahu (1.2), dostaneme pre hladany neuréity integral I = [ €e** coszdx
rovnost

u' =coszx u =sinz

v =e® vl =2¢%"

=¥ ging — 2 /ezxsinl‘dm. (1.2)

u' =sinz u =—cosz
v =e® vl =2e%®

=—e¢*cosx+2 /ezx cosz dx.

I=e*sine+2e*cosz —41, (1.3)
z ktorej vyplyva
1
I:/e2xcosxdm:5e2x(sinm+2 cosz)+ C. (1.4)

Poznamka. Nebude na skodu uvedomit si, ze (1.3) je rovnostou dvoch mnozin: ak oznacime f(z) jednu
pevne zvolenti primitivnu funkciu k funkeii €2 cos z (f existuje podla vety 2, nasou tilohou je najst jej predpis),
ma rovnost (1.3) tvar

{f(x)+C; CER} =e**sine+2e* cosz —4-{f(z) + K; K € R},



tj.
{f2)+C; CeR} ={e*sinc +2e* cose —4f(x) — 4K ; K € R}. (1.5)

Zdévodnime teraz prechod od (1.3) k (1.4) podrobne: Hladand funkcia f je prvkom mmoziny na lavej
strane rovnosti (1.5) (staéi polozit C' = 0), musi teda patrit aj do mnoZiny na pravej strane. Preto existuje
K € R tak, ze

fz) = e* sinz + 2 cosx — 4 f(x) — 4K,

odtial
f( ) 1 2z 3 +2 2z K
z) = —e“sinx + —e“cosx — - K.
5 5 5
Podla vety 1 potom
2z -~ .~ 1 2 2 2 4 . — —
e“Tcosxdr = {f(a:)—i—C’;C’ER}:{ge smr—l—ge cosx—glx—}—C’;CER}:
1
= {-e*(sinz+2cosz)+C; C R}
5

12. N§jdite nasledujice neurcité integraly:

1. /mSe_Zde : 2. /eﬁdx :
3. /w sin vz dz ; 4, /(arcsin z)?de ;
5. /x sin? z dz ; 6. /eh sin? z dx ;
7. /(e“” — cos z)%dz ; 8. /m O dw ;
sin® x
9 T arccoswdw ‘ 10 /$ln(w+\/1+x2) o -
' V1—2z2 ’ ' V14 22 ’
11/x2d- 12/ e
ACEFD ] @y
ridx
13./7; 14./\/@2—x2d:c;
V1 — a2
15 / xearctgz J 16 / earctgxdx
(L4a2)3/2 7 (14 22)3/2"

x e’
17. ——dx .
7 /(x—|—1)2 T

13. Nech f:R—R je dvakrat diferencovatelnd funkcia. Najdite [z f"(z)dz .

14¢. Nech funkcia f:R — R ma primitivnu funkciu, nech ¢ je polyném. Potom existuje primitivna
funkcia k funkcii fg. Dokazte!

15¢. Ak funkcie f,g: I —R st n-krat spojite diferencovatelné na intervale I, tak
/fg(n)(m _ fgtr) g2 g prgn=3) Ly (gt et gy (_1)n/f(n)gd$

(uvedeny vziah sa nazyva viacndsobnd formula per partes). Dokdzte!



1.1.4 Rekurentné vztahy. Metéda neuréitych koeficientov

Rekurentné vztahy umoziiuju previest vypocet integralu zdvisiaceho od indexu n na vypoéet integralu toho
istého typu s mensim indexom.

16. Pouzitim metédy per partes odvodte rekurentné vztahy pre vypocet nasledujicich integralov:

dz
1In:/m, CL>O, QIn:/(QQ—.TQ)nd.f, a>0,
3. I, = [tg"zda ; VI A L 0;
= [ tgtede I, = m.x, a>0;
5. In:/sin”xcm; 6. In:/cos”wdaﬁ.
RieSenie. 1.
dx u' =1 u =z x z2
I = / (z24+a2)r | v =(2?+a®>)™ ' =-2nz(z?+d*)""1 |7 (22 + a2)n + 2”/ @2 + az—)n+1 dz
x (z? + a?) — a* x 9
= @+ a) + 2n/ (@2 a2y dx = @ 1) +2nl, — 2a"nl,41.
7 takto ziskanej rovnosti
I, = ﬁ + 2nl, — 2420141
z a“)"
vyplyva rekurentny vztah
I _ 1 x 2n—1 15 (1.6)
" ona? (z2 + a?)” Ina? " '
Pre n = 1 tak dostavame
[ dx 1 x n 1 7 1 x 4 1 der
2= (22 +a?)?2  2a% (22 +a?)  2a2 L7 942 (224 a?) 242 z24+a?

1 x n 1 ; x ‘C
= — ——— + —— arctg — .
2a2 22 4+ a2 = 243 84
Pomocou I mézeme teraz vyjadrit I5 atd.
(V&imnime si, Ze pri odvodeni vztahu (1.6) sme potrebovali len predpoklad n # 0, teda uvedeny vztah
plati pre vSetky redlne &isla n # 0. Specidlne pre n = 1/2 — kedy sa vlastne , straca® jeho , rekurentnost*,

2n — 1
o = 0 - z neho vyplyva
2na?

pretoze vtedy

I _/ dx _ 1 z e
) @ ra) Vit a? @ Valtad

*Rekurentny vztah sme mohli odvodit aj nasledovne:

1 1 (2% +a?) — 2? 1 z?
I, = ——dr = — —de=— | I,_1 — ——d ,
/ (I2 + aZ)m z (12 (.!EZ + a2)m z (12 1 / ($2 + aZ)m z

pritom
z? x W=z +a>)™™ u=—(*+a*)""D/2(m - 1)
de = de = , =
(22 + a2)™ (22 + a?)™ v =1 v =1
_ 1 z n 1 I
T 2m—1) (@2 +a2) 1 2m—1) "
teda

7 _i 7 n 1 x 1 7 _ 1 z " 2m — 3 7
P\ T m—1) (@4 a2t 2m—1) ") T 2(m—1)a® (a2 +a?)"-1 " 2m—1)a® "7}

(ak polozime m — 1 = n, dostaneme zrejme rovnost (1.6)).



Pomocou I35 teraz mozeme vyjadrit Is/s at&.)

17. Néjdite [(2® —22% +5)e3“dz .

Riesenie. Tento neuréity integral mozno vypoéitat opakovanym pouzitim metédy per partes (teda vlastne
pouzitim vzorca z pr. 15). Ak si predstavime postup vypoctu, zistime, ze hladand primitivna funkcia bude
mat tvar

Qs(x) €™ + C,

kde Q3(z) = K23 + La? + Mz + N je polyném 3. stupiia. Teraz treba uz len najst koeficienty K, L, M, N
tak, aby platilo
(Q3(x) €3 + C) = (2 — 227 4+ 5) 7. (1.7)

Pretoze

(K2 + Le* + Me 4+ N)e®* +C)Y = (3Kz? +2Lx+ M) e 4 3¢% (K2® + La* + Mz + N) =
(3K2® + (3L +3K)z* + (3M + 2L)x + (M + 3N)) %"

ma rovnost (1.7) tvar
(3K2® + (3L +3K)z> + (3M + 2L)z + (M + 3N)) e = (2 — 227 + 5) " .

Této rovnost bude splnend, ak polynémy na jej pravej a lavej strane budd mat zhodné koeficienty u ¢lenov
s rovnakymi mocninami, tj. ak bude platit

3K =1, 3L+3K =-2, SM+2L=0, M+ 3N =5.
Riesenim tejto sustavy dostaneme
K =1/3, L=-1, M =2/3, N =13/9,

teda hladand primitivna funkcia je

3
z 5 2x 13\ 4
- = -+ = T+ C.
<3 r+3+9)e+

Postup vypoc¢tu neuréitého integralu uvedeny v rieSeni pr. 17, nazyvany metdda neurcitych koeficientov,

umoziuje vlastne nahradif integrovanie derivovanim v pripade, ked vieme vopred odhadnif tvar hladanej
primitivnej funkcie.

18. Metddou neurcitych koeficientov najdite
1. /(3903 —17)e*dz ; 2. /(x2 + 3z +5) cos2z dz ;

3. /(w2 + 2z — 1) sin3zdz ; 4. /(2—}— z?) cos 2z + (1 + 2z + 32°) sin 2z dz .

1.2 Integrovanie racionalnych funkcii

. P . . , L, . Ry s
Funkcia R tvaru R = —, kde P,Q su polyndmy, sa nazyva raciondlna funkcia. (Specidlne teda kazdy

polyném je racionalnou funkciou.) Ak naviac stupeni polynému P je mensi ako stupen polynému @, hovorime,
ze R je rydzo raciondlna funkcia.
Funkcie tvaru A , Ba+C , kde A, B, C, a, p, ¢ su realne konstanty, pricom
G G tprtay
p?—4q < 0 (tj. polynédm z?+pz+q nemd redlne korene), n € N, sa nazyvaju elementdrne raciondlne funkcie
(parcidlne zlomky).




Veta 7. Nech Q(z) je polyném stupiia n > 1, nech koeficient pri jeho najvyssej mocnine je rovny 1 ©.

Potom
a) Polyném Q(z) mozno zapisal jedingm spésobom v tvare
(x—a1)™ (z—az)™ (2 — ap)™ (&® + pre + @)™ - (2 + psv 4+ ¢5)™

kde ay,...,ap si navzdjom rézne korene polyndmu Q(z), polynémy x> + prz + q1, ..., 22 + ps + ¢5s nemaji
redlne korene a su navzdjom rézne, ny,...,ng,my,...,ms € N.

b) Rydzo raciondlnu funkciu R = a ( P je polyném) mozno zapisal v tvare siétu parcidlnych zlomkov.

Séitance vystupugice v tomto sicte moino rozdelil na skupiny patriace k jednotlivgym élenom rozkladu polynému

Q(z), tj. na skupinu parcidlnych zlomkov patriacu k élenu (x—ay)™, ..., skupinu parcidlnych zlomkov patriacu
k élenu (2? + psx + q5)™=. Pritom skupina patriaca k élenu tvaru (z — )’ pozostdva z parcidlnych zlomkov
Ay A,y A,
(z-a)" (-’ 7 (z-a)’

skupina patriaca k élenu tvaru (z? + Bz +v)* pozostdva z parcidlnych zlomkov
Bl$—|—01 BQ‘I—}—CQ BHI—FCH
@ +Be+y)" (@+Be+y)?" T (@4 Prt)H

Integrovanie elementirnych raciondlnych funkcii

1.

/ A de=Aln|z—a|+C;

r—a
2. pren€eN, n>1je

A A 1
de = C.
/(:L‘—a)” ‘ 1—n(r—a)”‘1+
. . Bz +C B C o
Vypocet neuréitych integralov /?L ' /L dx mozno substiticiou x + P_y
(22 +pxr+4q) (22 +pz+q)" 2
. < Mt+ N Mt+ N _ 4q—p?
previest na hladanie neuréitych integralov / 3 + , / 3 + dt, kde r = a—p > 0 (uvedena
(2 +7) (2 4 r)?
2 4g —
substiticia vyplyva z ipravy kvadratického trojélena z? + p2 + ¢ na tplny &tvorec (r + g) + qT ).
3.
dt
N T \/_arctg\/_—}—C pre M =0
Mt+ N g — .
24 p - M/Qtdt / dt 9 N '
— | ——+N = — 1 t — arct C M#0
TR R +T)+farcg\[+ pre M #
(prvy z integralov sme riesili substiticiou 2 +r = s)
4. pren €N, n> 1 je
dt . LT 1z .
N W pre M = 0, tento integral hladame pomocou rekurentného vzorca

(poeri pr. 16.1)

/ Mt+ N g —
(t24r)n M/ 2t dt / dt M 1 N/ dt M2 0
21 @ —m @rrp TNV g e MA
(prvy z integralov sme riesili substitiiciou ¢? +r = s, na vypoéet druhého pouzivame
rekurentny vzorec — pozri pr. 16.1)

19. N§jdite nasledujice neurcité integraly:

Szrejme kaizdy polyném Q(z) stupiia n > 1 mozno zapisat v tvare Q(z) = aQ(z), kde a je koeficient pri
najvyssej mocnine polynému Q(z) a polyném Q(x) vyhovuje predpokladom vety 7



2z + 3 zdzx
1. / dz ; 2./ ;
r—2)(z+5) (z4+1)(z+2)(z+3)

5 /ﬁfﬁdm ; 4 /(x = 1)(i4ﬁ)(x+2) ‘

. . . . P . , , S . P
RieSenie. 4. Ak je stupen polynému P v&acsi nez stupen polynému , mozno racionalnu funkciu 6

napisat v tvare si¢tu polynému a rydzo racionalnej funkcie (staéi polyném P vydelit polynémom @), v nasom
pripade

zt zt 9+ hr® —
= = r — =
(z—D(z+D(z+2) 234222 — 2 — 2 34222 —x—2
— a_94 52 — 4
a (z—1D)(z+1)(z+2)°
Podla vety 7b) funkei bzt — 4 7 fsaf v t
odla vety unkeiu - DetDET2) moZno napisat v tvare
52 — 4 A B C

G DetD@E+2) 21 z+l 212 (1.8)

Nezname koeficienty A, B, C' mozeme najst nasledovne: siéet parcidlnych zlomkov na pravej strane rovnosti
(1.8) upravime na spoloény menovatel

Sa? —4 A+ D +2)+Ble—D(@+2)+Cle—1)(x+1)
(z—D(z+)(x+2) (z—1)(z+1)(x+2)
(A+B+C)z? + (3A+ B)z + (2A-2B - C)

(z—D(z+1)(z+2)

a porovnanim koeficientov pri rovnakych mocninéch premennej z na pravej a lavej strane rovnosti
52’ —4=(A+B+C)a”+ (3A+ B)x + (24 - 2B - C) (1.9)

dostaneme sustavu rovnic

: (1.10)

ktorej riesenie je A =1/6, B=—1/2, C = 16/3.

Teraz uz mozeme pristipit k vypoétu nasho neurcitého integralu:

/(l‘—l)(fj:i)(x+2) = /<$—2+($_1)?;’f:_1‘)1($+2)) e —
/(x_2+ 6(1»1_ D~ 2(1;1+ 5t 3(;,;1_6; 2)) dz =

.’.L‘Z

1 1 1
= 7—2;1@—1— gln|r—1|—§ln|x—|—l|:?611r1|;7:+2|—|—0.




Poznamka. Rovnost (1.9) plati pre vietky z € R (pre z # 1, —1, —2 to vyplyva z rovnosti (1.8), ktorej
platnost zaru¢uje veta 7b), pre = 1, —1, —2 to vyplyva zo spojitosti funkcu na pravej a lavej strane rovnosti
(1.9)). Ak v tejto rovnosti dosadlme za & vhodné ¢isla, dostaneme sdstavu rovnic pre nezname A, B, C,
ktora moze byt jednoduchsia nez (1.10).

Zapisme (1.9) v tvare

5z —4=Alz+ 1)z +2)+ Bz - )(z+2)+ C(z — 1)(z + 1),

potom je zrejmé, ze za z bude vhodné zvolit ¢isla 1,—1 a —2 (teda korene polynému z menovatela rydzo
racionélnej funkcie, ktord sme rozkladali na parcialne zlomky 7); dostaneme tak rovnice

1=64, 1=-2B, 16=3C.

20. N3ajdite nasledujice neurcité integraly:

x2 41 zdx
1. ———dz ; 2.

/(x+1)2(x—1) o /353—330—}—2
[ (.
") (2% -4z +4)(2? -4z —5) ’ 22 _3z42) 0

3 5
5_/wdx; 6./ 2” da )
x4 223 2t =223 4+ 22— 1

Riesenie. 1. Vyjadrenie integrandu ako sictu parcialnych zlomkov hladame podla vety 7b) v tvare

241 A n B n C
(;1:—{—1)2(;73—1)_1‘—}—1 (z+1)2 z-1"

Po tdprave pravej strany na spoloény menovatel a porovnani koeficientov polynémov v citateli na pravej a
lavej strane dostaneme ststavu rovnic

A + C =1
B + 20 = 0
- A - B 4+ C =1

ktorej riesenim je A = 1/2, B = —1, C = 1/2. Preto

/(ff‘i‘gfy—tl‘l—l)dﬁ B /(?(wl—kl)_(le)2+2(xl_1)) dz =

1
= ln|$+1|—|— pr §1n|m—1|+C’:
1

= x+1+§ln|:p -1+ C.

21. Najdite nasledujice neurcité integraly:

z—1 dz
1. /7(190 : 2. /7 :
2441 z(z? +2)
5 / dz _ 4 / dz ‘
) oad+1] S oz(l4 )14z +a22)]
5 / (322 - 2)z da ‘ 6 / dzx
" (x4 2)%(322 -2z +4) (@4 1) (2?4224 2)

"tento postup je vyhodny, ak menovatel rozkladanej rydzo racionalnej funkcie je polyném n-tého stupiia,
ktory ma prave n navzajom roznych realnych korenov



Riesenie. 3. Pretoze 2%+ 1 = (z + 1)(2? — 2 + 1), pri¢om polyném =2

budeme vyjadrenie integrandu ako sictu parcialnych zlomkov hladaf v tvare

— z + 1 nema realne korene,

1 A Bx+C

1+I3_l‘+1+‘£2—1‘—|—1.

Pre nezname koeficienty A, B, C dostavame sustavu rovnic

A+ B = 0
-A + B + C =0
A + C =1

ktorej riesenim je A =1/3, B=—1/3, C = 2/3. Preto

/ dx / 1 x—2 dx 1ln|x+l| 1/ zr—2 J
= - == —— | ————dx =
23 +1 3e+1) 3(x2—2+41) 3 3 (x_l)z_i_%

2

1 1 [ft-2 1 1/1 2%dt 3 dt
—Inlz+1]—-= | —Zdt==-lnlz+1]—- == | —= — = =
3kt 3/t2+% 3kt <2/t2+% 2/t2+%)

1 1 3 1 2
=1 1]—=1In(# = t C=
3n|.7;—}—| 6n< —1—4)—1—2 \/garcg\/g—}—

1 1 -1
gln|x+1|—gln($2—r—|—l)—|—

2z
arctg —— 4+ C'.

1
V3 V3

22. Najdite nasledujice neurcité integraly:
x—1 dz
1. | ——————=dx; 2. | ————;
/(2+2)2 t /(w2+1)3’

x
4. _
3. / (z 4 1)( —I—Jc—}—l) /x6—|—4x4+4x2

Riesenie. 4. Pretoze 2°+ 42* + 422 = 2%(2? 4+ 2)? a polyném 22 + 2 nemé redlne korene, mozno podla
vety 7b) pisat integrand v tvare
1 A B Czx+D Ezx+F

.1'6—1—4.1'4—}—4;1:2_;—1_33_2—1_ 2 42 (22 4+2)2"

pritom nezname A, B, C, D, F, F s rieSenim suistavy

A + C =0
B + D = 0
44 + 2C + E = 0
4B + 2D + F =0
1A =0
4B = 1
odtial A=0, B=1/4,C=0,D=—1/4, E=0, F = —1/2. Preto
da B 1 1 1 .
/;1:6—1—4;7:4—}—4,1:2 - /(41‘2 4(z2 +2) 2(1‘2—1—2)2) v
_ 1 1 x 1 dx
= _E_ \/_arctgﬂ §/m .
I

Integral I mozeme najst dosadenim do rekurentného vztahu (1.6) z pr. 16.1; nasledujici vypocet integralu I
v8ak v tomto pripade nevyzaduje viacej ndmahy nez odvodenie rovnosti (1.6):



1 / dz / z J
2 2 42 (22 + 2)2

x N x 1/ dx ) x N o & e
T S = arctg — .
V2 2erre) 2) wv2) T Aty s R

Teda celkovo

/ dz 1 tg F 1[
_ = - arctg — — =1 =
26 4 4t 4+ 422 4z 4\/_ & 2

! ! t 1( * 4 ! t )+C
= —— — ——arctg — — - arc =
de 42 gﬁ 2 4(.7:2 2) 442 g\/_
1 z
\/_

= —— - — arctg —

4z 8(a%2+2) 8V2

23. Najdite nasledujice neurcité integraly:

1 / z° dx _ 9 / vdr
) a3+ 27 ) oad—1"
g / dz 4 / dz
xd— 1" ) oat41]
5 / dx ' 6 / dz
et 42241 )t 17
dx ‘ dzx ‘
v /(1+:L‘)(1—|—x2)(1+x3) ’ - /(x2+x+1)3 ’
dx dx
9'/x8—|—8x6+16$4; 10'/303—|—b$2—|—a.r—|—ab’ ab#0.
. : ar + b o
24. Pre aké hodnoty parametrov a,b,c,d € R (¢ + d* > 0) je /cx—l—ddx racionalnou

funkciou?
25. Akym podmienkam musia vyhovoval koeficienty «, b, ¢ € R (a® + b2 4+ ¢ > 0), aby

/ Qdix bola funkcia tvaru
az? 4+ bz +c

a) R(z);

b) KIn R(z)+ C;

¢) Karctg R(z)+ C;
kde R(z) je raciondlna funkcia a K #07

26. Vypocet nasledujicich neur¢itych integrdlov mozno zjednodusit pouzitim vhodnych sub-
stiticii:

1/$ —|—2x—7 dz : 2/.70dx_
z—1)3 8 —1
x3dx 22+
S 4, :
3/x8+3’ /6+1 v

8Tento vypocet zodpoveda postupu z poznamky ® k riefeniu pr. 16.1. Ak chceme pri vypoéte integralu
I pouzit postup z riesenia pr. 16.1, musime tam uvedenti metédu per partes pouzit na vyjadrenie integralu

/ dx
2427



5 / 21 da ) 6 / 2?2 dz
) a8 4324427 ' (210 4 225 4 2)2
dz x4t —3
. - . dz ;
’ /x(m10+1)2 ’ s /m(m8—|—3x4—}—2) v
d.f 2n—1
. : 1
9/$8+7w’ O/x”—l—l
xSn 1
11. — _dz
/($2n+ 1)2 z;

12 /xz_ld (pouzite substitici 41 1) ;
. Zz ouzite supstituciu x - = ;
.’E4—|-1 P xT

13/ vl dz ; 14. /‘r — v
ot 3+ 2441 v 341 dw .

dz
(z +a)"(z + )"’
t= %. Na zaklade ziskaného vysledku ndjdite integral J =
x

27. Na vypocet integralu I = / a # b, m,n € N pouzite substiticiu
dz

(z —2)%(z + 3)%

28. 1. Ak primitivna funkcia F k funkcii f je raciondlna, tak primitivne funkcie k funkcidm
f(z)arctgz, f(z)arcctgz, f(z)Ina si elementdrne. Dokdzte!

2. N4jdite nasledujice neurcité integraly:

1
a)/x7arctgxd;v; b)/arcctg 1dx;
w_
In(1 — 2 1 2
c)/—n( $2+$)dx; d)/—2hl$+ ‘dl‘
x x z—2

1.3 Integrovanie niektorych iracionalnych funkcii

29. Nijdite nasledujice neurcité integraly:

dzx dzx
L —2 . 9. [ — &2 .
/(5—|—m\/1—|—x’ /(l—l—{*/f){’/a_c’
1—-Y1+=x /3
A [ N+ Vrda
TTot AT + Ve de

Polynémom dvoch premennijch z, y nazyvame funkciu P:RxR —R v tvare P(z,y) E Zamnm Y,

m=0n=0

kde amp, e R(m=0,1,...,M, n=0,1,...,N) st konstanty.
Raciondlnou funkciou dvoch premenngch z, y nazyvame funkciu f(z,y), ktori mozno zapisat v tvare

_ P(z,y)
flz,y) = Q)

kde P, st polynémy premennych z, y.

30. 1. Nech R(z,y) je raciondlna funkcia dvoch premennych, a,b,¢,d € R, a?+b? > 0, ¢2+d? >
0,n € N, n > 2. Dokédzte, ze vypocet integrdlu [ R(z, {/(az + b)/(ca + d)dz moino previest na
vypocet integralu z racionalnej funkcie.




2. N4jdite nasledujice neurcité integraly:

/\/:x b)/i’/%dm,

Ve+l-ve—-1, T
V) rirva 1t d)/e/<x+1>2<w—1>4’
dx
{L/Jv—a”‘H(Jv—b)”—l7

z dzx
f) a>0.

a—2)

x> max{a,b}, a #b;

Integrovanie funkcii tvaru R(z,vaz? 4+ bx + ¢), kde R je raciondlna funkcia dvoch premennych, a # 0

a polyném az? + bz + ¢ nemd dvojnasobny kore, mozno vidy previest na integrovanie racionalnych funkecii

premennej ¢ 2, ato

1. substiticiou vVaz? +bxr+c=+/ar £t,ak a >0 '° (prvd Eulerova substiticia);
2. substiticiou Vaz?+ bz + ¢ =+t ++/c, ak ¢ >0 10 (druhd Eulerova substiticia);
a(z — «a)
PRy
ak b? —4ac > 0 (Iretia Eulerova substitiicia), tato substiticia sa ¢asto zapisuje v tvare \/z(z —a)(z — ) =

+t(x — 3).

3. substiticiou = 4t 19 ak polyném azx? + bx + ¢ ma dva rozne redlne korene «, 3; tj.

31. Pouzitim Fulerovych substiticii ndjdite nasledujice neurcité integraly:

dx 2 dx
1./ ; 2./ ;
z+vVai4+az+1 1+2(x+\/x2+x+1)

(1+z)de
3. / 4./\/302—|—4w—|—3d30;
x—l—\/x—|—$2

dz dz
5./ ; 6./ ;
14+ V1 =2z — 22 (1+a2)V14+az—2a?
7 / zdzx ) g / dz
") (Te =10 —22)3 ] (2 —-2)0VAr —3 a7

RieSenie. 4. Zapiseme najprv vlastny vypocet, komentar k jednotlivym krokom urobime na zaver:
Pouzijeme prva Eulerovu substiticiu v tvare

veltde+3=za+t, (1.11)

z nej po umocneni obidvoch stran na druhi vyjadrime z :

;7:2—1—41‘—1—3 = :L‘Z—}—?tx—l—tQ
x(4—2t) = t*-3
12—
r = 3 . (1.12)
2(2—1)
Odtial ,
t2—4t+3
dr = ———— " dt . 1.13
! 22— 1)? (1.13)

na to mozno okrem tu uvedenych Eulerovych pouzit aj goniometrické (alebo hyperbolické) substitticie,

pozri poznamku pred pr. 44
Ypresnejsie povedané, substitiiciou, ktorej predpis dostaneme, ak z uvedenej rovnosti vyjadrime z ako

funkciu premennej ¢ (pozri riesenie pr. 31.4)



Ak teraz do pravej strany rovnosti (1.11) dosadime za 2 podla vzfahu (1.12), dostaneme

1% — 12 — 4t
N e P R e L (1.14)

202 — 1) 202—1)

2 — 4t + 3 2 — 4t + 3 1 [ (2 —4t+3)? t—2=1z
- — dt == | ———— L dt =
22— 1) 22 —t)? 4 2—1) dt =dz

1 [(22-1)2 1 [24—22241 1 2 1
T A g e VA CREe L

1 /22 1 1 1
= (= 2mzs|-—)4+C=—(t-22 4 -ft-2|———— +C=
4(2 nlsl - 5 )+ S(t= 2 sl —2 - s

Preto

/\/1:2+4z+3d1‘

22

1 2 1 1
:——(\/r2+4m+3—r—2) +—1n‘\/m2+41‘+3—1‘—2‘— 5+ C
8 2 2(Val ¥ 4zr +3—z—2)

(v poslednom kroku sme dosadili za ¢ podla vztahu (1.11)).

Vsimnime si teraz vypoéty stvisiace so vatahmi (1.11) - (1.14) podrobnejsie. Pri hladani nasho neurcitého
integralu sme pouzili substiticiu v tvare x = ¢(t), overme teda, ¢ su splnené vsetky predpoklady vety 5.

Integrand, tj. funkcia Va2 +4x+3 (= /(z + 1)(z + 3)), je definovany na mnozine (—oo, —3]U[—1, o).

2 —
Substiticiu volime v podobe & = ¢(t) = 2(27?;) (pozri (1.12)). Zistime teraz, kde je funkcia ¢ prosta. Zo
Yzfahu pre ¢’ (pozri (1.13)) vyplyva: ¢ je klesajica na (—oo, 1] a na [3,00), rastica na [1,2) ana (2,3];
dalej plati limy_._o @(t) = limy_a_ @(t) = o0, limy_co (1) = limy_ay o(t) = —o0, (1) = =1, ¢(3) =

~3. Teda funkcie ¢l(—o0,1], ¢l[1,2), ¢|(2.3] a p|3,00) si prosté, pricom p((—oo,1]) = ([1,2)) =
[—1,00), ¢((2,3]) = ¢([3,0)) = (—o0, —3]. Nasledujica tabulka zachycuje inverzné funkcie k jednotlivym
zuzeniam funkcie ¢:

funkcia inverzna funkcia

o|(—o0, 1] | —z — V22 + 4z +3, z € [-1,00)
vl[1,2) —z+Val+4z+3, z€[-1,0)
»l(2,3] —z—Va?2+4z+3, z € (—oc0,—3]
pl[3,00) | —x+Vael4+4x+3, € (—o0,—3]

Teraz u7 mozeme overit opravnenost pouzitia vety 5. Pri hladani primitivnej funkcie k funkeci-

i Va2 + 42 + 3 na intervale (—oo, —3] pouzijeme substitiiciu

2 -3
l—m, tE[?),OO),

potom (pozri stvrty riadok tabulky)
t=—z+Vae2+42+3, z€(—o0,-3],

teda plati (1.11) aj (1.14). Pri hladani primitivnej funkcie na intervale [—1,00) pouzijeme substitticiu

12 —
22 —1)’

te[l,2),

r =

potom (pozri druhy riadok tabulky)
t=—z+Vael+42+3, z€[-1,00),

tj. opat plati (1.11) a (1.14). Pritom zépis vypoctu pre z € (—o0o,—3] aj pre z € [-1,00) je rovnaky,
teda primitivnu funkciu hladdme na celom definiénom obore ,,naraz“. (Z uvedeného tiez vidno, Ze substiticia

2 -3 : o N
v tvare x = m, t € (—o0,1]U(2,3] zodpovedd Eulerovej substiticii a2 + 42 + 3 = —t —z, pozri prvy
a treti riadok tabulky.)



Uvedeny integral by bolo moiné hladat aj pouzitim druhej alebo tretej Eulerovej substitiicie, zapisme teraz
stru¢ne vypocty vedice k najdeniu nového integrandu v tychto pripadoch.

Pri pouziti druhej Eulerovej substiticie v tvare vz2 + 4z + 3 =tz + /3 dostaneme

44 +3 = t2x2—|—2\/§t;7:—|—3,
?+4r = 227+ 23t ,
z(x+4) = z(zt? + 2\/?:15) ,
r+4 = xt2+2\/§t,

z(1—1%) = 2V3t—4,
23t —4

r =

1—¢2 7
de — 2\/§t2—8t+2\/§dt
(1—12)2
a
Vel tde+3=te+V3=t (21@72_24) +V3= W,
teda
/ Va? + 4z +3de = 2 / (ﬂtz 1__4;;@)2 dt,
pritom

t_\/.z'2+41‘+3—\/§

X

V pripade tretej Eulerovej substitticie v tvare V22 +4z +3 = /(2 +3)(z + 1) = t(z + 1) bude

(z+3)(z+1) = t*x+1)%,
(x+3) = t3z+1),
3—t7 = z(t*-1),
3=t _ 142
YT e - 21 )
4t
de = ————=dt
v (7 —1)?
¢ 2 2
¢
\/.7:2—{—4.7;—{—3:15(1‘—}—1):15[(—1+t2_1)+1]:m,
teda
= 8t?
pritom

Ve 44z +3
r+1 ’

1t =

Zistit, ¢ boli pri pouziti druhej a tretej Eulerovej substitiicie splnené predpoklady vety 5, odporiicame
len zv14st snazivym citatelom. Toto overovanie nebudeme robit pri kazdom jednotlivom pouziti Eulerovych
substiticii (¢itatel ho moze skiisif urobit vo vseobecnosti).

Vsimnime si, ze pouzitim tretej Eulerovej substiticie /a2 +4x+ 3 = t(x + 1), kde na konci vypoctu
Vi +4e+3
x+1
k funkcii f(z) = Va2+42+3 11 len pre 2 € (—oo,—3]U(—1,00). Hodnotu F(—1) nijdeme potom ako

limitu limgy_. 1 F'(2).

dosadzame t = , ndjdeme hodnoty spojitej funkcie F : (—oco,—3]U[—1,00) — R, primitivnej

"rovnost D(F) = (=00, =3]U[~1,00) vyplyvaz rovnosti D(F') = D(f), spojitost funkcie F' vyplyva z jej
diferencovatelnosti



Podobna situacia nastane pri pouziti tretej Eulerovej substitucie, kde na konci vypoétu dosadzame t =
Vil+dz+3-V3
aj ~

existuje konecnd limgy_.o F(z). Hladanou primitivnou funkciou je potom funkcia F' | spojite dodefinovand“
v bode 0 (tj. F(0) := limg_q F(z); pozri tiez pr. 46; lim,_q F(z) mozZno najst jednoduchou tpravou:

Vel +4r+3 -3 .
ak zlomok t = YZ thrt V3 rozéirime vyrazom /z? 4 4z + 3 + /3, dostaneme po tiprave vyraz

=
z+4
V3+Vel+dx+3

vety 5 v tomto pripade: pri hladani primitivnej funkcie na intervale [—1,00) pouzivame vlastne substiticiu

; takto najdend funkcia F' je sice definovana len na mnozine (—oo, 3]U[—1,0)U(0, c0), ale

ktory je definovany aj pre & = 0; uvedena uprava savisi aj s overenim predpokladov

m:¢(t):21\/§_7t;4; te(1,v3],

potom
2
— ak z=0

t=¢ N(z)= Vi
W_\/g, ak z € [-1,00)\ {0} |

r+4

T V3+vVe’14dz+3

¢o mozno skutoéne zapisat v tvare p~1(z) re[-1,00).)

Eulerove substiticie predstavuji univerzalny prostriedok na vypocéet neuréitych integralov funkcii typu
R(x,Vax? + bz + ¢), ich pouzitie viak casto vedie k integrovaniu pomerne zlozitych raciondlnych funkeii .
Uvedieme teraz priklady funkeif typu R(z,Vaz? + bz + c), ktorych integrovanie m ozno vykonat bez pouzitia
Eulerovych substiticii.

_ / z* dk _ z* dk
B vz £a?’ N Va? —z?’

zéklade rekurentného vztahu (pozri tiez pr. 16.4); Specidlne pre neparne k mozno pouzit aj substiticiu
Vel+a? =t resp. Va2l—2z2 =t 2. Na linedrnu kombindciu integralov tohto typu mozno previest
P(z)dx

Vpri+qr+r

32. Nijdite nasledujice neurcité integraly:

Integraly Iy resp. Jg a # 0, k& € N, mo?no vypoéital na

integral (P je polyném, p # 0), ak pouzijeme substiticiu z + Qi =t.
P

1 / zdzx ] 9 2% dx ]

' Vit —a2’ ' Vitz+az?'
10 _ 2
3_/M; g [zt g
V14 22 V1i+az — 22

5./x4\/a2—$2d$, a>0; 6./\/2—|—x—|—x2dx.

Uvedenym spoésobom mo#no odvodit vzorec
P,(. dz
[ e = @uservea [

kde y = Vaz?+bx+c¢ (a #0), P, je polyndm stupina n, @Q,_1 je polyném stupia n — 1. Koeficienty
polynému @,_1 a ¢islo A ndjdeme, ak zderivujeme obidve strany uvedenej rovnosti a porovname ziskané
vyrazy (teda pouzitim metddy neurcitych koeficientov).

2dalsou moznostou vypoétu uvedenych integralov je samozrejme — ako v pripade vietkych funkcii typu
R(xz,vax? + bz + ¢) — pouzitie goniometrickych (alebo hyperbolickych) substiticii, pozri poznamku pred pr.
44 a pr. §, 53



33. Nijdite nasledujice neurcité integraly:

2./x3—6x2+11w—6d$

L[ 2
V1—2z —z2 Vzi4+ 4z +3

dx
(z —a)"\/z2 + pr +¢

34. Najdite nasledujice neurcité integraly:

Na vypocet integralov / (n € N) mozno pouzit substiticiu ¢ —a = 1/t.

1 / dz ' 5 / dz '
’ e4/22 — 1 ’ 23v/z2 11
3 / dz ) 4 / z dx )
(2 +2)2Va 20 -5 NG ) AV
Va4 2 2 d
5. /wdw : 6. / t )
T (z 4+ 1)°Va? + 2z
Riesenie. 3. (Poznamky ku krokom oznacenym jednotlivymi ¢islami si za zdpisom rieenia.)
/ dz _ r+2=t ‘_/ dt ‘ t=1/k _
(x+2)2V22+22 -5 de=dt |~ | 27 —2t—5 | dt=—dk/k* |
(1) / / |k| dk
1— 2k —5k° Qk V5 2k k2
lc2 5 5
(2)  sgnk k dk k+3_z
dk =dz

V5 6 1\?
N
25 D
1 1
sgn(z——) _Z
> / : B dz =
V5 [6 _ -
25
_ Sen <2_ ) zdz _/ dz
25 25
sgn(z——)
= —75(— E—22 larcsm5—)+0—

25 5 NG

sgnk [ /1 2k 1 Sk +1
= -~ — — —k?+ -arecsin—— | + C =
V5 ( 5 5 5 V6

3 22t — :
(:) sgnt( -2 5+larcsin5+t)+cz

V5 5t2 5 V6t
sgnt t2—2t—5 sgnt . 5+t
= . + arcsin +C =
V5 V5 |t 5v5 V6t
(4) Vt2—2t—5 sgnt . 9+t
= + arcsin +C =
5t 5vV5 Vit
Val+2x -5  sgn(z+2) 47
= + arcsin ——— 4+ C', =z € —oo,—l—\/(_SU—l—{—\/g,oo .
5@ +2) 575 Vo2 ( JU( )



(1) substiticiu « 4+ 2 = 1/k sme rozlozili na dve za sebou nasledujice substiticie « +2 =¢, t = 1/k, aby
bolo vidno, ako sa zmeni integrand na lavej strane rovnosti (1) pouzitim substiticie t = 1/k;

, 1 . , 1-v6 1+6
2) funkcia f(k) = —————= je definovana na mnozine ,0JUl 0, ——— |, pre k € D(f
@ (k) = ———— ( : )( . ) ()
k2
k , 1—
je flk) = #; ak hladame primitivnu funkciu na intervale \/6, 0], tak
V1 —2k—5k2 5
/ F(k _1). k dk kdk
=sgnk ;
VI_2k_5k2 ¢ VI—2k —5k?
1 6
pri vypocte primitivnej funkcie na intervale (O, +5\/_) je
k dk k dk
[t | |
\/1—2/{7—5k2 V1 —2k—5k2

kedze ziskané zapisy si v obidvoch pripadoch rovnaké, mézeme primitivnu funkciu hladat na obidvoch

intervaloch ,,naraz“ ;

(3) pri tprave sme vyuzili rovnost sgn (1/t) =sgnt, t # 0;
(4) pri uprave sme vyuzili rovnost sgnt - (1/[¢]) = 1/t.

35. Najdite nasledujice neurcité integraly:

z dx
1./7; 2./m5«,3/(1+373)2dm;
V14 Va2
./xQ,/de; 4./ dz 5
1-w (1—\/1—952)

5/(x+\/1+—xz)12 6/ VaT—3z 12
’ V14 z? z+vVzz-3z+2
/ z—1 do - 8/1+\/1—$

(22 +22)Va? + 22 ' V1— 22

9. x—l—x 10/ :L‘—}—l 7
V14 z2— gt ac

w

dz

=

dx
/\/xQ—I—l—\/m?—l’ 12'/\/§+\/l—|—$+\/l—$’
13, [ VeEetl)
VTVl

36y. Dokazte rovnosti

inz = 2arct z 2 arct 1_x+7r darctg [T Z T e (=1,1)
arcsin r = arc —————— = —Z alC - = arc - = T —1,
V-2 V112" 2 BT -2 2

postupne pouzijete substiticie v1 — 22 = 1+iz, V1 — 22 =

11.

tak, 7e na v§pocet int '1/ d
ak, ze na vypocet integrilu | ——
(1+2)t, V1—2?=(1-2a)t.

37. Ak primitivna funkcia F k funkcii f je raciondlna, tak primitivne funkcie k funkcidm
f(z)arcsinz, f(z)arccosz si elementdrne. Dokazte!



1.4 Integrovanie niektorych goniometrickych funkcii

Integral
I:/sin"mcosmmda:, m,n € NU{0},
mozno vypoéitat

1. pre neparne m substiticiou sinz = ¢:
/Sln" xcos? g dy = /sm" z (1 —sin’z)" coszdz;

2. pre neparne n substiticiou cosz = t;
3. pre parne m,n pouzitim vzorcov

. 9 1 —cos2a 9 14 cos2a . sin2a
sin“o¢ = ————, cos“a = cosasina =

2 ’ 2 ’ 2
alebo pouzitim rekurentnych vztahov pre vypoéet integralov I, = fsink wdx, resp. Jp = [ cos® x dx

(pozri pr. 16.5,6):

/stl zeost zdr = /stl x (1 — sin? .Z‘) dx =

= /sm x(l—jsm 1‘1‘<2)Siﬂ4l‘+~~~—|—(—1)jsm2jm) dr =

= Iy —jlaipo + (é) Dyiga+ -4 (=1) Dogiyyy s

analogicky mozno integral I previest na linedrnu kombinaciu integralov Ji, k = 2i,2i+2,...,2(i+j).

38. Nijdite nasledujice neurcité integraly:

1. /51113xc052xdx ; 2. /cos5xdx ;

3. /si115 zcos’ xdx ; 4. [ sin?z cos* z dz ;

5. /sinGycdx; 6. /sm zcost zdr .

RiesSenie. 4.

1 * 71 22\’
/SiHZICOSGIdl‘ = /(sinxcosr)zcos4xd$:/<§sin21‘) (#) dr =

1
= 7 gin? 2z (1 + 2 cos 2z + cos? 1‘) dr =

1 1
= = /sin2 2edr+ / 2 sin? 22 cos 2z dx + /(sin 22 cos 2x)* dx (:)

94
I Iy I3
1 /5 n sin®2z sindz  sin8z i C
= — | -z — _
24\ 8 3 8 64 ’
pri¢om rovnost (1) vyplyva z nasledujticich vypoétov:
1—cosdz r sindz

I = [ dr = — — .
! / ( 2 ) =95 +U;
L = |[2sin®2zcos2zde sin2e=t | g Lo w2 o
2= sin” 2 cos 2 2 cos2edr=dt | ) -3 tO

1 ’ 1 1 1— in 8.
I3 = / —sin4dx d;?::—/81n24;l‘d;732—/ ﬂ d$:£—51n8x+0.
2 4 4 2 8 64



39. Odvodte rekurentny vziah pre vypocet integralu

dz dz
1./ — 2./ .
s’ x cos™ z

Nasledujuce neurcité integraly mozno néjst pouzitim vzorcov

sin acos § = %(sin(a + ) +sin(a — 3)) ,
cosacos f = %(COS(CY + ) + cos(a — ) ,

sinasin 8 = —%(cos(a +5) — cos(a — ) .

40. Nijdite neurcité integraly:

. iy
1./51115mcosxdm; 2. /sm(m——) cos<3x—|—z) dz ;

3. /sin zsin(z + a)sin(z + b) dz ; 4.

sin x SlIl - Slll dZC N

5. / sin® 2z cos? 3z dz .

Integrovanie funkcii tvaru R(sinz,cos z), kde R je racionalna funkcia dvoch premennych, mozno previest

na integrovanie racionalnych funkcii premennej ¢ substiticiou tg 3 = {; pritom vyuZivame rovnosti

.o .z x z
sin 2 — 2 sin — cos — 2tg -
sinx = = T 2 T = 732 szl?’ —721,, z# 2k+ )7, keZ;
cos? = +sin? S cos?Z 4sin? = 1+tg?>
2 2 2 2 2
cos 2% cos? L _gin2 % 1 —tg?
cosx = = - 2 = = % 3213 7%, r# 2k+ )m, keZ.
cos? = +sin? = cos? S +sin? = 1+tg?>
2 2 2 2 2

Poznimka. Zrejme integrovanie funkcii tvaru R(sin az, cos ax) mozno substiticiou az = z previest na
integrovanie funkcii tvaru R(sin z, cosz).

3ylomok sme rozsirili vyrazom

_
cos?(z/2)



41. Nijdite nasledujice neurcité integraly:

1/ dz _ 2/ dz _
") 34 cosz+sinz ] ") 2sinz —cosz+5 "’
dz sin z cos z dx
3./ — 4,/_7;
(24 cosz)sinz sinz + cos z
dz dz
5. _ 0: 6. .
/1—}—5(:0590’ €=U /2—}—sin3x—|—cos3$

Riesenie. 1. Pre z # (2k + )7, k € Z, plati

/ dz B / Zests  de tg(z/2)=t |
3+cosx+sine 3+cosz+sine 2% dx/cos®(z/2)=dt |~
2
9 1
- 3+1—ﬂ+ 2 ) 24244 N 7
1412 141¢2 <t+§) +Z
1
P / dz 2 22 2 2%+ 1
= 2 =] ———=—arctg—=4+C=—arctg———+C =
dt = dz (ﬁ)2 VT VT VT VT
22 + | —
2
z
= —arc
Vit TV
. 2g = + 1
Takto najdena funkcia Fi(z) := ——=arctg 2 je primitivnou funkciou k funkcii f(z) :=

VT VT

len na mnozZine U ((2k — D7, (2k + 1)7) (= R\{(2k+ Dm; k € Z} ), pritom

keZ
body zj := (2k + )7, k € Z, st bodmi nespojitosti 1. druhu funkcie Fy :

1

3+ cosz+sinz

T T
li Fi(z) = — li Fi(z) = —
:c—}cIL‘I:— 1(I) \/7 ’ x—}irL‘I;-F 1(l°) \/7

(1.15)

Pretoze vsak definicnym oborom spojitej funkcie f je mnozina R, musi k nej podla vety 2 existovat
primitivna funkcia F definovana na R, ktora — pretoze je diferencovatelnd — je spojitda na R. Podla vety 1
musi pre z € ((2k — 1), (2k + 1)7) platit F(z) — F1(z) = konst; teda graf funkcie F|((2k — 1)7, (2k + 1)7)
vznikne posunutim grafu funkcie Fy|((2k — 1)m, (2k 4+ 1)m) v smere osi Oy.

Na néjdenie neurcitého integralu funkcie f staél podla vety 1 najst jednu primitivnu funkciu F: R —R;
hladajme napr. ti funkciu F', pre ktori plati F(z) = Fy(z) pre « € (—m, 7). Z predchidzajiiceho vyplyva,
ze graf funkcie F' dostaneme, ak ,,poposivame* grafy funkcii Fy|((2k — 1)m, (2k + 1)7), k € Z\ {0} tak, aby
sa z bodov zj, k € Z, stali odstranitelné body nespojitosti, pricom hodnoty F(x1) dodefinujeme ako limity
v tychto bodoch. (Teda z ,,popostivanych® ¢asti grafu funkcie Fy ,zlepime® graf spojitej funkcie F)

7 rovnosti (1.15) vyplyva, ze graf funkcie Fy|(zo, 1) treba posunit o 27/+/7 ,nahor®; podobne zistime,
e graf funkcie Fi|(z_s,2_;) treba posunif o 27/v/7 ,nadol“ graf funkcie Fj|(zi,z2) potom posunit

Yeos?(z/2) = cos (x/ )2 = 5 , & # (2k + Dm, k € Z; rozsirovaniu vyrazom
cos?(x/2) + sin*(z/2) 14+ tg*(2/2)
2 cos?(z/2) sa mozeme vyhnif, ak namiesto vety 4 pouzijeme vetu 5 o substiticii (a teda zo vztahu tg(z/2) =
2dt

14¢2

t vyjadrime z pomocou t), pre x € ((2k — 1)m,(2k + 1)7) dostaneme x = 2arctgt + 2kw, de =



o 47/\/T ,nahor® atd. Tak dostaneme graf funkcie danej predpisom

x

—arctg | —=2=—— ] + , ak 2z e ((2k—1)m, (2k+ 1)), ke Z
Fz)={ V7 VT V7
2k + )m
—_ ak z=02k+ )7, keZ
Vi (2 +1)
Teda J
x
— = F(: .
/3+cosx—|—sina: (@) +C

Namiesto univerzalnej substiticie tg(z/2) = ¢ mozno pri vypocte integralu [ R(sinz, cosz)dz, kde R je

racionalna funkcia dvoch premennych, pouzit substitiiciu
1. sinz =t, ak R(u,—v) = —R(u,v);
2. cosz =1t, ak R(—u,v) = —R(u,v);
3. tgz =t, ak R(—u,—v) = R(u,v) 1%

V pripade substitucie tga =1t vyuzivame vzorce

| L, tgm , _ tgz
cos”r=-——%—, sin“z=_——35—, sinrcosr=_—"u—
1+ tg°z 1+tg z 14+ tgez

bl

, x¢(2k+1)g,kez

Pozndmka. Funkcia R(sinz,cosz) = sin™ z cos™ 2 (m,n € Z) zrejme vyhovuje prvej z uvedenych
podmienok v pripade neparneho m, druhej v pripade neparneho n a tretej v pripade parnych m, n (porovnaj

s textom pred pr. 38).

42. Najdite nasledujice neurcité integraly
1. pouzitim substiticie sinx =t alebo cosz =1 :

2) / . dz ; b) /sinw + sin® x de
sinz (14 cosz) cos 2z
c) / c?si z + c?sj T dz - d) / cos T —.C(iS 3z dz -
sin“z + sin* z 1—sin*z
2. pouzitim substiticie tgz =1 :
sin? z dz dx
a) 1+ snla ; b) / : 2
+ sin‘ z (asinz + bcosz)
dz _ Q) / tgrdr
2cos?z +sinzcosz +sin’z tgw—3’
inzd 1+ tg?
e)/.;mww : f)/ —.}—gxdx
sin® z + cos3 z sin 2z
43. Nijdite nasledujice neurcité integraly:
1 / ] 9. / sin® z
cos3 k cost x
5 / ; n sin 230. d2x ;
sin z cos4 34+ 4sin“z
5 / dz 6 / dz
4c05x—351n$—5 ") acosz +bsinz+c¢’

niekedy moze byt vyhodnejsie pouzit substiticiu ctgz =t

c>Va2+b2>0;



dz
7. : .
/3—451112x—|—2c052x k / 25in av—l—lﬂcos2 '
dz cos? z dz
9. / z 10. / ;
(sin®z + 2 cos? z) sinz cos 3z '
dz 2x —costz
11. / . 12. / dx
sin® z + cos® z sin z —|— cost z
sin® z dx
13. / —— 14. / :
sin 1 + cos T

4/ COS T

15 / sin z dx ‘ 16. / sin? z dz ‘
' cosz /1 +sin?z ’ cos?z tgx ’

dz T T
17./7 z e (0,m); 18./7 xE(———).
V1+cosz ' (0,7) 3 V1i+tsinz 272
Poznamka (o wvijpocte integrdlov [ R(shz,chz)dz). Pri hladani integralov J R(shz,chz)dz, kde
R je raciondlna funkcia dvoch premennych, moZno postupovat podobne ako v pripade integralov
[ R(sinz, cosz)da (vyplyva to zo skutocnosti, ze pre hyperbolické funkcie platia vzorce podobné gonio-
metrickym — pozri aj pr. 1.63, 64). Teda integral [ R(shz,chz)dz mozno substiticiou th(z/2) =t previest
na integral z racionalnej funkcie premennej ¢. Ak funkcia R vyhovuje podmienke
1. R(u,—v) = —R(u,v), resp. 2. R(—u,v) = —R(u,v), resp. 3. R(—u,—v) = R(u,v),
mo#no pouzit substitticiu
1.shx=1t, resp. 2. chz=1t, resp. 3. thae =1

Pozndmka (o pouZiti goniometrickjch substiticii pri vijpocte integrdlov [ R(z,vax? +bx + c¢)dx ).

Nech R je racionalna funkcia dvoch premennych, a > 0, D := b? — 4ac > 0. Pouzitim substitiicie
z +b/2a = z moino integral [ R(z,Vaz? + bz + ¢)dx previest na integral [ Ri(z, /2% — p?)dz, kde p? =
D/4a® a R; je raciondlna funkcia dvoch premennych.

Substiticia z/p = t prevedie integral [ Ri(z,1/2% — p?)dz na integral [ Ra(t,vt%> —1)dt, kde Ry je
opat racionalna funkcia dvoch premennych.

Analogicky mo#no postupovat ajpre a >0, D<0 apre a<0, D>0.

Vypocet integralu [ R(z,Vaxz?+ bz + ¢)de mozno teda pouzitim vhodnych substiticii previest na
vypocet integralu

L. [Ro(t,V/12—1)dt,  ak a>0,D>0;

2. [Ry(t, T2+ 1)dt, ak a>0,D<0;

3. [Ro(t,V1—12)dt,  ak a<0,D>0.

Na vypoéet tychto integrdlov mozno pouzit goniometrické substiticie
1. t=1/sinu, u € [-7/2,7/2]\ {0} alebo t=1/cose, uel0,n]\{r/2};
2. t=tgu, ue (—7w/2,7/2) alebo t=ctgu, ue(0,m);
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3. t=sinu, u € [-7/2,7/2) alebo t=cosu, u€l0,n],

ktoré vypocet integralu v premennej t prevedi na hladanie integralu [ Ra(sinu, cosu)du, kde Rz je
racionalna funkcia dvoch premennych!”.

6alebo hyperbolické substiticie 1. t = chu, u>0 pre t > 1;t=—chu, u>0 pre t<-—1; 2.t =shu;
3. t=thu
'"Ak na vypocet integralu [ Ro(t,/1 —1?)dt pouzijeme substiticie ¢ =sinu, u € [—g, g] a tg % =

a vyjadrime v pomocou t, dostaneme

arcsin ¢ . 1 —cosarcsint V1I—12 y 1—+vV1-1¢2 1—+/1-—1¢2
v = =sgnt -/ ——m——— —sgnt - =
i & 1+ cos arcsint 1— t2 & [t] t




44. Pouzitim goniometrickych substiticii najdite nasledujice neurcité integraly:

3 vt
—|—2x+5

v
2?2 + 6z + 10) (w2—|—6w—|—8)3

?

1.5 Dalsie priklady

45. Najdite nasledujice neuréité integraly:

/ dz
| S
(22 +z+1)

x
/1‘\3/1‘2—}—1 ’

(W]

[
/\/.l—i—l‘—i—

x4+ 1)2

VI F
r2+1

~

dz ;

3

dx

)

dx
11'/(2;,5_3)@;
dx .
cosz VsinZz

15 /\/sm 21‘

sin- x

/2c0sx—|—sinr—3

13.

17. dzx ;

2cosx —sinx — 3
dz
2

; p ;
6 —Hsinx +sin“ x

19.

dx

p] D L —
sin®z + cos* z

rcosx —sinzx
23. ———dz;
2

1
In L+ dx
1—2z2 l—=z

ze®sinx dr |

27.
7e™" de

bl

cos? /x de ;

29.

31.

\\\\\ \ —

5 / dz '
’ (m—l—l)zvaﬁ?—l—Qw—}—Q’
4./\/3—2x—w2d.w.

9 / V2 +x
' 1+\/2+x

4. / 2+ vzl dz ;
.Z‘+1) \/.Z‘—{—l ’

6/ ,
(1+22) 1—]:2

dz
8. ;
/(J: 2-3x+4+2)Var—4x+3

10/ stViteta
. 1+r—|—\/1—|—x—|—x2 ’
19, z2 +1
r\/r4+r2
dz
14. :
Jigz '
16 dz
cos3 \/Slﬂ?l
18, 2+ cosdx
5+4cosdx

20. / sin 4z dz

8 <
sin® z + cos®
r—a

sin 5

sin
24. /r V1 — 22 arcsinz dz ;

26. /ea”cosﬁmdm, af #0;

28. /rze?’x cos 2z dz |

30. /rze\/;dx;

dx
32. ;
/1_1_61‘/2_1_6:6/3_'_69:/6 )

(zlomok na lavej strane rovnosti * sme rozsirili vyrazom 1 —+/1 —t2), odtial /1 —#2 = 1 — wt, o je zapis

. . . . . ey s s Uu
druhej Eulerovej substitiicie. Rovnako mozno zistit, ze pouzitie substiticii ¢ = cosu, u € [0, 7] a tg 5= v,

U 1-1¢
resp. t = —cosu, u € [0,7] a tg 5 =V zodpoveda tretej Eulerovej substiticii v = i”l——l—t; podobna

situacia nastane aj v ostatnych pripadoch.



|
33./\/6 dz ; 34./1n”.z‘da:;
et +1
3, 3 Inz\®
35. [ z°In" x dx ; 36. — | dx .
x

46. Nech f, F st spojité funkcie definované na intervale I, nech M C I je konetna mnozina. Ak pre
véetky # € T\ M plati F'(z) = f(z), tak I je primitivna funkcia k funkcii f. Dokazte!

47. Rozhodnite o platnosti tvrdenia ,,rovnomerne spojita funkcia f definovana na ohrani¢enom intervale
I ma ohraniéenu primitivnu funkciu F* !

48. Nech a,b € R, a < b. Nech funkcia F':(a,b)— R je primitivna k spojitej funkcii f:[a,b]—R na
intervale (a,b). Potom existuju koneéné limg,_., F'(z) =: A, limy_; F(z) =: B a funkcia Fy : [a,b] =R dand
predpisom

A, ak z=a
Fi(z)=< F(z), ak z€(a,b)
B ak =15

je primitivna k funkcii f. Dokazte!

49. Najdite nasledujice neuréité integraly:

1./ zdx ; 2./ z sinz dr
14 cosz (14 cosz)?

d.
3./L; 4./sinxln<cosx+ 2—sin2m) dzx ;

(acosz + sin z)?

, 2
./lnz(x—i— 1_{_1,2) de ; 6./ln<r+\/a: +1) dz ;

(224 1) Va2 +1
7./1n(\/1—x+v1+x)dm; 8./%;

Ot

14 22)
. 22 v
9./ zlnfel 10./“’; |2 l‘da:;
(1—22)va?-1 z? -1 z+1
l
11./%@; 12./x\/x2+11n\/x2—1d:13;
(14 22)
. . 1 . 4/1 2
13./ i In —— dz ; 14./]3 n(r—i— ;I)dm;
Vi—-2z2 J1-=z (1— 22)

15. /:v arcsin(l — ) dw ; 16. /\/1 — z? arcsinz dz ;

2
17. /(21‘ + 3) arccos(2z — 3) dx ; 18. /arcsin G de ;
142
. 1 9
19. / arc;;n:b . \/%daj ; 20. /arcsm?’ (g) dz
x arcsin x arccos x
21. dx ; 22. ——dz ;
/(1‘2—1) V1—2z2 /(1_1,2)3/2
z3 arccos x ax?
23. ﬁ dz ) 24. / _'L'Z 1 arctgl‘dl 3
rarctger ztarctg x
25, | —==duz ; 26. dz ;
? Vvei4+1 e 6/ 2 +1 v
t y
27. / w dz ; 28. /1‘(1 + 2%) arcetg z dz ;
(I+22)
2_1 t z/2
29. / 32 arcctg z dzx 30. /w dz ;
z\/z €12 (1+ %)



h 2 h
31./rarctgajln(1+r2) de ; 32. / sh2z + 35 :2, ;
2
h’z + 2ch 2)
ajchz + bishz / ch 2z dzx
| ————————dx 4.
33 / achz +bshz v 3 sh‘lac—l—ch4
zt 41 —1
5. de ; : dx
3 /:E6+1 v 36 /:v ) (25— bz + 1)
2 1 ) 1) d
37./"’34+ d ; 38./ ($+)x ;
zt+1 (22 =1 Vat+1
S 419 d
39. /wd 40./ * ;
3 I+ +/T+z
41./ : dz. ; 42./d7x;
sin(z + a) sin(z + b) coszx + cosa
iy 102 o ]
43, smr.dr ; 44./ . sin” x dx ;
/2 + sin 2z sinx + 2cosx
n1 X t+a r+a
cos cos
45. /72611‘, neN ( pouzite substiticiu t = 2 )
sipntt 212 sin 22
2

46. /(;l‘—|— lz|)? dz ; 47. /e‘lxl dz ;

48. /[r] sinwz dx .

m(2) d
(& —a)"

51p. Ak primitivna funkcia F' k funkcii f a derivacia g funkcie G su raciondlne, tak primitivna funkcia
k funkcii fG je elementarna. Dokéazte!

(kde P, je polyném stupiia m a n € N ) raciondlnou funkciou?

50. Za akych podmienok je /

52¢. Ak P je polyném, tak primitivna funkcia k funkcii P(Inz) je elementarna. Dokdzte!

53. Pomocou hyperbolickych substiticii najdite nasledujice neurcité integraly:
22 dx
1. [ Va?2+z2de, a>0; 2. | ——, a>0;
/ Va2 + x?
3. /‘.132\/1‘2 —ldzx .

an @
54. Nech ay,...,a, si redlne éisla také, ze — —— 1, 2 ¢e Q. Potom [ R(e?, ... e"") dz, kde
ay ay Cll

R je racionalna funkcia n premenych'® je elementarna funkcia. Dokazte!

55. Dokaizte, ze vypocet integralu [ R(z,vaz +b,\/cx + d)dz (kde R je racionalna funkcia troch
premennych!®) mozno previest na vypocet mtegralu / R1 t)dt, kde R; je raciondlna funkcia.

56. Najdite vsetky spojité funkcie f:(0,00)—R, g:R—R  ktoré pre > 0 vyhovuji podmienkam

f@) +o@) = z+1,
@) —g'(®) = 0,
)+ ¢ (-22) = 1-12z7

57. Zostrojte funkciu, ktora je darbouxovska na R, ale nema primitivnu funkciu'®

18definiciu pojmu racionalna funkcia n premennych prenechavame na citatela
“Plati totiz (pozri napr. [23, str. 160, veta 2]): Ak funkcia f:I— R je diferencovatelna v kazdom bode
intervalu I, tak funkcia f’ je darbouxovska na I. (Pr. 57 teda ukazuje, ze obratend implikdcia neplati.)



58. 1. Ak f:R —R je prosta funkcia a existuje primitivna funkcia k funkcii f, tak existuje primitivna
funkcia aj k inverznej funkcii f=1. (Vyuzite, Ze f musi byt darbouxovska na R, pozri poznamku !°.)

2. Ak f:R—R je prosté diferencovatelna funkcia a [ fx)de = F(z)+C, tak [f~Ha)de=af'(z)—
F (f~(x)) + C. Dokaite!



