Chapter 2

Riemannov urcity integral



2. Riemannov urcity integral

2.1 Definicia a zakladné vlastnosti

Nech f :[a,b] — R je ohrani¢ena funkcia. Delenim intervalu [a,b] nazyvame kazdd koneéni nekle-

sajicu postupnost D = {zg, 1, ..., .} taki, Ze 9 = a, z, = b. Cisla g, x1, ..., £, sa nazyvaju
deliace body (delenia D), intervaly! [z, z1], [z1,22], ..., [Tn_1,%n] CEiastoéné intervaly delenia D. Cislo
v(D) = max;j=1 _n, Az;, kde Az; :=2; —x;_1 ({1 =1,...,n) sanazyva norma delenia D. Cislo

= Zn: MZA,IZ s
i=1

resp.
n
= EmZAIZ s
i=1
kde M; = Ssupgep,_, 2,0 f(2), mi = infeen,_, 2 f(z) (i = 1,...,n) sa nazyva horny, resp.

dolny intergdlny sicet funkcie f pri deleni D 2.

Veta 1. Nech f:[a,b] = R je ohraniéend funkcia. Polom mnoZina U wvdetkyjch horngch integrdlnych
suctov funkcie f a mnoZina L wvsetkych jej dolngch integrdlnych sictov si ohranicené a plati supl < inflf .

Cislo sup £, resp. infY sa nazyva dolnyj, rtesp.  horny (Riemannov) integrdl funkcie f (na intervale

b b
[a,b]) a oznatuje sa / f(z)dz, resp. / f(z)dx

Veta 2. Nech f:[a,b]— R je ohranicend funkcia. Potom pre kaidé ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pre
kazdé delenie D intervalu [a,b], ktorého norma v(D) je mensia ako &, plati

<e.

U(f.D) - / f(z) da

(Analogické tvrdenie plati pre dolny integral funkcie f.)

Postupnost {D,}52, deleni intervalu [a, b] sa nazyva normdlna, ak lim,_ e v(Dy) = 03.

'symbol [a, 8] definujeme v pripade o = 8 rovnostou [a, 8] := {a} a mnozinu {a} nazyvame degene-
rovany interval

?niekedy sa pouZiva aj nazov horng, resp. dolnyj Darbouzov sicet

“index n v oznafeni D, nesiivisi s poétom deliacich bodov delenia D,



Désledok vety 2. Nech f:[a,b] =R je ohrani¢end funkcia a {Dp}>, je normdlna postupnosi delend
intervalu [a,b]. Polom

b
lim U(f,Dn):/ f(z)dx |

n—o00

lim L(f, Dp) :/ f(z)de .

n— o0

Ohrani¢end funkcia f:[a,b]—R sa nazyva (riemannovsky) integrovatelnd na intervale [a,b], ak

/Lbf(:c) de = ff(x) dz .

Spoloéna hodnota horného a dolného integralu funkcie f na intervale [a,b] sa v takom pripade oznacuje

b
/ f(x)dx a nazyva sa urcity (Riemannov) integrdl funkcie f (na intervale [a,b] ). Cisla a, b v symbole

a
fab f(z)dz sa nazyvaju hranice integrovania. Skutocnost, ze funkcia f je riemannovsky integrovatelna na
intervale [a,b], zapisujeme f € Rla,b].

Veta 3. Pre ohranicend funkciu f:[a,b]— R si nasledujice tvrdenia ekvivaleniné:
a) f € R[a,b];
b) pre kaidé € > 0 existuje delenie D, intervalu [a,b] také, Ze plati

|U(f, De) = L(f, De)| <e.

59. Nech {D,}>2, je postupnosi deleni intervalu [a,b], nech lim,_., d, = oo, kde d, je pocet
deliacich bodov delenia D,,. Vyplyva z toho, ze {D,}°%, je normdlna postupnost deleni?

60. Najdite horny a dolny integral funkcie f na intervale I, ak
1. fle) =2, I1=1]0,3]; 2. fle)=a", I=]0,1];
3. f(z)=sinz, I= [O,g] :

k
4.f(m):{_z: o i;g L I=[-2,-1].

Ktoré z tychto funkcif si integrovatelné?
61. Nech a,8 € R, a < . Zostrojte funkciu f : [0,1] — R tak, aby folf(x) dr = «a,
fo f(z)dz = 3.

Nech f : [a,b]] — R je ohranic¢ena funkcia a D = {xg,z1,..., 2,} je delenie intervalu [a,b].
Integrdlnym sictom® funkcie f (pri deleni D) sa nazyva kazdy sicet tvaru

D&)Az
i=1

kde & € [zi—1, 2], i=1,...,n.
Nech {D,}5%, je norméalna postupnost deleni intervalu [a,b], nech S, je integralny sticet funkcie f pri
deleni D,, . Potom sa postupnost {S,}5°; nazyva normdina postupnost integrdlnych sictov funkcie f.

*niekedy sa pouZiva ndzov Riemannov sicet



Hovorime, ze ¢islo A je limita mnoziny {S(f, D)} integrdlnych sictov funkcie f pre normu delenia
v(D) idicu k nule (a zapisujeme (hI)Il S(f,D)=A), ak pre kazdé £ > 0 existuje § > 0 tak, ze plati: ak
v(D)—0

S je integralny sucet funkcie f pri deleni D a v(D) < §é,tak |[A— S| <e.

Veta 4. Pre ohranicenu funkciu f:[a,b]—R si nasledujice tvrdenia ekvivaleniné:
a) f € Rla,b] f f(z)de =
b) lim,(p)—o S(f, D) = A;

¢) kazdd normdlna postupnosi integrdlnych sictov funkcie f konverguje k éislu A .

Poznamka. Casto sa pojem riemannovskej integrovatelnosti a Riemannovho integralu definuje pomocou
vlastnosti b), resp. ¢)® z vety 4, teda bez pouzitia horného a dolného integralu. Hoci integralne stié¢ty mozno
(na rozdiel od hornych a dolnych integralnych stctov) zaviest pre lubovolnii funkciu f:[a,b] =R (teda aj pre
neohraniéené funkcie), staéf sa aj v pripade definicie zalozenej na pojme limity integralnych siétov obmedzit
na ohrani¢ené funkcie, pretoze plati tvrdenie: Ak kazda normalna postupnost integralnych siétov funkcie
f:la,b]—R ma kone¢nu limitu, tak f je ohranic¢end funkcia.

Hovorime, ze mnoZing M C R md Jordanovuy mieru nula, ak pre kazdé ¢ > 0 existuje koneény pocet
otvorenych® ohrani¢enych intervalov (ay,by), ..., (an,bn) * tak 7e M C U (ai, b;) a Z?:l(bi —a;)<e.

Veta 5. Nech ohranicend funkcia f:[a,b]—R spl/ﬁa niektord z nasledujicich podmienok:
a) f je spojitd;
b) mnozina bodov nespojitosti funkcie f md Jordanovu mieru nula;

¢) [ je monoténna.
Potom f € Rla,b].

Veta 6. Nech f, g :[a,b] = R si ohranicené funkcie, mnozina M C [a,b] md Jordanovu miernu nula a
plati

Vo€ fa, b\ M : f(2) = g(2)

Potom nastane prdve jedna z nasledujicich moznosti:
a) [ aj g si riemannovsky integrovatelné na [a,b] a fab fx)de = fab g(z)dx
b) f ani g nie s riemannovsky integrovatelné na [a,b] .

Poznamky. 1. Z vety 6 vyplyva, Ze hodnota f f(z) dz sanezmeni, ak predpis integrovatelnej funkcie f
zmenime na mnozine s Jordanovou mierou nula (spec1alne. % konecnom pocte bodov) tak, aby takto ziskand
funkcia bola opét ohrani¢ena na [a,b] .

2. Na zéklade vety 6 mozno zovieobecnit pojem riemannovsky integrovatelnej funkcie:

Nech mnozina M C [a,b] ma Jordanovu mieru nula (§pecidlne: nech M je konetnd mnozina), nech f
je ohranicend funkcia definované na [a,b]\ M . Hovorime, ze f je riemannovsky integrovatelna na [a,b], ak

existuje riemannovsky integrovatelna funkcia f:[a,b]— R taka, ze plati
Yo €la,b]\ M : f(z) = f(z) .

Symbol fab f(z) dz potom definujeme nasledovne:

/a b fla)de = / b F(z) de

(Volne povedané: Funkciu f dodefinujeme v bodoch mnoziny M tak, aby sme dostali ohrani¢ent funkciu
f:la,b] = R, potom vySetrime riemannovski integrovatelnost funkae f. 7 vety 6 pritom vyplyva, Ze

integrovatelnost funkcie f, resp. hodnota fa f(z) dz nezavisi od toho, ako funkciu f dodefinujeme.)

®zrejme c) je obdoba Heineho definicie limity pre pripad limity integralnych suctov
Sekvivalentné definicie tohto pojmu dostaneme, ak v uvedenej definicii nahradime otvorené ohrani¢ené
intervaly uzavretymi intervalmi alebo polouzavretymi ohrani¢enymi intervalmi (porovnaj s [24, str. 47,

definicia 1])

T¢islo n zavisi na éisle ¢, tj. n = n(e)



62. Zistite, & je funkcia f riemannovsky integrovatelnd na intervale I, ak

1
1. f(z) = xsm;, ak z#0 L I=[-1,1] ;
0, ak =0

3f(‘r):ﬁ7 I:[Ovl] ;

), 1=10,2] ;

e
~
—

=
S—

Il

o

[04]

=

TN

@

=

|

x
1 1
5f('r): E_I:;]7 ak x;’éo s I:[Ovl] ;
0, ak =0
. f je Dirichletova funkcia x, I je lubovolny ohraniceny interval :

o= {00 Ak TER\Q
= q, ak z=p/q, kde pe Z, q € N sii nesiidelitelné ’

(@

I=[-1,1]

63. Nech postupnost {z,}°2, prvkov intervalu [a,b] konverguje k bodu zg. Nech f:[a,b]—R
je ohranitend funkcia a f(z) =0 pre vsetky z € [a,b]\ {z,; n € N}. Potom f € Rla,b]. Dokdzte!

64. Dokazte, ze Riemannova funkcia

m={ 0 @k ceR\Q
)= 1/q, ak z=p/q, kde pe Z, g € N sii nesidelitelné

je riemannovsky integrovatelnd na kazdom uzavretom ohranicenom intervale I. (Vsimnite si, ze
mnozina Q N/ bodov nespojitosti funkcie 7|/ nemd Jordanovu mieru nula.)

65. Najdite nasledujice urcité Riemannove integraly ako limitu niektorej normélnej postupnosti

integralnych stactov:

2
1. / z? de ;
—1

bd
2. / ’ 0<a<b (navod: polozte & = J/ri1z1, t=1,...,n).

x?’

66. Najdite 6 > 0 tak, aby z nerovnosti maxy=1,. , Az < ¢ vyplyvala nerovnost

3 k13
/ sin 50z dz — Y _(sin 505 ) Az | < 0.001 ,
0 k=1
kde 0 = zg < 21 < T3 < --- < x, =3 a & je lubovolne zvoleny bod z intervalu [zj_q,z4],

k=1,...,n.
67. 1. Nech f:[0,1]—R je spojita funkcia. Potom

o (G s () s () = [ s

Dokézte!



29. Nech f:[0,1]—R je spojitd kladna funkcia. Potom
1
1 9 4 / In f(z)dx
w () =k

68. Zostrojte funkciu, ktord nie je riemannovsky integrovatelnd na uzavretom ohranicenom
intervale [a,b], ale pre kazdd normélnu postupnost {D,}°%, deleni intervalu [a,b] existuje
postupnosi {5,152, integralnych siétov funkcie f takd, ze S, je integrdlny sicet pri deleni D, a
lim, o 5, =0.

Dokdzte!

69. Nech delenie D, intervalu [0,1] je dané deliacimi bodmi zy = 0, zy = 1/2", 2y =
/277 a3 = 1/2"72, ..., xp_y = 1/2%, 2, = 1/2, 2,41 = 1; nech 57(11) (57(12)) je integrélny
siicet funkcie f(z) = pri deleni D, , ktory dostaneme, ak za & zvolime lavy (pravy) koncovy bod
intervalu [zg_1,2k], k= 1,...,n4+ 1. Hoci f € R[0,1] (preco?), je lim, s # lim,, o 5@
Je to v rozpore s vlastnosiou c) z vety 47

70. Nech f:[a,b] =R je ohranitena funkcia a mnozina N := {z € [a,b]; f(z) = 0} je husta v
[a,b] (tj. kazdy bod mnoziny [a,b] je hromadnym bodom mnoziny N ). Potom bud f ¢ R[a,b]
alebo fab f(z)dz = 0. Dokézte! Na prikladoch ukdzte, Ze obidva pripady mozu nastat!

71. Zostrojte funkciu f:R— R, ktord je spojitd v bode a, ale nie je riemannovsky integrovatelna
na ziadnom uzavretom ohrani¢enom intervale obsahujicom bod a!

Veta 7 (aditivna vlastnost uréitého integrdlu). Nech f:[a,b]—R je ohrani¢end funkcia, nech a < c<b.
Potom f € R[a,b] prdve vtedy, ked f € Rla,c] a sicasne f € Rlc,b].

Naviac, ak f € Rla,b], tak
b c b
/f(:v)da::/ f(a:)d:v—i—/ f(x)dx .

Veta 8. Nech fi,...,fn € Rla,b], nech ¢1,...,¢, € R. Potom je na iniervale [a,b] riemannovsky
integrovatelnd aj funkcia c1fi1 + - -+ cnfr a platd

/ab(clfl(l‘)—i—...—i—Cnfn(l‘))dr = /ab fil@)de+ - +cp /ab fo(@)dz .

Veta 9. Nech f € Rla,b], nech f([a,b]) C [m, M] a nech funkcia ¢ je spojitd na intervale [m, M].
Potom po f € Rla,b].

Dosledok. Nech f,g € Rla,b]. Potom fg € Rla,b], |f| € Rla,b]. Ak naviac infye[q59(x) > 0 alebo
SUPg¢[a,b] g(z) <0, tak aj f/g € Rla,b].
Veta 10. Nech f,g € Rla,b] a f(z) < g(x) pre vetky x € [a,b]. Potom

b b
/ flx)de < / g(z)de .
Specidlne:

a) ak m < f(z) < M pre vietky x € [a,b], tak

m(b—a)g/ fle)de < M(b—a);

/a b f(z) de

< [ 1@lar.




72. MozZe byt siiin (stécet) integrovatelnej a ohranicenej neintegrovatelnej funkcie integrovatelny?
73. Ak f,g € Rla,b], tak aj max{f, g} € R[a,b], min{f, g} € R[a,b]. Dokazte!
74. Nech f € R[a,b]. Vyplyva z nerovnosti fab f(z)dz > 0 nerovnost f(z) >0, z € [a,b]?

75. Nech f:[a,b]— R je spojitd funkcia a f; f(z)dz > 0. Potom existuje interval [a, 5] C [a, b]
taky, ze f(z)> 0 pre vsetky = € [a,3]. Dokazte!

76. 1. Nech f:[a,b] = R je spojitd nezapornd funkcia a f(zg) > 0 pre niektoré z¢ € [a,b].
Potom [’ f(z)dz > 0. Dokazte!

20. Nech f, ¢ :[a,b]— R st spojité funkcie, f(z) > g(z) pre vetky z € [a,b] a f(zo) > g(zo)
pre niektoré zo € [a,0]. Potom [’ f(z)dz > [’ g(x)dz . Dokdite!

77. Dokazte nerovnosti:

L o< T sinx T 1 1 / T + arcsin x < 3
. : ——dx < = .
/.’Ez \/_ \/_ T 3 1‘2 _I_ 8 2

78. Zistite, ktory z urcitych integrilov je vacsi:

1 1
22 .
1. / e sinzdzx alebo / e” % sinxdx ;
0 0

sin x T sinx
2. / alebo / dz
0 0o

(z) dm‘ = fab|f(m)|dx Potom f nemeni

79. Nech f:[a,b]— R je spojita funkcia a nech

a [a,b] znamienko. Dokazte!

80. Uvedte priklad riemannovsky integrovatelnych funkcii f, ¢, ktorych superpozicia fog je
ohranic¢end, ale nie je riemannovsky integrovatelnd.

2.2 Vypocet urcitého integralu pomocou neurcitého

Veta 11 (Newtonov-Leibnizov vzorec). Nech funkcia f je riemannovsky integrovatelnd na intervale
[a,b] a md na intervale (a,b) primitivnu funkciu F, pricom ezistuji konecné limity limg_ .4 F(z) «a
limg_;— F(z). Potom

/ f(x)dz = lim F(z)— lim F(z).

r—b— r—a+

Specidlne: ak f € R[a,b] a F je primitivna funkcia k funkcii f na [a,b], tak

/ f(x)de = F(b) — F(a) .

Cislo limg_ps_ F(z) —limg_ .4 F(z) budeme oznaéovat symbolom [F(z)]}

a-



81. Vypocitajte nasledujice urcité integraly:

8 vEd /2 dr
1. / zdz ; 2. / ——
1 —1/2 V1 — z?
V3 dx A sh2z  dy
' A/ﬁm ’ “Jen1 VIta?
2 14
5. / |1 —z|dx ; 6. / §Vx2/3d$;
0 -1

b 1007
7./ sgnz dz ; . V1—cos2xdr ;

8
a 0
n+1 i
9. / In[z] dz ; 10. / sinmzsinnzdr, m,n€Z;
1 -7
11 /W da 12 /m de b>0
. SR . a .

o 3+ 2cosz’ o a?sin’z+b2cos?zx’ ’

Riesenie. 5. Funkcia |1 — z| je spojitd, a teda riemannovsky integrovatelna na intervale [0,2]. Pri
vypoéte vyuzijeme (aby sme sa ,,zbavili absolitne] hodnoty “) aditivnu vlastnost integralu:

/02|1—m|dm = Alll—$|d$+/12|1—$|d;r:/Ol(l—éb)d;l‘+/12(x_1)dr:
=gl [ (0= 1) -0+ (-2 (5-1) -+

Poznamka. Pri vypocte integralu f02 |1 — z|dz by bol moiny aj trocha odligny postup: najst primitivnu
funkciu F k funkcii |1 — z| na intervale [0,2] a priamo pouzit Newtonov—Leibnizov vzorec. Pretoze vsak pri
hladani funkcie F' by bolo potrebné | zlepit“ primitivnu funkciu na intervale [0,1] s primitivnou funkciou na
intervale [1,2] (porovnaj s pr. 2.1b)), je postup vyuzivajici aditivnu vlastnost uréitého integralu vyhodnejsi.

11. Funkcia f(z) = je spojita, a teda riemannovsky integrovatelnd na intervale [0,7].

34+ 2coszx

Pouzitim substiticie tg(z/2) =t ndjdeme primitivnu funkciu F' k funkcii f na intervale [0,7):

2 tg(z/2)
F(z) = — arct , z€|0,m).
(a) = —z mactg B 0.7)
Podla Newtonovho-Leibnizovho vzorca potom
N dx 2 tg(z/2)]" . .
————dx = [—=arct =1 F(z)— lim F(z)=
/0 34 2cosx * V5 arcte NG vl (@) x—lgl-y (@)
. . 2 tg (2/2) T
= lim F(z)— F(0)= lim ——arct —-0=—.
r—T— ( ) ( ) T—mT— \/5 & \/5 \/5

82. 1. Objasnite nespravnost nasledujicich vypoétov formalne pouzivajicich Newtonov—
Leibnizov vzorec:

1
a)/ e, =l -lnl=0;

-1 Z

1 1 ! 1 1 T
b) / (arctg —) dx = [arctg —] = arctgl — arctg(—1) = 5
Tl

-1 Z

)/7T dx /77 dx /7T dz/ cos®z 1 te (V3 tg ) 4 0
c = = — - |—arc z2)| =0.
o 1+ 2sin?x o cos?z + 3sin?x o 1+ 3tg?x V3 & &

0




. ! 1 !
2. Najdlte /_1 <W> dw

83. Pomocou urcitych integrilov najdite nasledujice limity:

. 1 2 n—1 1P PP
1'nh—>Holo<ﬁ+’n_2+”'+ 2 ); 2.nh_>rr010 o , p>0:
3. lim l(\/1—|-l-|-\/1_|_2_|_..._}_ 1_}_3);

n—oo n n n
L 1 ! 129 (4n — 1)3
4. 1 . 5. 1i B T T .
”ggo<'n—|—1+n+2+ +n+n)’ nl_{%o<n4+n4+ + A ;

6. lim > 1+\/ . +\/ N
" oo n+3 n+6 n+3(n—-1))"
1 1

1
7. lim< + 4o - );
n—oo \\/4n2 — 12 /4n2 — 22 4n? — n2

1 & b—
8. lim —Zf(a—}—k-—a) , kde f € R[a,b] ;

nr ’

, ( 22 42 (2n)? )
10. lim + + -t =

n—oo

. q/(n—l—l)(n—}—Q)---Qn‘

n—oo \ p3 4+ 23 ' n3 443 n3 4+ (2n)3

Riesenie. 1. Ak limitovany vyraz napiseme v tvare

1(1 2 n) 1 12 n
an=—|—+=+- - ==(0+=-+Z++—],
n n n n n n n n
1
n

., , .. ) .. . . , 2 -1 ,
vidime, Ze ¢islo a, je integralnym sic¢tom funkcie f(z) =« prideleni D, = {0, —, —, ..., r , 1}, ktory
n n
; . k—1 &k
dostaneme, ak za £ zvolime lavy koncovy bod intervalu [—, —] s k=1,...,n.

n ' n
Funkcia f(z) = =z je spojitd, a teda aj riemannovsky integrovatelna na intervale [0,1]. Pretoze
v(Dy) = 1/n, je {D,}52,; normélna postupnost deleni intervalu [0,1], teda {a,}52,; je normalna pos-

tupnost integralnych stiétov funkcie f, preto podla vety 4 je lim, o ap = fol fz)dx, tj.
i (L ol _/?d_le_l
neoo \ n? n? _Oxm_ 2], 2°

84. 1. Na ziklade nerovnosti®

x—%2<111(1—|—x)<x—$2—2—|—%3, x>0,
odhadnite integral Iy = /1 de .
0.5 z
2. Na zéklade nerovnosti®
z3 . 3 b
$—€<smx<x—€—l—m, z >0,

8pripomefime, Ze tieto nerovnosti moino dokazat napr. pomocou Taylorovho vzorca so zvyskom
v Lagrangeovom tvare, pozri pr. 1.393.3
®pri dokaze tychto nerovnosti moino postupovat ako v pr. 1.352.2



0.5 0.64
odhadnite integraly I = / de, I3= Vzsinzdz .

0 z 0

sin x

85. Dokdzte nasledujice nerovnosti:

1 1 g9 1
1. _</ T dp<—
2002 " Jo 1+ 22 20

e dx 1

4 1
2. 5(6—1)</0 m<§(€_1)§

200 6—51‘ dx
3. 0< / < 0.01;
0 x4+ 20

0.5 dz 51
n .

T
4. 05< [ 2 _<T
0o V1—z?m ~ 6 -

86. Dotytnica ku grafu dvakrat spojite diferencovatelnej funkcie f zviera v bode [a, f(a)] uhol

7/3 a v bode [b, f(b)] uhol 7/4 s osou Oz (a < b). Vypotitajte [° f"(z)dz
87. Nech f € Rla,b] a F:[a,b]—R je spojitd funkcia taka, ze plati

Va €la,b]\ M : F'(z) = f(x),

kde M C [a,b] je konetna mnozina. Potom

Dokézte!

88. 1. Uvedte priklad funkcie riemannovsky integrovatelnej na intervale [a,b], ktord nema
primitivnu funkciu na [a,b].

2. Nech f mé primitivnu funkciu na intervale [0,1]. Vyplyva z toho, ze f je riemannovsky
integrovatelnd na [0,1]?

V dalsom budeme (kvoli zjednoduseniu zapisov) okrem symbolu fab f(z)dz, kde a < b, pouzival aj
symboly fb zr)dx a faa f(z)dz definované nasledovne:

/baf(l‘)dx::—/abf(x)dz, /aaf(x)dz:

Veta 12 (metoda substiticie pre uréité integrdly). Ak f:[a,b] = R je spojitd ¢ ¢ :[a, f]— R spojite
diferencovatelnd funkcia a ¢([o, f]) C [a,b], tak

»(B)
/ Ty )d@_/( : ft)dt. (2.1)

Poznamka. Rox{nosﬁ (2.1) sa d4 dokazat aj za predpokladu ,, f € R[a,b], ¢:[a, 5] — R je monoténna
spojite diferencovatelna funkcia a o([a, 8]) = [a, b] ¢; vtedy mozno (2.1) prepisat do podoby

/f ) I Idx—/f



89. Vypocitajte nasledujice integraly:

1 T &
1./ 2(2 —2*)?dz ; 2. / de,
o 14+sin*z
xdx In 2
3. 4. ver —1ldz;
/ \/m 0 ‘ !
5. / < 6. [ V22
x/3 3+ cosz’ " Js 34 (x—2)2

a a dl‘
7./m2\/a2—x2dx, a>0; 8. —_—— a>0;
0 0o x4+ Va?—z?

0.75 da /2
9. / : 10. Veosz — cos? x du ;
0 (z+1)Va?+1 —r/2

1 1 !
11. / (cos <111 —)) dz, neN.
e—2mn T

Riesenie. 1. Zvolme @(z) = 2 — 2%, potom (pozri oznacenie z vety 12) a = 0, # = 1, odtial

pla) =2, p(B) = 1. Teda
1 1 1 9 _ g2 — r t
/ $(2—x2)12 dr = —5/ (—21‘)(2—1‘2)12 dxr = —Qrdm:dt B=) 1 1 (=¢B) |=
0 0 a (=) 0 2 (=¢(a)

11312 1
= - |— :—(213—1).
2 [13], 26

5. Na rozdiel od pr. 89.1, kedy sme rovnost (2.1) pouzivali ,,zlava doprava (tj. vypocet urcitého integralu
na jej lavej strane sme nahradlh vypoctom urcitého integralu vpravo), budeme teraz postupovat ,sprava
dolava“; aby sa nam zapis rieenia lahsie porovnaval s rovnostou (2.1), zamenme v nej navzajom strany aj

premenné z a t:
#(8) B
[ s@ds = [ s @
e(a) o

L i , .. . x - ; T w )
Na vypocet nasho integralu pouzijeme substiticiu tg 5= t, odtial — pretoze z € [—, 5] — dostavame

[l

|
I\R
2.

o

.

o

QU

=

[l
N | —
N
M

o

.

[V

IS

=

I3

7

z = 2arctgt = @(t). Zostava najst ¢isla «, B tak, aby platilo ¢(a) =

.. /T 1 = 1 =
prosta, je a:go1<§)—t <2 3) \/_,ﬁ <§§):1

Teda

T/2 ) tg(]i/Q)It T it 1
/ _dr = z=2arctg? /2 1 = / 1 2dt - _
T 1

) : -
_|_

, w(B) = g Kedze funkcia ¢ je

o

. 1 t ]1 < 1 1
—— = | —= arctg — | arctg —= — arctg —) .
/w§2+t2 V2 V21,5 RV V2 V3

Poznamky. 1. Odporicame citatelovi preverif, ze v obidvoch riesenych prikladoch boli splnené vsetky
predpoklady vety 12.

2. V uvedenych prikladoch sme mohli postupovat aj trocha odlisne: najst najprv primitivnu funkciu
k funkcii 2(2 — 2?)!2, resp. 1/(3+cosz) a potom pouzit Newtonov-Leibnizov vzorec. V pr. 89.5 by sme tak
dostali (primitivnu funkciu staéi hladat na intervale [7/3,7/2]):

de | te@/2)=t - 1 2t [ dt
34 cosx ©=2arctgl N 1—¢2 1+ ) 2+
de=2dt/(1+?) 34 1o
+1




! t x 1 tg (2/2) .
= ﬁarctgﬂ—I—C_ﬁarctg( NG +C, 16[3a2]:

potom

/”/2 da [ Lo (tg(a;/Q))]”/z 1 ( oL oL )
—— = | —=arctg = — | arctg —= — arctg — | .

x/3 3+ cosz V2 V2 x/3 V2 V2 NG

Teraz by malo byt zrejmé, v ¢om sa uvedené dva sposoby vypoé¢tu lisia: v druhom z nich (uvedenom
v tejto poznamke) sa musime ,,vratit k povodnej integraénej premennej“ (to je krok oznaceny *), zatialéo
v prvom (zaloZenom na vete 12) staéi namiesto toho len zmenit pri substiticii hranice integrovania.

3. Moize sa stat, Ze neurcity integral niektorej funkcie mozno najst pouzitim substitiicie p(z) = ¢, ale pri
vypoéte uréitého integralu tej istej funkcie nemozno vetu 12 poutzit (typickym prikladom je pouzitie substitticie
tg(x/2) =t pri vypocte integralov f_ﬂw R(sin z, cos z) dx; pozri tiez riesenia pr. 81.11 a 91.1).

1
90. 1. Na vypocet integralu / V1 — 22dx chceme pouzit substiticiu # = sint. Rozhodnite,
0 .
¢l mozeme za nové hranice integrovania zvolit ¢isla

a) 0 a /2 ; b) T a /2 ;
¢) 0 abr/2.

1/V2 1 .
2. Na vypocet integrilu / dz chceme pouzit substiticiu z = sint{. Rozhodnite,

1z (1= )7

& za nové hranice integrovania mozeme zvolif &sla
a) —m/4 a /4 ; b) 7/a a 57/4 .

3
3. MozZeme na vypocet integralu / zV/1— 22 dz pouzit substiticiu z = sint?
0

91. Najdite chybu v nasledujicich vypoctoch:
1.

/7T dx B /7T dx _/7T dz/cos’z tgax =t
o 14sin?z  Jo cos?2z 4+ 2sin?z  Jo 1—|—2tg2x_ dx/cost:dt

_ /0 dt 0
Jo 14212

i dz
(vysledok je zrejme nespravny, pretoze / —
o 1+ sin“z

o "R
o o o~
[l

je integral z kladnej spojitej funkcie, a teda

neméze byt rovny 019);

2.
[2
1od =1/t N - Ut
R I T 1 e L L
11422 de =—dt/t 1 1 1+ 1/22 114 ¢2 2
(uvedeny postup zrejme neméze byl sprdvny, pretoZe z neho vyplyva n/2 = [arctgz]l, =

= —[arctgz]t, = —7/2).

92. Dokézte rovnosti:

@ dx a  dg Larctgz 1 /7/2 tdt
1./ :/ , a>0; 2./ dw:—/ _— .
1 14 22 1 1422 0 z 2Jo sint

0pozri pr. 76.1




93. Dokdzte nasledujice tvrdenia:

1. Ak f:[-k,k]—R je spojitd parna (neparna) funkcia, tak

/_kkf(x)dx:Q/okf(x)dm (/_kkf(x)dxzo) _

20. Ak f: R—R je spojitd periodickd funkcia s periédou T, tak pre lubovolné a € R plati

/aa+T flz)de = /T flz)dz .

0

3. Ak f:[0,1]—R je spojita funkcia, tak

/2 /2 ™ ™
a) / f(sinz)dz = / f(cosz)dz ; b) / zf(sinz)dz = g/ f(sinz)dz .
0 0 0 0
94. Vypocitajte integraly:
LA /2 5 5 .
1. e’ sinzdz ; 2. / (cos“*z + z”sinz) dx ;
- —7/2
/4

. .
z sin x
3- / 72(1.%7
o 1+ cos*zx

e In(2a — 1 /2
_aﬁd@", a>ﬁ; 6./ ln<sin$—|—\/sin2x+ecosz) dz .

—7/2

-
S~

In(1+tgz)de ;

Riesenie. 4.

/4 /4 SiIl.fL‘—}—COSI /4 . /4
In(l+tga)de = In| ———— | de = In(sinz + cosz) dz — Incosz dx =
0 0 0 0

cCos T

= /OW/4ln(\/§cos<g—J;)) da:—/OWMlncosxdg;:

1 /4 T/4 T/4 9
(:) / In(v/2cos ) dz — / Incosz dx = / In @ de =
0 0 0

Cos ¥

/4 T T
= / lnﬂdaj:—lnﬁ:—ln?;
0 4 8

pritom v kroku oznacenom (1) sme pri vypocte fow/4 In(v/2 cos(m/4 — x)) dx pouiili substiticiu 7/4 —z =1 :

T/4 by T/4d—w=t y f 0
/ In (\/icos (——:L‘)) de = do — d /4 0 |= —/ In(V2 cost) dt =
0 4 —dz=dt 0 =/4 /4

/4 /4
/ ln(\/§cos t)dt = / ln(\/§cos z)de
0 0

(posledna rovnost by mala byt zrejma: hodnota integralu nezavisi na oznaéeni premennej).

Vsimnime si, Ze hodnotu foﬂél In(1 + tga)dz sme nasli bez toho, 7Ze by sme poznali primitivnu funkciu

k funkcii In(1+ tgz).

Veta 13 (metdda per partes pre uréité integrdly). Ak funkcie f:[a,b]—R, g:[a,b]— R maji rieman-
novsky integrovatelné derivdcie definované na intervale [a,b], tak

[ r@sede = (@@ - [ 1@/ @)ds . (22)



Pozndmka. V pr. 95.6 uvidime, Ze vzorec (2.2) mozno niekedy pouzit aj v pripadoch, ked predpoklady
vety 13 nie st splnené. V inych pripadoch (ako ukazujdi pr. 95.7,8) bude treba namiesto vety 13 pouzit
metddu per partes pre neur¢ity integral a Newtonov-Leibnizov vzorec (pozri tiez vetu o integracii per partes
pre Newtonov integral uvedeni v poznamke pred odsekom 2.6).

95. Vypocitajte nasledujice integraly:

In 2 e
1. / e “dx 2. |In z| dz ;
1/e
3. / (zlnz)*dz ; 4. / z"Inzdx ;
1 1
™ 3 xr
5. / e*® cos 3z dx ; 6. / arcsin [ —— dz ;
0 0 1+ =z
1 1
7. / arccos = dz ; 8. / (arcsinz)* dz .
0 0

96. Pomocou rekurentnych vztahov vypoéitajte integrdly:
/2

1.In:/ sin” z dz QIn—/(l—CL‘) T
0

/4 1
3. 1, :/ tg? "z du ; / ™ (Inz)" dz ;
0 0

5.1 — /”/“ (n;)“l e
0

SINZT + cos T

Riesenie. 1. Odvodme najprv rekurentny vztah pre vypocet I, : pre n € N, n > 2 dostaneme pouzitim
metddy per partes

. /2 N ()| v =sinz U =—cosx
I, = sin” x dx = sin x - sin rdr = 1 "2 =
0 0 v =sin" "2z v =(n—1)sin" " “zcosx
/2 /2 (2) /2
= [~coszsin®tz]g/" + (n - 1)/ sin""?zcos’ xdr = (n— 1)/ sin" "2z - (1 —sin’z)de =
0 0
= (n=1I,_2—(n—=1I,,
teda
In=(n—Dl_2—(n—-1)I,,
odtial

I, = I
n

(k oznacenym rovnostiam urobme tieto poznamky:
n—1

1) aby sme mohli pouzit vetu 13, musime predpokladat n > 2 (pre n < 2 je derivacia funkcie sin z
y p ) predp 2 p J
neohranicena);
(2) pre n > 1 je [—coszsin™* 1]3/2 =0).
Na zéaklade tohto rekurentného vztahu vieme pomocou hodnoty Iy (= fow/z sinz dz = OW/Z de) = g

vyjadrit I, pre n parne:

1 1 =
I, = 510—5'5;
3 3 1 =
L= 3k=337%
Lo 2%k _2%-1 2%-3 317
WoT Top HIT o To9k—2 4 2 27



¢o skratene zapisujeme

2k-D! =
by =——c—" 7
(2k)N 2
(vyznam symbolu !! je ¢itatelovi iste zrejmy).
Podobne mézeme pomocou hodnoty I; ( = for/2 sinz dx = [ cos x]g/z ) =1 vyjadrit I, pre n
neparne:
2 2
I3 = = =-"-1
3 3 1 3 )
4 4 2
Iy = -I3=—---"-1
5 5 3 5 3 3
Lo % _ 2%k 2k-2 42
AT k1 P T 2%k 41 2%k —1 5 3

Ziskané vysledky teda mozeme zhrnut
(n—1)N
n!!

(n— 1N

n!!

T .,
g ak n €N je parne

, ak n €N je neparne!!

97. Nech funkcia f je (n + 1)-krat spojite diferencovatelnd na intervale I. Potom pre kazdé
z, z9 € 1 plati

n k) (g .
Jl@)=3 fT(,O)(x — w0)" + %/ (z — )" FOF (1) dt
k=0 ) * JTo

(tento vztah sa nazyva Taylorov vzorec so zvyskom v integrdlnom tvare).

98. Vypocitajte nasledujice integraly:

1 /1 da 0<a< 9 /1 v du
) a< T ) — .
12?2 —2zcosa+1’ ’ g x4+ 4+1

3 1
vdu ./3015\/1—|—3x8dx;
0

3. ;
0o Ve+1++bx+1

e

5 /\/5 dz ‘ 6 /‘1 dz ‘
A (1+$2)3/2 7 g a1
2m

. /7T/2 dzx ‘ q dz ‘
“Jo 14+ a2sin’z’ ' sin*z + costz ’

9 /M de - 0. [ de a,b>0;
“Jo (24 cosz)(34 cosz)’ ' (a?sin* x+b2cos?z)?’ ’

vis
xsin™xdx, meN;

11. Vsin z dz ; 12.

/2 3
13. TASMT 14.
r/6 1+ cosw

is
e cos? z dz ;

S~— &— S— S

/2
xe®sin x du ;

1
15. / (e"+e “)gad ; 16.
-1

S~

Hpritom kladieme 0!!:=1



e 1/2 arcsm\/_
17./ 1—Inz)*de; 18. dz
1 ( ) o Vz(l-2)

16 1 dz
. tgy/ve — ldx ; 20. ;
/1 arctg\/vx T 0 /_1(e$—|—1)(x2—|—1)’

21./SM kde f(x):w.

1

Nl

1 14 [ (=) (2 —2)
2+v3 2¢ \' 3
22. / (arcsin 2) dz ; 23. / sgn (z — %) da ;
—2-.+/3 1+ =z 0
T 2
24. / xsgn cosz dw ; 25. / [e”
0 0

2.3 Integral ako funkcia hornej (dolnej) hranice

Veta 14. Nech f € Rla,b], ¢ € [a,b] a nech funkcia F':[a,b]—R je dand predpisom

F(:n):/xf(t)dt 12,

Potom

a) F' je spojitd funkcia;

b) ak funkcia f je spojitd v bode x¢ € [a,b], tak funkcia F' md v bode x¢ vlastnid derivdciu (v pripade
zg = a alebo xg = b prislusni jednostranni derivdciu) rovnd f(zg).

Poznamka. 7 vety 14 vyplyva veta 2 z odseku 1.1.

99. Nech f:[¢,d]—R je spojita funkcia, funkcie ¢, ¥ su diferencovatelné na intervale I a nech
o(I) C e, d], ¥(I)C [e,d]. Potom funkcia G:1— R dana predpisom

je diferencovatelnd na I a platf
G'(z) = [(¢(x)) ¢'(x) = [(e(2)) ¢'(2) - (2.3)

Dokézte!
100. Vypodcitajte's:

d b, d b,
1. %/a sinz“dzx ; 2. —/ sinz* dzx ;
d b
3. —/ sinz? dz ; ( sin ) x
dz J,
b
5. %/ﬂ sin 2% da .

2pretoze hodnota uréitého integralu sa nezmeni, ak integracnu premenni oznadéime x namiesto ¢, mohli
by sme predpis funkcie F zapisat aj v tvare F(z f flz

df( )

3symbolom Ts (resp. ) oznacujeme derivaciu funkcie y = f(z); dx tu mé podobnu tlohu ako
x

v symbole fab f(z)dz (kde oznacuje, ,,podla éoho integrujeme* ‘): urcuje, ¢o v danom vyraze ,,pokladame za

" do

d
premennu“ (napr. E(aﬁ) = 2az, E(amz) =z —2?=0)



101. Najdite f’, ak

z? z? d
1.f($):/0 V1+2dt; 2.f(x):/m2 \/1_7__154;

3. f(z)= /Cosxcos(ﬂtQ)dt.

in

t 4
€ — 16
L dz .

102. 1. N§jdite lokalne extrémy funkcie F(t) = / T
0

T
2. Najdite lokalne extrémy a inflexné body funkcie y = / (t—1)(t—2)*dt.
0

103. Vypodcitajte limity:

* 2
/ cosz“ dx
0

1. lim =——; 2. lim

/ (arctg z)* da
0

3

z—0 x r—00 $2 + 1
z 2
2
3. lim ~9 7
T—00 2
e dx
0

104. Nech f : [0,00) — R je spojitd funkcia a lim, .. f(z) = A € R. Vypocitajte
lim, oo fy f(nz)dz.

105. Nech f: R — R je periodickd funkcia s periédou w, f € R[0,w], ¢ € R a nech funkcia
F:R—R je dand predpisom F(z) = [7 f(t)dt, = € R. Dokézte nasledujice tvrdenia:

1. funkcia F je suctom spojitej periodickej funkcie s periddou w a linedrnej funkcie;

2. funkcia F je periodickd prave vtedy, ked [ f(t)dt = 0.

106. Nech f € R[a,b], nech funkcia F':[a,b]—R je dand predpisom F(z)= [" f(t¢)dt. Potom
1. funkcia F' je lipschitzovsky spojita na [a,b] (t].

JLeR"Va,y€ [a,b]: |[F(z)— F(y)| < Llz —y| );

2. funkcia F nemoédze mat v ziadnom bode zy € [a,b] nevlastni derivaciu (v pripade
zg = a, g = b nevlastni jednostranni derivaciu).
Dokdzte!

107. Nech f € Rla,b], nech funkia F:[a,b]—R je dand predpisom F(z)= [T f(t)dt. Dokazte
nasledujice tvrdenia:

1. ak zg € (a,b) je bod odstranitelnej nespojitosti funkcie f, tak funkcia F je diferencovatelns
v bode xg;

2. ak zg € (a,b) je bod nespojitosti 1. druhu funkcie f, tak funkcia /' ma vlastné jednostranné
derivacie v bode zg, ale nie je tam diferencovatelna.

108. Zostrojte funkciu f € Rla,b], pre ktori je funkcia F(z) := [ f(¢)dt diferencovatelnd na
[a,b], ale pre nekonecne vela z € [a,b] plati F'(z) # f(z).

109. Zostrojte takd nespojitd riemannovsky integrovatelnd funkciu f: [0,1]— R, aby pre funkciu

F(z):= [§ f(t)dt, z € [0,1], platilo F' = f.



2.4 Vety o strednej hodnote

Veta 15 (prvd veta o strednej hodnote). Nech f,g € Rla,b], pricom g(x) > 0 pre viethy = € [a,b]

(9(z) <0 pre vsetky x € [a,b] ). Oznacme M :=sup,e(, 4 f(2), m = infyepqp) f(2). Potom existuje p € R
také, Ze m<u< M a

[ sty =p [ oayar.

Ak funkcia f je maviac spojitd na [a,b], tak existuje c € [a,b]** také, e
b b
/ fx)g(z)de = f(c)/ g(z)de .
Specidlne, pre kaidi funkciu f € Rla,b] existuje Gislo p také, e m < pu< M a

[ @z = o

(¢islo p s touto vlastnostou sa nazyva strednd hodnota funkcie f na intervale [a,b])'5.

110. Najdite stredna hodnotu funkcie f na intervale I, ak:
1. f(z)=sin3z, [=1[0,7/3]; 2. f(z)=2%, T=10,1];
3. f(z)=+/x, I=10,100].

111. Nech funkcie f, g si spojité na intervale [a,b], nech g(z) > 0 pre vsetky z € [a,b]
(g(z) <0 pre vetky z € [a,b] ). Potom existuje ¢ € (a,b) také, ze

[ s@uterie=1te) [ gterde
Dokazte!

112. Urcte znamienko nasledujicich integralov:

2m 2
1. / 2198 sin z dx ; 2. / 327 dx ;
0 -2
1 P
3. 2?In z dx ; 4. / Sl ;
1/2 0 x
Var T
5. / sin 2 dz ; 6. cosedr, T >In(n/2).
V2r In(m/2)

Riesenie. 1.

27 T 27
/ 2158 sin z dz :/ x15ssinxda§+/ e8sinz dx |
0 0 T

pritom podla tvrdenia z pr. 111 (pre f(z) = «'°%, g(z) =sinz, x € [0,7]) je

T K
/ 8 sin x de = 6%58/ sinz de = 2¢}°®
0 0
pre niektoré ¢; € (0,7) a

2m 2m
/ 8 sinx dx = c%E‘S/ sinz de = —2¢3°®
K K

“moizno dokonca dokazat e ¢ € (a,b) (pozri rieSenie pr. 111)

Ypre spojitu funkciu f:[a,b] =R teda plati fab f(z)dz = f(c)(b — a) pre niektoré ¢ € (a,b), ¢o je vlastne
len ind formuldcia Lagrangeovej vety o strednej hodnote pre funkciu F(z) = fax f(t)dt




pre niektoré ¢y € (m, 27).
Pretoze ¢y € (0,7) a ¢ € (m,27), je zrejme 0 < ¢ < ¢2, a teda ¢}%® < ¢3%8. Preto

27
/ P8 sinx de = 2¢1%% — 2¢3°% < 0.
0

Poznamky. 1. Keby sme pri rieSeni pr. 112.1 pouzili namiesto tvrdenia z pr. 111 vetu 15, podarilo by sa
nam dokazat len nerovnost f027r 8sinz dr < 0 (z vety 15 totiz vyplyva iba ¢; € [0,7], ¢z € [7,27], odtial
0 < ey < e, ateda 2(c}?® — el%8) <0).

2. Nerovnost f027r 21%8sin 2 dz < 0 mozno dokazat aj na zaklade tvrdenia z pr. 76.2 (ktorého désledkom je
napokon aj tvrdenie z pr. 111): Pretoze f:w 28 sinzdr = — [ (z + 7)*8sinz de (staci pouzif substiticiu
z=t—m), je f027r e18sinzde = (= fow + f:w ) = foﬁ [#158 — (2 +7)1®®] sinz dz < 0 ; posledn4 nerovnost
vyplyva z tvrdenia pr. 76.1 (ktoré je $pecidlnym pripadom tvrdenia z pr. 76.2).

113. Vypocitajte limity:

1 n 1 d
1. lim T da ; 2. lim e ;
n—oo Jg 1+.T e—0 Jg (—:[E3—|—1
be d
3. lirgl_l_ f(x)—x , kde 0 <a<b, f[:]0,1]—R je spojitd funkcia ;
e— ae T
/2
4. lim sin” x dz
n—oo 0

Riesenie. 1. Podla vety 15 je

1 1
n 1
/ T de= /:L'"d:c: LI
0o 142z 1+en Jo 1+¢, n+1

. - 1 < o, ,
pre niektoré ¢, € [0,1]. Postupnost { } je ohranicend (¢, € [0,1] pre kazdé n € N, preto

1+Cn n=1
1
§§ T+ <1, neN) a nli_{rolon_}_lzo, preto
1
z" 1 1
lim dx = lim . =0.
n—co [y 14z n—oo \l4+c¢, n+1

114. Nech strednou hodnotou spojitej funkcie f:[a,b]— R na [ubovolnom intervale [, 8] C [a, b]
je vzdy to isté ¢islo k € R. Potom f(z) =k, = € [a,b]. Dokazte!

115. Nech pre spojita funkciu f:(a,b) — R a spojiti nezapornd funkciu g:[e,b] — R plati
fg € Rla,b]. Potom existuje ¢ € R také, ze

b b
[ f@(@)de = 1) [ g(a)da (24)
Dokézte!

Veta 16 (druhd veta o strednej hodnote). Nech f:[a,b] —R je montdnna funkcia, g € Rla,b]. Potom
existuje ¢ € [a,b] také, ze

/abf(:b)g(:v) dz = f(a) /ac g(x)dz + f(b)/cbg(gj)dm 16

1pre niektoré &pecidlne pripady dokazeme tiito rovnost v pr. 119 a 387



116. Dokdzte nasledujice tvrdenia:
1.

Nech ¢ € Rla,b], f:[a,b] = R je neklesajica funkcia, nech A < lim,_.y4 f(z), B >
> limg—p— f(2). Potom existuje ¢ € [a,b] tak, ze

/ab f(z)g(z)dz = ALCQ($)d$+B/Cbg(x)dx_

2p. Nech g € Rla,b], f:]a,b]— R je neklesajica (nerastica) funkcia a f(a) >0 ( f(b) > 0).
Potom

[ s@@yaz = 10) [ o(@yas

b c
( [ f@(@)de = 1) [ go)do ) (2.6)

pre niektoré ¢ € [a,b] (rovnosti (2.5) a (2.6) sa nazyvaji Bonnetove vzorce).

(2.5)

117. Pomocou druhej vety o strednej hodnote dokazte nasledujice nerovnosti:
b .
sin
1. / dz
. Vo

b
3. / sin z* dx

b .
4. / cos p(z) dx‘ < ﬁ , 0<a<b, kde ¢:[0,00) = R je dvakrat diferencovatelnd
a pla
funkcia, ¢"(z) > 0 pre vietky z € (0,00) a ¢'(0) > 0.

<

b1
, 0<a<ib; 20. /—e_‘”cosxd.:vg , O<a<b;
a T

2
a

N
- S

<

, O<a<b;

]
w

a

Riesenie. 1. Pre funkcie f(z) = 1/4/z, g(z) = sinz si na intervale [a,b] splnené vietky predpoklady
tvrdenia z pr. 116.2 (ktoré je §pecidlnym pripadom vety 16), preto

b c
1 . 1 / . 1
—sinzdr = — sinz de = —(cosa — cosc) .
/a Ve Va /, \/E( )

Pretoze |cosa — cosc| < |cosal+ |cosc| <2, je

b
/ 1 . d 1 | < 2
—SINrxrar| = —|CcoSad — COS C —_— .
a VI Va ~ Va
118. Dokézte rovnost
12
lim sinetdt =0 .
r—0o0

T

119. Nech g:[a,b]— R je spojita funkcia, nech derivicia f’ funkcie f:[a,b]— R je nezaporna
riemannovsky integrovatelnd funkcia definovana na [a,b]. Dokdzte za tychto predpokladov druhiu
vetu o strednej hodnote pouzitim integracie per partes a prvej vety o strednej hodnote!



2.5 Niektoré aplikacie Riemannovho urcitého integralu

Veta 17. Nech f,g :[a,b]— R si spojité funkcie a f(x) < g(x) pre vietky x € [a,b]. Potom plosnym
obsahom'™ mnoziny {(z,y) ERx R;a<z<b, f(z)<y<g(x)} je éislo

/a (9(x) — F(a))dr .

1208, Vypotcitajte plosny obsah ttvaru ohrani¢eného krivkami:
z? 3
9 y=2- 595 )
2.y=f(z)=2-42* 442> —2*, y=0, =2, z=ux9, kde xy, zy sibody lokdlneho
maxima funkcie f ;

1.y =

3.y=llogz|, y=0, z2=0.1, z=10; 4. y=arctg/z, y+22=0, z=1;
2
5. y=tgzx, y:§cosx, z=0; 6. y =arcsinz, y=arccosz, y=0;
T 37
7. = sin® 3 ’ :07 I:__v_:|;
Y = SIn" & + cos” x Y S 11
9 1
8. y=6z"—-5zx+1, y=cosmz, T € 0,5 ;
2?2y 4 2 2 2
9.5—}—[)—2:1; =z“(a” —z°);
2 _ o2 T T
11. y* =sin“x cosz, T € 33 ; 12. _1 z=0, y=0;
13. (y — arcsinz)? =z — 22 ; y—z+2)2=9y, z=0, y=0;

15. 22 + 2 =16, 22+ 9y? =4y, \/§y—x:4\/_, y+\/§$:4;
16. 22 + y? = 3a®, 2?=2ay, y®=2ax.
.2

Riesenie. 1. Krivky y = 27 & y= 2 — g% sa pretinaju v bodoch, ktorych z-ové siradnice najdeme

rlieSenim rovnice

z? 3
2 —9_Zp.
2 2"
. o, . , 3 x2 19 1 o,
tej vyhovuju éisla 1 = —4, 29 = 1. Pre vietky z € (—4,1) plati 2 — 51‘ > > . Utvar ohraniceny
. . z? 3. . z? 3 .
krivkami y = - @ y:2—§$ je teda mnozina {(z,y) e R xR ; -4 <2 < 1, - §y§2—§r} a jeho

plognym obsahom je podla vety 17 islo
1 72 2371
/ 2—§$—$— dzr = 2x—§x2—r— :§.
_a 2 2 4 6 ]_4 12

7korektna definicia pojmov plosny obsah rovinného ttvaru, objem telesa, plosny obsah povrchu telesa,
dlzka rovinnej krivky presahuje rdmec tohto textu, éitatel ju moze najst napr. v [10]
8ygetky parametre vystupujice v pr. 120-141 pokladdme za kladné
o . 3 z? } ,
Y¥spojita funkcia y = <2 — 51‘) -3 nadobuda nulové hodnoty len v bodoch #; = —4, x5 = 1, preto na
intervale (—4,1) nemeni znamienko; na zistenie jej znamienka na tomto intervale sta¢i najst funkénd hodnotu
v niektorom jeho bode




10. Rovnost y? = z%(a? — 2%) mozno upravif na tvar |y| = |z|va2 — 22, krivka y? = 2%(a? — 2?) je teda
zjednotenim grafov funkeii fi(z) = [z|Va? —2?, fa(z) = —|z[Va? — 22, pritom fl( ) > fo ( ) pre vsetky
z € [—a,a] 2°. Utvar ohrani¢eny krivkou y? = z?(a? — 2?%) je preto mnozina {(z,y) e Rx R; —a < z <

<a, —|z|Va? —2? <y < |z|Va? — 2?2} ajeho plosny obsah je
a a 1 a 2 _ ,.2\3/21¢
2| Va2 — 22 + |z|Va? — 2?) do =2 x az—azzdaz(:)él zvVa? —zidx =4 —u :éa?’
|z |/ Vv Vv
—a —a 0

3

(rovnost (1) vyplyva z parnosti integrandu — pozri pr. 93.1).

121. Vypocitajte plosny obsah krivociareho §tvoruholnika ohrani¢eného grafmi elips
2?/a® + y?/b? =1, 22 [V  + y* /e’ =1 (a > D).
m n

122. 1. Vypoditajte plosny obsah tej Casti dtvaru ohraniteného krivkami 3™ = = a
=z™ (m,n € N, m > n), ktord lezi v prvom kvadrante.
2. Vypotitajte plogny obasah celého tdtvaru!

n

Y

123. Vypodéitajte ploiny obsah dtvaru ohrani¢eného parabolou y = 22442 +9 a jej dotyénicami
v bodoch z1 = —3, 25 = 0.

124. Priamka sa dotyka paraboly v bode A, tetiva BC' paraboly je s fiou rovnobezna. Dokdzte,
7e plosny obsah tdtvaru ohraniceného tseckou BC a parabolou je 4P/3, kde P je ploiny obsah
trojuholnika ABC.

125. 1. Nech sa dané cisla p, ¢, b, pricom b > ¢g. Pre ktoré k£ € R je plo$ny obsah dtvaru
ohrani¢eného krivkami y = 2? + pz + ¢ a y = kz + b minimélny?

2. Kedy je plosny obsah ttvaru ohrani¢eného parabolou z% = 2py (p > 0 je dané) a normdlou k
nej najmensi?

(13) pre vietky z € [a,b]. Potom

Veta 18. Nech f,g : [a,b]— R si spojité funkcie, nech 0 < f(z) <
a<z<b f(z)<y< o)) okolo os

objem telesa, ktoré vznikne rotdciou mnoziny M = {(z,y) e R xR
Oz, je ¢islo

v [ (@) - ) da

Ak a >0, tak objem telesa, ktoré vznikne rotdciou mnozZiny M okolo osi Oy, je ¢islo

271'/ z(g(z) — f(z))dz 2L

126. Vypocitajte objem telesa, ktoré vzniklo rotaciou plochy ohranitenej grafmi kriviek

2\ 2/3

1. y:b(—) , x€]0,q], okolo osi Oz ;
a

2?2

_2_])_2:17 x=a+h okolo osi Oz ;
a

Pkrivku y? = 22(a? — 2%) mo#no samozrejme zapisat aj v tvare zjednotenia grafov inych funkcii premenne;
z (napr. gi(z) = zva?— 22, ga(x) = —xzVa? — z?), uvedené vyjadrenie nam vsak vyhovuje preto, lebo
fi(x) > fa(x) pre vietky z € [—a,a] a fi, fa st spojité funkcie

2y geometrickej interpretidcie potom vyplyva, ze pre spojitu rasticu funkciu f : [a,b] — R taku, zZe

a>0, f(a) >0, plati
b 1(0)
9 zf(2)de = b2—f_1'2d
[ = [ 0@

(porovnaj s pr. 137 a 143)



3. 2pz = y*, 2¢(a—2z)=19y" okolo osi Oz ;
4. 2pz = y*, 2q(x —a) = y? (¢ >p) okolo osi Oz ;
5. y=2z—2z%, y=0 a) okolo osi Oz ; b) okolo osi Oy ;
2
6. y = (E) , y=b|— a) okolo osi Oz ; b) okolo osi Oy ;
a a
2 -3 2
7. T + (v ) =1 okolo osi Oz ;
4 9
8. z? —zy+ 9yt =d? okolo osi Oz ;
9. y=cosz, y=—sa° okolo osi Oz ;
272
10.y=xz, y=z+sin’z, z=0, z=m= okolo osi Oy ;
a3
11.y:m, y=0, z=0, z=a okolo osi Oy ;

[3+3
12,y =2 3+ x’ xr=0, 2=2, y=6 okolo osi Oy ;
-

13. Yy = arcsinx, T = 17 Yy = —g OkOlO prlamky Y= g .

127. Torus je teleso, ktoré vznikne rotaciou kruhu (s polomerom a ) okolo osi leziacej v rovine
kruhu, ktorej vzdialenost od stredu kruhu je b (b > a). Ndjdite vzorec pre jeho objem!

128. Najdite vzorec pre objem zrezaného rotatného kuzela (rovina rezu je kolmd na os rotacie)
s polomermi zakladni R, r (r < R) a vyskou h.

129. Rovina kolma na os rotatného paraboloidu z neho odsekdva segment s polomerom zakladne
r a vyskou h. Vypocitajte objem tohto segmentu!

130. Vypukld s05ovka je ohranicend dvoma siosymi paraboloidmi, jej priemer (v rovine prieniku
paraboloidov) je D, hribka (v ich spolotnej osi) je h. Vypotitajte objem V 3osovky!

131. Parabolicky segment je ohrani¢eny oblikom paraboly a jej tetivou dfiky 2a, ktord je kolma
na os paraboly a je vzdialend h od vrcholu paraboly. Najdite objem telesa, ktoré vznikne rotaciou
tohto segmentu okolo tetivy!

Veta 19. Nech f:[a,b]— R je spojite diferencovatelnd funkcia. Potom dizkou krivky {(z,y) e R x R;

x € [a,b], y= f(x)} je ¢islo

[ ViFT@R .

132. Vypocitajte dizku krivky danej rovnicou

L.y=2a"% z€]0,4]; 2.y  =2px, z€[0,xz0];
1 1

3.90:13/2—51113/, y € [le];

4.y:2a111M—4\/a$, z € [0, zg) (zg < a);

Va—/z
5. y=Ve¥ —1—arctgve* -1, z€]0,1];

6. y:%(x\/a@?—l—ln(x—l—\/x?—l)) , z€ll,a+1];



.z =alp ——=— at oy —ya?—y?, yebal;

7

8. y = 2arctg —V1i—22, Jz|<a<1;

9.y_aln7x2, € [0,0] (b<a);
41

10.y=% v+12, ze[-11,-3]; 1. ¥ = & +1, z € [a,b] ;
er —

1
12. y =2z — 2?2 -1, 1‘6[1,1]; 13. y=Incosz, z€]0,a <a<z);
4. y=2/1+ex/2, m9<z<lInbd: 15. y= -2 —22, ze[0,1];

4
2 a’ 5 2/3 2/3 2/3
16. y° = , € |0,-al ; 17. 2%/° 4 y*/° = a®/" .
2a — 3
133. Vypocitajte dizku krivky y = vVcostdt.
—7/2
134. Vypocitajte obvod ttvaru ohraniceného krivkami y° = 22, y = v/2 — 22.

135. Vypocitajte dizku tej casti krivky 2%/ — ¢2/3 = ¢2/3

27az = 10/10 42 .

136. Nech M je bod refazovky y = ach(z/a), | jej dotyénica v bode M. Oznaéme M,
projekciu bodu M na os Oz a N projekciu bodu M; na priamku [. Dokaite, ze dlzka oblika
AM retazovky (kde A = (0,a) je vrchol refazovky) je rovnakd ako dlzka dseéky MN.

, ktora lezi vnutri paraboly

137. Nech f:[a,b]— R je prostd spojite diferencovatelnd funkcia, pricom /() # 0 pre vsetky
z € [a,b], f(b) > f(a). Potom

/\/1+[f’ 2dx—/ \/1+[ o) da .

Dokézte uvedent rovnost a interpretujte ju geometricky!

Veta 20. a) Nech f:[a,b]—R je spojite diferencovatelnd funkcia. Potom plosny obsah mnoZiny, ktord
vznikne rotdciou krivky y = f(x) okolo osi Ox, je ¢islo

271'/ [f(2)\/1+ [f'(2)]? da .

b) Ak naviac a > 0, tak plosny obsah mnoziny, ktord vznikne rotdciou krivky y = f(x) okolo osi Oy, je

¢islo
b
27r/ z\/ 1+ [f(2))? da .

138. Vypocitajte plosny obsah mnoziny, ktora vznikne rotaciou krivky
x .
1.y:x\/j, z € [0,q], okolo osi Oz ;
a

2.y =tgx, =x€ [O,g] , okolo osi Oz ;

3. y2 =2pzx, xz€]0,zq], a) okolo osi Oz ; b) okolo osi Oy ;



[02 _ o2
4.x:alnw—\/a2—y2, 0<b<Ly<a, okolo osi Oz ;
)

1
5.y = 2—((12—|—$2), z €[0,q], okolo osi Oz ;

a

1
6. y=—, z€]l,q], okolo osi Oz ;

T

55
— /a2 _ Q9 : :

7.3/_111(30 x 1), .706[4,3], okolo osi Oz ;

1, 1 .
8.y:1(x —2lnz), z€|-,e, okolo osi Oz ;

e
3
9. y:aarcsin\/g—l—\/x(a—x), T € [%,Za] , okolo osi Oz ;

1
10. y = 2 (arcsinx +aVv1- $2) , x€][0,1], okolo osi Oy .

139. Vypodéitajte plogny obsah mnozZiny, ktord vznikne rotaciou oblika refazovky y = ach(z/a)
odrezaného priamkou y = 5a/3 okolo tejto priamky.

140. Vypocitajte plosny obsah mnoziny, ktord vznikne rotéciou oblika kruznice z% + y* = a?

od bodu A = (a,0) po bod B =(0,a) okolo priamky z + a = y.

141. Najdite vzorec pre vypocet plosného obsahu povrchu segmentu rota¢ného paraboloidu
s vyskou h a polomerom ziakladne R.

142. Krivka y = cosz, & € [—m, 7], rotuje okolo priamky y = a. Pri akom « bude plony obsah
S mnoziny, ktora vznikne touto rotaciou, minimalny? Vypocitajte tento minimalny plosny obsah!

143. Nech f:[a,b] — R je nezdporna prostd spojite diferencovatelnd funkcia, pricom a > 0,

fla) < f(b), f'(z) #0 pre vsetky z € [a,b]. Potom

[ e R = [ i G

Dokéizte uvedent rovnosi a interpretujte ju geometricky!

Pozndmka (Newtonov integrdl a zovseobecnend primitivna funkcia). Pri rieseni prikladov 91.1 a 95.7 sme
sa stretli s pojmom Newtonov integral, preto na tomto mieste uvadzame jeho definiciu a niektoré zakladné
tvrdenia.

Nech F : (a,b) — R je primitivna funkcia k funkcii f : (a,b) — R, nech existuji konecné
limg_.q F'(2), limg_p F'(z). Newtonovym integrilom funkcie f na intervale (a,b) sa potom nazyva éislo

(N)/ f(x)dz = [F(2)]} := lim F(z) — lim F(z) .

z—b r—a

Pouzitim pojmu Newtonovho integralu mozeme vetu 11 (Newtonov—Leibnizov vzorec) sformulovat takto:

Nech f € Rla,b] a existuje (N) fab f(z)dx. Potom

[ swar=) [ serae.

Pojem Newtonovho integralu mézeme zovieobecnit, ak v jeho definicii pouZijeme namiesto pojmu prim-
itivnej funkcie pojem zov8eobecnenej primitivnej funkcie definovany nasledovne:



Spojita funkcia F' definovana na intervale I sa nazyva zovSeobecnend primitivna funkcia k funkcu f:I1—
R, ak existuje koneénd mnozina K C I taka, ze

Veel\K:F'(z)= f(z).
(V stvislosti s takto zovéeobecnenym pojmom Newtonovho integralu si véimnite pr. 87.)

Veta (integrdcia per partes pre Newtonov integrdl). Nech F, G : (a,b) — R si zovSeobecnené
primitivne funkcie k funkcidm f, g : (a,b) — R, nech ezistuje (N)f;F(x)g’(x)dr a konecéné
limg_.q F(2)G(2), limg_p F(2)G(z). Potom

/ F(£)G(z) de = [F(2)G(x))’ — (V) / P(2)g() da

Veta (substitucnd metdda pre Newtonov integrdl). Nech w je spojitd rijdzomonotdnna funkcia zobrazujica
interval (a,b) na interval (c,d) (a,b,c,d € R*); nech pre kazdé x € (a,b)\ K, kde K je koneénd mnoZina,
eristuje nenulovd vlastnd derivdcia w'(x ) Potom

/f 2) de = (N /f

ak aspon jeden z uvedenijch integrdlov existuje.

w/2 d: 1
Vyuzime teraz Newtonov integral pri vypocte / 7182 (pr. 91.1) a / arccos z dz (pr. 95.7):
0 1+sin”x 0
[Pt [ e [ [ e
0 1+sin?z 0 1+sinz 0 2sin’z + cos?z 0 2tg2:v+1_
_ tga =t _ _ ©odt 1 <
- ‘ dr/ cos? x =dt te ((0,7/2)) = (0, OO)‘ N (N)/o 14262 [E arctgﬁt] o

|
N

G=arccosz g =—1/v/1—2%2|

dx = [x arccos ]} + [—M](l) =1.

1 1
/ arccoszdz = (N) / arccos ¢ dx =
0 0

= [rarccosz]g+ (N

)/0 V1—x2
2.6 Dalsie priklady

144,. Nech {a,}5%, je prosta postupnost bodov intervalu [a,b], pricom a; = a, az = b. Nech delenie
D, intervalu [a,b] je vytvorené deliacimi bodmi ai,...,an,41 (usporiadanymi podla velkosti). Dokazte
nasledujice tvrdenie:

{D,}2%, je norméalnou postupnostou deleni prave vtedy, ked kazdy bod intervalu [a,b] je hromadnou
hodnotou postupnosti {a,}52,

145. Dokézte, ze pre kazdé ¢islo A € [0,1] a kazdi normalnu postupnost {D,,}°° ; deleni intervalu [0, 1]
existuje postupnost {S,}52, integralnych stiétov Dirichletovej funkcie x taka, ze Sy, je integralny sucet pri
deleni D, a lim,_.., S, = A.

146. Ak nekonstantnd periodicka funkcia f:R— R je integrovatelna na kazdom uzavretom ohrani¢enom
intervale I C R, tak f ma najmensiu periédu. Dokazte!

147. Ak f:[a,b] =R je ohranicend funkcia a f € Rla — ¢,b] pre kazdé ¢ € (0,b —a), tak f € Rla,b].
Dokézte!

148. Nech f : [a,b] — R je nezdpornd ohrani¢end funkcia, nech pre kazdé « > 0 je mnoZina
{z € [a,b]; f(z) > o} konetna. Potom f € R[a,b]. Dokazte!



149. Nech M C [a,b] je nekoneéne spoéitatelnd mnozina. Na [a,b] definujte funkciu f tak, aby bola
nespojita v kazdom bode mnoziny M a aby platilo f € R[a, b].

n—1
1 2" —1
150. Ogznatme K, := {2%, SRR Q—H}, n=20,1,2,..., nech E} := En\kL_JOEk, n € N; nech

{An 152, je ohrani¢ena postupnost realnych éisel. Definujme funkciu f:[0,1]—R predpisom

fz) = Ao, ak z€E;
@) =19 ¢ ak 2 €[0,1\U,.N Ex

Dokazte nasledujuce tvrdenia: §
lo. f € R[0,1] prave Vtedy, ked limy—oo A, =0 ;
2. ak feR[0,1], tak fo z)dx = 0.

151. Ohranicend funkcia f:[a,b] —R je riemannovsky integrovatelna prave vtedy, ked existuje normalna
postupnost {D, }°° , deleni intervalu [a, b] taka, 7e vSetky k nej patriace postupnosti integralnych siétov (tj.
vietky postupnosti {S,}5%, také, ze S, je integralny sicet funkcie f pri deleni D, ) konvergujui k tomu
istému ¢islu. Dokdazte!

152. Nech f:[a,b]— R je ohranicena funkcia. Dokazte, 7e nasledujice tvrdenia si ekvivalentné:

a) f € Ra, b];

b) pre kazdé ¢ > 0 a kazdé A > 0 existuje delenie D intervalu [a,b], pre ktoré sicet d dizok tych jeho
ciastocnych intervalov, na ktorych je oscilacia funkcie f vacsia alebo rovna A, je mensi ako ¢.
(Oscildciou funkcie f na intervale [a,b] sa nazyva éislo w(f, [a,b]) = sup ey 41 f(2) — infeepap) f(2).)

153. Ak f € Rla,b]a [a, 8] C [a,b], tak
B

lim [ [f(+h) = fa)]de =0

Dokazte!

154. Ak ohranicend funkcia f:[a,b] — R je nespojitd v kazdom bode intervalu [a,b], tak f & R[a,b].
Dokézte!

155. Ak ohranicend funkcia f:[0,1]— R je spojitd v kazdom bode z € [0,1]N (R \ Q), tak f € R[0,1].
Dokézte!

156. Nech A C R je ohrani¢ena mnozina. Definujme mnoziny A, n = 0,1,2,..., nasledovne:
A =4 . At = (A(”))/ (symbol B’ oznacuje mnozinu vsetkych hromadnych bodov mnoziny B).
Dokazte tvrdenie:

Ak niektora z mnozin A, n=0,1,..., méa Jordanovu mieru nula, tak aj A ma Jordanovu mieru nula.

157. Ak f:R— R je konvexna funkcia a g € R[0, 1], tak
1 1
([ arie) < [ ratoyas. (21)
0 0

158. Nech f:[a,b]— R je spojita funkcia a nech pre kazdu funkciu ¢ € R[a,b] plati f f(z)g(z)dz = 0.
Potom f(z) =0 pre vietky z € [a,b]. Dokazte!

Dokazte!

159. Ak f:[a,b]— R je spojitd nezdporna fukcia, tak
b 1/n
lim / f(x) de = max_ f(z).
n— o0 a z€[a,b]

160. Nech f:[0,7]— R je spojita funkcia, nech fo )sinz de = fo (z) cosz dx = 0. Potom funkcia
f nadobida aspon v dvoch réznych bodoch intervalu (0, ”r) nulovi hodnotu. Dokéazte!

Dokazte!



161. Ak f € Rla,b] a f(z) > 0 pre vietky = € [a,b], tak f; f(z)dz > 0. Dokaite!

162¢. Ak f, g € Rla,b] a f(z) > g(x) pre vietky z € [a,b], tak f; f(z)de > f: g(z) dz. Dokazte!

163. Ak f € Rla,b] a f(z) > 0 pre vietky x € [a,b], tak existuje interval [a,F] C [a,b] taky, ze
infe[a 5 f(x) > 0. Dokazte!

164. Nech f:[a,b]— R je nezdporna riemannovsky integrovatelna funkcia. Potom fab f(z)dz > 0 préve
vtedy, ked mnozina N := {z € [a,b]; f(z) = 0} nie je hustd v [a,b] (definiciu hustoty pozri v pr. 70).
Dokazte!

165. Nech f € Rla,b], f(z) # 0 pre vietky = € [a,b]. Potom fx & R[a,b]. Dokdite!
166. Ak f:[a,b]— R je spojitd konkdvna funkcia, tak

00l OO < [ <o-ar ().

Dokazte!

167. Ak f:[0,1]— R je spojite diferencovatelna funkcia a f(1) — f(0) = 1, tak

1
/ (f(2))*dz>1.
0
Dokazte!

168. Nech f:[a,b]— R je spojite diferencovatelna funkcia, oznacme

b n
Anim [ e =S g (a2
a k=1

Ngjdite lim, _o nA, !

169. Dokazte nasledujice nerovnosti:

1 20 1
1+z 43 1 n
1. 1 —dr < —; 2. 1- TTde <1
</0 15 290 J:<42, n+1</06 r <1l
1 27
3. 0.03</ dz < 0.05 .
o (e"+e ")W1+ a?

™
oL 4 37
170. Porovnajte élsla/ ST gy o g!
0

n 1</"d1:<n_11
k 1 xr k

171,. Dokazte nerovnost

k=2 k=1
a na jej zaklade rovnost
1 1
1+ B + 4=
lim —=— 7 -],
n—oo Inn

172. Vypoéitajte priblizne 15 +2°5 4+ ... 4 100° .
173. Najdite lim,_. o, Sy, ak

iy “ 1
1. Snz(sm )ZW

1
”:_ZZ (ne+k)(ne+k+1), 2>0;
k=




21/n 22/n Qn/"

s Ry R o

1y . 7 2\ . 2« n—1\ . (n—1)m
l+—)sin—+|{l+—)sin—+ -+ |1+ sin 3 ;
n n n n n n

5. 5, = (Zel/(""'k)) -n;
k=1

=~
~
I

" 1 , 1
6. Snzzcosm; 7.Sn:Zs1n\/m.

k=1 k=0
174. Vypocitajte integraly:
/2 Im — 1): /2 . ) 2
1./ Mdl" meN ; 2./ <51T1nr> de, neN;
0 sin 0 sin
-
3./ smnrdx, neN .
o sinz

175. Vypocitajte integraly:

1 2
1+ 1
1. /_1 % dz (pouzite substiticiu z — o= t);

b (1 —2%)dx
2 /a (I+22)V1+4 24 .

176. 1. Nech ¢:R — R je periodicka funkcia s periédou P, ¢ € R[0, P], nech f:[a,b] — R je spojita

funkcia. Potom )

lim f(@)p(nz)de =0.

n—oo
a

Dokazte!
2. Ak f:[a,b]— R je spojita funkcia, tak

o : 2 [
lim ) f(2)|sinnz|de = ;/a f(x)dx .

n— 00

Dokazte!
? 1
177. Vypocitajte / (1 +z— —) e*te dg
1/2 z

178. Pouzitim rekurentného vztahu vypoéitajte integral I = fol(l—xz)” dz , n € N. Na zéaklade ziskaného
vysledku dokazte rovnost
n
n/ (2ol

b= <1) + <2) <3> m+1 (2n+ DI

— . —_ n
3 5 7 + -+ (-1)

179. Viacnasobnym integrovanim per partes vypocitajte Eulerov integrdl
1
B(m,n) = / g™ 1 —z)"tde (m, neN).
0

Na zaklade ziskaného vysledku dokazte rovnost

& (-DF fn—1\ _ (m—1)l(n—1)!
Zk—}—m( k )_ (m+n—-1 ~

k=0




180. Dokazte rovnost

(m = 1)Yn — i -z, ak m, n € N si parne
/2 (m 4 n)!! 2
Ipn = / sin™ z cos” x dx =
0 (m— 1) (n- 1 ak aspon jedno z Ccisel
(m 4+ n)!! ' m, n € N je nepdrne

181. Na zéklade vysledku pr. 96.1 a nerovnosti sin®* ™!z < sin® z < sin®* "'z pre n € N a z € (0,7/2)

dokazte Wallisov vzorec:
. 1 (2n)!! o
lim = —.
n—oo 2n 4+ 1 \ (2n — 1)!! 2

182. Vypocitajte integraly:

w/2 w/2
1. K, = / cos™ zcosnz dz ; 2. L, = / cos" zsinnz dz .
0 0
183. Dokazte nasledujice rovnosti:
7l'/2 1 7I'/2
1. / cos® L rsin(a + Ve de = — ; 2. / cos® Lz cos(a+ 1)zdr =0 ;
0 o 0
7I'/2 2 7I'/2 : 2
30. / sin® g cos(a + D de = M ; 4q. / sin®~1 zsin(a + e de = M .
0 o 0 «a

184;. Nech a < a < # < b, nech funkcie f,g:[a,b]— R si n-krat spojite diferencovatelné a nech plati
Va € a,b]\ (o, 8) : f(z) = g(z) = 0.
Potom

[ r@ateyds = -1 [ 1@ ds

Dokazte!

185. Nech f € RJa,b] je kladnd funkcia. Potom existuje ¢ € (a,b) také, ze fac flz)dz = fcb f(z)de.
Dokézte!

186. Vypocitajte limity:

sin ©

1 n 1 \/tgtdt
1. lim—/ 1n<1+—)dr; 9. lim 0
n—o0 : r—0+ g
vny ve / Vsint dt
0

187. Nech f:(0,00)— R je spojitd kladnd funkcia. Dokéite, ze funkcia ¢:(0,00)— R dand predpisom

/0 f(t)dt

je rastuca.
188. Nech f:R — R je spojita funkcia. Rozhodnite, ¢i plati tvrdenie | Ak ffa f(z)dx = 0 pre kazdé
a > 0, tak f je neparna funkcia.®.

189. Spojita funkcia f je kladna na intervale [a,b] prave vtedy, ked plati
8
IA>0Ve,fER, a§a<ﬁ§b:/ fx)de > A(F —a) .

Dokazte!



190. Zostrojte funkciu f:[—1,1]— R tak, aby f € R[-1,1] a funkcia F(z) = f_xl f@)de, « € [-1,1],

nemala derivaciu sprava ani zlava v bode 0.
191. Ukdazte, ze funkcia F(z) = ffl sin(1/z)dz je diferencovatelna v bode 0.

192. Nech funkcia f:R— R je riemannovsky integrovatelna na kazdom intervale [a,b] C R, nech é > 0.
Definujme funkciu Fs5:R— R predpisom

Dokazte nasledujice tvrdenia:
1lg. Fjs je spojita funkcia;
20. ak f je spojitd, tak Fjs je spojite diferencovatelna;
30. ak f je n—krat spojite diferencovatelna, tak Fjs je (n + 1)-krat spojite diferencovatelna;
4. ak f jerastica (klesajica), tak aj Fjs je rastica (klesajica):
5. ak f je konvexna (konkavna), tak aj Fs je konvexna (konkdvna);
6. ak f je spojita, tak plati

Vg, ) CRVYe>036>0Vx € [a,b]:|f(z)— Fs(z)|<e.

193. Nech f:[a,b]— R je spojita funkcia, nech n € N a ¢ > 0 st dané. Potom existuje n—krat spojite
diferencovatelnd funkcia fe:[a,b]— R, pre ktord plati

Va €la,b]:|f(z)— f(z)| <e.
Dokazte!

194 (Steffensenova nerovnost). Nech pre spojitti funkciu g:[a,b] — R plati 0 < g(z) < 1, z € [a,b], nech

f:la,b]— R je spojitd rastica funkcia; oznac¢me [ := fab g(z)dz. Potom

a+1 b b
| swas [ raawacs [ s

Doké&zte!
195. Nech f:[0,1]— R je klesajiica funkcia. Potom pre kazdé ¥ € (0,1) plati nerovnost

z?/olf(m)dxg/oﬂf(m)da:.

Doké&zte!
196. Najdite lim,_, o fol nf(z)e™" dz, kde f:[0,1]— R je spojita funkcia.

197. Nech f,g:[0,1]— R st spojité neklesajtiice funkcie. Dokazte nerovnost

[ sep@as [ s [ @

198. Nech f:[a,b]— R je spojita funkcia, nech v kazdom intervale [a, 3] C [a,b] existuje prave jedno
cislo ¢ také, ze f(c) je strednd hodnota funkcie f na intervale [a, 8]. Potom f je rydzomonoténna funkcia.
Doké&zte!

199 (Schwarzova-Cauchyho—Bunjakovského nerovnost). Nech f, g € Rla,b]. Potom

(/ab f(x)g(x) d:n)2 < /abfZ(m) dz - /ab ¢ (z) da .

Dokazte!



200. Nech f, g € Rla,t], nech 0 < p < infoean f(£) < SUpserar F(2) < P, 0 < ¢ < infoean o(z) <
< SUPgefa) 9(7) < Q. Potom

(/ab f”)g(l‘)dfy (\/%+ \/%) 24 [ P [ @

201 ( Youngova nerovnosl). Nech f:[0,00)— R je diferencovatelnd rastiica funkcia taka, ze f(0) =0 a
limg_.co f(2) = 00; nech g:[0,00)— R je inverznd funkcia k funkcii f. Potom pre kazdé a,b € [0, 00) plati

Dokazte!

a b
ab < / fx)de + / g(z)da .
0 0
Dokazte! Na zaklade toho dokazte nerovnost

1 1
Vp>1l,¢>1;, —4+4-=1 Yu>0,v>0:uw< —+ —. (2.8)
P 9

202 (Hélderova nerovnost). Nech f, g € Rla,b], nech pre ¢isla p > 1, ¢ > 1 plati 1/p+1/q = 1. Potom
b b 1/p b 1/q
[ 1@ ds < ( [ isr dx) ( [ st dm) .
a a a
Dokéazte??!

203. Odhadnite hodnotu integralu I = fol V14 ztde
1. pomocou prvej vety o strednej hodnote;

2. na zaklade pr. 166;

3. na zaklade nerovnosti /1 +z% <1+ z%/2, =z > 0;
4.

pomocou Schwarzovej—Cauchyho-Bunjakovského nerovnosti.

*2zrejme $pecidlnym pripadom tejto nerovnosti je Schwarzova—Cauchyho—Bunjakovského nerovnost z pr.

199



