Chapter 4

Postupnosti a rady funkcii



4. Postupnosti a rady funkcii

4.1 Bodova a rovnomerna konvergencia
Nech je dana postupnost funkeii {f,}22; ', nech a € (|._, D(f,) (:={z€R;VneN :z€D(f,)}).

Hovorime, Ze postupnost {f,}5%, konverguje v bode a, ak existuje koneénd lim,_ o fn(a). Ak je mnoZina

D vsetkych tych ¢isel z € R, v ktorych postupnost {f,}°>; konverguje, neprazdna, nazyva sa funkcia g :
D— R, dané predpisom g¢(z) = lim,— oo fn(2), (bodovd) limita (limitnd funkcia) postupnosti {fn}5>, a oz-

nacuje sa lim,_ fn. Hovorime, Ze postupnost {fn}2, (bodove) konverguje na mnozine M (k funkcii f ),
ak {fn}o2, konverguje v kaidom bode z € M (a limp—o(fa|M) = fIM); funkcia f|M sa nazyva
(bodovd) limita (limitnd funkcia) postupnosti {fn}52, na mnoZine M. Namiesto lim,_(fn|M) = fIM
budeme pisat f, — f na M 2.

Ak je dand postupnost funkeii {f,}52, (k € {0,1,...}), pricom (),—, D(f.) # 0, nazyva sa symbol

> fu (alebo fi+ frqr+-- -+ fu+---) rad funkeil (funkciondlny rad). Ak je dany rad 5L fo !, nazyva
n==k
sa funkcia fj, resp.

Sp=fi+tfo+t +fr, keN,

k=ty élen, resp. k—ty ciastoény sicet radu y .. | fn. Ak existuje lim,_ S,, nazyva sa tato funkcia si-

cet radu Y . fo a jej definiény obor obor konvergencie radu .., f, °. Hovorime, ze rad Y .., fn

konverguje v bode a ((bodove) konverguje na mnoZine M, (bodove) konverguje na mnoZine M k funkcii f),

ak postupnost {S,}52; jeho éiastoénych siétov konverguje v bode a (konverguje na mnozine M, konverguje
na mnozine M k funkeii f). Zapis S, — f na M budeme spravidla nahradzat zapisom 3 .., fn — f na
M.

295. Najdite funkciu f = lim,_ o, f,, ak:

2
L Se) = g w205 2. fu(z)=a"—30" 200, 5 € [0,1]
3. fo(z) =sin"z 4 cos™ z ; 4. fo(z) = n’z*sin n23f|— o
5. fu(z) = (z — 1)arctgz™, z>0; 6. fu(z)=mn (351/” - xl/%) , >0

'z podobnych dévodov ako v kapitole 3 uvadzame definicie a vety spravidla len pre postupnosti, resp. rady
tvaru {fn}rolozl , Iesp. Ezo:l fn

*zapisme tu este rovnost lim, . (fn|M) = f|M pomocou kvantifikatorov:

Ve>0VaeMIAnge NVRneN, n>ng : |falz)— flz) <e

Zoborom konvergencie radu Erolozl frn Jje teda mnozina vsetkych tych # € R, pre ktoré ¢iselny rad
S, fa(z) konverguje



7. fulz)=n 2%, 2>0; 8. fulz) = % In na :
n

2 n
9. fu(z) = narcctgnaz®, z>0; 10. fn(z) = C/l +z" + (%) , >0;
1, ak z€[l/n, )
11. fu(z) =< -1, ak 2 €(—o0,—1/n] ;

1/n,1/n)

(_
_ 2. Ak zef0,277
12. fn(x) - { 0 , ak =z € (2—n7oo)

nr, ak z€

296. Nech {f,}°2, je postupnost funkcii definovanych na intervale (a,b), nech f, — f na
(a,b). Potom

1. ak {f,}5%, je postupnost neklesajicich funkcii, tak f je neklesajica funkcia;

2. ak {f,}°2, je postupnosi konvexnych funkcii, tak f je konvexnd funkcia.
Dokézte!

297. Najdite obory konvergencie nasledujicich radov:

! gnir 22%

3 ;2”5;121”35’ 412(:/1%)”6_71&”’
5.;%; 6.;%7 p> 0
7”;2(;1_)1 G;z)n 8';(1+x)(1+;€5)...(1+xn);
11. g% 1. ni::l 1f”xn _

298. Nech {f,}°2, je postupnost linedrnych* funkcii definovanych na R; nech a # b a rady
Yooty fula) a 302, fu(b) konverguji. Potom Y 02, f, je linedrna funkcia definovand na R.
Dokézte!

Hovorime, ze postupnost funkcii {f,}°2, konverguje na mnozine M rovnomerne k funkcii f (a zapisu-
jeme f, = f na M), ak plati

Ve>03dnoe NVneN, n>nVe e M : |fu(z) — fz)| <e °.

Ak pre postupnost {f,}52, aneprdzdnu mnozinu M C [\, D(f,) existuje funkcia f takd, ze f, = f na
M , hovorime, ze postupnost {f,}°°, konverguje rovnomerne na mnozine M.

“pripomeiime, 7e funkcia g sa nazyva linearna, ak jej predpis mo#zno pisat v tvare g(z) = az + b, kde
a,beR

®ak tento zapis porovname so zapisom z poznamky 2, vidime, ze v pripade rovnomernej konvergencie é&islo
ng zavisi len na Cisle €, tj. ng = ng(e), zatialco v pripade bodovej konvergencie zavisi toto ¢islo naviac aj na
z, tj. no = no(e,z); ak {fn}32, je Specidlne postupnost konstantych funkcii, f, = ¢, ,n €N, z € M, je
zrejme rovnomernd konvergencia postupnosti {f,}52; ekvivalentnd s existenciou kone¢nej lim, o ¢,



Hovorime, zZe rad 22021 fn konverguje rovnomerne na mnozine M (k funkcit f), ak postupnost

{8,152, jeho éiastoénych siétov konverguje rovnomerne na mnozine M (k funkcii f)®. Zapis S, = f
na M nahradzame zapisom .7, f, = f na M.

Veta 1. Ak f, = f na M, tak f, — f na M.

Veta 2. Postupnost funkcii {f,}5%,; konverguje na mnozine M rovnomerne k funkcii f prave vtedy,

ked
lim sup |fu(z)— f(z)]=0 7.

n—00 pcpf

Hovorime, Ze postupnosi {fn}°2, [rad .., fa] konverguje na mnozine M k funkcii f nerovnomerne

(konverguje na mnozine M nerovnomerne), ak f, — f na M [Y o, fo» — f na M], ale neplati f, = f na
M [, fa = f na M) (ak postupnost {f,}22; [rad Y~ f, ] konverguje na M bodove, ale nekonverguje
tam rovnomerne).

299. Nech {f,}°2, je postupnosi funkcii definovanych na mnozine M; nech pre funkciu
f:M — R a postupnost {c,}22; kladnych &fsel plati |f,(2) — f(z)] < ¢, (z€ M, n€EN) a
lim, .o ¢, = 0. Potom f, = f na M. Dokazte!

300. Zistite, ¢i postupnost {f,}°2, konverguje rovnomerne na mnozine M, ak:

1 sin n/x

1. fu(z) = , M =(0,00); 2. folz) = , M=10,00);
)= e M= (0,9) ) = S M= 0.)
1
3. fu(z) =sin —|2—nnx7 M=R;
n?z? | 2?
4. fn(.’E): mslnﬁ, 1 —[1700),
5. fn(x):sinz, M=R;
n
4
6. fn(av):n?’/2 (1—(:05 ﬁ) , M =][0,00);
n
7o) = 2 M =100
. n z - n—l—.r’ - 7m 7
8. fu(z) = arctgz + arctg2nz — arctgna a) M =1[0,1], b) M =[1,00);
2nx
- Jnl0)= T2 @) M=[0,10], b) M=[1,00);
T, ow
10. fo(z)= 22, M=(0,1);
fe = mE a=(0.0)
11. fn(x):li aA) M =[0,1-6, b)M=[1+600), )M=[1—61+6,1>6>0;
./LG

12. fu(2)
14. fu(z)

P A= (0,1) 13 fu(@) =\ 4 . M=R;
n
Vi+azr, M=10,2];
2z, ak = €10,1/n]
22/n—2), ak z€(1/n,2/n) , M=][0,00).
ak 2z €[2/n,00)

15. fu(z) =

S 33

®z poznamky 5 vyplyva: ak {f,}5%, je $pecidlne postupnost konstantnych funkcii, f, =¢,, n€ N, z €
. . . - ” o0 . ” . :
€ M, je zrejme konvergencia ¢iselného radu ) " ; ¢, ekvivalentna s rovnomernou konvergenciou funkecio-
, oo <. -
nalneho radu ) 7, f, na mnozine M
"tato rovnost v sebe ,automaticky“ zahfiia podmienku ,,poéinajic niektorym ng si funkcie |f, — f|
ohranicené“



RieSenie. 8. Ak postupnost {f,}32; konverguje na mnozine M rovnomerne k niektorej funkcii

f:M— R, tak podla vety 1 musi platit f = lim,_ o fu|M. Zistime preto najprv, ku ktorej funkcii kon-
verguje postupnost {f,}5%; na mnozine M bodove:

Pretoze limy_oarctgu = «/2, platia pre kazdé « > 0 rovnosti lim,_ . arctgne = w/2,
lim,, .o arctg 2nz = 7/2; pre z = 0 je lim,_ arctgnz = 0, lim,_ arctg2nz = 0; dalej pre kazdé
z € R je lim,_., arctg z = arctg z. Preto

arctgz +7/2 — w/2 = arctge, ak x>0
arctgz +0—0 =arctgz, ak 2=0

n—o00

f(z) = lim fu(z) = lim (arctg z+arctg 2nz —arctgne) = {

Teda f,(z) — arctgz na [0,1] a f,(z) — arctgz aj na [1,00).

Teraz treba zistif, ¢i postupnost {f,}52, konverguje na mnozine M k funkcii arctgz aj rovnomerne; na
to pouzijeme vetu 2. Aby sme nasli ¢isla sup,¢ar |fo(2) — f(2)] (pokial existuji), vysetrime pomocou prvej
derivacie priebeh funkcii f, — f:

n(1 — 2n?2?)
(1 4+ n222)(1 + 4n22?)’

(fa(z) — f(z))' = (arctg 2nz — arctgnz) =

teda funkcia f, — f rastie na intervale [0,1/v/2n] a klesa na intervale [1/v/2n,c0). Ak naviac uvazime, ze
(fn=0H(0)=0 a limy_co(fn(z)— f(2)) = 0, vidime, ze funkcia f, — f je na intervale (0,00) kladna.
Zaoberajme sa teraz pripadom a), tj. M = [0,1]. Z priebehu funkeii f, — f vyplyva, ze

sup |fa(z) = f(2)] = (fn = f)

1
—— | = arctg V2 - arctg
2€[0,1] (ﬁn)

1
V2
Potom ) )
lim sup |[fo(2)— f(z)| = lim (arctg V2 — arctg —) = arctg V2 — arctg — # 0 ,
n—=00 ;¢(0,1] n—00 \/§ \/§
¢o podla vety 2 znamena, 7e postupnost {f,}5%, nekonverguje na intervale [0, 1] k funkcii f(z) = arctga
rovnomerne. Pretoze f, — f na [0, 1], ale neplati f, = f na [0, 1], konverguje postupnost {f,}52,; na
intervale [0, 1] k funkcii f(x) = arctg« nerovnomerne.
Uvazujme teraz pripad b), tj. M = [l,00). Na intervale [1,00) je kazda z funkcii f, — f kladna a
klesajuca, preto

S[lllp )lfn(l) — f(@)] = (fa — /)(1) = arctg 2n — arctgn .
z€[1,00)

Potom

N =

lim sup |fa(z)— f(z)| = lim (arctg2n — arctgn) = =0,

n— 00 z€[1,00)

T
2
¢o podla vety 2 znamena, ze f, Zarctgz na [1,00).

Poznamky. 1. Nerovnost

VeeM : |fo(z)—f(z) <e¢

(ktora je ekvivalentna s nerovnostou
VeeM: fleg)—e< fule) < f()+e )

(e > 0 je dané ¢islo) ,,geometricky hovori“, ze graf funkcie f,|M ,lezi medzi“ grafmifunkeil f(z)—e, 2 € M,
a f(z)+e, x € M (hovorime tiez, ze graf funkcie fo,|M lezZi v e-pdse okolo (grafu) funkcie f|M). Ak
teda f, Z f na M, znamena to, Ze pre kaidy e-pas okolo funkcie f (& > 0) vieme najst no € N tak, ze
grafy funkeil f 41|M, fag42|M ... uZ lezia v tomto e—pése. Na obr. 1 je zndzorneny e-—pds okolo funkcie
f(z) = arctgz, € [1,00) pre € = 0.1 a grafy funkeil f,(z) = arctgz + arctg 2nz — arctgnz, z € [1,00),
pre n = 4,525 z ktorych prvy nelezi v tomto e-pase a zvysné dva v niom lezia.

Ak neplati f, = f na M (pricom M C D(f), M C(\,_, D(fn)), teda ak plati negécia tohto tvrdenia,
ktorou je vyrok

Je>0Y¥ngeNIneN, n>ngJaeg e M : |falzo) — flzo)| > €,

znamena to, Ze existuje e—pas okolo funkcie f (e > 0) s touto vlastnostou: akokolvek velké ng € N
zvolime, vzdy najdeme od neho vécsie ¢islo n € N tak, ze graf funkcie f,|M nelezi cely v tomto e—pése (t].
,,vysko¢i“ z neho aspon v jednom bode zy € M ). Vsimnime si teraz znova pr. 300.8a), v ktorom dokonca



obr. 1

plati, ze graf lubovolnej z funkcii fi, fa, ..., fa, ... nelezi cely v e-pase okolo funkcie arctgz, € [0,1],
pre 0 < ¢ < arctg/2 — arctg (1/+/2) = 0.3398... (z rovnosti supgenr [fn(2) — f(x)] = ¢ totiz vyplyva,
ze graf funkcie f,|M lezi v e—pése okolo f pre kazdé ¢ > ¢ a nelezi v Ziadnom z e—pdsov okolo f pre
0<e<c 8). Naobr. 2 je zndzorneny e-pas okolo funkcie f(z) = arctga, z € [0,0.1], pre ¢ = 0.1 a grafy
funkeil f,(z) = arctg x + arctg 2nz — arctgnz, « € [0,0.1], pre n = 25,50, 100, 250.

2. Nech je dané é > 0. Z priebehu funkcii f, — f, ktory sme vysetrili pri rieSeni pr. 300.8, vyplyva, Ze
postupnost {f,}5%; konverguje k funkcii arctg z nerovnomerne na intervale [0, 8] a rovhomerne na intervale
[6,00). Dokazeme to nasledovne: Pretoze lim,,_..(1/v/2n) = 0, musi existovat ny € N tak, ze 1/v/2n € [0, §]
pre n > ng (pripomeiime, ze v bode 1/v/2n nadobida funkcia |f,(2)—f(z)| = |arctg 2nz—arctg nz|, = > 0,
svoje maximum). Pre n > ng je teda

1
iy e =001 = =0 (7).

pre n > ng funkcia f, — f klesd na intervale [§,00) a je tam kladna, preto

sup |[fu(2) — f(2)] = (fa = F)(6) -

T€[5,00)

Potom

1
lim sup |fu(2)— f(z)| = lim (arctgﬂ — arctg —) = arctg V2 — arctg

1
—=#0,
n— rc[0,8] V2 V2

NN
|
NN
l
o

lim sup |fn(z)— f(2)] = lim (arctg 2né — arctg né) =

n—oo CL‘E[(S,OO)

8toto je myslienka dokazu vety 2



obr. 2

301y. Ak f, = f na M afunkcia ¢ je ohrani¢end na mnozine M, tak f,g = fg na M. Dokdzte!

302. Nech je dand funkcia f:[a,b]— R, definujme funkcie f,:[a,b]— R predpisom f,(z) =
= [nf(z)]/n, n € N (symbol [.] oznatuje celd ¢ast). Potom f, = f. Dokdzte!

303. Nech {f,}°2, je postupnost spojitych funkci{ definovanjch na intervale [0,1]. Rozhodnite
o platnosti nasledujicich tvrdeni:

1. ak f, = 0 na [0,1]NQ, tak f, = 0 na [0,1];

2. ak f, — 0 na [0,1]NnQ, tak f, — 0 na [0,1].

304. Nech pre kazdd postupnost funkcii {f,}°2, definovanych na danej neprazdnej mnozine

M plati implikacia ,,ak {f,}52, konverguje na M bodove, tak tam konverguje aj rovnomerne*.
Potom M je konetnd mnozina. Dokazte!

305. Zistite, ¢i nasledujice rady konverguji rovnomerne na mnozine M:

o0

1.236” a) M =[—q,q],kde 0<g<1, b)M=(-1,1);
n=0

> " =2z —1
2. (1—z)z", M=][0,1]; Y Tk
n=0

n=0

M =][1,00);

00 " wn—l—l R 1
4. — = M=]-1.1]: . M = .
z( n“), 1,1 Y e M0

[o.e]

6 Dt Doy M=)

n=1

306. Akrad > ;2 f, konverguje rovnomerne na mnozine M a funkcia g: M — R je ohranicend,
tak rad >°,2; ¢f, konverguje rovnhomerne na mnozine M. Dokdzte!

307. Dokazte tato nulnd podmienku rovnomernej konvergencie radu y .2, f,: Akrad > .2, f,
rovnomerne konverguje na mnozine M, tak f, <0 na M.

2. Na ziklade toho dokazte, ze nasledujice rady konverguji nerovnomerne na mnozine M:

o0

o] 2
T
E —ne M = (0,00) ; b g tg — M=R;
a) —~ € ’ ( ’ ) 3 ) <arc g ’Il) ’ 3

n=1



Zl—l—n2$3’ M =10,00) ; d)Z_:Q sm3n—w, M =(0,00) ;

> sin na
e) Z—, M =(0,7).
— (1 + nz)y/na

3. Uvedte priklad radu Yooy fn, ktory nekonverguje rovnomerne na intervale [0, 1], ale spl’ﬁa
tam nutni podmienku rovnomernej konvergencie.

Veta 3 (Cauchyho-Bolzanovo kritérium rovnomernej konvergencie). Postupnost funkcii {fn}52, konver-
guje rvnomerne na mnozine M prdve vtedy, ked plati

Ve>0 dIngé N VnmeN, n>ng, m>ng Ve € M : |fo(z) — fm(2)| <€

Specidlne pre funkciondlne rady mozno toto tvrdenie sformulovat nasledovne:
Rad Eroloﬂ fn konverguje rovnomerne na mnozine M prdve viedy, ked plati

Ve>0 dng €N VTLEN,TL>77,0 VPEN VeeM : |fn+1()—|—fn+2()—|——|—fn+p(I)|<€ (41)

308. Pomocou Cauchyho—Bolzanovho kritéria rovnomernej konvergencie dokazte, ze nasledujice
rady konverguji na mnozine M nerovnomerne:

> 2 —nz? _ . sin nx . .
1.Z.T€ ) j\/[—((),oo), 2. Zm, IW—(O,I),
B SEIC S L .

Riesenie. 2. Mame dokazat, e dany rad konverguje bodove na (0, 1), ale nekonverguje tam rovnomerne.
sin nx 1

5 5 @ z konvergencie ciselného radu
2n + n4zx x

Nech je dané z € (0,1), potom z nerovnosti ‘ <
n

- 1 IR | .

E (: — E —2) vyplyva podla porovnavacieho kritéria (veta 4 z odseku 3.2) konvergencia
z n

n=1

2,.2
sin ne

radu E P ey
n=1

dokézana bodova konvergencia nasho radu na intervale (0, 1).

a teda (podia vety 11 z odseku 3.3) aj konvergencia radu &fz Tym je
— 2n + nlzx

sin ne . L
nekonverguje rovnomerne na (0,1), dokdzeme pre f, =

Ab kazali, z d —
y sme ukazali, ze ra ;2n+n2$2

sin ne

) +nZg?

de>0VngeN IneN, n>ng IpeN Jz e M : |foy1(2) + fag2(2)+ -+ fagp(@)| >, (4.2)

a M =(0,1) vyrok

ktory je negaciou vyroku (4.1).

Nech je dané m € N, oznaéme ¢ (2) := fm(2) + frg1(2) + - + fam(z). Potom
1 2
. sin [ 14+ — sin [ 1+ —
<1) sin 1 n m n m -
Im | — =
1 2
m 2m 1 2(m+1)—|—<1+—) 2(m—|—2)—|—<1+—)
m m
n (1425
sin | 14+ —— .
m sin 2
_|_

2(m+ (m— )+ (14 22 Ty



Ak vyuzijeme nerovnosti sin(l + k/m) > sinl > 0 a 0 < 2(m + k) + (1 + k/m)? < 4m + 4
(odtial 1/[20m+k)+ (1 +k/m)?] > 1/4(m + 1)) pre k=20,1,2,...,m, dostaneme

k
sin(l—l——) sin 1
m A 24( sy pre k=0,1,2,...,m,
m
2(m+k)+<1+—)
m
a preto
1 > (m+ 1) sin 1 sin 1
m |\ — m = .
Im\m )| = Am+1) 4
Plati teda

VYmeN : ‘fm <%)+fm+1 <%>+"'+f2m <%>‘Z sizl’

odkial — ak polozime m = n 4+ 1 — dostavame

1 1 1 sin 1
N : |fa " n o n — >
Vne f+1<n+1)+f+2<n+1)+ +f2+2<n+1)‘_ 1
, . . . ., - sin 1 , .
Z tohto vyroku uz vyplyva tvrdenie (4.2): stadi zvolit ¢ = a pre dané ng polozit n = ng+ 1, p =
1
=n+2,z= .
n+1

309. 1. Nech {f,}°%, je postupnost spojitych funkcii definovanych na intervale [a,b]. Ak rad
>oney fn konverguje rovnomerne na (a,b), tak konverguje rovnomerne aj na [a,b]. Dokdzte!
2. Dokézte, ze rad > 2, z"sin(1/2") konverguje nerovnomerne na intervale (—2,2).

310. Akrad Y72, |fn| konverguje rovnomerne na mnozine M, tak na M konverguje rovnomerne

ajrad 3,2 fn. Dokazte!

Veta 4 (Weierstrassovo kritérium). Nech {f,}52, je postupnosi funkcii ohranicenijch na neprdzdnej
mnozine M, nech {c,}52, je postupnosi nezdpornych éisel takd, e |fo(2)] < ¢n, © € M, n € N. Ak
éiselny rad 3 7| ¢, konverguje, tak funkciondlny rad .., fn konverguje rovnomerne na M.

Rad "7, ¢, z vety 4 sa nazyva (¢iselny) majorantng rad k radu 3~ fa.

Poznimky. 1. Z predpokladov vety 4 vyplyva aj rovnomerna konvergencia (a teda aj konvergencia) radu
S |fa(z)| na M. Weierstrassovo kritérium teda nemozno pouzit na vysetrenie rovnomernej konvergencie
radu, ktory konverguje relativne aspon v jednom bode mnoziny M.

2. Najmensie mozné ¢islo ¢, vyhovujice nerovnosti |f, ()| < cn, x € M, je &islo sup,cp |fa(2)]. Ak
teda rad ) o, SUP e i |fa(z)| diverguje, nemozno na vysetrenie rovnomernej konvergencie radu y .., fa
na mnozine M pouzit Weierstrassovo kritérium.

3. Nazdklade tvrdenia ,,akrad )7, f, konverguje rovhomerne na mnozine M a g je funkcia definovana
na M, tak rad ¢ + E;O:l f» ° konverguje rovnomerne na M “ mo#no formulaciu Weierstrassovho kritéria
upravit do tejto podoby:

Veta 4°. Nech {f,}5°, je postupnosi funkcii definovanych na mnoZine M, nech erxistuje ¢islo ng € N
a konvergentny rad Effzno cn tak, Ze |fo(z)| < cn pre ® € M a n > ng. Potom rad Y .., fn konverguje
rovnomerne na mnozine M.

311. Pomocou Weierstrassovho kritéria dokazte, ze nasledujice rady rovnomerne konverguji na
mnozine M:

> 1 o0 72
LY ——, M=R; 2. ————, M=R;
n=1 $2 —I_ n2 n=1 1 + n3/2$2

°tj. rad .. , hn, kde hy =g, hy = f,—1 pre n > 1



w
(3]

|

3
8
=~
|

s
8

S—

5. 2 M=R; 6. Zln(lJr ) M =[~a,d];

n=1 VT nin’n
0 T i 2 —nx .
7;@’ MIR, 8Z$ ) [0,00),
Sz 1 n > ze~ "
9. —(1—|———3§) ., M =1[0,1]; 0. ——, M=R;
n n 3¢,
n=1 n=1/nln°(n+ 1)
> sin(y/z/n) > 2z
11. ——, M=[0,%); 12. arctg ——, M=R.
- ﬂ/xQ _I_ TL2 [ ) Z_: g $2 _I_ nS

RieSenie. 4. Z nerovnosti |sinu| < |u| pre u € R a In(l+4+u) <u pre u > —1 (pozri pr. 1.353 a

In (1—{— %)‘:ln (1—}—%) < % pre z € (0,00), odtial
1 x 1

v B e

rie§enie pr. 1.352.2) vyplyva |sin —‘ <— a

€ (0,00) . (4.3)

1
sin — - In <1+
nx

Pretoze rad Z konverguje (pozri vetu 5 z odseku 3.2), vyplyva z nerovnosti (4.3) na zdklade Weier-

nf

o0
" . 1 x )
strassovho kritéria rovnomerna konvergencia radu E sin —1In [ 1 + — | na intervale (0, c0).
n=1
o0
z

7. Bude nas zaujimat konvergencia majorantného radu E sup (pozri tiez poznamku 2 za

n= 1xeR‘1+n4 ?
si neparne, plati supxeR|fn(1‘)| = SUDPye([0,00) |fa(2)], na

vetou 4). Pretoze funkcie f,(z) = ﬁ
niz

najdenie ¢isla sup,epo oo) |fa(z)| staéi vysetrif priebeh funkcie f, na intervale [0, c0):

/
x 1—ntz?
folz) = a2 | — 4,2)2
1+ niz (1 + nta?)
preto f, rastie na [0,1/n% a klesa na [1/n% c0). Z rovnosti f,(0) =0 a limgz_e fu(z) = 0 vyplyva, ze
fn je nezdpornd na [0,c00). Preto

1 1
sup [fu(2)l = _sup U@l =Fu () = 55
zeR z€[0,00) n n
7 konvergencie radu Z oz (pozri vetu 5 z odseku 3.2) a z nerovnosti
x 1
— | <—, z€R, neEN,
‘ 1+ n*2?| — 2n?
= x
vyplyva podla Weierstrassovho kritéria rovnomerna konvergencia radu Z —— na R.
1+ n4z?

312. Nech {f,}°2, je postupnosi monoténnych funkcii definovanych na intervale [a,b], nech
ciselné rady Y o2y fu(a) a >, f.(b) absolitne konverguji. Potom rad ) .., f, konverguje
rovnomerne na [a,b]. Dokazte!



313y. Nech {f,}°2, je postupnost funkcii definovanych na intervale [0,1] predpisom

0, ak € [0,27 (1]

falz) = 1 sin?(2"*rz), ak 2 € (270D 27" | peN.
n
0, ak € [277,1]

Potom rad Y%, f, konverguje rovnomerne na [0, 1], ale nemozno ho tam majorizovat konvergent-
nym &iselnym radom (tj. neexistuje konvergentny rad ) o2, ¢, taky, ze |fu(z)| < ¢, pre z € [0,1]
a n € N).

Hovorime, #e postupnosi funkcii {f,}52, je rovnomerne ohrani¢end na mnozine M (0 # M C

C Nnzy D(fa)), ak plati

AK>0VrneN Ve eM : |fo(zx)| < K.

Veta 5 (Abelovo kritérium). Nech postupnosti funkcil {fn}s2, a {gn}s>r; vyhovuji nasledujicim pod-
mienkam:
1. rad ZZO:1 fn konverguje rovnomerne na mnozine M;

2. postupnost {gn}S>, je rovnomerne ohranicend na mnozine M a pre kaidé * € M je postupnost
{gn(2)}°, monoténna.

[e) . ..
Potom rad 3", | fagn rovnomerne konverguje na mnoZine M.

Veta 6 (Dirichletovo kritérium). Nech postupnosti funkcii {f,}32, a {gn}>>, vyhovuji nasledujicim
podmienkam:

1. postupnost ¢iastoénijch sictov radu Zzozl fn je rovnomerne ohrani¢end na mnoZine M;

2. 9, 20 na M a pre kazdé x € M je postupnosi {g,(z)}52, monoténna.

Potom rad Y .7 | fagn rovnomerne konverguje na mnoZine M.

Poznamky. 1. Z viet 5 a 6 vyplyvaju — ak za M zvolime jednoprvkovi mnozinu — vety 13 a 14

z odseku 3.3.

2. Formulaciu Abelovho kritéria moino upravit podobne ako sme upravili formuldciu Weierstrassovho
kritéria (pozri vetu 4°):

Veta 5°. Nech postupnosti funkcit {f,}152, a {g. 5%, vyhovuji nasledujicim podmienkam:

1. rad Zzo:l fn konverguje rovnomerne na mnoZine M,

2. existuje ng € N tak, Ze postupnosi {gn}ff:no je rovnomerne ohranicend na M a pre kaZdé x € M je
postupnost {gn(x)}flo:no monoténna.

o) . ..
Potom rad 3, | fagn rovnomerne konverguje na mnoZine M.

Rovnako mo#no upravit aj formuléciu Dirichletovho kritéria.

314. Dokazte, ze nasledujice rady konverguji rovnomerne na mnozine M:

1 i D"y (0,00) 2 i (-2 M = [-10,10]
. ) = y 00) 3 0- ——— M =[-10, )
n=1 LT N = Vn?+te”
= (1) S
3. " M =10,1]; 4. — M=1]1 .
nz::l T, [ > ] ’ 0 nz_:l n "+ 1 s [ 700)

315. Ak rad 3,7, a, konverguje, tak Dirichletov rad Y ;2 (a,/n”) konverguje rovnomerne na
intervale [0, 00). Dokdzte!




316. Rozhodnite, ktoré z nasledujicich radov konverguji rovnomerne a ktoré nerovnomerne na
mnozine M:

(a1 e
Z ., M =[-1,3]; 2.y ——— ., M=R;
* (3n+1)3 — 1+ n°a?
3. Z — <m , M je obor konvergencie daného radu ;
—n\w
00 0 "
4.3 ———, M=(0,00); 5.3 =, M=R;
nl(l—l—nw2 — n!
= cos nz sin(1/nz) L (—1)ntlemne
6. , M =(2, ; 7. —, M =0, ;
nz::l 4+ In? nz (2,00) nz::l n [0;00)
= >, sin x sin nx
8. Z e sin nt, M=R; 9. —, M =10,00);
n=1 - Vvnt=w
10. Z SRR )M =[e,2r—¢], kde 7>e>0, b)M=]0,2n];
— n

11. Z — 111

a) M =(0,1), b) M =(1,00);

12.2‘/—255111% a) M =1[0,1], b) M =[0,00):
nzln n
a 1
13. Y 2"tg————  a) M =[0,6], b) M =(6,00);
—t 1+ 37z
i X T
4.5 — % _arctg~, M=R.
nzzzl1—|—n%v4ar€gn7

4.2 Niektoré vlastnosti rovhomerne konvergentnych postupnosti
a radov funkcii

Veta 7. Nech a € R* je hromadny bod mnoziny M. Ak f, = f na M a pre kazdé n € N 10 existuje
koneénd limy_.q fo(x) =: Ay, tak existuje koneénd lim,_.o A, a plati

lim f(z) = lim A,

r—a 7 — 00

(je teda opravnena nasledovnd zadmena poradia limit:

lim lim f,(z)= lim lim f,(z) ).

T—a n—0o0 n—oo r—a

Désledok. Ak f, = f na M a kazdd z funkcii f,, n € N, je spojitd na mnozine M, tak je na mnoZine
M spojitd aj funkcia f.
V pripade radov funkcii mozno tieto tvrdenia sformulovat nasledovne:

Veta 7°. Nech a € R* je hromadny bod mnoZiny M. Ak rad Y . | fn konverguje rovnomerne na M a
pre kazdi z funkcii f, (n € N) extstuje koneénd limy_q fr(z) = Ay ', tak rad Y )| Ap konverguje'? a

;igi_jlfn(x) = X_len

Onamiesto ,,pre kazdé n € N“ sme mohli predpokladat aj ,,poéinajic niektorym ng “
"na rozdiel od vety 7 tu uz nestaéi predpokladat ,,poéinajic niektorym ng existuji koneéné limg_ 4 f(z)“

2konvergencia radu E,olozl A, vyplyvanapr. aj z uvah pouzitych pri rieseni pr. 309.1




(je teda opravnend zdmena poradia znaku sumadcie a limity:

[ee]

lim Y fa(e) =) lim fu(e) ).
n=1 n=1

Dosledok. Ak kazdd z funkcil f,, n € N, je spojitd na mnoZine M a rad Y ., fn konverguje
rovnomerne na M, tak funkcia Ezozl fn je spojitd na mnoZine M.

317. Najdite limity:

o0 1 X (-1 n+1 n
1. lim Z ; 2. lim (=D R ;
z—0+ — 2nn® z—1 — n "4+ 1
00 2 00
3. lim Z S 4. lim Z(m” — 2"ty
el n=1 1 —I_ Jn(zn —I_ 1)$2 ’ el n=1

318. Uréite definiény obor nasledujicich funkcii a vysetrite ich spojitost:

2. In"a >

L f(z) = Z_: U 2. f(z)= z_: ze™ T
3. f(z)= i_o: % ; 4. f(z) = i_o: e cosna
s =3 (v 1) 6 1) = 3

Riesenie. 5. Na ndjdenie defini¢ného oboru funkcie f (tj. na vySetrenie bodovej konvergencie radu
S0 (¢ +1/n)™) pouzijeme najprv Cauchyho kritérium (veta 7’ z odseku 3.3):

(=+3)

preto dany rad konverguje pre z € (—1,1) a diverguje pre z € (—oo,—1)U(1,00). Pre x =1 a # = —1 nie
je splnend nutna podmienka konvergencie (limy,_—oo(l +1/n)" = e #0 a limyp_(—1+ 1/n)" neexistuje,
pretoze pre a, = (=1 4+ 1/n)” = (=1)"(1 — 1/n)" je limp—coazr = 1/e, limp_co aar—1 = —1/e). Rad
o2 (z+ 1/n)" teda konverguje len pre z € (—1,1), preto D(f) = (—1,1).

Ukézeme teraz, 7e funkcia f je spojitd v kazdom bode a € (—1,1) (tj. ze f je spojitd). Nech je teda
dané a € (—1,1); zvolme ¢ > 0 tak, aby platilo —1 < a —¢ < a4+ ¢ < 1. Na intervale (a —¢,a + ¢)
konverguje rad Y - (z+ 1/n)" podla Weierstrassovho kritéria rovnomerne ( |(z+1/n)?| < (|a|+ &+ 1/n)"
pre ¢ € (a —e,a+¢e) 3 rad Y07 (Ja| + &+ 1/n)"* konverguje podla Cauchyho kritéria) a kazda z funkcii
fa(®) = (x4+1/n)", n € N, je tam spojitd, preto podla dosledku vety 7’ je na intervale (a —e,a+¢) spojita
aj funkcia f =) .7 fu. PretoZe a je vnitorny bod intervalu (a —e,a+ ¢), vyplyva zo spojitosti funkcie f
na intervale (a — ¢,a + ¢) spojitost funkcie f v bode a 1.

Uvedena tuvaha plati pre kazdé a € (—1,1), preto je funkcia f spojitd v kazdom bode intervalu (—1,1) =
= D(f).

Pozndmky 1. Na intervale (—1,1) konverguje rad 3 -, (z+1/n)" nerovnomerne (nie je splnend nutna
podmienka rovnomernej konvergencie z pr. 307.1:

1 n
e+
n
Pzrejme (a —e,a+¢) C (—(Ja|+¢€),|al| +¢) apre z € (—(|a| + ¢),|a| + ) — tj. pre |z| < |a|+ & — iste
plati |( + 1/n)"| = [z + 1/n]" < (Je| +1/n)" < (la] + &+ 1/n)"
*tiito dvahu mozno sformulovat nasledovne: ak a je vnutorny bod mnoziny G C D(f) a funkcia f je
spojitd na mnozine G, tak f je spojitd v bode a (pozor: hoci toto tvrdenie posobi tplne primitivnym
dojmom, je v iom predpoklad ,,a je vnitorny bod mnoziny G podstatny)

n .
= 11m
n—00

lim
n— 00

1
n

lim  sup

n— oo :L‘E(—l,l) n— 00

= lim (1—1—%)”:67&0 ),




preto pri vySetrovani spojitosti funkcie f nemozeme pouzit dosledok vety 7’ na celom intervale (—1,1)
,,naraz“.

2. Na zéklade myslienok z rie§enia pr. 318.5 mozno désledok vety 7’ zoveobecnit:

Hovorime, ze rad Zzozl fn konverguje lokdlne rovnomerne na mnoZine M, ak pre kaidy bod a« € M

existuje také jeho okolie O(a), ze rad >..-, f, konverguje rovhomerne na M N O(a).
Plati toto tvrdenie: Ak kaZdd z funkci? f,, n € N, je spojitd na mnozine M a rad Y .| fn konverguje
lokdlne rovnomerne na M, tak funkcia Ezozl fn je spojitd na mnozine M.

319. Nech {f,}2%, je postupnosi funkcif spojitych na intervale [a,b],nech f, = f na [a,b]. Ak
{2,}5%, je konvergentnd postupnost prvkov z [a,b] a lim, .. z, = z, tak lim,_., fo(2,) = f(2).
Dokazte!

320. Nech {f,}°2, je postupnosi funkcii rovnomerne spojitych na mnozine M. Ak f, Z f na
M, tak f je rovnomerne spojita na M. Dokdzte!

321. Mbze postupnost nespojitych funkcii rovnomerne konvergovat
1. k spojitej funkcii? 2. k nespojitej funkcii?
322¢. 1. Ukdate, ze rad Y00, (nze™" — (n — 1)e~("~1)%) konverguje nerovnomerne na [0, 1], ale

jeho stcet je spojity na [0, 1].
2. Ukazte, ze {f,}22,, kde

1 1 ’
0, ak $¢[n+1’5]

je postupnost spojitych funkcii, ktord konverguje nerovnomerne na R, ale jejlimita je spojita funkcia.
323;. 1. Uvedte priklad postupnosti funkcii {f,}°2, definovanjch na intervale [0,1], ktord
konverguje na [0, 1] nerovnomerne k funkcii f, pricom
a) kazda z funkcii f,, n € N, je spojitd a funkcia f je nespojitd;
b) kazda z funkcii f,, n € N, je nespojitd a funkcia f je spojitd;
c¢) kazdd z funkcii f,, n € N, aj funkcia f si nespojité.
2. Rieste t1 istd dlohu pre pripad radu ) 2, f, a jeho sictu.

Veta 8. Nech f, = f na [a,b] a kazdd z funkci f,, n € N, je riemannovsky integrovatelnd na [a,b].
Potom f € Rla,b] a plati

b b
/ f(z)dz = lim fo(z)de

(teda je opravnend zamena poradia integralu a limity:

n—oo

b b
/ le fa(z)de = lim fa(z)de ).

Veta 8°. Nech {f,}°2, je postupnost funkcii definovanijch a riemannovsky integrovatelnyjch na inter-
vale [a,b]. Ak rad 5.7, f, konverguje rovnomerne na [a,b], tak aj funkcia .., fn je riemannovsky

integrovatelnd na [a,b] a plati
b [ o 00 b
/ (E fn(x)) dr = Z (/ ful() dr) . (4.4)
a n=1 n=1 a

Ak funkcie f,, n € N, aj funkcia -

n—1 Jn su riemannovsky integrovatelné na [a,b] a plati rovnost
(4.4), hovorime, ze rad > ", fo mozno na intervale [a,b] integrovatl élen po élene.




324. Vypoditajte integraly:

In5 2 OO
cos? nx
Z ne T dx ; 2. / dx .
In2 = n‘|‘1)

1 1
325. Na zéklade vypoctu integralov 5/ "1 = 1)* dt néjdite sicet radu
0

326. Nech {f,}°%, je postupnost funkcii definovanych a riemannovsky integrovatelnych na
intervale [a,b], nech mnozina M C [a,b] ma Jordanovu mieru nula. Ak si¢tom radu ) .2, f, je
ohranicend funkcia f a jeho konvergencia je rovnomerna na mnozine [a,b]\ M, tak ho mozno na
intervale [a,b] integrovai élen po ¢lene. Dokdzte!

327. 1. Ukdite, ze rad $.°%,(22(*+1) — 227) konverguje nerovnomerne na [—1,1], ale mozno ho
tam integrovat ¢len po ¢lene.

2. Ukdzte, ze hoci vsetky ¢leny radu (1 — )3 02 (n(n+ 1)z" ! — (n — 1)nz""?) aj jeho sicet
st spojité na intervale [0, 1], nemozno tento rad na intervale [0, 1] 111tegrovaf clen po ¢lene.

328,. Ukdzte, ze postupnost {f,}°2,, kde f,(z) = n“ze "
1. konverguje na intervale [0,1] bodove pre kazdé a € R;
2. konverguje na intervale [0, 1] rovnomerne len pre a < 1;
ale
3. rovnost lim, .o fy fu(z)de = [ lim, o, fu(z)de plati pre vietky a < 2.

Veta 9. Nech definicnym oborom funkei f,, n € N, aj ich prvjch derivdcii je ohraniéeny interval I. Ak
1. postupnost {f,}>, konverguje aspori v jednom bode a € I

a

2. postupnost derivdcii {f' 15, konverguje rovnomerne na I
tak

a) postupnost {f,}°°, konverguje rovnomerne na I
a

b) funkcia g = lim,_o f,, je derivdciou funkcie f =lim, oo fo.

Ak funkcia Y7, f, akazda z funkcii f,, n€ N, je diferencovatelnd v bode a € R (na intervale 1) a

plati
(2n) @
n=1 n=1

( (Efn) () fi(@), wel 1 )

hovorime, ze rad Y .., f, moino v bode a (na intervale I) derivoval ¢len po élene.

I I

NSERINIE
o]
S

Pre pripad funkcionalnych radov mozno vetu 9 sformulovaf nasledovne:
Veta 9°. Nech {f,}5°, je postupnost funkcii diferencovatelnyjch na ohranicenom intervale I. Ak
1. rad 5,7, fn konverguje aspoii v jednom bode a € I

o0 .
2. rad ), fh konverguje rovnomerne na I,

tak rad Erolozl fn konverguje rovnomerne na I a mozno ho tam integrovat élen po élene.

ak I =[c,d], I =[c,d) alebo I =(c¢,d] tak v bode ¢, resp. d ide o prislusné jednostranné derivacie



329. Dokdizte, ze postupnost {f,}°2, konverguje rovnomerne na mnozine M :
1
lo. fo(z) = —, M=1[1,2];
o fulz) = cos - 1,2)
1
20. fulz)=nln (1—|— —) , M =1Ja,b],a>0;
ne
1
3. fulz)=narctg—, M =][1,10];
nx

do. fu(z)=n (i — arctg 2 M =]0,1].

)

Riesenie. 3. Vyuzijeme tvrdenie a) vety 9; mnozina M = [1,10] je ohraniéeny interval, postupnost

1 (oo}
{n arctg —} konverguje iste v bode z = 1€ M:
n=1

ne
1 tg (1
lim narctg — = lim arctg (1/n) _ 115 (4.5)
n—00 n  n—oo 1/n
i ’ : n’e? ~ 17 : i :
postupnost  {f/}°L,, tj. Tonia? , konverguje podla vety 2 na intervale [1,10] rovnomerne
niz 1
k funkcii g(z)=1, z €[1,10] :
lim sup |fi(z)—g(z)]= lim su ! = lim Lo 0
n—00 :ce[l,plo] n g - nﬁoo:ce[l,plo] 14 n2x2 T nSeo 1 + n? -

T . B 1\~ .
Su teda splnené vsetky predpoklady vety 9, podla jej tvrdenia a) postupnost {n arctg —} konverguje
nx
1

rovnomerne na intervale [1,10].

derivaciou funkcie f :

Pozndmka. Podla tvrdenia b) vety 9 je funkcia g( ) =1, [1,10],
z 4+ C. Pretoze — ako Vyplyva

r

:= lim,— ful[1,10], preto predpis funkcie f musi maf tvar f(z)
1

z rovnosti (4.5) — f(1) =1, je C =0. Teda narctg — =z na [1,10].
ne

S

330. Dokdite, ze nasledujice funkcie st diferencovatelné v kazdom bode svojho definiéného oboru
a ich derivdcia je spojitd funkcia:

L )= Y 2 fo)= Y EU

2 1
n=1 ot
> sin nx = (=1)"z
3. f(z) = _ 4. f(x) = .
(2) nz::anIHQ(n—l—l)’ (2) nz::ln—l—:v
... o . (=D"x . .. L
RieSenie. 4. Definicnym oborom funkcie fn(:v) = o je mnozina R\ {—n}, pre kazdé z €
n

konverguje podla Leibnizovho kritérial®, preto D(f) =

EﬂD(fn R\{-n;neN} radz

=R\{-n;neN}=(-1, D —n—1,—n).

t
arcgu:1

u—0 u .
1"keby sme sa chceli striktne pridizat znenia vety 9, v ktorej je definiénym oborom funkeii f, a f,, n € N,
interval I, tj. v nasom pripade interval [1,10], mah by sme vlastne uvazovat postupnosti {f,|[1,10]}°,,

resp. {fp[1,10]}5%,
8pozri vetu 12° z odseku 3.3, pre dané z je postupnost {

pripomenme, Ze lim

[e.0]
monoténna, ak ng+x > 0
n+z no



1)z . .
Pomocou vety 9’ teraz ukazeme, ze rad Z 7) mozno derivovat ¢len po ¢lene v kazdom bode a €

n—+x
n=1
€ D(f). Nech je teda dané a € D(f); zvolme ¢ > 0 tak, aby (a —¢,a +¢) C D(f). Na ohranicenom
intervale (@ —e,a + ¢) sd splnené vietky predpoklady vety 9”:
1. rad E;O_l fn konverguje dokonca v kazdom bode intervalu (a—¢,a+¢) (pretoze (a—e,a+¢e) C D(f));

o0

1H” 1 .
2. rad E fn(z) = E (=1 ~(1+ Tn)? konverguje na (a—e, a+¢) rovnomerne podla Abelovho kritéria
n z/n
n=1
1) B 1 o0
(pozri vetu 5’; rad ng_l T) konverguje rovnomerne na (a —¢,a +¢) '° a postupnost {m} .

je rovnomerne ohranicend a monoténna pre kazdé z € (a —e,a+¢), ak ng > —a—1).
Podla vety 9’ mo#no teda rad Y7, f, derivovat na intervale (a —¢,a +¢) ¢len po ¢lene:

:foll Z x—}—n , z€(a—e,a+te). (4.6)
n=1

n=1

7 diferencovatelnosti funkcie f na intervale (a—¢e,a+e) vyplyvajej diferencovatelnost v bode a 2°, hodnotu
f'(a) ndjdeme dosadenim z = a do (4.6). Kedze tieto ivahy platia pre kazdé a € D(f), ma funkcia f
derivaciu v kazdom bode svojho definiéného oboru a plati

N~ (=D
_nz::l GEE (4.7)

Spojitost funkcie f' dokdZeme podobne ako v pr. 318.5: kazda z funkcii f/(z) = ((_+) g je spojita na
r+n
intervale (@ —e,a+ ¢) (Cisla a, € maju ten isty vyznam ako predtym) a — ako sme uz dokazali — rad
Yoo, fi konverguje rovnomerne na (a —¢,a +¢); preto funkcia f' = En 1 I de podla désledku vety 7’
spojita na (a—¢,a+¢), a teda iste spojitd v bode a. Kedze a bol lubovolny bod mnoziny D(f) = D(f'),

je funkcia f’ spojitd v kazdom bode svojho definiéného oboru.

Poznamky. 1. Rad nz_:l = nz_:l ( n) - T+ 2/n) konverguje rovnomerne na kazdom z intervalov
(-=1,00), (=2,-1), ..., (=n —1,—n), ... (moZno to dokazat pomocou Abelovho kritéria rovnako ako
v rieSeni pr. 330.4). Na ohranicenych intervaloch (-2,-1), (=3,-2), ..., (—m —1,—n), ... sl preto

splnené vietky predpoklady vety 9°, na kazdom z tychto intervalov mozno teda rovnost (4.7) dokazat pre
véetky jeho prvky ,mnaraz“. Na zaklade vety 9 vsak tito rovnost nemézeme dokazat ,naraz“ pre véetky
prvky intervalu (—1,00), pretoze (—1,00) je neohranicend mnozina.

[e 0]

2. Funkcia f(z) = E ( _1_) je spojita (pretoze ma kone¢ni derivaciu v kazdom bode svojho defini¢ného
n+z

n=1
oboru); vysetrime teraz charakter jej bodov nespojitosti, ktorymi si véetky prvky mnoziny {—n; n € N}.
Nech je dané k£ € N, k > 1; napisme funkciu f ako stcet troch funkeii:

f= an+fk+ Z fa -

n=k+1

Kazda z funkcii f,, n € N\ {k}, je spojitd na (—k—1,—k+ 1), preto je na (—k —1,—k + 1) spojitd
aj funkcia EZ: fn (ako sicet konecného poctu funkeif spojitych na (—k —1,—k+ 1) ); zo spojitosti funkeif
fal(=k—=1,—k+1), n >k, azrovnomernej konvergencie radu Ezo:kﬂ fo na (=k—1,—k+1) (ta vyplyva
z Weierstrassovho kritéria alebo z vety 9°) vyplyva podla dosledku vety 7’ spojitost funkcie Erolo:kﬂ fn
na (—k —1,—k + 1). Kedze funkcie Ek_i faoa Yoo 41 fn st spojité na (—k — 1,—k + 1), je iste
limx_,_k(Z: 1fn( )+ 3 k41 fa(z)) koneéna; sicasne

(—1)kr_{ —oco, ak k je parne

oo, ak k je neparne

lim fy(z) = lim

r——k+ c——k+ k4 z

¥9pozri poznamku ©
*°pri tejto uvahe vyuzivame, 7e a je vnutorny bod intervalu (a —&,a + ¢)



oo, ak k je parne
oo, ak k je neparne

lim fk(ff):{ _

r——k—

Preto

k—1 00
. . - k %k jepa
im f() = g13+[(§fn<x>+ > fn<x>)+fk<x>] {7k e

n=k+1 ’

bl

lim f(r):{ oo, ak k je parne

T——k— —oo, ak k je neparne

teda —k je bod nespojitosti 2. druhu. Podobne mo#no postupovat pre k = 1.

331. 1p. Dokézte nasledujice tvrdenie: Nech funkcie f, ,n € N, si k-krat diferencovatelné na
ohrani¢enom intervale I (k€ N). Ak
(i) kazdy z radov Y o2, fﬁbm) ,m=20,1,...,k, konverguje aspon v jednom bode intervalu [
a
(ii) rad k-tych derivacii > o7, fék) konverguje rovnomerne na I,
tak rad 327, f. konverguje rovnomerne na intervale I a mozno ho tam k-krat derivovat ¢len
po clene (tj. pre m = 1,...,k plati rovnost (32°0, f,)0™)(z) = 300, fém)(x), xel; ak I =
= [¢,d], I = [c,d) alebo I = (¢,d], ide pre & = ¢, resp. & = d o prisludné jednostranné derivacie).
2. Dokazte, ze nasledujice funkcie su spojite diferencovatelné:
=1 = 2
W) fa)= Y bo) f(x) = Do e
n=1 n=1
332. Ak kazdd z funkcii f,, » € N, mda primitivnu funkciu na intervale [a,b] a f, = f na
[a,b], tak f ma tiez primitivnu funkciu na [a,b]. Dokdzte!

337. Rozhodnite o pravdivosti tychto tvrdeni: Nech funkcie f,,n € N, sd diferencovatelné
na neohrani¢enom intervale I, nech rad Y o2, f/ konverguje rovnomerne na I a rad Y oo, f,
konverguje aspon v jednom bode « € I. Potom

1. rad ;2 f., konverguje rovnomerne na I;

2. rad > ;2 f, mozno na intervale I derivovat ¢len po clene.

. 1
334. 1. Ukazte, ze postupnost {f,}22,, kde f,(z) = —arctgnz , konverguje na R rovnomerne
n

k diferencovatelnej funkcii f, ale f/(1) # lim, o f2(1).
2. Zostrojte postupnost {f,}2, diferencovatelnych funkcif a funkciu f:[-1,1]— R tak, aby
fn = f na [—1,1], a pritom neexistovala f'(0).

4.3 Mocninové rady

4.3.1 Polomer a interval konvergencie mocninového radu. Zdakladné vlastnosti
mocninovych radov

Rad funkcii (premennej z ), ktory ma tvar
(o0}
> an(z —a)", (4.8)
n=0

kde a € R a {a,}5%, je postupnost realnych &sel, sa nazyva mocninovy (potenény) rad (so stredom a ).
n 21

Cisla a,, n=0,1,..., sa nazyvaju koeficienty radu Yorl o an(z —a)

. . , . - , . . . A o0 _ . ., . .
*'pri niektorych zapisoch ¢leny s nulovymi koeficientami ,,vypadnd®; napr. > anz??~ ! je zapis mocni-

nového radu so stredom 0, zodpovedajiiceho postupnosti koeficientov 0, a1, 0, az, 0, az, ...



Veta 10. Ak rad Eff:o ant™ konverguje v bode ty # 0, tak konverguje absolitne v kaidom bode intervalu
(_|t0|1 |t0|)

Désledok. Pre mocninovy rad (4.8) nastane prdve jedna z nasledujicich moznosti:

a) ezxistuje R >0 tak, Ze rad (4.8) konverguje absolitne v kaidom bode x € (a — R,a+ R) a diverguje pre
z€(—o0,a—R)U(a+ R, 0);

b) rad (4.8) konverguje absolitne na R;

¢) rad (4.8) konverguje len v bode a.

Ak nastane pripad a), nazyva sa ¢&islo R polomer konvergencie radu (4.8) a interval (a — R,a + R)
interval konvergencie radu (4.8); v pripade b) sa nazyva polomerom konvergencie radu (4.8) ¢islo R = oo a
Jjeho intervalom konvergencie interval (—oo,c0); v pripade ¢) za polomer konvergencie radu (4.8) povazujeme
¢islo R =10 22,

Pri hladani polomeru konvergencie R sa najcastejSie pouzivaju nasledujice tvrdenia

23.

Veta 11 (Cauchy, Hadamard). Nech r :=limsup,_  ¥V/|an| (€ R*). Potom pre polomer konvergencie
R radu (4.8) plati:
1/r, ak reR?*
R= o~ , ak r=20

0 , e r=c

Veta 12. Ak pocinajic niektorym ng je an # 0 a existuje lim (e R*), tak pre polomer

n—o00

Ap 41
konvergencie R mocninového radu (4.8) plati

R= lim |-

n—o00

An 41

335. Najdite (pokiaI existuje) interval konvergencie mocninového radu:

= (n+1)(z—-2)"

OO SEACEEEE 22 o

n=0
‘ n=0 n+ 5 ’ ‘ n=1 ’
5 Zan2$n, a>0; 6 ZQIH n( 3)n’
n=0 n=1
LS () ey
‘ n=1 ' n ’ ‘ n=1 TL2 ’
o~ 2" cos(3mn/4) < (. n?
9. T 10. — - 3)".
; - " ; 7;) (sm on (z )

336. Nijdite obor konvergencie mocninového radu:

3

s nt 4+ 3
2. 2)"
Y CEENAE

-
Nk
3"

3
Il
—

n! .
4, Zn!x :
n=0

2y pripade a) sa nemusi obor konvergencie D radu (4.8) zhodovat s jeho intervalom konvergencie — rad
(4.8) moze totiz konvergovat aj v niektorom z bodov a — R, a+ R, pripadne v obidvoch — vo vSeobecnosti
platia len inklizie (¢ — R,a+ R)C D C [a— R,a+ R]

*tie si odvodené z Cauchyho a d’Alembertovho kritéria (vety 6" a 7’ z odseku 3.3), pri hladani R mozno
samozrejme pouzivat aj dalie kritéria z kapitoly 3

Il
—

w
(]2
—_]
N |3
= |-
S [ —
— (V)

&

3

n




! o0
5.Z£xn, a>0; G.Zsin(\/n—l— —Vn)(z+1)";
n=0

(z+1)" . 3n—2 >
7. | ; 8. Va—1)z™, >1;
N GalTE Lam e

> IN" > 1 N,
9'Z<1+;) x’ 10.Z<1+§—I----—I—;)x ;

n=1 n=1

11. _ 1D 12. e >b ;
nz:; n ('r—l_ ) Y ;an_}_bn? a_ >O7
= 34 (-1 = (2n)!

13. S 2T 14. 5 2,
nz::l n = (2n+ D!

337g. Pre dané R € RS’ U {oc} zostrojte mocninovy rad s polomerom konvergencie R.

338. Nech > °2,a, je relativne konvergentny rad. Najdite polomer konvergencie R radu
Sl ana™.

339. 1. Nech polomery konvergencie radov ) 2 a,z” a > ..~ gb,a" st Ry a Ry Aky je
vztah medzi R;, R, a polomerom konvergencie R radu Yortolan +by)z™, ak

a)}h,>ARg? b)}h,I‘RQ?

2. Nech polomer konvergencie radu 3.°2; a,z” je R € R{ U{oo}. Aky je polomer konvergencie
r radu

a)Zafbx” (keN)? b)Zanask” (keN)?
n=0 n=0

3. Nech {a,}°%, je postupnost nenulovych éisel a existuje lim
n—00

, nech k,m € N. Potom

41
pre polomer konvergencie R radu 3.°% a,z*"*™ plati

Qp,

R = lim f

n—oo

41
Dokazte!

340,. Uvedte priklad mocninového radu, ktorého oborom konvergencie je interval

1. (-1,1); 2. (-1,1];
3. [-1,1); 4. [-1,1] .
341. 1. Ak pre polomer konvergencie R radu ) .2, a,z™ plati R > 1, tak lim,_. a, = 0.
Dokazte!
2. Ak pre polomer konvergencie R radu Y .2, a,z”™ plati R < 1, tak {a,}.2, je neohranicend
postupnost. Dokézte!
3p. Uvedte prikald mocninového radu Y oplq apz™ s polomerom konvergencie R =1 takého, ze
a) lim a, =0; b) lim a, =a € R\ {0} ;

¢) lim a, = o0 .
n—00



Veta 13. Nech rad (4.8) md nenulovy polomer konvergencie R, nech r € (0,R). Potom tento rad
konverguje rovnomerne na intervale [a —r,a + 7).

Veta 14. Ak rad (4.8) md polomer konvergencie R € R* a konverguje v bode a+ R (v bode a — R), tak
konverguje rovnomerne na intervale [a,a+ R] (na intervale [a — R, a])?*.

(o] (o]

Veta 15. Rady Z an(z —a)", Z

n=0 n=0

n l(cv —a)"t! Z na,(z —a)*~' maji rovnaky polomer konver-
n

gencie.

Z tychto viet mozno na zaklade viet 8°, 9 a désledku vety 7’ odvodit nasledujiice tvrdenie:

Veta 16. Nech rad (4.8) md nenulovy polomer konvergencie R. Potom
a) Punkcia f(z) =Y ., an(z —a)® je spojitd v kazdom bode oboru konvergencie D radu (4.8)%°
b) Rad (4.8) mozno integrovai élen po ¢lene na kaidom intervale [c,d] C D, Specidlne

:/xf(t)dt:/x (ian(t—a)") dt:i/xan(t—a)"dt:ian%, reD %
a a n=0 n=0v4a n=0

¢) V kazdom bode x € I, kde I je interval konvergencie radu (4.8), md funkcia f derivdcie vsetkych
rddov; hodnotu f*)(z) (k€ N, z € I) mozno ndjst k-ndsobnym derivovanim radu (4.8) élen po élene:

fE () = (Z an(z — a)") = Z (niilk)' an(z—a)"*, z€l, keN. (4.9)

n=0 n=k
°© !
Ak R € Rt a rad Zni an(x — a)" % konverguje pre x = a+ R (& = a— R), tak funkcie
— (n—k)!
£, ..., f®) si definované aj v bode a+ R (v bode a — R) a v tomto bode plati tieZ rovnosi (4.9).

342. Integrovanim ¢len po clene ngjdite sucty radov:

o0 o0
1.an”; 2. Znn—l—l
n=1
o0
n(n+2) ,
3. E omn 5 4. Z 3n—|—2 :
n=1
Riesenie. 1. Polomer konvergencie daného radu je R = 1 (na jeho vypocet sme mohli pouzit ve-

1 n
= 1)ajvetu 12 (R = i
o U ) vetu 12 e |

v krajnych bodoch intervalu konvergencie (—1,1))rad Y .. na™ diverguje (nie je splnend nutna podmienka
konvergencie). Defini¢nym oborom funkeie f(z) =37, nz™ je teda interval (—1,1).
Zapisme predpis funkcie f v tvare

tu 11 (R = = 1)); vbodoch =1 a 2 = —1 (tj.

f(z) = zg(2)

o0
g(z) = Z nz" 1
n=1

Stucet radu Y .7, nz"~' najdeme integrovanim élen po élene:  podla tvrdenia b) vety 16 je fun-
keia G(z) =Y ., [ t"~tdt =) ", " primitivna k funkcii g, pritom sicet radu Y .7, 2" (ktory je geo-
metricky pre kazdé z € R) uz pozname:

kde

> x 1
= " = =-1 ze(—1,1).
Zl 1—=z +1—;L" z€ (=11

n=1

**a — ako vyplyvaz vety 13 — na kazdom intervale [a—r,a+R], — R<r < R ([a—R,a+7r], —R<r < R)
2%tj. v kazdom bode svojho defini¢ného oboru, ¢o znamena, ze f je spojita funkcia
*pripomeriime, 7e podla vety 14 z odseku 2.3 je F' primitivna funkcia k funkcii f, pricom F(a) =0



Odtial dostavame

9(z) = G'(z) = (—1—1— 1 1;5) _ (1_1:6)2 , we(—11),
a teda

;nxn = ag(z) = T ze(—1,1).

Pozniamka. V uvedenom postupe sme mohli namiesto integrovania ¢len po ¢lene pouzit samozrejme aj
derivovanie ¢len po élene:

an _IZM ®, (im")/:x<lfx)l:(lj$)2, ze(=1,1),

n=1

pritom rovnost (*) vyplyva z tvrdenia c) vety 16.

343. Derivovanim ¢len po ¢lene najdite sucty radov:

o] T n—1 00 24n—l—1$4n—1
1 —_— 2. _;
nz::l 2n o 1 ’ nzz:l 4n —I_ 1 ’

o0 (_1)n—l—1$2n

5 3 CUe O
— n(2n-1) (n+2)

RieSenie. 4. Polomer konvergencie daného radu je R = 1, pricom v bodoch =1 a 2 = —1 tento

rad konverguje. Defini¢nym oborom funkcie f(z) = m je teda interval [—1,1].
n(n
Aby sme nasli sucet radu Z ——— budeme sa podobne ako pri riefeni pr. 342.1 snagit postup-
‘ n(n+2)

nymi tpravami dospiet k mocninovému radu, ktorého stiéet ui pozname (zatizﬂ st pre nas takymi radmi len
geometrické rady, neskor — s Taylorovymi radmi — sa pocet mocninovych radov, ktorych sucty pozname,
ZVACST).

Pretoze — LY lati pre @ € [~1,1) ;

retoze —— = — [ — — ati pre = € [— rovnos
nn+2) 2\n n+2/)’ platip ’

1(@) = 5(h@) ~ (@)

kde

0 n

f1<x):§_jl%, falw) = z_jlni?

).

[ee]
. o x
(uvedend rovnost nemoze platit pre # = 1, pretoze v tomto bode rady g —, g
—n — n

0 n
z . . . ; : .
Sucet radu Z — uZ moZeme najst derivovanim élen po ¢lene: podla tvrdenia c¢) vety 16 pre z €

n=1

€ (—=1,1) ((=1,1) je interval konvergencie radu E r—) plati
n
n=1
o0 ! (o] 1
_ ﬁ _ nh=1 _
-(£5) -Ee e

Preto pre z € (—1,1) je

fl(fﬁ):/ ! de=—In(l—2)+C;

1—2



pre hladand funkciu f; plati f1(0) = 0 (hodnotu f,(0) sme vypocitali dosadenim 2 = 0 do radu Z T ),
n

n=1
odtial C =0 a
filz)==In(1-2), ak ze(-1,1) 27 (4.10)
. O pn
T hladaj icet rad : ' —1,1),  #0 plati
eraz hladajme suce rau§n+2 pre z € [-1,1), 2 #0 plati
1
fa(@) = = 9(2)
x
kde
oo mn—+—2
2 g t? .
a sucet radu E ) uz mozeme najst derivovanim ¢len po ¢lene: pre z € (—1,1) (tento interval je
n
n=1

o $n+2
intervalom konvergencie radu E 5 ) plati

n=1

© 2
/ _ nt1 ¥ 1
ro=(E00) =X =il

preto
1 z?
g(z) = —x—1—|—m dm:—;—x—ln(l—x)—l—c, ak ze(-1,1),

a pretoze z rovnosti g(0) = 0 vyplyva C =0, je
22
g(x):—7—m—ln(1—x), ak ze(-1,1) 28
1 1 1 In(l-ux) ’
fz(z)_x—2g(x)_—2—x— pra. ak ze(-1,1), 2#0. (4.11)
Pre z € (—=1,1)\ {0} teda plati

1 S 1/1 1 (1-2a?)In(l—a)
f@) = j0) - @) = 5 (345 - 200 . (412
Zostava najst sticet radu re z=0,2z=1 a #=—1; zacnime pripadom z = —1. Podla
) nz:l (n T 2) p prip
tvrdenia a) vety 16 je funkcia f(z Z spojitzi v kazdom bode svojho definiéného oboru, ktorym

7’L
n=1

*"mohli sme tiez pouzit rovnost fi(z) = fl(O)—l—fOx f'(t)dt, pri hladani predpisu funkcie f; na z € (—1,1)
sme mohli rovnako dobre pouzit aj integrovanie ¢len po ¢lene:

:nz::f% Z/ =1 g — /Ox(rétn—l)dt:/ox%:—ln(l—x)

»rovnako aj pri hladani predpisu funkcie g pre z € (—1,1) sme mohli pouzit tvrdenie b) vety 16:

+2 2 Ry " & . T 42 . z? )
= t" t = t" t = —dt=—— —2 — 1-—
2 ;/0 /0 ; /0 1—1 g —e-inll-2)




je interval [—1,1], preto

Zﬂ:f(—l):xiir_nlj(z): lim 1<%+1—(1_;’“‘2)111(1_13));

— n(n +2) e—=—14 9 z 22
1/1 1 1—2?)In(1 -
pretoze elementarna funkcia 3 <§ + —— ( ") 2( w)) je spojita v bode —1, je jej limitou v tomto
x x
bode funkénd hodnota; to znamend, ze rovnost (4.12) plati aj pre z = —1.

Rovnako zo spojitosti funkcie f v bode 1 vyplyva

r—1— r—1— r—1— x r—1—

;ﬁ:m)_ lim f(z)= lim %(%—}—i)—(lim “21)(11111 (1-@1@1-@):%-2.0:%

(pri vypoéte limy_;_(1—=2)In(1—=2) sme pouzili ’Hospitalovo pravidlo, ostatné limity sa najdu dosadenim)?°.

Zostal pripad z = 0, v ktorom sa zaobideme bez vypoétu limity (hoci samozrejme podla tvrdenia a) vety
(0]

:L,TL
16 aj tu plati f(0) = lim,_.o f(x)): dosadenim z = 0 do radu ——  dostavame f(0) =0 3°.
j tu plati £(0) 0 f(@)) EEMn+m £(0)
Celkovo teda
1/1 1 (1-2%)In(l-2)
f(f'?)zz_:lm: 0, ak z=0
" 3 ak z=1
4’ o
Poznamky. 1. [’Jvahu, ktorti sme pouzili na dokaz rovnosti (4.12) v bode z = —1, moino sformulovat

nasledovne:

Ak pre x € (—a,a) plati rovnost S o ana™ = f(z), pricom funkcia f je spojitd v bode a (v bode —a)

arad . apxz™ konverguje v bode a (v bode —a), tak uvedend rovnost plati aj pre x = a(x = —a).
> 2" 2t
2. V rieSeni pr. 343.4 sme uviedli staéty radov — a ktoré konverguji na intervale
: rador 32 03T (ons mvera

n=1 n=1
[-1,1)), len pre z € (—1,1) (rovnost (4.10)), resp. z € (—1,1)\{0} (rovnost (4.11)). Z tvrdenia uvedeného
v poznamke 1 vyplyva, Ze rovnosti (4.10) a (4.11) platia aj pre # = —1, okrem toho zrejme f»(0) = 0.

344, Najdite sucty c¢iselnych radov:

0 (_1)n+1 00 n—}—l
1. —_—; 2. ;

2_: n k Z 2n—1 "’
n=1 n=1

3. — 4. —_ .
712::1 3n nZ::l n(2n + 1)

. = 1
*hodnoty f(1) a f(—1) sme v tomto pripade mohli néjst aj bez pouzitia vety 16: nz:l m =

Iex /1 1 = 1 1 1 1 1
:—E - — to n—ty sucet rad g ——jeSy==-|1+--——, N,
P ( n+2) , preto n—ty sucet ra unzln(n+2) Je 2( —1—2 ] n—}—?) n e

: 3 : . S - (=D 1
odtial Z (n+2) = lim S, = 1 analogicky mozno postupovat pri dokaze rovnosti Z —_ = =

e 1(1 1 (1—:c)ln(1—1‘)n>:0

H

PR 2

Osnazivy Gitatel si moze preverit platnost rovnosti lim 13
rz—0



)n-{-l

o1 konverguje podla Leibnizovho kritéria a plati
n—

Riesenie. 2. Rad E

n+1

y OO Qn_l =9(1),

n=

—_

kde funkcia g je dana predpisom
n+1

Z:: n—l "

- (_1)n+1 2n—1

7 konvergencie radu Z o1 x v bode 1 vyplyva podla vety 10 jeho konvergencia na intervale
n—
n=1

31 . . . o~ (=D ;

(=1,1) %', Na tomto intervale mozno suéet radu Z o1 © najst na zaklade vety 16: pre z €
n—
n=1

(=1,1) je

- (DT / 12 / S - / dt

z) = z nrtr =24t = —)rHrR ) dt = = arctgz .

g(z) nz_:l om—1 Z o nz_:l( ) 1y arctg

o~ (),

n—1

Funkcia g je podla tvrdenia a) vety 16 spojita v kazdom bode oboru konvergencie radu Z o1 © ,
n p—
n=1
teda aj v bode 1, preto
o n+1 T
3= = i ot = i o= 3

n=1
(na dokaz rovnosti g(1) = arctg 1 sme mohli pouzit aj tvrdenie z poznamky 1 za riesenim pr. 343.4).

Poznamka. Postup, ktory sme pouzili pri rieSeni pr. 344.2, sa spravidla formuluje ako samostatné
tvrdenie:

Ak rad EZOIO a, konverguje, tak ETOLOIO a, = limg_.q_ ET(ZO:O apx"
345. 1. Uvedte priklad mocninového radu Yomlgapa™, pre ktory existuje konetna
limg_y- > 2 gaz2™, alerad > .2, a, diverguje.

2. Nech a, > 0, n € N. Ak existuje konetnd lim,_,1_ >  25a,z" =: 5, tak rad Y} ,Zg,a,
konverguje a Y -7 a, = 5. Dokdzte!

346. Nech ciselné rady >, gan, > ,20b, aj ich Cauchyho sa¢in 3,7 ,¢, konverguji,
Yomeotn =A, > gb, =B, > gc, =C. Potom C = AB. Dokazte!
4.3.2 Taylorove rady

Nech funkcia f ma v bode a € R derivacie véetkych rddov. Potom mocninovy rad

Zf(n) .L‘—Cl)n

sa nazyva Taylorov rad funkcie f v bode a. Ak a = 0, pouzivame spravidla nazov Maclaurinov rad
funkcie f. Funkcia f sa nazyva analytickd v bode a, ak jej Taylorov rad konverguje na niektorom okoli

O(a) bodu a k funkcii f|O(a).

[e.0]
. . . . —1)n+l
#linterval (—1,1) je v tomto pripade aj intervalom konvergencie radu E % z?n-t
n—
n=1

vyplyva to

z rieSenia pr. 338



Veta 17. Ak mocninovy rad Y . an(z—a)" konverguje na nicktorom okoli O(a) bodu a € R k funkcti
flO(a), tak 3.7 an(z —a)" je Taylorov rad funkcie f (a funkcia f je teda analytickd v bode a) 32.
Platia naledujice rovnosti:

0 2n—1
z” : inr— nt1_T , .
z:: k. (—o0,00) ; 2. smx_;(—l) a0 z € (—00,00) ;
0 p2n © P
3. cosz = ,;)(_1)n )] 3B r€(—o0,00) ¥, 4. In(l+2z)= ;(—1)"“7, re(—-1,1];
-1 -1 -2
5. (14+2)"=1+ma+ m(m?' ) 2 + m(m 3)'(m ) 3+
’ ’ —1)--- — 1
P Gl n'(m "Dy sel
(—o0,0), ak meN
) [-1,1] , ak me(0,00)\N
kde IT=93 (1] | ak me(-1,0) ’
(-1,1) , ak mé (-0, —1]
Specialne
:Zx", ze(-1,1);
n=0
1 — (2n — D!
5.2. :1+wa", re[-1,1);

— (2n)!!

pritom intervaly, na ktorych rovnosti 1-5 a 5.1,2 platia, si obormi konvergencie prislusnych mocninovych
radov.

347. 1. Ak 372 ,a,z"™ je Maclaurinov rad parnej (neparnej) funkcie, tak az,+1 =0 (ag, =0)
pre vietky n € N U{0}. Dokdzte!

2. Ak ¢ >0 a pre kazdé z € (0,¢) plati > ;2y5a,2" =0, tak a, = 0 pre vsetky n € N U {0}.
Dokazte!

348. Ukazte, ze nasledujice funkcie s analytické v bode 0 a urcite obor konvergencie ich Mac-
laurinovych radov:

1. flz)=a", a>0,a#1; 2. f(z)=chaz;
o _
3. f(z)= : 22 1 , ak 270 : 4. f(z) = zsin 2z cos 3z ;
1 , ak z=0
5. f(z) =sin®z ; 6. f(x):a—l—bx’ ab # 0 ;
_ 1
e =2 8 J(8)= 5y
9. f(0) = o 10. () = =
11. f(z) = ! a>0; 12. f(z)=1n 1+$;

Va?+ 22’ 1-=

32y vety 17 vyplyva, ze definiciu funkcie analytickej v bode sme mohli vyslovit v tejto prirodzenejsej podobe:
funkcia f sa nazyva analyticka v bode a, ak existuje mocninovy rad so stredom a, ktory na niektorom
okoli O(a) bodu a konverguje k f|O(a)

*¥pritom kladieme (—1)° :=1

#*funkcie sin a cos sa ¢asto definuji prave pomocou rovnosti 2 a 3




13. f(z)=In(12 -z — 2?) ; 4. f(z)=In(1+ 2+ 2%+ 2°) ;
15. flz) =1+ 2z)In(1 + ) ;
zsinz +In (1 — 2?)

16. f(z) = ) h
~3 , ak z=0

, ak z#0

RieSenie. 16. Pouzijeme podobné postupy ako pri hladani Taylorovych polynémov v pr. 1.387.
Podla vzorca 2 z tivodu k tomuto odseku plati pre véetky = € R rovnost

o0
-1 n+1
sinmzzi( ) g2t

— (2n — 1)! ’
a teda aj rovnost
) 0 —1)n+1
rsing = Z ﬁ 2 (4.13)
n=1 '
Podla vzorca 4 plati pre u € (—1,1]
In(14u) =S (=1
TENED R

Odtial vyplyva (staci polozit u = —z?), ze pre vietky = € (—=1,1) plati

ol —a) Z(l”“ 2)"250:%“32”:‘%%' (4.14)

Ak s¢itame rovnosti (4.13) a (4.14), vidime, 7e pre véetky = € (—1,1) (pre tieto z platia totiz rovnosti (4.13)
a (4.14) sicasne) plati

(=Dt
) N 1 1_ 2 _ ( _ = 2n _
zsinz + In ( z%) 2 <7(2n— 0 n) x

1 2 L1y 4 L1y 4 -~
<ﬂ—1>r —|—<—§—§)1 +<a—§)1 +=

3 <% %) i (4.15)

ing

Vydelenim rovnosti (4.15) vyrazom z* dostavame pre z € (—1,1), z #£0:

(e}

zsinz + In (1 — 2?) ytt 4 > (—l)k‘*'1 1 ok
2 Z(?n—l)' 5)"” _; k3 kta)” (4.16)

(pri poslednej tiprave sme polozili n — 2 =k, pritom (—1)"*? = (=1)¥+3 = (—1)%¥+1). Pre z = 0 ma4 sticet

o0
(—1)k+1 1 ok 1 1 2
d — z*" hodnotu —— — - = ——.
ra‘ukz_o<(2/f+3)' T e TR
( 1)k+1 1
2k+3)! k42
17 znamena, ze funkcia f je analytlcka v bode 0 a uvedeny rad je jej Maclaurinovym radom.
. > 1)k+1 1
Zostava najst obor konvergencie radu kZ:O <((2/<7 _)}_ 31 s
konvergencie radov, z ktorych sme tento rad vytvérali. Rad na pravej strane rovnosti (4.13) konverguje pre
kazdé z € R, rad z rovnosti (4.14) len pre & € (—1,1) 3%, preto ich suéet (tj. rad z rovnosti (4.15))

Na intervale (—1,1) teda rad Z < ) x% konverguje k funkeii f|(—1,1), ¢o podia vety

) 2?¥ . vyuzijeme pri tom znalosti oborov

*okrem iného to vyplyva aj z tejto tvahy: rad — 3 > (2" /n) sme ziskali substiticiou v = —z? z radu
Yoo ((=1)"*'u"/n; kedze druhy z tychto radov konverguje len pre u € (—1,1] (pozri vzorec 4 z ivodu

k tomuto odseku), konverguje prvy z nich len pre tie z € R, pre ktoré —z? € (—1,1]

2



konverguje len pre z € (—1,1) 3¢ . Ak konvergentny (divergentny) rad vynasobime nenulovou konstantou
(v nasom pripade ¢islom 1/z*), dostaneme konvergentny (divergentny) rad; odtial vyplyva: rad z rovnosti
(4.16) iste diverguje pre z € (—oo,—1]U[1,00) a konverguje pre z € (—1,1)\ {0}; jeho konvergencia v bode
0 (ktord nevyplyva z tejto dvahy) je zrejma.
© n+1
Teda oborom konvergencie radu Z (=1) _ 2™ je interval (—1,1)
—\(2n+3)! n+2 e

Poznimky. 1. Pri hladani oboru konvergencie Maclaurinovho radu funkcie f sme mohli samozrejme
postupovat aj , klasickym“ sposobom (tj. néjst polomer konvergencie a potom vysetrit konvergenciu daného
radu v krajnych bodoch intervalu konvergencie); ak chceme na vypocet polomeru konvergencie pouzit vetu
11, je
ak  n je
neparne

ok 1 n 1 _ o 1 1+ k+2 ak.nZQka
Vlan| = (2k+3)!  k+2 k+2 (2k+3)!) "’ k je parne ;

awf 1 1 a1 1 k+2 ak n =2k a
E+2 (2k+3)! k+2 (2k+3)!) "’ k je neparne
n+2

k vyuzij ti lim k12 =1 lim — "~ =0, dost limy— oo 2™ Yagm_1| =
ak vyuzijeme rovnosti kEIolo + a kEIolo (271—}—3)! , ostaneme [1m,,_. |c12m 1|

=0, limn—co aam| =1, limp_o ™ |agm_2| =1, odtial lim SUD, oo V|an| =1 (pozri tieZ riedenie
pr. 1.160). .

2. Uvaha, ktord sme pouzili pri hladani oboru konvergencie radu z rovnosti (4.15), je vlastne §pecidlnym
pripadom tohto tvrdenia:

Nech rady Y07 san(z —a)" a Yy o ba(z —a)® maji navzdjom rézne polomery konvergencie. Potom

0,

obor konvergencie radu . (an + by )(z —a)" je prienikom oborov konvergencie radov y .. an(z —a)* a
S o obn(z —a)™ (pozri tiez riesenie pr. 339.1).
rain - In(1 = 22 .
3. Priklad 348.16 ,,hovori “ vlastne toto: funkciu g(z) = rSIMT + 1:( ) mozno ,,dodefinovat“ v bode
x
0 tak, Ze funkcia, ktord dostaneme, bude analyticka v bode 0 (tdto poznamka sa vztahuje aj na pr. 348.3,
sinz In(l1+z) 1- cosa:)

349. Ukézte, ze nasledujice funkcie s analytické v bode 0 a urcite obor konvergencie ich Mac-
laurinovych radov:

obdobne moizno dodefinovat napr. funkcie ,

z 2

1. f(z) = arctgz ; 2. f(z) = arcsinz ;
2

2
3. flz)=In(z+Va®+2?), a>0; 4. f(x):arctg%;
—x
5 f(x)=zln(z+ V14 22) = V1+22; 6. f(z)=zarctge —In /14 22 ;

T gin ¢

7. f(x):/o Tdt; 8. f(x

re(-1,1).

)_/z dt
Jo V1I—1E

1 .
V1i—z2

Riesenie. 2. N&jdeme najprv Maclaurinov rad derivacie funkcie f, tj. funkcie f'(z) =

Podla vzorca 5.2 z tivodu k tomuto odseku pre kazdé u € [-1,1) plati

1 = (2n— N
:1—}—27(71 )l‘n,

1—u (27’1,)”

n=1
preto (staéi polozit u = 2?) pre kaidé z € (—1,1) je

o0

1 In—1I
mz”z(rn)n) S (4.17)

#pri tejto tivahe vyuzivame, ze stiéet dvoch konvergentnych radov je konvergentny rad, stiéet konvergentného
a divergentného radu je divergentny rad

n=1




Integrovanim ¢len po ¢lene (tvrdenie b) vety 16) dostavame pre x € (—1,1) rovnost

. o dt v = (2n — ! v o~ [T (2n —1)!!
arcsinz = 37/ — = 1+ | gt = / dt + / S g =

— (2n-DI
= " 4.1
‘E+E (2n 11(2n+1)x ’ (4.18)

¢o podla vety 17 znamena, 7e funkcia arcsin je analytickd v bode 0 a rad = + 2_:1 % 22FL e
jej Maclaurinovym radom. -

N&jdime teraz obor konvergencie tohto radu: Rad z rovnosti (4.17) konverguje len pre z € (—1,1) (mozno
to odvodit podobnyIpi tvahami akq v pozpémke 35 k rieseniu pr. 348.16), teda jeho polomer konvergencie je
R = 1. Pretoze podla vety 15 ma lubovolny mocninovy rad rovnaky polomer konvergencie ako rad ziskany
z neho integrovanim ¢élen po ¢lene, je polomer konvergencie radu z + Z:l %
1; pritom v bodoch # = 1 a « = —1 (tj. v krajnych bodoch intezvalu konvergencie (—1,1)) tento

(2n — 1) g2+l

2n)!'(2n+ 1)
interval [—1,1]. (Z tvrdenia uvedeného v poznamke 1 za riesenim pr. 343.4 potom vyplyva, 7e rovnost (4.18)
plati ajpre z =1 a 2 =—1.)

2"t tiez rovny

rad konverguje podla Raabeho kritéria %, Oborom konvergencie radu = + Z Jje teda

o0

(2n — )N .
Poznamka. Polomer konvergencie R radu =z —— " 2! mozeme samozrejme najst aj
g +E 2n I 1) ] jst aj
priamo (tj. bez uvah o polomere konvergencie radu z rovnostl (4.17)), nemozno na to vsak pouzit vetu 12

[ee]

(2n — D . : . .. , . .
(rad =+ Z Qn)” in 0 2?1 totiz nesplia podmienku ,,po¢inajic niektorym ng je a, # 0%z tejto vety,

pozri tlez poznamku h. Cislo R mozno vypoéitat napr. na zaklade tvrdenia z pr. 339.3 alebo pomocou
d’Alembertovho kritéria (veta 6’ z odseku 3.3), z ktorého je toto tvrdenie odvodené.

350. 1. Nech funkcia f je siu¢tom radu ) .-, a,z" s nenulovym polomerom konvergencie.
f(z)
|

— T

Najdite Maclaurinov rad funkcie

2. Najdite Maclaurinove rady funkcii:
a) f(z) = n¥(1 - a) ; b) f(a) = (arctga)?

351. Nijdite Taylorov rad funkcie f v bode a a urcite jeho obor konvergencie, ak:

1 1
1. fle)= —5—7——=, a=1; 2. flz)= a=5;
/(@) (22 — 2z 4+ 3)?7 ’ /(=) Va? =10z +29° ’
1

3. f(e)=(2z+ V)sinzsin(z+ 1), a= —5 4. f(z) =1In(2* - 92 +20), a=3.
_ Névod: Substituciou ¢ — a = ¢ mozno hladanie Taylorovho radu funkcie f v bode a previest na
hladanie Maclaurinovho radu funkcie g(t) := f(t+a). Pritom zrejme plati: ak interval I je obor konvegencie
Maclaurinovho radu funkcie g, tak interval J = a+ 1 (:= {x +a; 2 € I}) je oborom konvergencie

Taylorovho radu funkcie f v bode a.

*Tyyuzivame rovnost f(z) = f(0) + fox F(@)de
#konvergencia v bodoch x =1 a z = —1 vyplyva aj z pr. 345.2



352. Pomocou derivovania alebo integrovania ¢len po ¢lene najdite stacty radov:

(20 + 1)a?" n?+1
T R S 9 o
z_: n! k Z 2n !
s 2n +1) , = (2n—1)! .2
3. n. 4. n
2: T g%2n+2

353. Najdite sucty ¢iselnych radov:

= n? = 2%(n+1)
Ly " 0. 3 Zlnt D)

n=1 "

> (_1)n = (=1)(2n — 1!
32%. Nl SUMCILY

2n+ 1)’

2n—1 1
51+Z IRRETES

354. Nech funkcia f:(a,b) — R ma derivacie vsetkych rddov v kazdom bode intervalu (a,b),
nech pre niektoré M > 0, ¢ > 0 plati

VneN Vaz e (a,b) : |f(z)] < Mc"

Potom Taylorov rad funkcie f v bode zg (2o € (a,b) ) konverguje na intervale (a,b) k funkcii f.
Dokézte!®®

355. Uvedte priklad funkcie, ktord ma derivécie vietkych rdadov v bode 0, ale nie je v tomto bode
analyticka!

4.4 Niektoré vypocty pomocou radov

356. Vypocitajte nasledujiice hodnoty s uvedenou presnostou:

1. Y130 (107%) ; 2. V15 (107%) ;
3. arctg 3 (107%); 4. In1.2 (107%);
5. ¢ (107°).

Riesenie. 1. Plati

V130 = Y125+ 3/125 1-+ ) = ‘/1*‘53
O
e L (LYo 2 (L) 25 (]
1!3 25 2132 \ 25 3!33 25

(pouzili sme vzorec 5 z iivodu odseku 4.3.2 pre m =1/3 a x =1/25), teda

. | 9 9.5
V1 — . _5. . _
30=545 773757 72 5r3753 T2 313950

= 5

Ak ¢islo b je suctom radu EZO:O b, , je prirodzené aproximovat ho niektorym é&iastoénym siiétom tohto

radu. Odhadnime absolitnu chybu takejto aproximacie: ak pre n-ty zvysok R, := Ekoo:n+1 b, uvedeného

*3pecidlne teda (ak ¢ = 1) plati: ak postupnost {f,}°°, je rovhomerne ohrani¢ena na (a,b), tak Taylorov
rad funkcie f v bode zg (2o € (a,b)) konverguje na intervale (a,b) k funkcii f; na zéklade tohto tvrdenia
mozno dokéazat napr. vzorce 1-3 z tivodu tohto odseku



radu plati |R,| < &1, ak kazdé z ¢isel by, by, ..., b, vypolitames presnostou €2 (tj. najdeme aproximacie
Bo, ..., By &isel by, ..., by také, ze |by— B;| < ez pre k=0,1,...,n) a ak zaokrdhlenim &isla 5, _, Bk
dostaneme ¢islo @, pre ktoré plati | p_, 8 — B] < e3, tak &islo 8 je aproximéciou &sla b, pre ktorej
absolitnu chybu ¢ plati

e<er+(n+1)es+es;

vyplyva to z nerovnosti

n

> bk — Br)

k=0

Zbk +

k=n+1

e = < —+

Zbk—ﬁ Zﬁk—ﬁ‘ .
k=0 k=0

Ak presnost, s ktorou mame vypoéitat éislo b, je § = 10™™ (m € N), zaokrithlujeme spravidla éislo
> %—o Bk na m desatinnych miest; pre chybu 3, ktorej sa tym dopustame, plati

6
€3 <0.5-107™ = 7
Ak teda chceme, aby platilo €1 + (n + 1)ea +e3 < 8§ = 10™™, treba zvolit €; a e tak, aby bola splnena
nerovnost €, + (n + 1)ez2 < §/2; polozme preto

= o

&1 =

a najdime (¢o najmensie) ¢islo n, pre ktoré plati
1)
|Rn| < g1 = Z

(také n existuje, pretoze z konvergencie radu Zkoozo by vyplyva lim,_ R, = 0), potom zrejme staéi polozit

)

Ezzm.

V nagom priklade mame pocitat s presnostou § = 1075, najdime teraz éisla n a 3. Rad > reo b
ktorého sictom je éislo /130, strieda — pocinajic ¢lenom by — znamienka, pricom postupnost {1k }52,
rydzomonoténne konverguje k 0, preto pre jeho n-ty zvysok R, (n € N) plati (pozri vetu 12 z odseku 3.3)

2.5.8---(3n—1) <i>"+1§

|Ra| < [baga| =5-

(n+ 1)!3n+1 25
5 369G 1 _ 1
-~ 3(n+1) n!3n 52n+2  3(n + 1)52n+1

Nerovnost |R,| < 6/4 = 107°/4 bude preto iste splnena pre tie n € N, ktoré su rieSeniami nerovnice

1 1
<
3(n + )52+ = 4.105

najmensim takym ¢islom je n = 3; potom

P 103
— = =6.25-1077.
2T A1) 16

Aby sme teda nasli ¢slo /130 s presnostou 10%, staéi vypocitat kazdé z ¢isel by, by, by, bs
s presnostou 6.25- 1077, scitat ich a vysledok zaokrihlit na 5 desatinnych miest:

bOI 5: 60: '5a
1
2
bz:—f)'m, 622—00008889,
2.5
bs= 5- B3 = 0.0000198 ,

313356



potom 22:0 Br = 5.065 797 6, zaokrihlenim na 5 desatinnych miest dostavame 5.065 80, preto

/130 = 5.065 80 £ 0.000 01 .

Poznamky. 1. Pri odhade R, sme mohli pouzit napr. aj Lagrangeov tvar zvysku Taylorovho polynému
(pozri [23, str. 173, poznamka 2]): pre

flz) = 5(1 + z)/3

je
2.5.-. -1
§0) = (-1 5 Z2L D g gy e
preto
f(n+1) Uy - i n+1 —(3n+2)/3
Ry | = 25 1 _5 2:5---(3n—1) 149 1 1
e (n+1)! 25 B (n+ 1)13n+1 " 25 25n+1
kde ¥, € (0,1), odtial (ak pouzijeme rovnaké tpravy ako v rieSeni pr. 356.1 a nerovnost
(14 9,/25)=Gn+2)/3 < 1)
1
nl < Tt N.
Pl < s ipen . M€

2. Cislo ¥/130 sme mohli napisat aj v tvare

Y130 = 216 —86=6¢/1 — %

a dalej pokracovat obdobne ako pri rieeni pr. 356.1 (ziskany rad ovéem vtedy nie je radom so striedavymi
znamienkami, preto nemozno pouzit odhad |R,| < |b,41|; z nerovnosti

< 2 (43
=% \108)

2.5---(3k—4) (43 \"
=6 — | — >
b 6 k! 3k (108) k22

kde

—_— 3

vyplyva tento odhad:

oo oo 9 o] 43 k
|Ry| = Z br| < Z |bk|§m T08) =
k=n+1 k=n+1 k=n+1

2 43\ ! 1 86 43 \"
n+1 \108 1—43/108  65(n+1) \ 108

najmensim prirodzenym rieSenim nerovnice
86 43 " < 10-5
65(n + 1) \ 108 4
je n=12 40y,
Nemalo by vsak zmysel pisat ¢islo /130 napr. v tvare
V130 = V64166 =4{/1+ Z—i ,

*9pouzitim Lagrangeovho tvaru zvysku dostaneme odhad

PRI 1L RTCUE ORI A R T A R
» (n + 1)137+1 "7 108 108 =




pretoze 66/64 > 1, mnelezi ¢islo 66/64 v obore konvergencie Maclaurinovho radu funkcie T+ .

357. Dokézte rovnost

1 1 1
ln(n+1)_lnn+2<2n+l+3(2n+1)3+”'+(2/{7—1)(271—{—1)2’“ 1+~-)

a vypoéitajte pomocounej In2 a In3 s presnostou 107°

358. 1. Vypocitajte ¢islo m s presnostou 10~° na zaklade rovnosti

T ; 1 4 arct 1
— = arctg — + arctg - .
1 3 3
2. Vypoctitajte sin 18° s presnostou 107%.

359. S presnostou 1073 vypoéitajte integraly:

2 1
sin x
1./ dzx 2./ cos 22 dzx ;
o T 0

1 1/9
3./ Y cosz dr ; 4. Ve dx .
0

0
Riesenie. 3. Podla vzorca 3 z ivodu k odseku 4.3.2
o . x2n
cosT = nz_:o(—l) )1 zeR,

preto pre kazdé z € R plati

3 3 ©° . x2n ©° nx(6n+1)/3
n=0 ’ n=0 ’
(6n+1)/3
RM}D

———— konverguje rovnomerne na intervale [0, 1] (moZno to dokazat Weierstrassovym alebo

Abelovym krlterlom alebo odvodit z vety 13 a pr. 306), preto (podla vety 8)

1 1 [ o 2(6n+1)/3 £(6n+1)/3
/ Yz cosedr = / (Z(—l) (7) 1_2/ 7&1::
0 0 n=0

I

o0

. 3$(6n+4)/3 1 3
- E[(_l) (2n)!( 6n+4] Z N(6n+4)
n=0 n=0
Dalej budeme postupovat rovnako ako pri rieseni pr. 356.1: Kedze rad nz:%bn = nz:%(—l)"m
je radom so striedavymi znamienkami, pri¢om postupnost # rydzomonoténne konvergu-
@6+ 4) f g
je k 0, plati pre jeho n-ty zvysok R, :=3 ;. nt1 be odhad

3 1
R, ;
Bl < G i Gn T 10) < @nt3)

o2 ([ a3 \TEIE g\t 108\ a3\ 2 a3\
= n+1\ 108 108 “n+1\ 65 108 - ’

n+1\65

najmensim prirodzenym rieSenim nerovnice

2 /43\"*t  10-°
— <
n+1\65 4

je n=25



obr. 3

najmensim prirodzenym rie§enim nerovnice

11
(2n +3)! = 4103

je n=2; potom

Treba teda vypoéitat b, pre n =0, 1, 2 s presnostou 3, vypoéitané ¢isla séitat a vysledok zaokrihlit na
3 desatinné miesta:

3

b= = 0.7 ,
3

bh=—g5 =-015 :

by= —S = 0.00781

T o160

0.75—0.15+0.007 81 = 0.607 81, teda

1
/ Yz cosx dx = 0.608 +£0.001 .
0

Poznidmka. Pretoie éisla by a by sme vypoéitali presne, staéilo by poéitat ¢islo by s presnostou
1

—— =25-107%

4.103

360. Odvodte nasledujiice priblizné vzorce pre obsah p kruhového odseku ABC', zodpovedajiceho
malému stredovému uhlu AOC' velkosti 2¢ (pozri obr. 3):

2 h
1. p~ =dh ; 20. pr —(7d ;
D 3 3 0- P 15(7 +35) 3

kde d je dizka tetivy AC', s je dizka oblika AC' | h je vyska odseku ABC.

4.5 Dalsie priklady
361. Najdite obor konvergencie radov:

(n+a)? . /n

e Q-Z(g)n(e”"—l)";
(271—1)!!( 2z )n; 4.212(12—1)...(3;—71—1—1).

2n)! 14+ 22 n!
1 ( n=1

: : 6 i '
. ; . SINTNY |
Vn! 14 a?ma?’ o

=
e
3
ﬂ

3

o

n

ot

n

1

-
3

|
-



(o]
2
7. Ze‘"“’"sinnaj; 8. Zn smn]:’ q>0,2€(0,7);

9. sinz —sinsinz + sinsinsinz — - - - ;

362. 1. Na zaklade rovnosti

277/
n—1 1—:
(L+a)(l+a?)(1+ah)(L+2? )= ——
n—1
00 2n—1 2
najdite siucet radu %
n=1 1 + 132
2. Na zaklade rovnosti )
T T x sin z
COS — COS — +++COS — = —————————
2 4 27 2%sin(z/27)
e S|
najdite sucet radu nz:l Q—Htg o r € (—m ).

z#£1,

363. 1. Nech a, > 0 pre vietky n € N arad ) .. (1/a,) diverguje. Potom

ay + ay [¢5/] + ay as as
az+x ax+x az+x ax+x az+r ag+x

Dokéazte!
n! 1
2. Dokazt t = ' 1.
okazte rovnos ;m+l)(m+2)~~(l‘+n) .7;—1’]:>
3. N3jdite sucty radov:
) 2 + L + 1 + >0
a . .
142z (142z)(1+32) (1+2z)(1+32)(1+4z) ’ ’
y o2 y? 2"
b ey
)1—y2+1—y4+1—y8+ +1 2n+1+
n+1
z:: 1—am)(1—antl)
364. Nech f(z):= nz_:l ﬁ Potom xlinc}o F(z) = g Dokazte!

10. cosx — cos cosx + coscoscosx — - - -

365. Vysetrite bodovi a rovnomernti konvergenciu postupnosti {f,}52,; na mnozine M , ak:

1fn(l‘):n(\lﬁ+%_\/§); M:(O:OO);

2. fn(x):n/ sin%dt, M=[0,a],0<a<l;
0

3. falz) =tg <n;1m) M= (0,3

4. fn(a:):% a) M =(0,1), b)M=(1,00);

5. fo(z) = warctgne, M =(0,00); 6. fa(z) =

9. f“r):nln(l—l—%) a) M =(0,2), b)M=(2,00);

10. fo(z) =n(z/" = 1), M=1[1,d]; 11. folz) = %ln (1+£) ,

12. falz) = (1+%)n a) M=[ab], b)M=R.

" +

7. fa(z) = V/|sinz|, M=R; 8. fu(z) =In <1+

cosnr

vn+z

e =225 M =10,1];

), M =10,00) ;

=(0,10);



366¢. Nech {f,}°2, je postupnost funkcii definovanych na intervale [0,1], nech f, — 0 na [0,1]. Pre
e>0a zel0,1] polozme

ne(z) :=min{n e N; Vk>n : |fr(z)] <e}.

Potom f, =0 na [0, 1] prave vtedy, ked kazd4 z funkcii n. (£ > 0) je ohrani¢ena. Dokaite!
367. 1g. Nech f:R — R je rovnomerne spojita funkcia, nech

fn(w):f(:w%), reER, neN.

Potom f, = f na R. Dokazte!
2. Nech f:R— R je spojite diferencovatelna funkcia, nech

fn(-l‘)::n<f<:b+%)—f(a:)), teER, neN,

nech a < b. Potom f, = f' na [a,b]. Dokazte!
3. Nech f:R— R je spojita funkcia, nech

z_:% < —) reER, neN.

Potom postupnost {f,}5>; konverguje rovnomerne na kazdom ohrani¢enom intervale [a,b]. Dokazte!

368. Rozhodnite o platnosti nasledujticich tvrdeni:

1. Nech {fn}52; je postupnost kladnych funkcii definovanych na intervale (a,b), nech f, = f na (a,b).
Potom pre kazdé « € (0,1] plati f& = f* na (a,b).

2. Ak f, = f na (a,b) a g, =g na (a,b), tak frgn = fg na (a,b).

369. Vysetrite bodovi a rovnomernu konvergenciu radov:

.']34

ol

m velt], pritom @) ab>0, b)ab<0:
s/l 2 =M= “— [n/2]!
o~ cos n sin(z/n) - z3
g4 0 LosnEImE/n) 5. g e>1:
;x2+ln3(n+1) ;arcgnlﬂz(wrl) '
o~ arctg (1/nz) cos nx
6. a)x €(0,1), b)x>1;
nzz:l 4+ 1n%2nz ) 0.1) )
N o 1
7.;2 gy  Wz€(0.8), br>4; 8-;fv(1—r)a fv€<§,1)é
) . 0 _1”
9211_5:1;\{5; a)z>a>0, b)z>0; 10~Z(\/ﬁ) metgat, w2l
n=1 n=1
> nx
11. a) z € [0,6], b)z>é;
;(l+x)(l+2x)~~(l+n:v)
[es) _ \/ﬁ
P SN
n:l‘n—i—nx

2
370. N4jdite vietky o € R, pre ktoré rad Y .. 2%~ "% konverguje rovnomerne na (0, o).

1] tu oznacuje celt ¢ast



2
a7+ n
n

371y. 1. Ukagte, ze rad Z(—
n=1
nekonverguje absoh'ltne v ziadnom bode z € R.

konverguje rovnomerne na kazdom ohrani¢enom intervale, ale

2. Ukéazte, ze rad Z )*(1 — )" konverguje rovnomerne a absolitne na [0, 1], ale rad absolitnych

) n=1

hodnot Z(l — z)z" konverguje na [0, 1] nerovnomerne.

n=1

372. Ak rad Z

n= 1|n|

uzavretom ohrani¢enom intervale [a, b] neobsahujucom ziadny prvok mnoziny {a, ; n € N}.

konverguje, tak rad Z

konverguje rovnomerne a absolitne na kazdom
T —an

373. Nech {f,}52, je postupnost spojitych funkcii definovanych na intervale [0,1], nech rad 3 7, f,
bodove konverguje a f,, 0 na [0,1]. Vyplyva z toho rovnomerna konvergencia radu »_>7_, f, na [0,1]?

374. Rozhodnite o platnosti tohto tvrdenia: Ak postupnost funkcii {f,}5%; je rovnomerne ohrani¢ena
na intervale I, tak lim,_ oo sup,cr fn(z) =sup,¢; f(2).

375. Ak rad .7, f, konverguje lokalne rovnomerne na uzavretom ohrani¢enom intervale I, tak
>, fn konverguje na I rovnomerne. Dokézte!

376. Najdite definiény obor nasledujicich funkcii a vysetrite ich spojitosf:

1.f(m):z%; Z ’

(n—w)
n=1 n=1
. cos nx
3. fz) = Z 3
n=1 \/ﬁ
377. Ukazte, ze funkcia
1 = 1 > 1
F = —
(@) 1—1—1‘2—{_;1—1—(1‘—1—71(.0)2+n:11—|—(m—nw)2

je spojita a periodicka.
378. 1. Nech postupnost {f,}5, funkcii definovanych na otvorenom intervale I konverguje na I

rovnomerne k funkcii f. Ak Ziadna z funkcii f,, n € N, nema bod nespojitosti 2. druhu, tak ani funkcia
f nema bod nespojitosti 2. druhu. Dok&zte!

2. Uvedte priklad postupnosti {fn}52, spojitych funkcii definovanych na R takej, ze lim,_ fn Je
definovana na R a ma bod nespojitosti 2. druhu.

379. Nech postupnost {f,}52; monoténnych funkcii definovanych na intervale [a,b] konverguje na [a, b]
k spojitej funkcii f. Potom f, = f na [a,b]. Dokazte!

380. Ak postupnost {f,}52; konvexnych funkcii bodove konverguje na intervale (a,b) k funkcii f, tak
[ Jje spojitd na (a,b). Dokazte!

381. 1. Dokéite, Ze existuje spojita funkcia f:R— R, ktora nie je monoténna na lubovolnom intervale
ICR!

2. Dokéizte, Ze existuje spojite diferencovatelna funkcia ¢ :[0,1] — R, ktord nie je konvexna a nie je
konkavna na lubovolnom intervale I C [0, 1]!

382. Dokazte, ze existuje funkcia f:R — R také, ze mnozina jej bodov nespojitosti je Q, pri¢om
1. kazdé a € Q je bod nespojitosti 1. druhu a limg— .4 f(2) # f(a), limg_.— f(z) # f(a);
29. kazdé a € Q je bod nespojitosti 2. druhu a limg_q4 f(2), limg—q_ f(2) neexistuji.

383. 1. Ak postupnost {f,}%, funkcii riemannovsky integrovatelnych na intervale [a,b] je rovnomerne
ohranicend na (a,b) a konverguje tam lokdlne rovnomerne, tak lim, .o fn € Ra,b] a

/db lim f,(z) do = hm/ fula

Dokazte!



2. Uvedte priklad postupnosti {f,}5%, funkcii riemannovsky integrovatelnych na intervale [0, 1], ktora

konverguje na (0,1) lokdlne rovnomerne k 0, ale lim,_. fol fa(z)de = 1.

384. Najdite limity:

) Ly ne ) U n
1. lim — dx; 2. lim sin” x dx
n—oo J, 14+2 n—oo Jg
) T sin nx ) 141/n n
3. lim ——dz ; 4. lim " Inxdrx ;
n—oo [q n\/z n—oo fq

1 ,
5. lim 1 —iEIn)x de, kde f:[0,1]—R je spojita funkcia .
n—oo 0

w/2 1 x

385. Vypocditajte —tg — dx.
ypotitaj /ﬂ/@ 3 geteg

386. Uvedte priklad postupnosti {f,}5%, funkcii definovanych na intervale [0,1], ktord konverguje na
[0, 1] nerovnomerne k ohrani¢enej funkcii f, pricom

1. fn € R[0,1] (neN), fFE€R[0,1];

2. fa ¢ R[0,1] (ReN), feR[0,1].

387. Na zaklade pr. 119, 192 a 193 dokdzte druhi vetu o strednej hodnote integralneho poétu (veta 16
z odseku 2.4) pre pripad spojitej funkcie g¢:[a,b]— R a spojitej monoténnej funkcie f:[a,b]— R.

388. Najdite definiény obor nasledujicich funkcii a ich prvych derivacii:
—nx

1. f(z) = ZanmZ ; 2. f(z) =Y 1: — .
n=1

n=1

389. Nech funkcie f,, n € N, si spojite diferencovatelné na (ohrani¢enom alebo neohranicenom)
intervale I. Ak rad ) .., f, konverguje aspoii v jednom bode a € I arad ) .., f, konverguje lokalne
rovnomerne na I, tak rad Y .., f, konverguje lokdlne rovnomerne na I a mozno ho tam derivovat élen po
¢lene. Dokazte!

. sin na ) . 5. ..
390. Ukazte, ze postupnost f,(2#) = ——=— konverguje na R rovnomerne k diferencovatelnej funkeii, ale
n

pre ziadne z € R neexistuje koneénd lim,_ fh(2).

391. Nech funkcia f a jej derivacie vietkych rddov si definované na R, nech postupnost {]"(")}2‘3:1
konverguje na R lokalne rovnomerne k funkcii ¢. Potom ¢(xz) = Ce® pre niektoré C' € R. Dokazte!

392. Nech {f,}5%, je postupnost funkcii definovanych na intervale I, nech {K,}3%, je postupnost
kone¢nych podmnozin intervalu 7, nech definiénym oborom funkcie f] je mnozina I'\ K, (n € N). Ak
rad Y .7, fn konverguje aspoii v jednom bode a € I a existuje konvergentny &iselny rad > -7, a, taky, ze
plati

lfi(z)| <a,, z€lI\K,, neN,

tak rad Zzozl f. konverguje lokélne rovnomerne na I a mozno ho derivovat élen po élene v kazdom bode
z€I\U,N Kn. Dokazte!

393. 1. Nech {a,}5%, je prosta postupnost obsahujiica vsetky racionalne &isla z intervalu (0,1). Potom
funkcia

f) =% lz— ai] ;n“” . 2e(0,1),
n=1

je spojitd a definicnym oborom jej derivécie je mnozina (0,1) \ Q. Dokdzte!
2y. Zostrojte spojitu funkciu f:(0,1) — R takd, ze D(f') = (0,1)\ Q, pricom v ziadnom bode
a € QN(0,1) neexistujui jednostranné derivacie fi(a) a f’ (a).



394. Najdite obor konvergencie radov:

L3 () ()

= n=1

o0 o0
1 — 1) (m— 1
3.Z<IHCOS3_H) " 4Zm(m ) n'(m n—+ )1‘”;
2

N
(e
=
9
|
3
Q

)

3

n=1 n=1

> /a N, = (z+3)
52(7+§)x, a>0,b>0 621 ——

n— n=

©_ 1gv(m)
10. Z (1—=2)", kde v(n) je pocet cifier ¢isla n ;

n

00 (cosﬂ)n 00
11.274;15"; 12.2—41‘ :

13. i(T‘”n : 14, i (Sizn)n .

395. Nech polomer konvergencie radov Zoo anz” a Zn 1™ je Ry € R* a R, € Rt. Co viete
povedat o polomere konvergencie R radu

o0 " o0 an
I.Zanbnl‘ ; 2.21+|a|1ﬂ;

(o]
E 22", kde 3277 cpa™ je Cauchyho siéin radov Y oo anz™ a Yoo bya™?

n=1

396. Najdite Maclaurinove rady nasledujicich funkcii a uréite ich obor konvergencie I:

1. f(z) = sin (parcsin z) ; 2. f(2) =In 3 r 1607 22 -
3' f(.’L’) = ('T2 - 1) arcsin 2]32 ; 4 f(x) — arctg 5 2z - :
-z
In(1+2) T arctgt
5. f(x) 1tz 6. f(z) /0 t ’

7. f(&)=1In (71' ;L) + arctg 5

0]

_ . f(z) = arctg (l-l-\/l—l——ﬁ) :
9. f(x) = arcsin (2.@@) ; 10, f(z) = 1

T+l + el +a)(l+29) |

397. Dokazte rovnosti:

0
$2n+1

1 1 1
. »2) — _1\n+1 T T T R ; _ .
1. arctgz ln(l—}—r)_QE (-1 (1—{—2—}—3—{— +2n)2 T ze[-1,1];

2 (M) —1+?Z_ (gt ) Sy LIV},

1+ ©° 2n(p!
n <$+ t+z ) — (_1)n2 (77, ) x2n+1’ .Z‘E[—l,l] :
Vit = (2n+ 1)




arcsin x

2n+1 , .
/=22 Z(Qn—{—l , Te(=L1);

5. (ln (CL‘+ 1+x2))2 = io:(—l)"'H 2271—1(((27;)_! DY? 2 re[-1,1].

n=

398¢. 1. Na zéaklade identity (1+z)P(1 +z)~%*~! = (1 4+ z)P~*~1 dokaite rovnosti

S ()2 ) =) e

2. 7 identity (1 —z)™™" (1 —2)"9"! = (1 — 2)~™~ 42 odvodte rovnosti

p—m
1
() E) = (1) v mamnne
s=0 m p—m

399. Dokdite, ze funkcia F:(—1,1)— R dand predpisom F(z) = f027r In(1—acost)dt, jeelementarna.
400. Najdite sucty radov:

2
[~]
T
w)—‘
3|~
A=y
s
&

n=0
g (2= Y, 1 2z 3+ 1.3 ( 2 5+ 1-.3-5 ( 2 7+ _
2 \1+22) T2 a1+ a2 246 \1+ a2 4.6-8 1+x2 ’
5. ; 6.

nz::() (2n)! nz::l Qn—i—l

Ly 14 /2\2 1-4-7 (23
m35) 5 @) 5 6)

401. Najdite sucty ciselnych radov:

n=0 n=1

- . 1 1\ 1 - . 1 1 1
3.2(—1) <1+§+"'+;)n—+1; 4.2(—1) <1+§+"‘+2n_1)g.

n=1 n=1

402. Ak Maclaurinov rad funkcie f konverguje na mnozine R rovnomerne k funkcii f, tak f je
polyném. Dokazte!

403. Nech funkcia f:R— R je si¢tom radu > .- anz™, nech {n!a,}32, je ohrani¢end postupnost.
Potom funkcia f ma v kazdom bode a € R derivacie vSetkych radov a plati

0 f(n)
:an'(a)(m_a)n’ reER.
n=0 ’

Dokazte!
404. 1. Dokazte rovnosti:

1 T
d: 1 In(1 :
a)/ @ _ E — b)/ wdm:warcsina, la]<1.
0 n" 0

(e



2. Vyjadrite v tvare radu hodnotu integralu:

Un (2 + V1 + 22 1
a)/ n (z+ +I)dx; b)/ Inz-In(l —z)dz .
0 & 0

405. Dokazte rovnost

T 1 1
— = 4arctg - — arctg —— 4.19
1 arctg & — arctg oo (4.19)
a na jej zaklade vypocitajte ¢islo m s presnostou 1079 42,
406. Na zaklade rovnosti 9
IHE: —In2+4+2In3— Inb
24
ln%_ 3In24+ In3—-2Inb
1 81 4In2+41n3 Inb
n—=—41In n3— In
80
vypoéitajte In2, In3, In5, In6, In10 s presnostou 1076,
407. S presnostou 10™* vypoéitajte integraly:
4 100
In(1
1./ et dy 2./ Mdm.
2 10 z

“2Po vyrieseni tohto prikladu iste nejeden ¢itatel uzna, ze jednoduchsie je zapamétat si vetu
MAM, 6 BoZE 6 DOBRY PAMATOVAT SI TAKOVY CISEL RAD!

VELKY SLOVUTNY ARCHIMEDES

3

ktord uddva ¢islo m na 12 desatinnych miest (sta¢i zratat poéet pismen jednotlivych slov). Pre zdujemcov
uvadzame este anglicka verziu:

How I waNT A DRINK, ALCOHOLIC OF COURSE,
AFTER THE HEAVY LECTURES INVOLVING QUANTUM MECHANICS!

udavajucu ¢éislo 7 na 14 desatinnych miest.



